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Kapitola 4

MINIMUM A MAXIMUM

Tato kapitola zad¢ind zcela jednoduchymi tlohami,
ve kterych se hledaji nejvétsi nebo nejmensi hodnoty,
jichZ nabyva ta & ona velidina, a konéf zajimavymi, slo-
%it&jsimi priklady. Ulohy na maximum a minimum je
mozné obydejné prevést na zkouman{ analyticky zadané
funkce. Zde si vSak ukdZzeme hlavné takové tlohy, ve
kterych geometrické wvahy vedou mmnohem rychleji
k cfli. Uvidite, jak se pfi feseni takovych tloh pouiiva
mnozin bodd dané vlastnosti.

4.1 Pod jakym ihlem vzhledem k bfehum p¥imého
tseku Feky musi plout lodka, aby vzdélenost, o kterou
je lodka unesena proudem feky za dobu jeji plavby od
jednoho b¥ehu ke druhému, byla co moZnéd nejkratsf.
Pfitom je rychlost proudu feky 6 km/hod a rychlost
lodky ve stojaté vodé 3 km/hod.

(1 Odpovéd je 60°. Musime totiZz nafidit lodku tak,
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aby jeji absolutni rychlost (vzhledem k bfehtim) svirala
s bfehem nejvétsf mozny thel (?). Necht vektor 04
znadf rychlost toku feky a AM znad vektor rychlosti
lodky vzhledem k vodé (obr. 37). Soudet 04 + AM =
— OM dav absolutni rychlost lodky v biehtim. Ve-

likost vektoru AM je 3, jeho smér miZeme zvolit libo-
volné. MnoZina vSech moZnych koncovych boda M

vektort AM je kruznice o poloméru 3 se stiedem
v bodé A. Je zfejmé, Ze nejvétsi moZny tihel s b¥ehem

_— —
svird ze vSech vektori OM vektor OM,, ktery leif na
tedné k uvazované kruZnici. Dostaneme tak pravoihly
trojihelnik, ve kterém je odvésna rovna poloroviné
pFepony, a tudfz je hledany 1hel 60°. O

4,2 Ze viech trojuhelnfka s danou stranou BC a da-
nou velikosti ¢ dhlu pfi vrcholu 4 méime najit ten,
pro ktery je polomér vepsané kruZnice nejvéts.

(0 Uvazujme body A, které lez{ v jedné poloroviné
ohranidené pfimkou BC a pro které je|<x BAC| = ¢.
Mnozina stfeda vSech kruZnic vepsanych trojihelnikém
ABC je oblouk kruinice s krajnimi body B a C (viz
3.7 b). Je vidét, Ze nejveétsi polomér vepsané kruznice
odpovidé rovnoramennému trojtihelnfku. ]

4.3 Ze viech trojihelnikii s danou stranou a danou
velikost{ prot&jéfho Ghlu vyberte ten, ktery ma nejvétsi
obsah.,

4.4 Po dvou na sebe kolmych pfimych cestich jdou
dva chodci, jeden rychlostf », druhy rychlosti v. Kdyz
byl prvni chodec v priseéiku obou cest, zbyvalo druhé-
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mu jesté d kilometri do tohoto mista. Uréete nejmensf
vzdalenost obou chodcu. |

4.5 Vesnici A, obklopenou ze vsech stran loukami,
prochazi jeding p¥ima cesta. Clovék miZe jit po cestd
rychlosti 5 km/hod, po louce rychlosti 2 km/hod v libo-
volném sméru. Jak daleko ma jit chodec po cesté, chee-li
se co nejrychleji dostat z vesnice 4 k chaloupce B,
kterd stoji ve vzdalenosti 13 km od vesnice a ve vzda-
lenosti 5 km od cesty ?

4.6 Jsou déany dvé protinajici se kruZnice, necht 4 je
jeden jejich spoledny bod. Bodem A méme vést piimku
tak, aby jeji druhé prisediky s kruZnicemi tvorily tisetku
maximalni délky. |

4.7 V roviné je dan bod 0. Vzdalenost jednoho vrcho-
lu rovnostranného trojihelniku od bodu O je a, vzda-
lenost druhého vrcholu je b. Jaka je maximalni vzdéle-
nost tfetiho vrcholu od bodu O?

[0 Odpovéd je a 4 b. Necht je AMN rovnostranny
trojihelnik, pro ktery je |0A| = a, |ON| = b. Pfi fesent
ulohy miuzZeme piedpokladat, Ze viechny uvaZované
trojihelniky maji jeden vrchol v bodé A. V opaéném
piipadé bychom totiz mohli cely trojuhelnik otodit
kolem bodu O tak, aby vrchol, jehoZ vzdalenost od bodu
O je a, splynul s bodem 4. P¥i tomto otoleni se nezméni
vzdalenosti bodi od bodu O. Budeme tedy predpokla-
dat, Ze A je pevny bod ve vzdalenosti ¢ od bodu O
a bod N probtha kruznici o poloméru b a stiedu O
(obr. 38). Jakou mnozinu pak probiha bod M ? Odpo-
véd je dana v uloze 1.6: Bod M probihd dvé kruZnice,
které dostaneme z kruzZnice (O; b) otofenim o dhel 60°
kolem bodu A. Z nich stadf vzit jen jednu, druhd je
s ni soumérné sdruzend podle piimky OA. Vzdalenost
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jejtho stfedu O’ od bodu O je a (nebof trojihelnik
OAQ’ je rovnostranny) a jeji polomér je b. Tudi% je ma-
ximaln{ vzdalenost bodu O od tietiho vrcholu M rovna
a+b

Z této ulohy plyne zajimavé tvrzeni: vzddlenost
libovolného bodu roviny od vrcholu rovnostranného
trojuhelniku nent nikdy vétsi neZ soudet vzdélenosti
tohoto bodu od zbyvajicich dvou vrcholi.

4.8 Jaka je nejvétsf moznd vzdalenost bodu O od
vrcholu M &tverce AKMN, jestliZe

a) [0A| = |ON| =1;
b) [OA| = a, |ON| = b?
4.9 Ze vsech trojuhelnfkit s danou jednou stranou

a velikostf protéjsiho dhlu vyberte trojihelnik s maxi-
malnim obvodem. |

Kde umistit bod ?

4.10 My$ muZe vylézt tfemi dirami, a to v bodech
A, B, C, které jsou koce znamy. Kam si ma kotka sed-
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nout, aby byla co nejbliZe i k dife, kterd je od ni nej-
vzdélenéjsi? Jinymi slovy, hledame misto, pro které
je maximum vzdilenost{ od danych dér nejmensf.

{0 UvazZujme kruhy téhoZ poloméru r se stfedy v bo-
dech A4, B, C. Je tieba najit nejmensi polomér r,,
pii kterém maji tyto ti¥i kruhy spoledny bod. Bude to
pak jejich jediny spoleény bod, a to bude hledany
bod K. Je-li totiz M jiny bod, je vnéjsim bodem alespor
jednoho z uvaZovanych kruhia o poloméru r,, a je tudiz
jeho vzdalenost od jednoho z bodta A4, B, C vétsf nez r,.

V ptipadé ostrouhlého trojihelnfku ABC splyvi
bod K se stfedem opsané kruznice, v pfipadé pravo-
dhlého trojihelniku nebo tupoihlého trojihelniku je
bod K st¥edem nejdelsi strany. (O

(0 Bod K miZeme najit také jako stfed nejmensfho
kruhu, ktery obsahuje body 4, B, C (%). O

[ UkaZeme jesté jeden zphsob feSenf dlohy 4.10.

Rozdélime rovinu na tfi mnoziny:

a={M:|MA| = |MB|a |MA| =z [MC|},
b={M:|\MB| = |MA|a |MB| = |MCj},
c={M:|MC| = |MB|a |MC| = |MA|}.

To jsou tfi dhly, jejichz ramena leZf na osiach stran
trojihelniku 4 BC. Sedi-li kotka v dhlu a, pak z boda
A, B, C je od ni nejvzdalenéjsi bod 4, sedf-li v dhlu 3,
je nejvzdalendjsf bod B a v thlu ¢ bod C.

Je-li trojihelnik A BC ostrodhly, je pro ko8ku nejvy-
hodnéjsf sedét ve spoleéném vrcholu dhli a, b, ¢, tj. ve
stfedu opsané kruZznice. Je-li trojihelnik ABC pravo-
uhly nebo tupoihly, je zfejmé pro kodku nejvyhodndjsi
sedét ve stfedu nejdeldi strany trojihelntku ABC.
(Podobné v piipadé, kdy body A, B, C leif na p¥m-
ce.) O
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4.11 V &asti lesa ohranitené tfemi rovnymi %eleznid-
nimi tratémi Zije medvéd. Kde si ma vybudovat doupé,
chee-li byt od traté co nejdal?

sedét, ma-li byt nejvétsi ze vzdalenosti libovolného
bodu jezera k nejbliZz§imu krokodylovi co nejmensf?
b) Redte tuté% vlohu pro #tyfi krokodyly.

4.13 Uloha o &lunu, Na malém ostrové O stoji majik,
jehoZ svételny paprsek osvétluje na moiské hladiné
usedku délky a = 1 km. Svételny paprsek se rovno-
mérné otddf kolem osy majaku, jednu otddku vykona
za &as T = 1 min. Clun, ktery mize plout nejvyse rych-
losti v, se ma dostat nepozorované k ostrovu (tak, aby
nebyl osvétlen paprskem majdku). Pri jaké nejmensf
rychlosti v se mu to podafi?

[0 Nazv&me kruh o poloméru «a, ktery je svétlometem
osvétlovan, ,nebezpeénym kruhem‘. Je zfejmé, Ze
pro ¢lun je nejvyhodnéjsi vplout do tohoto kruhu v bo-
dé A, ktery byl pravé osvétlen.

Pluje-li élun k ostrovu po sedce, dostane se k ostrovu
za Sas afv; aby paprsek ¢lun nedostihl, je tfeba, aby se
svételny paprsek nestalil za tuto dobu jednou otoéit,
tj. aby byla splnéna nerovnost a/v < T, odkud

v > a/T = 60 km/hod.

Tim jsme dokézali, Ze pfi v > 60 km/hod se mize
flun dostat nepozorované na ostrov. Z toho oviem
neplyne, e 60 km/hod je dolnf hranici rychlosti, pfi
které nebude ¢lun objeven. Kapitan ¢lunu miiZze totiZ
vybrat i jinou cestu neZ po isedce AO0.

Skuteéné se ukaZe, Ze existuje vyhodnéjsf draha &lunu.
Nez budete &ist ddl, promyslete si nékterou vyhodndjsi
cestu sami.
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Vsimnéme si, Ze rychlosti raznych bodu svételného
paprsku jsou rtizné: éim bliZe lezf bod k bodu O, tim je
jeho rychlost mensi (obr. 39). Uhlové rychlost paprsku
je rovna 2x/T. Po kruZnici o poloméru » = v7'/2n mizZe
¢lun klidné plout pfed svételnym paprskem, protoze
jeho rychlost je rovna rychlosti odpovidajiciho bodu
paprsku. Vné kruhu o poloméru r a sttedu O je rychlost

Obr. 39

bodu na paprsku vét&f a uvnit¥ tohoto kruhu je rychlost
bodu paprsku mensi neZ v (nazveme tento kruh ,,bezpeé-
nym kruhem*).

Dostal-li se ¢lun bez potiZzi k bezpetnému okruhu,
dostane se nepozorované na ostrov. Jedna z moznych
cest uvnit¥ bezpedného kruhu je kruZnice o poloméru
r/2 prochizejici bodem O: pohybuje-li se ¢lun K po
této kruZnici rychlosti v, otadf se usetka KO kolem
bodu O se stejnou thlovou rychlosti, se kterou by se
¢lun pohyboval po kruZnici o poloméru r, tj. takovou,
jakou se pohybuje paprsek majiku (viz tloha 0.3).
Proto nebude ¢lun osvétlen.
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Hlavnim tkolem ¢&lunu je tedy dosahnout bezpeéného
kruhu.

Pluje-li élun do bezpedného kruhu po poloméru 40
a pak vySe popsanym zpisobem, splni svaj dkol uz
pti rychlosti

1 a a
Traem 7 0827

Podatilo se nam zlepsit pfedchdzejici odhad pro nej-
nizdi rychlost &lunu, p#i které se muze élun dostat ne-
pozorované k ostrovu. UkaZe se, Ze to neni nejlepsi
odhad. Ten najdeme nynf.

MnoZina bodd nebezpeéného kruhu, kterych mize
¢lun dosdhnout za &as ¢, je oblast ohranidena kruhovym
obloukem o poloméru vt se sttedem v bodé 4. Predpo-
kladejme, Ze za tuto dobu se paprsek otodi z polohy OA
do polohy OP (obr. 40—42). MnoZinu vSech bodi, do
kterych se za dobu ¢ dostane élun nepozorovan, oznaéi-
me D. Na obrazcich je ukdzano, jak se ménf mnozina D
v zévislosti na ¢. Jsou moZné dva piipady:

1) neni-li rychlost v dostateéné velika, pak mnozina D
v jistém &ase ¢ Gplné vymizi, aniZ by se ¢lun dostal pfed-

% . P A

v > = 51,7 km/hod.

(&)

o

Obr, 40 Obr. 41
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tim do bezpedného kruhu. Bude tedy zpozorovan nej-
pozddji v tase t = t,, kdy se paprsek dotyka v bodd L
kruhového oblouku o poloméru ¢, se sttedem v bodé 4
(obr. 43). Bod L le%i vné bezpetného kruhu (jinak by
&lun dosahl nepozorované ostrova), pfitemi &éfm je v
vétsf, tim vétsf je das t, a tim blize je bod L k ostrovu.

A

SAey
)

Obr. 42 Obr. 43

2) je-li rychlost v vétsi neZ jist4 hodnota v,, ma mno-
Zina D v jistém &ase ¢t neprazdny prinik s bezpeénym
kruhem a &lun dostihne ostrova.

Minimélni hodnota v, rychlosti &lunu odpovidd tomu
pfipadu, kdy se paprsek dotykd oblouku o poloméru
voly v bodé N, lezicim na hraniéni kruZnici bezpeéného
kruhu (obr. 44). Abychom nasli hodnotu »,, oznaéme §
velikost ihlu NOA a vyuZijme téchto rovnosti:

. v, T

INO| =1 =——, |AN| = vy,

AN| . 248  2n

~o| —®h — T
|NO| = a cos 8.
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Z prvni a posledni rovnosti plyne
vy = (27 a cos B)|T
a z prvnich ¢tyF dostaneme
2r + B =tgp.

)
&

Tuto rovnici miZeme feSit pouze pfiblizné, napiiklad
pomoci tabulek. Dostaneme, e se f rovni pfibliZné
0,92n/2, odkud

vy = 0,8a/T = 48 km/hod.

Pfi rychlostech &lunu vétéich neZ v, se muZe &lun
dostat bezpeéné k ostrovu. [

4.14 a) Syn plave uprostfed kruhového bazénu. Otec
stojicf na okraji bazénu neumf{ plavat, ale bézi étyfikrit
rychleji, neZ plave syn. Syn dokaZe béZet rychleji nez
otec, a chce mu uniknout. Podaii se mu to?

b) Pfi jakém poméru rychlosti » a u (v rychlost, jakou
syn plave; u rychlost béhu otce) nemiZe syn utéci?
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