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Kapitola 5

HLADINY

V této kapitole pojedname o ilohich a vétach pted-
chéazejicich kapitol, budeme je vsak formulovat v jiné
terminologii. Sezndmime se s pojmem funkce definované
v roviné a s pojmem hladiny funkce, které jsou zvlast
vhodné pfi FeSeni tloh na maximum a minimum.

NN
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B

Obr. 456

5.1 Uloha o autobusu. Po pfimé silnici jede zédjezdovy
autobus. Stranou od silnice stoji palac, jehoz pradelf
svird se silnici jisty Ghel. V kterém misté na silnici ma
autobus zastavit, aby si cestujicf mohli z autobusu
prudeli palidce nejlépe prohlédnout ?

Matematicky miZeme dlohu formulovat takto:

Je dana piimka I a dsedka AB, kterd ji neprotind.
Na piimce ! najdéte bod P tak, aby tdhel APB byl co
nejvétsi (obr. 45).
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Nejdiive se podivejme, jak se asi méni dhel AMB,
pohybuje-li se bod M po pfimce I. Jinymi slovy, jak se
chovd funkce f, kterd kaidému bodu M pFimky 1
pfifazuje velikost thlu A MB.

Lehce muZeme sestrojit pfiblizny graf této funkce.
Pfipomenime, e graf se sestroji takto: nad kazdym bo-
dem M nasi p¥imky zvolime bod ve vzdalenosti f(M) =
=|x AMBI.

Ulohu bychom mohli fesit analyticky: zavést na ptm-
ce ! soustavu soufadnic a vyjadrit velikost thlu AMB
pomoci soufadnice  bodu M a pak zjistit, pro kterou
hodnotu x nabyva funkce svého maxima. Avsak vyjadre-
ni funkee f(x) je pomérné sloZité.

Podime elementdrnéjsi a poudnéjsi feSeni. K tomu
bude tieba zjistit, jak zavisi velikost dhlu AMB na
poloze bodu M, kdy% bod M probiha celou rovinu,
nejen pfimku .

O MnoZina vSech bodd M v roviné, pro néZ ma thel
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ABM danou velikost ¢, je dvojice soumérné sdruzenych
kruhovych obloukl s krajnimi body 4, B (kap. 2, E).
Tyto oblouky, probihd-li ¢ interval (0, =), pokryvaji
celou rovinu s vyjimkou pimky AB. Napiiklad hod-
noté ¢ = n/2 odpovidd kruznice nad primérem AB
(obr. 46).

Budeme nyni zkoumat pouze body M, leziof na ptim-
ce I, Z nich mame vybrat bod, pro ktery je tithel AMB
nejvétsi. S vyjimkou prisetitku C pimky ! s pfimkou
AB prochazi kazdym bodem piimky ! oblouk naSeho
systému; je-li (X AMB| = ¢, le#f bod M na oblouku
odpovidajicim hodnoté ¢. Mame tedy ze viech uvazo-
vanych oblouku, které maji spoleény bod s p¥imkou I,
vybrat ten, ktery odpovida nejvétsf hodnoté ¢.

UvaZujme jen jednu z polopfimek, na které délf
piimku ! bod C. (Pfipad, kdy pfimka ! je rovnobéiné
s usetkou AB, pfenechdme &tenafi.) Sestrojime oblouk
¢, ktery se dotyké zvolené polopiimky, a dokdZeme, Ze
z bodu dotyku P, je tisetka AB vidét pod nejvétsim
tihlem (obr. 47). Skuteéné, libovolny bod M nasf polo-
pFimky rizny od bodu P, lezi vné oblouku ¢,. Odtud
plyne (kap. 2, E), %e | <X AMB| <|<x AP,B|.

Je zfejmé, Ze pro druhou polop#imku je situace stejna;
bod P,, ze kterého je vidét visedka AB pod nejvétsim
uhlem, je bodem dotyku této polopfimky a jednoho
z uvaZovanych oblouki.

Tim jsme dokéazali, Ze hledany bod P splyva s jednim
z boda P,, P,, ve kterych se dotykaji kruZnice procha-
zejfcf body A, B pi{mky ! (obr. 48). Bod P splyne s tim
z bodu P,, P,, pro ktery je thel PCA ostry. Je-li isedka
AB kolma k pfimce I, je ze symetrie ziejmé, %e oba body
P, a P, splnuji podminky ulohy. Avsak vyletniei si
musi{ v kazdém pifpadé vybrat z boda P,, P, ten, ze
kterého vidf pradeli paldce. [
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Funkce definované v rovind. Zakladn{ myslenka ¥eSeni
tlohy 5.1 spoéivala v tom, Ze jsme na celé roviné uvazo-
vali funkei f, kterd kazdému bodu M piifazovala veli-
kost \hlu AMB, tj. (M) =|<X AMB,.

V predchazejicich paragrafech jsme se vlastné uz
setkali s riznymi funkcemi v roviné. Kromé nejjedno-
dussich funkei v roving, jako f(M) = |OM|, f(M) =
= o(l, M), |f(M) = | ABM|(kde O, A, B jsou dané

{
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Obr, 47 Obr. 48

body a ! dand piimka), jsme zkoumali soutty, rozdily,
poméry téchto funkef a jiné jejich kombinace.

Hladiny funkei. Mnoho podminek, kterymi jsme defi-
novali mnoZiny bodid, je moZno formulovat takto:
v roviné nebo v jeji ddsti je definovana funkce f a je
tfeba najit mnoZinu viech bodd M, ve kterych tato
funkce nabyva dané hodnoty A, tj. {M : (M) = h}.

Zpravidla je touto mnoZinou pro ka%¥dé pevné &fslo A
k¥ivka; rovina se t{mto zptsobem rozklida na kfivky,
které se nazyvaji hladinami (nékdy té% vrstevnicemi)

75



funkece f. PFi feSen{ tilohy 5.1 jsme tedy zkoumali hladi-
ny funkce (M) =| <X AMB)

Graf funkee. Vysvétlime si nyni pojem hladina funkce.
Pro funkce definované v roviné je mozné sestrojit graf
v podstaté stejné jako pro funkce y = f(x) definované
na piimce, jen s tim rozdilem, %e to bude utvar v prosto-
ru. Budeme piedpokladat, Ze rovina, na které je funkce
definovéna, je horizontélni, a pro kazdy jeji bod M vy-
znadime v prostoru bod lezici nad bodem M ve vzda-
lenosti f(M), je-li (M) = 0, a pod bodem M ve vzda-
lenosti |f(M)], je-li (M) < 0. Viechny takto vyznalené
body tvofi plochu, kteri se nazyva grafem funkce f.
Jinymi slovy, zavedeme v horizontilni roviné soustavu
soufadnic Ozy; kladna &ist osy z nechf sméfuje kolmo
vzhiru. Grafem funkce bude mnoZina bodut se soufadni-
cemi [z; y; 2], kde z = f(M) a [x; y] jsou souFadnice
bodu M v roviné. (Neni-li funkce definovana ve vsech
bodech roviny, ale jen v bodech jeji jisté dasti, leZi graf
jen nad touto &asti.)

Vidime, Ze hladina {M : f(M) = h} se skladd z téch
boda M, nad kterymi jsou body grafu ve stejné trovni,
ve vysce h.

Na nasledujicich obrizcich jsou zndzornény grafy
funkef, jejichZz hladinami jsou mnoZiny nasf abecedy.
U kaZdého grafu je téZ obrazek vyznadujici hladiny
piislusné funkece.

C. (M) = o(M, 1), grafem je hranice klinu, hladinami

jsou dvojice rovnobéinych pf¥imek (obr. 49).

D. (M) = |[MO|, grafem je &ast kuZelové plochy, hla-

dinami jsou soustfedné kruznice (obr. 50).

E. (M) = | AMB|, grafem je ,horsky hibet*, nej-
 vy88i body tvofi horizontilni vsetku ve vysce =
nad tsedkou AB; v krajnich bodech horizontéln{
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Obr. 52



uselky jsou vertikdlni srdzy, z ostatnich bodu lze
zvolna sestoupit k nulové hladiné, kterou tvoi piim-
ka AB s vyjimkou tsetky AB (obr. 51).

F. (M) = |[MA[* — |[MB? grafem je rovina, hladinami
navzajem rovnobézné piimky (obr. 52).

G. (M) = |[MA|* + [MBJ?, grafem je rotadni parabo-
loid, hladinami soustfedné kruZnice (obr. 53).

H. (M) = |MA| | |MB|, graf ma v bodé A dilek, u bo-
du B se zdvihd nade vSechny meze; hladinami jsou
kruznice, jejichZz stfedy leif na pfimce AB, kazdé
dvé z nich maji za svou chordélu osu usetky AB.
Ta je sama té% hladinou odpovidajief hodnoté 1
{obr. 54).

J. (M) = o(M, 1,)o(M,1,), graf se sklidd ze dvou:
tasti hyperbolickych paraboloidd, hladinami jsou
dvojice pfimek prochdzejicich prisedikem piimek
l,, I, (obr. 55).

K. f(M) = o(M, 1) + o(M, I,), grafem je tast tyFboké
jehlanové plochy, hladinami jsou pravouhelniky
s uhloptitkami na p¥{mkach I,, I, (obr. 56).

Funkce
f(M) = Ale(Mr ll) + }'29(M) l2) + LI + }me(M’ ln))

o které jsme hovorili v kap. 2 (véta o vzdalenostech od
piimky), mé v kazdé &asti @, na kterou je rovina roz-
délena p¥imkami I, I,, ..., I, tvar

f(x, y) = ax + by + ¢,

je tedy linearni. Proto se jeji graf bude sklidat z kouski
rovin, které jsou bud naklonéné, nebo (je-li ¢ = b = 0)
horizontalni. To jsme vidéli na p¥fkladech mnoZin v bo-
dech C, J, K na&i abecedy.

Hladiny takové funkece se sklddajf z kousku pFimek;
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obsahuje-li graf horizontdlni ploSinku, obsahuje né-
ktera hladina celou &ast @ roviny.

Funkee f tvaru f(M) = 4,|MA, >+ ,|MA,2+ ... +
+ A|MA, 2 je v piipadé A, + 4, + ... + 4, = 0 také
linedrni funkei definovanou na celé roviné (ptiklad F)
a v obecném piipadé pfi 4, + 4, + ... + 1, = 0 se da

psat ve tvaru
f(M) =dIMA|2

Obr. 57

kde A je jisty bod roviny. V tomto p¥ipadé jsou hladi-
nami kruZnice (véta o druhych mocninach vzdélenostf
§2) a grafem je rotaéni paraboloid.
Nejslozitéjsi grafy v nasf abecedé maji funkce f(M) =
= |X AMB| a (M) = |AM|||BM|. Poznamenejme,
‘Ze mezi hladinami téchto funkeci je zajimavy vztah:
jsou to dva systémy kruZnic, pti¢emz kazdd kruZnice
jednoho systému protind ka¥dou kruZnici druhého systé-
mu kolmo (?); fikdme jim ortogonalni systémy (obr. 57).
Ukazeme jesté jeden piiklad jednoduché funkce, jejiz
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hladiny jsou polopf{imky vychézejicf z jednoho bodu
a grafem je pomérné sloZitd plocha. Je to funkce
f(M) = |<x MAB|, kde A, B jsou dané body roviny.
Jejim grafem je nad kaZdou polorovinou, na kterou délf
rovinu pfimka 4B, Sroubova plocha, helikoid (obr. 58).

Mapa funkce. Jak vidime, pro mnohé funkee je dost
slozité sestrojit jejich graf. Pro pfedstavu o prabéhu
funkce je zpravidla vyhodnéjsi zakreslit si jeji hladiny.

Obr. 59

Geografickd mapa se sestavuje timto zpisobem:
necht je (M) nadmotskd vyska v misté M. Narysuji se
hladiny {M : f(M) = 200 m}, {M : (M) = 400 m} atd.
Oblasti mezi témito vrstevnicemi se vyznadujf riznymi
barvami: oblast {M : 0 < f(M) < 200 m} zelené, oblasti
{M :f{(M) >200m} hnédé¢ a oblasti {M :f(M) < 0}
riznymi odstiny modré.

K sestaveni mapy funkce je tieba narysovat nékolik
jejich hladin — dostatedné mnoho, aby z nich bylo moZné
usoudit na prabéh ostatnich — a pfipsat ke kazdé
z nich hodnotu funkce, které tato hladina odpovida.

Narysujeme-li hladiny odpovidajici rovnomérné ros-
toucim funkénim hodnotam, d4 se z jejich hustoty
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usoudit na strmost grafu: hladiny jsou hustgji rozlo-
Zeny tam, kde je graf strméjsi (obr. 59).

Délici kfivky. Pii feSeni dlohy 3.23 o syru jsme

zkoumali pomérné sloZitou funkei
f(M) = min {{MC,|, |MC,|, ..., |MC,|},

kters pfifazuje kazdému bodu jeho nejmensi vzdale-
nost od bodu C,, C,, ..., C,. PH vlastnim fesenf Glohy
nas ani tak nezajimala samotnd funkce, jako s ni
svazané kfivky, které délily rovinu na oblasti; kazda
oblast byla prinikem polorovin. Zkusme si pfedstavit
mapu a graf této funkce. Za¢neme u nejjednodusdich
piipadin =2an = 3.

5.2 a) V roviné jsou dany rizné body C, a C,. Na-
kreslete hladiny funkce f(M) = min {|{MC,|, |[MC,}.

b) V roviné jsou dany body C,, C,, C;, které nelezf
na piimce. Nakreslete hladiny funkce

f(M) = min {{MC,|, |MC,|, |MC,l}.

O a) Vezméme nejdffve mnoZinu vSech bodu M,
pro které je |MC,| = |MC,|. Touto mnofinou je osa
usetky C,C,, kterd déli rovinu na dvé poloroviny, a aZ
na body spole¢né pfimky jsou body jedné poloroviny
bliz k bodu C,, body druhé poloroviny bliz k bodu C,.
V prvni poloroviné tudfiZ plati f(M) = |MC,| a ve dru-
hé (M) = |MC,|. Sestrojime tedy v prvni poloroviné
bladiny funkce f(M) = |MC,|, coz jsou kruZnice (pfes-
néji priniky kruZnic s uvafovanou polorovinou) a vy-
slednou mapu jesté doplnime obrazem soumérné sdru-
Zenym podle osy usedky C,C, (obr. 60).

b) Uvazujme mnoziny {M : |MC,| = |MC,| < |MC,},
{M: |MC,| = |MCy| < |MC,|}, {M: |MC,| = |MCy| <

82



< |MC,|}. To jsou tfi poloptimky na osidch stran
trojihelniku C,C,C,, které vychézeji ze spoleéného
bodu O a déli rovinu na t¥i oblasti (viz tiloha 3.1).V oblas-
ti, kterd obsahuje bod C,, plati f(M) = | MC,|, v oblasti
s bodem C, je f(M) = |MC,| a ve tfeti oblasti platf
/(M) = |MC,|. Mapu funkee (M) = min {|{MC,|, |MC,|,
|MC,|} dostaneme tedy takto: v prvni oblasti vezmeme
mapu funkce (M) = |MC,|, ve druhé mapu funkce
f(M) = |[MC,| a ve tfeti funkce f(M) = |[MC,| a tyto
t¥i mapy slepime podél délicich kfivek, kterymi jsou tfi
polopiimky (obr. 61). [

@)

Obr. 60

Obr. 61
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Graf funkce

(M) = min {|{MC,|, |MC,|, ..., |MC,|}
si miZeme piedstavit takto: nasypeme do truhliku rov-
nou vrstvu pisku a v bodech C,, C,, ..., C, provrtame

do dna truhliku dirky, kterymi &ist pisku vypadne;
kolem kaZdé dirky se vytvofi ,trychtyt‘. Plocha tvo-
fend v8emi témito trychty¥i je grafem funkce f. Pied-
poklidame ovsem, Ze jsme vzali dostatedns silnou vrstvu
pisku tak sypkého, aby sklon trychtyta byl 45°.

Vratme se ted k dloham 3.11 a 3.12. Jejich podminky
Ize také formulovat pomoci funkef definovanych v ro-
viné.

5.3 V roviné jsou dany rizné body A, B. Zakreslete
hladiny funkei

a) f(M) = max ﬂl{ AMB|, | BAM|, |<x MBA|},

b) f(M) = min {|AM|, |MB|, |AB|}
a popiSte jejich grafy.

Extrémy funkce. Necht je f funkee definované v rovi-
né. Piedstavme si jeji graf jako kopcovitou krajinu.
Maximélni hodnoty f(M) odpovidaji vyskdm kopci
grafu a minimélni hodnoty jsou trovné proldklin.

Na mapé funkce jsou vrcholy a prolakliny zpravidla
obepnuty hladinami. Naptiklad funkce f(M) = |[MA|* +
+ |MB|* nabyva svého minima ve stiedu M, tsetky
AB a hladinami jsou soustfedné kruZnice se stfedem
v bodé M,.

Slo#itéjsi mapu dostaneme pro funkei fM) =
=| < AMB]|. Tato funkce nabyvé své maximaln{ hodno-
ty = ve viech bodech tisetky A B (s vyjimkou bodu 4, B,

ve kterych neni definovana). Své minimalni hodnoty 0
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nabyva ve vlech ostatnich bodech pfimky A B. Prechod
od maximalni hodnoty k minimalni neni v bodech 4, B
plynuly, graf ma v téchto bodech vertikalni srazy.
Na zadatku paragrafu jsme pou#ili mapu hladin
funkce pfi Fedeni tlohy 5.1. Byla to také iloha na hle-
dani maxima funkce, av3ak jiného typu. Obecné se
uloha formuluje takto: urdete, jakou nejvétsi nebo
nejmens{ hodnotu nabyva funkce f (definovand v roving)

V
g

Obr. 62

v bodech dané kiivky y. V uvaZované tloze byla kiivka
pfimkou. Postup, ktery jsme uplatnili v Gloze 5.1, lze
uiit i v jinych obdobnych tlohidch. Funkce nabyva
zpravidla své nejvétsi a nejmensi hodnoty na kfivee y
v nékterém z téch bodi, ve kterych se kiivky y dotyka
hladina funkce. Prochazi-li viak kfivka bodem, ve kte-
rém nabyva funkce své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty
v celé roviné, nabyva zfejmé v tomto bodé také své nej-
vétéi nebo nejmensi hodnoty na kfivee y.

Nechf funkce f nabyvd své maximalni hodnoty na
kiivce y v bodé P a je f(P) = c. Pak kiivka y nemuze
mit spoledny bod s oblastif {M : {(M) > c}, musi cela
lezet v doplitku {M : (M) < c}, pfitemZ bod P leif na
délici k¥ivce mezi témito oblastmi, na hladiné {M :
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: f(M) = c}. Ktivka y nemiZe tedy protinat hladinu
{M : [(M) = c}, musf se ji v bodé P dotykat (obr. 62).

Vidéli jsme, jak se tento princip ,,dotyku‘* uplatnil
pfi hledani extrémi v tlohdch paragrafu 4. V téchto
tlohdch jsme hledali maximum nebo minimum jedno-
duchych funkei f(M)= o(M, 1), (M)=| <X MOA|, {(M) =
= |MA| na dané kfivece y. Hladina odpovidajfci extre-
malni hodnoté se dotykala kiivky y. Kfivkou y byla
vidy kruZnice. Také nékteré nésledujici dlohy vedou
na hleddni maxima nebo minima funkce na dané
kruznici nebo pfimce.

5.4 a) Na pfeponé pravouhlého trojihelniku najdéte
tekovy bod, aby jeho priméty na odvésny mély nej-
mensf vzdalenost.

b) Na dané pfimce najdéte bod M tak, aby vzdale-
nost jeho primeétu na ramena daného dhlu byla nej-
mensf. |

5.6 Je dana kruZnice se stfedem O a jeji vmitin{
bod A. Najdéte na kruZnici bod M, pro ktery je velikost
dhlu 4 MO nejmenéi.

5.6 Jsou dany body 4, B. Na dané kruZnici ¥ najdéte
bod M, pro ktery je

a) soudet

b) rozdil
druhych mocnin vzdalenosti bodu M od bodi 4 a B
minimalni.

5.7 Je 'dana pfimka ! a s ni rovnobéina usetka AB.
Najdéte na piimce ! ty body M, pro které je hodnota
|AM| | |BM| nejmensf nebo nejvéts. |

b.8 Pobliz jezera vedou dvé pi{mé cesty. Pro ktery
bod na biehu jezera je soudet jeho vzdilenosti od obou
cest nejmensi? UvaZujte piipad, kdy ma jezero tvar
a) kruhu, b) pravoihelniku.
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Poznamenejme, Ze i pii hledani maxima funkce y =
= f(z) jedné proménné se uplatiiuje ,,princip dotyku‘.
Necht je narysovan graf funkce f, kterym je néjaka
kfivka. Najit maximum funkce f znamens najit nejvyssf
bod grafu. Staéf tedy najit pfimku, kterd se ,,dotyka‘
grafu, je rovnobéina s osou x a cely graf lez{ pod ni.
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