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Kapitola 6

KRIVKY DRUHEHO STUPNE

Elipsy, hyperboly, paraboly. Dosud jsme se omezovali
zakladn{ 8kole; mluvili jsme pouze o pfimkach a kruzni-
cich. VSechny mnoZiny nasi abecedy se v podstaté
skladaly z &asti pfimek a kruznic. V tomto paragrafu se
sezndmime s nékterymi daldimi kfivkami — elipsams,
hyperbolami a parabolamsi. Tyto kiivky se nazyvaji sou-
hrnné kuZeloseéky, protoze kaZdou z nich miZeme dostat
jako prunik roviny a kuZelové plochy.

Nejdiive budeme definovat elipsy, hyperboly a parabo-
ly analogicky jako mnoZiny nadi abecedy v 2. kap. Dale
vystupujf jako obalové kiivky systémi piimek. Pomoci
soustavy soufadnic nakonec ukaZeme, Ze tyto kiivky
jsou dany algebraickymi rovnicemi druhého stupné.
Ditkaz ekvivalenoe téchto definic neni jednoduchy, ale
vBechny jsou uZitedné. Kazdd z definic umoiniuje vy-
hodné fesit jinou t¥{du uloh.

Rozsitme tedy nasi abecedu o dal$i pismena L, N, P
& posléze o pismeno R.

L. Elipsa. Uva%ujme mnozinu viech boda M v roviné,
pro néz je soudet vzdalenosti od dvou danych raznych
bodt 4, B roven danému ¢&islu.

Oznadme toto éislo 2a, vzdalenost bodit 4 a B ozna-
¢ime 2c. Poznamenejme, %e pro ¢ < c¢ je tato mnoZina
malo zajimava; je-li @ < ¢, dostaneme prazdnou mnozi-
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nu, protoZe v roviné neexistuje bod M, pro ktery plati
|[AM| + |MB| < |AB|. Pro a = ¢ je uvazovanou mno-
Zinou usetka .

Abychom zfskali pfedstavu o tvaru kfivky pro a > ¢,
zatluéeme v bodech A, B hiebiky a navlékneme na né
provizek délky 2(a + c), jehoZ konce spojime. Napneme
provizek tuzkou a opiSeme takto kiivku, piitemz dba-
me, aby provazek byl stile napnuty. Dostaneme uzavie-

Obr. 63

nou k¥ivku, ktera se nazyva elipsa. Body A4, B jsou tav.
ohniska této elipsy (obr. 63). Z definice elipsy je zfejmé,
Ze ma dvé osy soumérnosti, jednou je pfimka 4B a dru-
hou osa tusetky AB, jejich priseéik O je stiedem elipsy.

Pripustime-li 4 = B, dostaneme uvedenym zpiisobem
kruznici. PovaZzujeme proto kruZnici za zvlastni pfipad
elipsy, pro ktery splyvaji obé ohniska se stfedem.

Ménfme-li délku provazku, dostaneme cely systém
elips s danymi ohnisky. Jinymi slovy, dostaneme mapu
hladin funkce

f(M) = |MA| + |MB|.
N. Hyperbola. Uvazujme mnozinu vSech bodi, jejichz
rozdil vzdéalenosti od dvou danych bodd 4 a B se
v absolutni hodnoté rovné dané hodnoté 2a(a > 0).
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Necht je jako v predchazejicim pkipadé |AB| = 2c.
Je-li @ > ¢, je hledand mnoZina prizdnéd, protoze pro
zddny bod M neni |AM| — |[MB| > |AB| ani |[MB| —
— |AM| > |AB|. Pro a = ¢ se hledand mnoZina sklida
ze dvou polopfimek, které dostaneme z p¥imky AB vy-
nechanfm vnit¥nich bodi dsedky AB.

V piipadé @ < ¢ se uvaZovand mnozina sklidé ze dvou
dasti, tzv. vétvi. Jedna je mnozinou {M : [MA|— |[MB|=

M
Obr. 64 Obr. 65

= 2a} a druhé mnoZinou {M : |MB| — |MA| = 2a}. Celd
kfivka (sjednoceni obou vétvi) se nazyvd hyperbola
a body 4, B jejimi ohnisky (obr. 64). Z definice plyne, Ze
hyperbola mé dvé osy soumérnosti, stfed O tsetky 4B
je jejim stredem.

Abychom dostali celou mapu hladin funkce

f(M) = || MA|— |MB]|,
musfme k systému hyperbol s ohnisky A4, B pfidat osu
tsetky AB, kterd odpovida hodnoté f(M) = 0.

P. Parabola. MnoZina viech bodii M stejné vzddlenych
od bodu F jako od p¥imky I, jeZ bodem F neprochazi, se
nazyva parabola (obr. 65).

Bod F se nazyva jejim ohniskem a piimka I #ldici
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pFimkou paraboly. Parabola ma jednu osu soumérnosti,
ktera prochéazi ohniskem F kolmo k Fidici pfimce.

Shriime uvedené definice. Doplnili jsme nasi abecedu
témito mnozinami:

L. {M : |MA| + |MB| = 2a}, kde 2a > |AB].
N. {M : |[MA|— |MB]|| = 24}, kde 2a < |AB|.
P. {M:|MF| = o(M, 1)}, kde F ¢ L.

Je-li vysledkem néjaké ulohy mnozina bodd, kterou
lze popsat jednou z vlastnosti P, L, N, je odpovédi
parabola, elipsa nebo hyperbola. K 1plné odpovédi je
oviem tfeba urdit polohu a rozméry kuZelosetky, napt.
uréit jeji ohniska a ¢&islo a.

6.1 V roviné jsou dany dva rizné body 4, B. Najdéte
mnoZinu viech bodd M, pro které
a) je obvod trojtihelniku A M B roven danému é&islu p,

b) nenf obvod trojihelniku 4 M B vétsi nez p,
c) neni rozdfl |[MA| — |MB| mensi nez p.

6.2 Je dana usetka A B ana nf bod 7. Najdéte mnoZinu
viech bodi M, pro které se kruinice vepsana trojihel-
niku A M B dotyké strany AB v bodé T'.

6.3 Najdéte mnozinu stfedi vSech kruiZnic, které se
dotykaji
a) dané p¥imky a prochazeji danym bodem,

b) dané kruzZnice a prochézeji danym vnitinim bodem
této kruznice,

c) dané kruZnice a prochédzeji danym vnéjsim bodem
této kruznice,

d) dané kruZnice a dané p¥imky,

e) danych dvou kruZnie. |,

6.4 Méjme kloubovy mechanismus, ktery lezi v roviné
a sklada se z ty¢f AB, BC, CD, ptitemz klouby 4 a D
jsou umistény pevné, klouby B a C se pohybuji v roviné
volné. Je |AD| = |BC| = a, |AB| = |[CD| = b. Najdéte
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mnozinu véech praseéiki p¥imek AB a CD, je-lil) a <
< b, 2) @ > b (obr. 66).

6.5 a) V roviné jsou dany dva body A, B, jejichi
vzdalenost je pfirozené &islo. Sestrojme viechny kruz-
nice s celodiselnymi poloméry a stfedy v bodech 4, B.
Na obdrZené siti zvolme posloupnost jejich vrchola tak,
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Obr. 67a, obr. 87b  —C— =LA

aby kazdé dva za sebou jdouci vrcholy byly protéjsimi
vrcholy kfivoSarého &tyfdhelniku sité. Dokaite, Ze
viechny body posloupnosti lezi bud na elipse, nebo na
hyperbole (obr. 67a).

b) V roviné je dana piimka ! a na ni bod F. Sestrojme
vSechny kruinice s celodfselnymi poloméry a stiedy
v bodé F a viechny pimky rovnobéiné s ptimkou I,
jejichZ vzdalenost od pHmky [ je také celé &islo. Dokaite,
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%e viechny body posloupnosti vrchold sité sestrojené
stejné jako v tloze a) leZi na parabole s ohniskem F
{obr. 67b).

Plochy, které dostaneme rotacf paraboly, elipsy nebo
hyperboly kolem jeji osy, se nazyvaji rotaéni parabo-
lotd, rotaéni elipsoid nebo rotaéni hyperboloid. Ten je bud
jednodflng, nebo dvojdilny, podle toho, kolem které osy
hyperbolu otaéime.

Ohniska a tefny. Mnoho zajimavych tloh pro elipsy,
hyperboly a paraboly souvisi s vlastnostmi teden téchto
kfivek. Jednu vlastnost tedny elipsy dostaneme porov-
nanfm dvou FeSeni nésledujici Glohy.

6.6 Jsou diny dva body A a B a piimka I, ktera je
neoddéluje. Najdéte na piimce [ bod X tak, aby soudet
vzdélenosti [AX| 4+ |XB| byl nejmensi.

O Uvazujme bod 4’ soumérné sdruzeny k bodu 4
podle pfimky I. Pro kazdy bod M p¥mky [ je |[A'M| =
= |AM|. Proto je soudet |[AM + |MB|= |A'M|+
+ |[MB| nejmensf, splyva-li bod M s prisedfkem X
tsetky A’'B a pimky I. Pak je |4'X|+ |[XB|=
= |A'B|. O

Poznamenejme, Ze bod X mé tuto vlastnost: dsedky
AX a BX sviraji shodné uhly s pfimkou .

Kdybychom fesili tlohu 6.6 postupem uvedenym
v kap. 5 — pomoci hladin funkce — sestrojili bychom

il TRRDRPYS
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systém elips {M : |AM| + |[MB| =c} s ohnisky 4, B
a vybrali bychom z nich tu, ktera se dotyka pimky 1.
Je tedy bod X bodem dotyku elipsy s ohnisky 4, B
a ptimky [ (obr. 68). Opravdu, viechny ostatni body M
piimky [ lezi vné elipsy, tj. soutet [AM| + | M B| je vétsi
nei |AX| + |BX]|.

Porovnanim obou feSeni dostdvame tzv. ohniskovou
vlastnost elipsy: Uselky spojujici bod X elipsy s jejimi
ohmisky sviraji shodné uhly s tebnou elipsy v bodé X.

Tato vlastnost elipsy ma ndzormou fyzikalni inter-
pretaci. Necht m4 reflektor tvar &asti rotaéniho elipsoidu,
ktery vznikl rotaci elipsy kolem spojnice jejich ohnisek
A, B. Umistime-li bodovy zdroj svétla do ohniska A4,
odréZeji se paprsky do bodu B (obr. 69).

Také hyperbola ma vyse uvedenou ohniskovou vlast-
nost: Usecky spojujict bod X hyperboly s jejimi ohnisky
sviraji stejné velke uhly s teénou hyperboly v bodé X. Tuto
vlastnost hyperboly dokéZeme feSenfm nésledujfei
tlohy dvéma zpisoby.

6.7 Jsou dany body A a B a pfimka I, ktera je odd8lu-
je, pfitem? bod A leZ{ dal od pfimky I nez bod B. Najdéte
na dané pfimce bod X, pro ktery je rozdil vzdalenost{
|AX| — |BX| nejvétsi.

Prvn{ zpisob fefeni: oznaéme 4’ bod soumérné sdru-
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feny k bodu A podle pfimky I. Hledanym bodem X je
prusedfk pimky A’B s pimkou I (?). Usetky AX a BX
sviraji zfejmé stejné velké tGhly s pfimkou .

Druhy postup, ktery se opira o vysledky kap. 5, vede
k této odpovédi: X je bodem dotyku pimky ! a hyper-
boly s ohnisky 4 a B (obr. 70). Srovnani obou vysledka
davé ohniskovou vlastnost hyperboly.

Obr. 70 Obr. 71

Z ohniskovych vlastnosti plyne zajimavy disledek
tykajicf se systému viech elips a hyperbol se spoleénymi
ohnisky 4, B. Vezmeme jednu elipsu a jednu hyperbolu,
které se protinaji v bodé X. Vedme bodem X pi¥imky,
které svirajf stejné velké Ghly s piimkami AX a BX.
Dostaneme tak dvé piimky, které jsou na sebe kolmé
(obr. 71). Z ohniskovych vlastnosti plyne, Ze jedna je
tednou elipsy, druhd tednou hyperboly. TakiZe tetny
k elipse a hyperbole jsou na sebe kolmé, tvoii tudiz
elipsy a hyperboly s ohnisky 4 a B dva ortogonalni
systémy kiivek, kaZda elipsa protina kaZdou hyperbolu
kolmo. Oba systémy budou dob¥e patrné na obrizku
k tloze 6.5a, vybarvime-li ¢tyFihelnitky jako na Sachov-
nici.
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Ohniskova vlastnost paraboly. Necht je parabola ddna
ohniskem F a Fidict primkou | a necht X je jeji bod. Pak
ptimka XF a kolmice vedend bodem X na pitmku 1 svirajt
stejné veliké 1ihly s teCnou paraboly v bodé X.

Dakaz. Oznadme H patu kolmice vedené bodem X na
piimku I (obr. 72). Podle definice paraboly je |[XF| =
= |XH|, lezi tudiZ bod X na ose m usetky FH. Dokaze-
me, %e piimka m je teénou paraboly. UkiZeme, Ze ma
s parabolon spoleény jen bod X a Ze celd parabola leZi

Feac/AX
[
m/
Obr. 72 Obr. 73

v jedné poloroviné ohranidené pfimkou m. Bude to ta
polorovina, ve které lezi bod F. Pro kazdy bod M para-
boly rizny od bodu X je totiz |[MF| < |MH|, protoZe
|MF| = o(M,l)a o(M,1) < |MH|.

Pozndmka. Pro viechny kiivky, se kterymi jsme se
setkali, se tedna definovala takto: te¢na kfivky y v jejim
bodé M, je takova piimka I prochazejici bodem M, pro
kterou leif kiivka y (nebo alespon jeji prinik s néjakym
kruhem o stfedu M,) v jedné poloroviné ohranifené
piimkou /.

Ohniskovou vlastnost paraboly je moZné vyuiit pfi
konstrukei reflektort. Ma-li reflektor tvar ¢asti rotaéniho
paraboloidu a umistime-li bodovy svételny zdroj do
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ohniska, odraZeji se paprsky rovnobéiné s osou paraboly
(obr. 73).

6.8 VSechny paraboly s danym ohniskem a danou
vertikalni osou se pfirozenym zptsobem délf na dva
systémy. Paraboly jednoho systému maji #idief pf{mku
nad ohniskem, paraboly druhého systému pod ohniskem.
Dokaite, Ze kaZda parabola prvniho systému protind
kaZdou parabolu druhého systému kolmo (obr. 74).

Obr. 74 Obr. 76

Oba systémy parabol, o kterych se mluvi v dloze,
budou dobfe patrny na obrizku 67b, vybarvime-li
¢tyiahelnitky jako na sachovnici.

Resdeni dalsich tloh se opird o definice kuZelosedek
a jejich ohniskové vlastnosti.

6.9 a) Je dana elipsa s ohnisky 4, B. Dokaite, Ze
mnoZina bodd soumérné sdruZenych k ohnisku A podle
viech teden elipsy je kruznice.

b) Dokaite, Ze mnoZina pat kolmic vedenych ohnis-
kem A ke viem teéndm elipsy je kruznice.

[ a) Necht je [ te¢na elipsy v bodé X a N bod sou-
mérné sdruZeny k bodu A4 podle piimky ! (obr. 75).
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Podle tlohy 6.6 lei bod X na p¥imece NB a vzdalenost
|[NB| = |AX| + |XB| je konstantni, nezavisf na volbé
teény I. Oznadme ji 2a. Bod N tudiZz leif na kruZnici
o poloméru 2¢ se stfedem v bodé B. Obracené bychom
ukézali, Ze kaZdy bod této kruznice je soumérné sdruZeny
k bodu A podle nékteré teény elipsy.

b) Je-li M pata kolmice vedend bodem A4 na piimku I,
je |[AM| = —;— |AN|. Podle a) vime, Ze véechny body N

tvoii kruznici. Proto tvofi body M kruznici o poloméru
a, jejim% stfedem je stied dsetky AB. [

6.10 Dokazte tvrzeni Glohy 6.9 pro piipad hyperboly.

6.11 Je dana parabola s ohniskem F a F{dicf pfimkou I.

a) Najdéte mnozinu viech bodt soumérné sdruzenych
k ohnisku F podle te¢en paraboly.

b) DokaZte, Ze mnoZina vSech pat kolmic vedenych
ohniskem F na teiny paraboly je piimka rovnobéina
s pifmkou l.

6.12 a) DokaiZte, Ze soudin vzdalenosti ohnisek elipsy
od jeji te¢ny je konstantni, nezavisly na teéné. |

b) Najdéte mnozinu vsech bodi, ze kterych je vidét
elipsu pod pravym thlem.

6.13 Reste tilohu 6.12a pro hyperbolu.

6.14 Reste tlohu 6.12b pro parabolu.

6.156 Necht se svételny paprsek odraz{ od vnittku
elipsy tak, Ze vytvoii lomenou ¢aru P,P,P,P,. .., kterd
neprochazi ohnisky 4 a B (body P,, P,, P,, ... lezi na
elipse, ostatni body lomené &ary leii ve vnitini oblasti
elipsy).

Doka%te a) neprotind-li iseéka P P, tise¢ku 4B, pak ji
neprotinajf ani use¢ky P,P,, P,P,, P,P,, ... a viechny
se dotykaji téZe elipsy s ohnisky 4, B; |
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b) protind-li tsedka P, P, visetku AB, protinaji ji
i Use¢ky P,P, P,P,, ... a viechny se dotykaji téZe
hyperboly s ohnisky 4, B. |

Rez rota¥ni kuzelové plochy rovinou, ktera neproché-
zi jejim vrcholem, je elipsa, hyperbola nebo parabola
(obr. 76). Sféra, jez se dotyka roviny fezu a je vepsana

Obr. 76 Obr. 77

kuZelové plose, se dotyka roviny fezu v ohnisku kuzelo-
sedky, ktera je fezem. Ridicf p¥imka je prise&nici roviny
fezu a roviny kruznice, podél niz se sféra dotyka kuzelové
plochy.

Sjednocenfm vSech pi{mek v prostoru stejné vzdale-
nych od daného bodu dané piimky [ a svirajicich s ni dany
ostry thel je jednodilny rotadni hyperboloid (obr. 77).
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Te&néd rovina hyperboloidu jej protind ve dvou rtizno-
bézkach, kazda jind rovina ho protind v kuZeloseéce.
Pohybuji-li se body P a N rovhomérné po dvou
riznobézkach, jsou ptimky PN spolu rovnobéiné nebo
se dotykaji téie paraboly. Pohybuji-li se bcdy P, N
rovnomérné po dvou mimobézkach, vytvoii pfimky PN
plochu, ktera se nazyva hyperbolicky paraboloid. Kazda
jeho te&na rovina jej protind ve dvou riznobéikach,

Obr. 78

kazd4 jind rovina v parabole nebo hyperbole. Hyper-
bolicky paraboloid (sedlo) dostaneme také jako sjedno-
ceni viech piimek protinajicich dané mimobéiky I, I,
a rovnobéinych s danou rovinou, kterd p¥imky I, [,
protina (obr. 78).

KuZelosetky jako obalové kfivky. Dosud jsme defino-
vali kf¥ivky jako mnoZiny bodl, které spliovaly jistou
podminku. V dalsich tlohdch vznikaji ki¥ivky jako oba-
lové kiivky systémi p¥imek. Pojem ,,0balova‘ znamend
pouze to, Ze se kiivka dotyké kazdé pfimky systému.
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6.16 Je dana kruZnice se stfedem O a bod 4. Kazdym
bodem M kruZnice je vedena pi{mka kolma k tsedce
MA. Dokaizte, Ze obalovou kfivkou tohoto systému p¥i-
mek je
a) kruznice, splyva-li od 4 s bodem O,

b) elipsa, je-li A bodem vnitfni oblasti kruznice,
c) hyperbola, je-li 4 bodem vnéjsi oblasti kruzZnice. |

6.17 Je déna piimka ! a bod 4, ktery na ni nelezi.
Ka#dym bodem M p¥{mky ! je vedena pfimka kolma
k tsedce MA. Dokaite, Ze obalovou k¥ivkou tohoto
systému pifmek je parabola. |

Rovnice kuZeloselek. Zadali jsme tento paragraf geo-
metrickymi definicemi elipsy, hyperboly a paraboly.
Mnoho dalsich informaci o téchto kfivkach ziskdme
pouZitim metody soufadnic.

Zatneme u paraboly. Vime, Ze parabolu dostaneme
jako graf funkece

Yy = ax?, a #0. (1)

UkaZeme, %e vySe uvedena geometricka definice vede
také k této rovnici. Necht je vzdalenost bodu F od piim-
ky I rovna 2k, Zvolme soustavu soufadnic tak, aby osa z
byla rovnobéind s pfimkou / a byla od ni stejné vzdalena
jako od bodu F a aby osa y prochézela bodem F (osa y
bude tedy osou soumérnosti paraboly). Rovnice, kterou
dostaneme z geometrické definice paraboly, se snadno
upravi na tvar (1):

VF TG — R = ly + A,
z? 4 y? — 2hy + h® — y? 4 2hy + A2,
= x2/4h.
Staéi polozit a = 1/4A.
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Grafem libovolné funkce y = aa? 4 bz 4 ¢ (a # 0) jo
také parabola, dostaneme ji z paraboly y = az? posu-
nutfm. Stejnolehlost se stfedem v podatku soustavy
soufadnic s koeficientem 1/a zobrazuje parabolu y = x?
na parabolu y = az? Jsou tudiz kazdé dvé paraboly
podobné. Naproti tomu nejsou kaidé dvé paraboly
kongruentni (shodné), &m vétsi je |a|, tim je parabola
y = ax® sevienéjdi. Poznamenejme, Ze parabolu y =
= az®(a > 0) miZeme dostat z paraboly y = z? také
stladenim nebo roztaZenfm ve sméru nékteré osy sou-
stavy soufadnic, pfesnéji transformacemi, které bodu
[x; y] piifazuji bod [x/Va, ; ] nebo[x; ay].

Piejdeme ted k elipse a hyperbole. Zvolme soustavu
soufadnic tak, aby ohniska 4, B méla soufadnice
A[—c; 0], B[c; 0]. Elipsa pak ma rovnici

Ve+ror+v+Ve—o  +vi =
= 2a,a >c. 2"

Ekvivalentnimi dpravami mizZeme odstranit odmocniny
a prevést rovnici elipsy na tvar

2 2 .
%+%=1, kde b = |/az — 2. (2)

Podrobnéji vysvétlime prechod od rovnice (2') k (2)
pozdéji.

Z rovnice (2) je vidét, Ze je mozné dostat elipsu také
takto: Vezmeme kruinici o poloméru e s rovniei z? +
+ 92 = a? a ,,stladfme’ ji ve sméru osy y v poméru a : b;
ptitom ptejde bod [z; y] do bodu [z; y'], kde ¥’ = yb/a
(obr, 79). Dosadime-li ¥y = y’a/b do rovnice nadi kruz-
nice, dostaneme rovnici elipsy

(y)?
+ =L

102



Je vidét, Ze elipsu muZeme dostat i bez h¥ebiku a pro-
vézku. Staéi zapnout televizor v dobé, kdy se vysild
monoskop, a otoéit regulatorem svislé dimenze; viechny
kruzZnice na monoskopu se zdeformujf v elipsy.

Dvé elipsy s rovnicemi ve tvaru (2) jsou podobné,
maji-li stejny pomér b : a.

Obr. 79

Zvolime-li soustavu soufadnic stejné jako u elipsy,
bude mit hyperbola rovnici

H/(:v + )+ ;4/2—1/(419—0)2 + y% =2a, a < c,(3')

kterou muZeme ekvivalentnfmi tpravami pfevést na
tvar

xZ 2 -
F—-%=l,kdeb=l/cz—a’. (3)

Abychom zfskali pfedstavu o pritbéhu hyperboly v kvad-
rantu z = 0, y = 0, sestrojime si graf funkce

y=2Ja—a.
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Tato funkce je zfejmé definovana pro z = a a je rostou-
cf. Méné zfejmé je, Ze se jeji graf pii zvétsujicim se z
stale vice pfimyka k pfimce y = bx/a. Presnégji Fedeno,
pro kazdou posloupnost &isel 2, kterd roste nade viechny
meze, konverguje posloupnost

b yy—— b
G /A==

k nule. To se snadno dokiZe uZitim rovnosti
xr— Va:” —a? = a?/ (]/:4:2 —a? 4 z). Z uvedenych divodu
fikdme, %e piimka y = bxfa je asympiofou nasi hyper-
bog. Dalsi jeji asymptotou je piimka y = —bz/a.
asto se setkdvame s jinou rovnici hyperboly, s rov-

nic{

zy=d,d #0. 4)
Jak je to mozné? Neni touto rovnici dana jin k¥ivka?
Nenf, rovnici (4) je skuteéné dana hyperbola, jejiz asym-
ptoty jsou na sebe kolmé. Jeji rovnice ve tvaru (3) je

2 y2

2d " 2d
Méme tudiZz dvé rovnice téze hyperboly, kazdou v jiné
soustavé soufadnic (obr. 80): jednou jsme za osy sou-
stavy soufadnic zvolili jeji asymptoty, podruhé osy
hyperboly (?).

JiZ jsme si ukdzali, jak miZeme dostat elipsu ,,stla-
¢enfm® kruZnice x? 4 y® = a®. Stejné tak mulZeme
dostat hyperbolu z2/a?— y%/b® = 1 z hyperboly 2®—
—y? = a?® s kolmymi asymptotami, stlaéime-li ji ve
sméru osy y v pomeéru & : b (obr. 81).

Dvé hyperboly jsou podobné, maji-li stejny pomér
@ :b, nebo, coz je totéz, sviraji-li jejich asymptoty
stejné velky uhel 2y, tg y = b/a.

1.
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Odstranéni odmocnin. UkéZeme zaroven, jak je moiné
dostat z rovnic (2') a (3') jednodussi tvary (2) a (3).
Polozme

- (Y Ve | @

. _[V(z+c)2+y2 +e—+y ]”
2 — 2 .

(2")

Obr. 80 Obr. 81

Necht je = # 0, y = 0. Snadno se pFesvédéime, Ze
0 <2 <2y 2+ 2, =2+ y? 4 %, 2,2, = c%%. Jsou
tedy z,, z, koFeny kvadratické rovnice (0 neznamé z)

22— (224 y2 4 ¢z + c¥x: = 0. (5)

Trojélen na levé strand rovnice (5) je pro z = ¢? zaporny,
proto je z; < ¢% z, > ¢ Viimnéme si, Ze rovnici (5) lze
psat ve tvaru x%(z — ¢?) 4+ y?2 = z(z — c?), tedy

x2 2 ,
7+ zicz =1 (5)

UkaZeme, Ze po dosazeni a® za z je rovnic{ (6') dana
elipsa (pro a > ¢) nebo hyperbola (pro a¢ < ¢).
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Necht je @ > ¢ > 0. Vime, Ze pro z s 0, y # 0 jsou
rovnicemi (3'') a (2’') dany mensi a vétsi kofen rovnice
(5"), ptitemz 2z, < ¢? < z,. Rovnici elipsy (2’) miZeme
ziejmé psdt ve tvaru z, = a?, a protoZe z, je kofenem
rovnice (5'), splituje bod [z; y] elipsy (x # 0  y) rov-
nici

22 2

wt =t ®)
Obracené, spliiuje-li bod [x; y] rovnici (6), je &islo z =
= a? kofenem rovnice (5’), a protoZe je a? > c?, je a?
vétsim kofenem rovnice (5'), tedy a? = z,. Je tudfiz pro
a > c rovnice (2') ekvivalentni{ s rovnici (6).

Analogicky muZeme dokazat, %e pro ¢ < ¢ jsou ekvi-
valentni rovnice (3') a (6), Ze rovnice hyperboly z, = a? je
totoZna s rovnici (6).

Snadno se ovéfi, Ze pro £ = 0 nebo y = 0 je rovnice
(6) ekvivalentni s rovnici (2') nebo (3’) podle toho, je-li
@ >cnebo a < c.

Tim jsme dokazali, Ze rovnice (6) zahrnuje jak rovnici
elipsy (2'), tak rovnici hyperboly (3'). PoloZime-li b =
= Vaz— c? (pro @ >c¢) nebo b = ch—az (pro a < c),
dostaneme rovnice (2) a (3). Tak jsme p¥es rovnici (6)
dokazali ekvivalentnost rovnic (2) a (2') a také rovnic
(3) a (3'). Ukazany postup muZeme &asto pouiit,
chceme-li odstranit odmocniny: vedle soudtu (nebo
rozdilu) drubych odmocnin uvazujeme také jejich rozdil
(nebo soudet).

Konec abecedy. Uvazujme jestd jednu funkei v roving,
jejiz mapa obsahuje vSechny tifi typy kiivek, se kterymi
jsme se seznamili v této kapitole. Bude to posledni
pismeno nasi abecedy.
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R. Necht je dan bod F a pfimkae 1, kterd jim neprochdzi.
MnoZina vech bod@ roviny, jejicht pomér vzddlenosti od
bodu F a od pFimky l se rovnd danému kladnému Eislu k,
je elipsa (pro k < 1), hyperbola (pro k > 1) nebo para-
bola (pro k = 1) (obr. 82).

N

{

Obr. 82

K dikazu zvolime soustavu soufadnic tak, jak jsme ji
volili v pfipadé paraboly. NaSe mnoZina m4 tedy rovnici

Va2 F o —n7 _ .
ly + A ’
pro k = 1 jsme jiz vidéli, Ze je to rovnice paraboly y =

=az?, kde a =1/(4h). Pro 0 <k <1 ji muZeme
ekvivalentnimi ipravami uvést na tvar

2 —_— d 2 .
_‘;2_ + (y—bﬂ_)_ = 1 (elipsa) (7)
a pro & > 1 na tvar
- %:_ + _(y%di = 1 (hyperbola), (8)
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kde jsme v obou p¥ipadech poloZili

a = 2khf)Je* —1], b = 2kh/|k* — 1],
d = h(k? + 1)j(kz2 —1).

Rovnice (7) a (8) dostaneme z kanonickych rovnic
(2) a (3) posunutim soustavy soufadnic a zdménou os
z, y. V nasem ptipadé leZf ohniska na ose y a stfedem je
bod [0; d]. MuZeme se pFesvédéit, Ze bod F je ohniskem
nejen v pipadé paraboly, ale i v p¥ipadé elipsy nebo
hyperboly. Pfimka I se i v téchto p¥ipadech nazyva
Fidici pf{mkou elipsy nebo hyperboly.

Tak jsme si ukazali, Ze hladinami funkece

(M) = | MF|lo(M,1)

jsou elipsy, hyperboly a jedna parabola.

Snadno jsme mohli uhodnout, %e hladinami budou
kuZelose¢ky. Uvazujme totiz v roviné funkce f, (M) =
= |MF|, (M) = ko(M, 1). Grafem prvni je &4st kuzelo-
vé plochy, graf druhé funkce je dvojice polorovin, pfi-
demz &fslo k je tangens dhlu, ktery sviraji poloroviny
8 horizontaln{ rovinou. Prinikem téchto grafu je elipsa,
parabola nebo hyperbola. Nis pak zajimaji praméty
obdrZenych ktivek do horizontélni roviny, tedy mnoziny

(M : (M) = f(M)} = {M : |MF| = ko(M, 1)}

Pi#i rovnobéZném promitanf se tvar kiivky méni stejné
jako pii jejim stladeni ve sméru kolmém k piimece [

(v poméru sz + 1:1). Proto dostaneme opét elipsy,
hyperboly a parabolu.

Jak jsme jiz nékolikrat ukazali, maji elipsa, hyperbola
a parabola mnoho spoleénych vlastnosti. To ma prosty
algebraicky divod: viechny jsou dany rovnicemi dru-
hého stupné. Oviem jejich charakteristické rovnice
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y = az? z3ja® + y2[b® =1, xBla® — y3[b® =1,
Yy =d

dostaneme pouze pii specialni volbé soustavy soufadnie,
zvolime-li soustavu soufadnic v obecné poloze, bude rov-
nice kuZelosedky slozitéj§i. Neni viak tézké dokazat, Ze
v libovolné soustavé soufadnic mé rovnice kuzelosedky
tvar

az® + bry + cy* +dx + ey + [ =0, (9)

kde alespon jedno z &fsel a, b, ¢ je rtizné od nuly.

Je pozoruhodné, Ze plati i tvrzeni obricené: kaid4
rovnice druhého stupné p(z,y) = 0, tj. rovnice tvaru
(9), uréuje kuzelosetku. Pfesnéji fedeno, kazdd rovnice
tvaru (9) definuje elipsu, hyperbolu nebo parabolu, pokud
se jeji leva strana neda rozloZit na soudin dvou linearnich
diniteld (dostali bychom dvojici pf{mek) a pokud leva
strana nabyvd kladnych i zapornych hodnot (jinak
bychom dostali bod, jednu piimku nebo prizdnou mno-
Zinu). Odtud plyne spoleény nazev pro elipsy, hyperboly
a paraboly; fikame jim téZ kfivky druhého stupné.

Véta, kterou jsme vyse vyslovili, je velmi uZiteénéd
pii hledani mnoZin viech bodd dané vlastnosti. Vidfme-li,
Ze v nékteré soustavé soufadnic je mnoZina dana rovnicf
druhého stupné, vime, Ze hledanou mnozinou je elipsa,
hyperbola nebo parabola, ve vyjimeéném piipadd to
muZe oviéem byt i dvojice pfmek, bod apod. Zbyvé pak
najit ,rozméry“ kuZelosedky a jeji polohu (ohniska,
stied, asymptoty atd.).

6.18 Najdéte mnoZinu viech bodi roviny, pro které
je soudet vzdalenosti od dvou danych kolmych piimek
c-krat v&t3f nez jejich vzdalenost od priseéiku danych
piimek.
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6.19 Je dano kladné &fslo ¢ a v roviné bod 4 a pFim-
ka I. Najdéte mnoZinu vsech bodd, pro které je

a) soudet vzdélenosti od bodu 4 a p¥imky ! roven c,

b) rozdil vzdalenosti od bodu 4 a piimky ! v absolutn{
hodnoté roven c,

¢) pomér vzdilenosti od bodu 4 a od pfimky I mensi
nez c.

6.20 Urlete mnoZinu viech bodu, jejichZ

a) soudet,

b) rozdil
druhych mocnin vzdalenosti od dvou danych rtznobé-
Zek I,, I, je roven danému é&fslu d. Nakreslete hladiny
odpovidajicich funkef:
a) f(M) = 0¥, L) + o*(M, L,),
b) [(M) = o¥(M, |,) — o*(M, L,).

6.21 V roviné je din bod F a pi{mka !. Nakreslete
hladiny funkei

a) f(M) = |MF2 + o¥(M, 1),

b) () = [MF[— o*(M, 1)

6.22 Kloub O kloubového rovnob&iniku OPMQ je
upevnén a ramena OP a OQ riznych délek se otadeji
stejnou tihlovou rychlosti v opaénych smyslech. Po jaké
kiivce se pohybuje bod M ?

O Necht je |OP| = p, |0Q| = q. Proto¥e se piimky
OP a 0Q otadeji na ruzné strany, musf v jednom okamzi-
ku splynout. Vezméme tento okamzik za vychozi ¢as
t = 0 a splyvajici pH{mky za osu =z, podatek soustavy
soufadnic zvolime v bodé O. Necht se piimky OP a 0Q
otadeji iihlovou rychlostf w. Pak maji body P a @ v éase
¢t soufadnice P[p cos wt; p sin wt], @[g cos wt; — g sin wt].
Proto ma bod M soufadnice

z=(p+q)coswt, y = (p—q)sin w?,
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— —> —
nebot OM = OP -+ 0Q. Lez{ tudiZ bod M na elipse
2 *— y2
P+a9® " P—qF
Pti feSen{ dlohy jsme dostali elipsu jako mnozinu bodu
[2; ¥] se soufadnicemi

1.0

x =acos wf, Y = bsin !, (10)

t probfha mnoZinu reilnych &isel. Rovnice uvedeného
typu, které vyjadfuji soufadnice bodu mnoZiny pomocf
parametru £, se nazyvaji parametrické rovnice mnoZiny.
V daném p¥ipadé byl parametr ¢ tas.

6.23 V roviné se kolem boda A, B otddeji stejnou
tdhlovou rychlosti pfimky. Jakou kfivku opisuje jejich
prusedik, otadejili se piimky v opaénych smyslech? |

6.24 Najdéte v roviné mnoZinu vSech boda M, pro
které je| X MBA|= 2| < MAB|, kde AB je dané tsetka
roviny. |,

6.25 a) Uvazujme viechny usetky, které z daného
thlu vytinaji trojihelnik daného obsahu S. Dokaite,
Ze stiedy téchto usedek lezi na téze hyperbole I', jejimiz
asymptotami jsou ramena daného thlu.

b) Dokazte, Ze vSechny tyto usedky se dotykaji téZe
hyperboly I'. |

¢) Dokaite, Ze usetka s krajnfmi body na asympto-
tach dané hyperboly, které se dotyka, je bodem dotyku
pilena. | :

6.26 a) Je din rovmoramenny trojihelnik ABC,
|AC| = |BC|. Najdéte mnozZinu vech bodd M roviny,
jejichZ vzdalenost od piimky AB je rovna geometrické-
mu primeéru jejich vzdalenosti od pfimek AC a BC.

b) Tfi pfimky tvo¥i rovnostranny trojihelnfk. Uréete
mnozinu vSech boda M roviny trojihelnfku, pro které
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je vzdalenost od nékteré z danych pifmek rovna geo-
metrickému priméru vzdalenosti od zbyvajicich dvou
pi{mek.

6.27 T vrcholy kosoétverce leZi postupné na stra-
nich 4B, BC a CD daného ¢tverce. Kde lezi ¢tvrty vrchol
kosoétverce ?

T T Sy

Obr. 83 Obr. 84

Algebraické kfivky. MnozZiny bodd v raznych geo-
metrickych tlohdch nemusi byt samoziejmé vidy pfim-
kami nebo kuZelosedkami. UkdzZeme si dva piiklady.

Mnotzina vSech bodi roviny, jejichZ soudin vzdalenosti
od dvou danych boda F, a F, se rovna danému klad-
nému &slu p, se nazyva Cassiniho ovdl (obr. 83). Je
hladinou funkce

HM) = ]MFII MIFz'-

P¥i vhodné volbé soustavy soufadnic ma proto rovnici
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[(@—c) + 9] (= + 2)* + ¥*] = p?,
kde 2¢ = |F,F,|.

Pro p =¢? ma Cassiniho oval tvar lefaté osmitky
a nazyva se Bernoulliho lemniskata, pro p < c?se skldda
ze dvou &asti.

A jesté jeden piiklad. Necht je dan bod F a pHmka I,
ktera jim neprochdz{. Ozna¢me g(3) vzdalenost bodu M
od priseéfku pHmek FM a l. MnoZina {M : g(M) = d} se
pro kazdé kladné &islo d nazyva Nikomedova konchoida
(obr. 84). Zvolime-li soustavu soufadnic tak, Ze poéatek
splyne s bodem F a pfimka ! bude mit rovnici y + a =
= 0, mj Nikomedova konchoida rovnici

(@ + ¥*) (y + a)* — d?*y* = 0.

Obecné se kazidd kiivka, kterd je ddna rovnicf
Pz, y)=0a Pz, y) je mnohodlen v proménnych 2, y,
nazyvéa algebraickou kiivkou. Stupen polynomu P je
jejim stupném. Jsou tedy Cassiniho ovél i Nikomedova
konchoida algebraické kfivky &tvrtého stupne

Jiz z uvedenych dvou ptikladu je vidét, ze algebralcké
kfivky vy3Sich stuprii mohou vznikat rdznymi zajima-
vymi zpisoby, mohou mit body vratu a mohou samy
sebe protinat (konchoida pro ¢ = d nebo pro a < d).
Jejich tvar se miiZe podstatné ménit pfi zméné para-
metri. S nékterymi se jesté sezndmime v dalsf kapitole.
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