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Kapitola 7

OTACENI, KOTALENI
A TRAJEKTORIE

V zdvéreéné kapitole seznamime étendfe se zajimavymi
kfivkami, které se definuji pfirozenym zpusobem jako
drahy bodu na kruZnici, kterd se kotédli po jiné kruznici
nebo po primce. Jejich nejzajimavéjsi vlastnosti se
tykaji teten. Milovnik klasické geometrie pozna souvis-
lost mezi kruzniei deviti boda trojihelniku, jeho Simso-
novymi pfimkami a jejich obalkou, kterou je cykloidalni
kfivka s ttemi body vratu. Na zadatku probereme du-
kladné jednu z nejjednodussich cykloidalnich k¥ivek.

Kardioida. Kardioida se obydejné definuje jako tra-
jektorie bodu kruZnice, ktera se kotali po pevné kruZnici
stejného poloméru. Jsou oviem i jiné definice kardioidy.
Dvé z nich uvedeme ve tvaru iloh.

7.1 Dokaite, Ze kardioida je

a) mnoZinou bodu soumérné sdruZenych k danému
bodu 4 podle viech teden pevné kruznice, kterd procha-
z{ bodem A4,

b) mnozinou viech pat kolmic vedenych danym bo-
dem A k teéndm kruznice, kterd prochazi bodem A
(obr. 85).

O a) Uvazujme kruznici ¥, ktera se dotyka dané
kruznice § v bodé 4 a m4 s nf stejny polomér. Kotalejme
kruzZnici y po kruznici é a studujme trajektorii toho bodu
M, ktery ve vychozi poloze splyva s bodem 4. Protoze
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se jednd o kotédleni, jsou délky kruhovych obloukd AT
a MT v kakdém okamziku stejné dlouhé (7 je proménny
bod dotyku obou kruznic). Odtud plyne, Ze jsou body
M a A soumérné sdruzené podle teény v bodé T'. Obéh-
ne-li bod T kruZnici , opise bod M celou kardioidu.

M t

Obr. 85

b) UvaZovanou mnoZinu dostaneme z mnoZiny po-
psané v &isti a) pomoci stejnolehlosti s koeficientem
1/2 a stfedem A. Je to tedy také kardioida, dvakrat
men#i neZ kardioida v tdloze a). [

Uzitim dlohy 7.1 miZeme sestrojit libovolny podet
bodi kardioidy a tak ji dost piesné nakreslit. Je to kfiv-
ka, kterd ma v bodé A singularitu — bod vratu. Tvarem
je podobna osovému Fezu jablkem, o néco méné obrysu
srdce, podle néhoz dostala nazev (kardia — srdce).

Z ulohy 7.1 plyne i dalsf zpusob vytvoreni kardioidy —
jako obalky systému kruznic.

7.2 Je ddna kruZnice a na ni bod A. Dokaite, Ze
sjednoceni viech kruZnic prochazejicich bodem A, je-
jichZ stfed leZi na dané kruZnici, je oblast ohraniena
kardioidou (obr. 86). |
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Obr. 86

DvE otadeni. Dale ukédieme, jak poznat nékteré
vlastnosti kiivek pomoci kinematiky (teorie pohybu),
a jako piiklad ndm bude &asto slouZit kardioida. Diive
se vSak jeSté vratme k feSeni 7.1a. Tam jsme dosli
k zdvéru, Ze bod M probéhne kardioidu, kdyz bod T
udéla jednu otadku. Tim se minilo, Ze bod T i stfed P
pohybujici se kruZnice y se jednou otoéi. Avsak sama
kruznice, nebo lépe fedeno kruh y se otadi rychleji. Vy-
jasnéme si to.

7.3 Kruinice y se kotali po pevné kruZnici téhoZ
poloméru, ptiéemZ stted P kruinice y vykons jednu
otitku. Kolikrat se za tutéZ dobu otodi kruh y, kolik
vykoné otdéek kolem svého stfedu P?

Zvolme na kruhu y néktery jeho polomér PM a v ro-
viné pevny bod E. Vezméme takovou dsetku EN, aby
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— P
se vektory EN a PM sobé rovnaly. Otiazku tdlohy 7.3
pak muZeme formulovat takto: kolik otadek kolem bodu
E vykona tsedka EN, otodf-li se isedka OP o 360°?
Jaky je pomeér dhlovych rychlosti obou tsedek? Uva-
7ujme dvé polohy pohybujiciho se kruhu. Otodi-li se
usetka OP o 90°, otodi se tisetka EN o 180°, a stejné
tak to plati pro dalsi Ghly, o které se otodi isedka OP,
Otoédi-li se o thel 360°, otodi se tsetka EN o thel 720°,
tedy o dvé plné otadky. Pomér obou thlovych rychlo-
stf je 2.

Zvolime-li bod E totozny se stfedem O pevné kruznice

—> —>
a bod @ tak, aby 0Q = PM, dostaneme rovnobéinik .
OPMQ. Pfi rovnomérném kotédlenf kruhu p po kruZnici
é je bod O pevny a usetky OP a 0Q se otadeji dhlovymi
rychlostmi w & 2w v témZe smyslu. Tim dostavame dalsi
moznost vytvofeni kardioidy, kterou lze dobfe popsat
pomoci kloubového rovnobézniku.

Otadeji-li se ramena OP a 0Q (|OP]| = 2|0Q]) kolem
pevného bodu O v témie smyslu otddeni dhlovymi
rychlostmi o a 2w, je trajektorii &tvrtého vrcholu
rovnobéiniku OPMQ kardioida.

Nyni je snadné ukézat jesté jeden zpisob konstrukce
bodu kardioidy a piedvést dalsi jeji zajimavé vlastnosti.

7.4 Naneseme-li na kazdou pfimku ! prochazejici pev-
nym bodem A4 dané kruZnice é o poloméru r od praseéiku
@ piimky ! a kruZnice é (4 # Q) vsedku QM délky 2r,
vytvofi takto obdrZené body M spolu s bodem A4 kar-
dioidu (obr. 87).

O Pro kaidou polohu pfimky ! miZeme sestrojit
rovnobézinik OPMQ), ve kterém splynou body @ a M se
stejné oznadenymi body tlehy (O je stfed kruznice 4).
Bude-li se pfimka ! otacdet kolem bodu A4 dhlovou rych-
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losti w, budou se ramena OP a OQ rovnobézniku otacet
uhlovymi rychlostmi w a 2w, viz tvrzeni o prstenci na
kruznici v kap. 1. Proto pak opisuje bod M kardioidu. (]

Zkuste si na velkém papiie sestrojit kardioidu jednak
podle 7.1, jednak podle 7.4, a pfesvédéte se, Ze dostanete
stejné kiivky. Jednodussi bude asi druhy zpusob.
Viimnéme si, %e v uloze 7.4 muZeme nanést od bodu @
useéku délky 2r na obé navzajem opaéné polopfimky.

I's M,
N\
A
\
5 'A
M,
R
Obr, 87 Obr. 88

Tim dostavame hned dva body M,, M, kardioidy
(obr. 88). Odpovidaji dvéma poloham kloubového rovno-
béiniku OQMP. Obéhne-li bod @ jednou kruZnici 4,
ototi se isedka QM o 180° a bod M, pfejde do bodu M,.
To ukazuje dalsi vlastnost kardioidy.

7.6 Dokaite, Ze kazdd tétiva kardioidy prochéazejici

jejim bodem vratu 4 ma délku 4r a jeji stied leif na
pevné kruznici poloméru r.
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A jesté dvé tlohy opfrajici se o druhy zptsob kon-
strukce kardioidy.

7.6 Ty¢ délky 2r se pohybuje ve vertikdlni rovind
tak, Ze jeji konec klouZe po vnitfni sténé jamy, jejiz
vertikélni fez ma tvar pllkruhu o poloméru r a ty¢ se
opira o kraj jamy. Dokaizte, Ze se druhy konec tyée po-
hybuje po kardioidé (obr. 89).

M

/
/

Obr. 89 Obr. 90

7.7 Po pevném kruhu poloméru r se kotali kruZnice
poloméru 2r tak, Ze kruh lezi ve vnitini oblasti kruznice.
Dokazte, %e trajektorii bodu kruZnice je kardioida
(obr. 90).

O Jedno feseni ilohy dostaneme jejim porovninim
s Kopernikovou vétou 0.3. Jedna se o pohyb tychz
dvou kruZnic, jen je vyménéna role pohybujici se a ne-
pohybujici se kruznice. Kopernikova véta pk této
zamens roli tvrdi, Ze se kazdy primér M, M, pohybujic
se kruzZnice pohybuje tak, Ze stile prochazi uréitym bo-
dem A pevné kruznice. Pfitom se stfed @ praméru
MM, pohybuje po pevné kruinici a je |M,Q|=
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= |@QM,] = 2r (obr. 91). Tim se dostavime k tloze 7.4
a vidime, Ze se body M, a M, pohybuji po téZe kardioids.

Mohli jsme téZ prevést Feseni ilohy piimo na kloubovy
rovnobéznik. Necht je M bod otddejici se kruZnice a @
jejl pohybujici se stfed. Sestrojme rovnobézntk OPMQ.
Otadi-li se rameno 0@ uhlovou rychlosti 2w, otddf se
pohybujici se kruznice a s ni i rameno QM thlovou
rychlosti w (obr. 92). O

M, P
‘ A
(&
M,
Obr. 91 Obr. 92

Kardioida, se kterou jsme se dost podrobné seznamili,
pat¥i do systému kiivek, jeZ se nazyvaji konchoidami
kru¥nice, nebo téz Pascalovymi zdvitnicerni. Dostaneme
je trochu obecnéjsim postupem, neZ je postup uvedeny
v tloze 7.4. Na piimky [ prochazejici danym bodem 4
pevné kruzZnice nandsime od pruseéiku @ této kruznice
a pfimky ! dsetky dané délky k (na obé poloptimky od
bodu Q). Koncové body téchto tisedek vytvoti Pascalovu
zgvitnici. Rovni-li se délka A praméru dané kruZnice,
jde o kardioidu. Porovnejte tuto definici s definici
Nikomedovy konchoidy, tj. konchoidy piimky. Ukazuje
se, Ze Pascalovu zévitnici miZeme pfi kazdé hodnoté A
definovat kinematicky. To je obsahem dalsich dloh.
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7.8 a) DokaZte, Ze vrchol M kloubového rovnobéi-
niku, jehoz kloub O je upevnén a jehoi ramena OP
a 0Q se otadeji ihlovymi rychlostmi 20 a @, opisuje
Pascalovu zavitnici.

b) V roviné je pevné zvolena kruZnice poloméru 7.
Po ni se kotdli jina kruZnice téhoZ poloméru. Dokazte,
7e bod na priaméru kotalejici se kruznice nebo na jeho
prodlouZen{ opisuje Pascalovu zavitnici.

¢) V ptedchézejici dloze nahradte pohybujici se krui-
nici kruznicef o poloméru 27, p¥itemz pevnéd kruznice se
ji dotyka uvnitt.

Ukézeme ted nékolik raznych tloh, v nichz pomér
uhlovych rychlosti dvou otadeni neni (jako v piipadé
kardioidy) roven dvéma. Dostaneme tak nékolik dalsich
cykloiddlnich kiivek.

7.9 Po pevné kruznici poloméru B se vné kotali kruh
o poloméru a) R/2, b) R(3, ¢) 2R/[3. Kolikrat se vnéjsi
kruh otoéi, vykona-li jeho stfed jednu otddku kolem
stfedu pevné kruznice? |

7.10 Reste tutéz dlohu v p¥ipads, kdy se pohybujici
kruh dotyka pevné kruZnice uvnitf.

7.11 Mezi otddejicim se krouzkem loZiska o praméru
6 mm a jeho pevnym pouzdrem o priméru 10 mm jsou
kuligky o priméru 2 mm. Pfedpoklddejme, Ze pti otddeni
vnitfntho krouzku kuli¢ky neklouZou. Jakou ihlovou
rychlosti se
a) otadeji kuliky,
b) se pohybuji jejich stiedy
kolem stiedu loziska, otdéi-li se vnitini krouZek loziska
rychlosti 100 otadek za sekundu ?

7.12 T¥i ozubend kola otadejicf brusiéskym kamenem
jsou spojena podle obriazku. Urdete pomér polomérd
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pohybujicich se kol, ma-li se malé koledko (brus) toéit
dvandctkrat rychleji neZ rameno 0@, které je uvadi
v pohyb (obr. 93).

Obr. 93

Uvazujme dva body kruZnice, kterd se kotali po kru-
hu. Je zfejmé, Ze opisuji kongruentnf (shodné) trajekto-
rie. Ve zvliStnim pfipadé se dokonce mize stit, Ze obé
trajektorie splynou, Ze se oba body pohybuji po téze
kfivee, jeden za druhym. Napiiklad v feSeni ulohy 7.7
jsme vidéli, Ze diametralné protilehlé body vnéjsi kruz-
nice opisovaly stejnou kardioidu. Pfesvédéime se o tom,
ukaZeme-li, Ze trajektorie téchto boda maji bod vratu
v témZe bodé pevné kruznice. V dalsich tlohach miZeme
postupovat analogicky.

7.13 a) Dokaite, Ze diametralné protilehlé body M,
a M, kruznice o poloméru 2R/3, kterd se kotali po
vnittku pevné kruznice o poloméru R, opisuji tutéz
kiivku. Tato kiivka se nazyva deltoid, nebo téZ Steinerova
kftvka (obr. 94). |

b) Dokaizte, Ze body M,, M, a M, na kruinici o polo-
méru 3R/4, které tvofi rovnostranny trojihelnik, opisuji
tutéz kiivku (asteroidu), jestlize se kruZnice kotali po
vnitfku pevné kruZnice o poloméru R (obr. 95).
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¢) V piedchazejici uloze nahradte hodnotu 3R/4 hod-
notou 3R/2 a pfedpoklidejte, Ze pohybujici se kruZnice
obklopuje pevnou kruznici. Misto asteroidy dostanete
kFivku, ktera se nazyva nefroida.

Méjme kloubovy rovnobéinik OPMQ, kde vrchol O je
pevny a ramena OP a OQ se otadeji kolem O, pfi¢em?z

| ; [
/

LA I
>0 & § W
dLY N
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pomeér woplweq jejich thlovych rychlosti je k a pomér
|OP|/|0Q| jejich ramen je 1/|k| (K # 0, 1, —1). Potom
kfivku, kterou opisuje vrchol M, nazveme k-cykloida.

Pohybuji-li se dva body P a N rovnomérné po kruz-
nici tak, Ze pomér wp/wy jejich uhlovych rychlostf je
roven k, je obalovou kiivkou pifmek PN k-cykloida
(viz 7.19).

Obr. 99 Obr. 100

Ktivky k-cykloida a (1/k)-cykloida jsou shodné.

K¥ivku k-cykloidu miZzeme definovat také jako trajek-
torii bodu kruZnice, ktera se kotali po kruZnici o polomé-
ru |k — 1|/r, pFi¢emz p¥i k£ > 1 majf kruZnice vnéjsf a pti
k < 1 vnitini dotyk.
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Obytejné se k-cykloidy nazyvaji v piipadé k> 0
epicykloidami, v ptipadé & < 0 hypocykloidams.

Na obrazcich 96—101 jsou zobrazeny k-cykloidy pro
k=3/8, —1/7, —3, —2, 2 a 3. Posledni &tytfi jsou
asteroida, Steinerova k¥ivka, kardioida a nefroida.

Obr. 101

Na obr. 102 je zobrazena trajektorie bodu kruZnice,
ktera se kotali po pfimce. Tato kfivka se nazyva cykloida.
Obalovou kfivkou priméru kotalejici se kruinice je
cykloida dvakrit mensi.

Jiz v pitipadé kardioidy jsme vidéli, Ze tutéz kfivku
miZeme dostat jako trajektorii bodd dvou riznych
kruZnic kotdlejicich se po téze pevné kruinici. Porov-

EVAp~

Obr. 102
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nejte prvni definici kardioidy s tlohou 7.7: v jednom
piipadé je stfedem pohybujici se kruznice bod P a ve
druhém vrchol @ kloubového rovnobéiniku OPQM.
Dalsi dloha ukazuje obecné, v jakém vztahu musf byt
pohybujici se kruznice, aby trajektorie jejich bodid byly
shodné.

7.14 a) Dokaite, Ze bod kruzZnice o poloméru r, jeZ se
kotali po pevném kruhu o poloméru R, opisuje trajekto-
rii shodnou s trajektorii, kterou opisuje bod kruznice
o poloméru R + r kotalejici se po témze kruhu tak, Ze
jej obklopuje.

b) Po vnitiku kruZnice o poloméru R se kotdleji dvé
kruznice o polomérech » a B — r. Doka#te, Ze trajektorie
bod jedné i druhé kruZnice jsou shodné. |

K feSeni téchto tloh potfebujeme umét vypotist
vztahy mezi rychlostmi spolu vazanych otédeni. Ty
vySetfime pozdéji, ted piejdeme k nejzajimavéjsim
vlastnostem cykloiddlnich kfivek, k vlastnostem jejich
teden.

Véta o dvou kruzich. Vyslovime zajimavé pravidlo,
které nam umo#ni nizorné popsat systém vsech teden
trajektorie bodu M na kruZnici o poloméru r kotalejicf se
bez klouzani po pevné kiivee y. Kotdlejme po téze kiivcee
y kruZnici o poloméru 2r a pfedstavme si s ni pevné
spojeny prumér KL, ktery jsme zvolili tak, aby v urdi-
tém dasovém okamziku splynul bod K s bodem M v ten-
tyz bod kiivky y (obr. 103). Pak se v kazdém okamziku
dotykd primér KL trajektorie bodu M. Jinymi slovy,
tato trajektorie je obalovou ktivkou vsech poloh pri-
méru KL.

Toto vyhodné pravidlo jsme nazvali vétou o dvou
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kruzich. K jejimu dikazu se vratime pozdéji, zatim jeji
tvrzeni doplnime. Kotélime-li obé kruznice, o kterych
véta mluvi, soudasné tak, aby v kazdém okamziku sply-
nuly jejich body dotyku s kfivkou y, kotali se mensf
kruZnice uvnitt vétsi bez klouzani. Podle Kopernikovy
véty se bod M pohybuje po pevném priméru KL veétsi
kruznice. A naSe véta o dvou kruzich tvrdi, ze ptimka
KL je tetnou sestrojenou v bodé M k jeho trajektorii.

e
A A

Bl
Obr. 103 Obr. 104

Piejdéme k piikladim. Za¢neme u systému piimek,
o kterém jsme jiZz hovofili v ivodu knizky. Necht se
kruZnice o poloméru r s vyznadenym bodem M kotali
zevnitf po kruZnici o poloméru B = 4r. Kotalejme spolu
s ni kruznici o poloméru 2r a na ni pevné zvoleny priamér
KL také po vnitfku pevné kruinice o poloméru 4r.
Piedpokladdme ptitom, Ze ve vychozim okamziku sply-
vaji body K a M s bodem A pevné kruZnice (obr. 104).
Podle Kopernikovy véty se krajni body praméru KL
pohybuji po dvou na sebe kolmych primérech 44’
a BB’ pevné kruinice. Soudasné se podle véty o dvou
kruzich dotyka pramér KL v kazdém okamZiku trajek-
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torie bodu M, tj. obalovou kf¥ivkou piimek KL je asteroi-
da s body vratu 4, B, A°, B'.

Dalsi uloha se tyka kardioidy.

7.15 Z pevného bodu B kruZnice vychdzeji svételné
paprsky, dopadaji do vicch bod kruZnice a odrizeji se
od nf (tihel dopadu se rovna Ghlu odrazu). Dokaite, Ze
obalovou kfivkou odraZenych paprsku je kardioida.

Obr. 106

O Oznadéme O stfed dané ,zrcadlové‘‘ kruZnice a C
bod diametralné protilehly k bodu B. Necht se paprsek
BP odrazi v bodé P do bodu N tsetky BC (pfedpokla-
déme, %e | X PBC| < 45°). Pak je| < PNC|=| <X BPN|+
+| <X PBN| = 3| <& PBC|. Ot4gi-li se tudiZ paprsek BP
tihlovou rychlosti , ot4df se odraZzeny paprsek dhlovou
rychlost{ 3w, pti¢emz se bod odrazu P pohybuje po
zreadlové kruznici thlovou rychlosti 2w (véta o prstenci
v kap. 1). To zlstdva v platnostii p¥i|<x PBC| > 45°.

N&a3 systém piimek PN muZeme tedy dostat také
takto: Kotilejme po pevné kruZnici o poloméru r =
= |0B|/3 se stiedem v bodé O kruinici poloméru 2r
a s nf pevné spojeny prumér KL, ktery lezi ve vychozf
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poloze na pfimce BC (obr. 105). Probiha-li stted P této
kru#nice kruZnici o poloméru 3r a stfedu O tihlovou
rychlost{ 2w, otadi se primér KL thlovou rychlosti
3w (?), stejnéd jako odraZeny paprsek.

Podle véty o dvou kruzich je obalovou kiivkou systé-
mu p¥imek KL trajektorie bodu M na kruZnici o polo-
méru 7, kterd se kotali po kruZnici téhoZ poloméru se
stfedem v bodé O, tj. kardioida. Ve vychozi poloze
splyvd bod M s bodem A, ktery déli usetku BC v po-
méru 2 : 1. Ten je bodem vratu kardioidy. [

7.16 Svazek rovnobéznych paprski dopad4 na zrcadlo
tvaru pulkruznice. DokazZte, %e se odraZené paprsky
dotykajf nefroidy.

Kdyby bylo zrcadlo parabolické, odriZely by se
vSechny paprsky do jednoho bodu, do ohniska paraboly
(viz kap. 6). Proto se nefroidé také ¥k okniskovd kiivka
kru#nice.

7.17 Najdéte mnozinu vSech bodi, kterou opise pevny
prumér kruhu o poloméru r kotéalejici se

a) vné po pevné kruZnici o poloméru 7,

b) uvnitf po pevné kruznici o poloméru 3r/2.

Nékolik dalSich zajimavych tloh o tednach kiivky
uvedeme dale. Diive vSak pojedndme o kinematickych
vztazich pouZitych ve vété o dvou kruzich a v fefenich
poslednich tloh.

Rychlosti a teény. Pro uréeni vztaht mezi dhlovymi
rychlostmi sloZenych otdéeni existuje vyhodnéjsf postup
ne% ten pomérné primitivni, ktery jsme pouzili pfi fesen{
ulohy 7.4. Je to pravidlo skldadani thlovych rychlostf
analogické pravidlu skladan{ linedrnich rychlostf, uzivané
hlavné pfi ptechodu od jedné vztazné soustavy ke druhé.
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Domluvime se, Ze thly a tihlové rychlosti odpovidajicf
otddeni ve smyslu proti otideni hodinovych ruéidek
budeme brat s kladnym znaménkem a ihly odpovi-
dajici otadeni ve smyslu otddeni hodinovych rudidek
budeme brat zaporné. Otodf-li se pak pfimka I, vzhle-
dem k pi{mce [, 0 tihel ¢’ a ptimka I, vzhledem k ptimce
l, o Ghel ¢, otodf se pfimka I, vadi pfimce I, o thel
¢ + ¢’. Otadi-li se tudiz rovinny ttvar y, kolem ,,pev-
ného** utvaru p, thlovou rychlosti o’ a itvar y, kolem
utvaru y, ihlovou rychlostf w, otaéi se utvar y; kolem y,
dhlovou rychlosti w 4+ w’. Vzhledem k tomu, Ze se
v nadich tlohich jedna piedeviim o otadeni kruhi, bu-
deme na kazdém z nich pfedpokladat pevné vyznadeny
polomér, abychom lépe vidéli Ghly otoéeni.

<&

Obr. 106 Obr. 107

14

Ukazeme uziti pravidla skladani dhlovych rychlosti.
UvaZujme dva kruhy o poloméru 7, jejichZ stfedy jsou
pevné umistény ve vzdalenosti 2r (obr. 106). Otadeji-li se
kruhy bez klouzani, jsou jejich ihlové rychlosti v abso-
lutni hodnoté stejné, ale maji opadnd znaménka. Je-li
napiiklad thlovd rychlost prvniho —w, je rychlost
druhého . Rychlosti (uZ nikoli dhlové) jejich bodi
dotyku musi byt na obou kruzich stejné. To plyne
z toho, %e kruhy neprokluzuji. ProtoZe velikost v linearn{
rychlosti bodu M na kruhu, ktery se otaé¢f Ghlovou rych-
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lostf w, je rovna v = wr (r je vzdéalenost bodu M od
sttedu kruhu), plyne z rovnosti lineirnich rychlost{
rovnost absolutnich hodnot dhlovych rychlosti. Vezmé-
me ted vztainou soustavu, pevné spojenou s prvnim
kruhem. Pak je tieba ke viem tihlovym rychlostem pfi-
tist w, thlova rychlost prvniho kruhu bude O a druhého
2w. To jsme jiz vidéli v tloze 7.4.

Jedté jeden p¥iklad. Necht je vzdilenost mezi (zatim
pevnymi) stiedy O a P dvou dotykajicich se kruZnic
o polomérech B = 2r a r rovna r (obr. 107). Otadeji-li se
kruZnice bez prokluzovéni, jsou jejich thlové rychlosti
o a 2w (pomér absolutnich hodnot jejich dhlovych
rychlosti se rovnd pfevricené hodnoté poméru jejich
polomérit). Ve vztaZné soustavé pevné spojené s veétsf
kruznicf jsou jejich dhlové rychlosti 0 a o (jednd se
o pohyb, o kterém se mluvi v Kopernikové vété). Ve
vztaZné soustavé mensi kruZnice jsou dhlové rychlosti
—o a 0 (iloha 7.7).

Pii urdenf tdhlové rychlosti se oviem muZeme také
obejit bez zavedeni otilejici se vztazné soustavy. Musi-
me pak umét zjistit (linearni) rychlost kazdého bodu
kotédlejictho se kruhu. To budeme hlavné potfebovat
v daldim odstavci, pojednavajicim o tenich cykloidal-
nfch kfivek. Vratme se tedy k prvnimu pfikladu —
uvaZujme kruh o poloméru r kotalejici se po pevné
kruZnici tého% poloméru. Oznaéme 7T bod kruhu, v ném%
se v daném okamzZiku dotyka pohybujici se kruh pevné
kruznice. Okamzitd rychlost bodu 7 je nulova, protoze
kotédleni probfhd bez prokluzovani. Jak najit okam#ité
rychlosti ostatnich bod@ kruhu ?

K odpovédi pouZijeme véty Mozziho: V ka?dém
okamZiku jsou rychlosti bodi desky, kterd se pohybuje
v pevné roviné, bud stejné jako v pfipad& posunuti
desky, tj. viechny jsou stejné veliké a majf stejny smér,
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nebo jsou takové jako pii otadeni, tj. rychlost jednoho
bodu 7T je nulova a velikost rychlosti libovolného bodu
M je rovna [MT| o, kde je w okamiita hlové rychlost
otdaceni desky. Pfitom je smér rychlosti bodu M =# T
kolmy na spojnici bodi M, T. A pravé tato druhd moz-
nost nastiva v piipadé kotdlejictho se kruhu, pfitemz
roli bodu T — okamiitého stiedu otadeni — hraje bod
dotyku kruhu a kruznice. (A to plati i v piipadé kotaleni
ktivého koletka po kostrbaté cesté.) Pouzijeme-li toto
tvrzeni, najdeme pomeér thlové rychlosti w, kotalejici se
kruznice a uhlové rychlosti w,, se kterou se otadf jeji
stfed P kolem stfedu O pevného kruhu. Staéi dvéma
zpusoby vypodist velikost rychlosti bodu P. Jednak se
rovnd tato velikost hodnoté 2rw,, a protoZze je bod T
okamiZitym stfedem otddeni, rovni se tézi rw,. Je tedy
2rw, = rw,, odkud w; = 2w,.

Tentyz postup uplatnime v piipadé kruhu o poloméru
r, ktery se kotali po vnitiku kruZnice o poloméru 2r tak,
ze se jeho stied otaéi po kruinici o poloméru r dhlovou
rychlost{ w, > 0. Ozna¢me uhlovou rychlost kruhu w,
a viimnéme si, Ze w, < 0. Vyjddiime-li rychlost bodu P
(sttedu kruhu) dvéma zpilsoby, dostaneme |w,r| =
= |wyr|, odkud 0, = —w,. _

Analogické tivahy nam pomohou i pii studiu jinych
sloZenych otaéeni. Pro nas je zvlast daleZité, Ze Mozziho
véta ndm umozZiiuje uréit i smér rychlosti kazdého bodu
pohyblivého utvaru. Rychlost bodu M je vidy kolma
k tsedce MT, ktera ho spojuje s okamiitym stfedem
otaden.

Uvedeme jesté jeden dukaz Kopernikovy véty. Necht
je M bod kruinice o poloméru r, kterd se kotdli po
vnittku kruZnice o poloméru 2r se sttedem O (obr. 108).
V kazdém okamziku smétuje rychlost bodu M kolmo
na tsetku 7'M, kde je T bod dotyku obou kruZnic, tedy
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okamZity stfed otadeni mensi kruZnice. Sméfuje tudiz
rychlost bodu M do stiedu O vétsi kruznice, protoze T
a O jsou diametralné protilehlymi body mensi kruznice.
Proto se bod M pohybuje po primeéru velké kruZnice,
coz je tvrzeni Kopernfkovy véty.

Dokazeme ted vétu o dvou kruzich. Kotalejme po
ktivce nebo piimce y najednou dvé kruznice o polomé-
rech » a 2r. Oznaéme M a K jejich body, které splyvaji

() |

K
4
T

Obr. 108 Obr. 109

ve vychozi poloze s bodem 4 kfivky ¢, a T spoleény
okamzity stied otddeni obou kruinic, tedy jejich bod
dotyku s kfivkou ¢ (obr. 109). Smér okamzité rychlosti
bodu M je kolmy k tseéce MT, a je tedy totoiny se
smérem toho pruméru vétsi kruZnice, ktery prochazf
bodem M. Je proto tento pramér, jehoZ krajni body
oznadime K, L, pevnym pramérem vétsi kruZnice
a piimka KL se v kazdém okamziku dotyka trajektorie
bodu M. A to je pravé tvrzeni véty o dvou kruzich.

Viimnéme si, %e jsme zde pouzili jiné hledisko pfi
urdeni tedny kiivky; teénou trajektorie pohybujiciho se
bodu je pfimka prochazejici bodem M trajektorie ve
sméru vektoru rychlosti bodu M.

Vétu Mozziho dokazovat nebudeme, ukdZeme si
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viak jeji geometrickou analogii. Je to tvrzeni, Ze kazdé
premisténi roviny v sebe, pii kterém rovinu nepieklo-
pime, je bud posunuti roviny, nebo jeji otodeni kolem
nékterého jejiho bodu 7'. V souvislosti s Mozziho vétou
si véimnéme jesté jedné okolnosti. Okamiity stied ota-
teni T méni pti zcela obecném pohybu destitky v roviné
svou polohu, a to jak vzhledem k pevné roviné, tak
vzhledem k pohybujici se destit¢ce. Vytvafi tak v pevné
roviné i v pohybujfef se roviné pevné spojené s desti¢kou
kiivku. Prvni se nazyva pevnd poloida, druha kybna
poloida. Napiiklad pFi kotaleni koletka po cesté je
pevnou poloidou cesta, hybnou poloidou obvod koledka.
V kinematice se dokazu]e, Ze se hybna poloida kotalf po
nehybné. S vyjimkou posouvani je tedy kaidy spojity
pohyb roviny v sebe kotdlenim jedné k¥ivky po druhé.
My jsme se omezili na ty pohyby, pii kterych byly obé
poloidy kruZnicemi.

Tim ukond&ime nas maly vylet do kinematiky a mi-
Zeme piistoupit k odhaleni nejpozoruhodnéjsich vlast-
nosti cykloidalnich kfivek, souvisicich s jejimi teé¢nami.

7.18 Dokazte, ze tedny kardioidy v krajnich bodech
jeji libovolné tétivy, ktera prochézi bodem vratu kardio-
idy, jsou na sebe kolmé. Vzdalenost jejich pruseéiku od
stfedu pevné kruZnice je 37, kde r znaéi polomér této
kruznice. |,

7.19 Po kruznici jdou dva chodci P a @, pomér jejich
thlovych rychlostf je k (k je riizné od 0, 1 a —1). Uréete
obalovou kiivku viech spojnic PQ. |

7.20 Je dana kruinice a piimka prochazejici jejim
sttedem. DokaZte, Ze sjednocenim vSech kruznic se
stfedem na dané kruZnici a dotykajicich se dané p¥{mky
je oblast ohrani¢ena nefroidou.

7.21 Uvaiujme Steinerovu kiivku opsanou kruZnici
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poloméru 2r. Doka#te, Ze kaZzda jeji te¢na s bodem doty-
ku M ji protina jesté v bodech K, L, pfitemz délka
usetky KL je 4r, jeji stfed lezi na dané vepsané kruznici;
teény Steinerovy kfivky v bodech K, L jsou na sebe
kolmé a jejich prusedik NV leii také na vepsané kruZnici.
Ta pulf usetky KN a LN. |

7.22 Asteroida je opsina kruznici o poloméru 2r.
Dokazte, %e kazdym bodem P vepsané kruznice lze vést
k asteroidé t¥i teény PT,, PT,, PT,, z nich% kaZdé dvé
sviraji spolu thel 60° a body dotyku T,, T,, T tvofi
vrcholy rovnostranného trojihelniku vepsaného krui-
nici o poloméru 3r, kterd se dotyka kruzZnice opsané
asteroidé.

Posledni tloha této séric, kterou lze téz fesit pomoci
pohybu, ukazuje nedekanou souvislost mezi elementarn{
geometrif trojibelniku a cykloidalni kfivkou, kterd nese
jméno geometra, objevitele této souvislosti.

7.23 Je dan trojihelnik ABC. Dokaite, Ze

a) paty kolmic vedenych libovolnym bodem kruZnice
opsané trojuhelniku ABC na piimky 4B, BC, CA leii
na jedné pfimee (Simsonova pfimka),

b) stfedy stran trojihelniku, paty jeho vysek a stfedy
tsedek spojujicich prisedik vysek s vrcholy trojihelniku
lezi na jedné kruinici (tzv. kruZnice deviti bod#, nebo také
Feuerbachova kruznice),

¢) viechny Simsonovy pi{mky trojihelniku ABC se
dotykaji Steinerovy kfivky opsané kruZnici deviti
bodi. |

Parametrické rovnice. Viechny vlastnosti cykloidal-
nich kfivek jsme mohli dokézat také analyticky. Pfitom
je nejvyhodnéjsi pouift parametrickych rovnic kfivky,
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kterymi jsou soufadnice [#; y] bodu M kiivky vyjadfe-
ny pomoci parametru ¢{. Pod parametrem ¢ si miiZeme
piedstavit ¢as. S takovymi rovnicemi jsme se setkali uZ
v tloze 6.22.

UvaZujme trajektorii, po které se pohybuje &tvrty
vrchol M Kkloubového rovnobéiniku OPMQ, jehoz
vrchol O je pevny a splyvd s podéitkem soustavy sou-

P - n
fadnic. Vyjdeme ze vztahu OM = OP + O@. Pohy-
buje-li se bod P po kruZnici o poloméru », a stfedu O
ihlovou rychlosti w, a bod @ po kruznici o poloméru r,
a stfedu O thlovou rychlost{ w,, ma v okamziku ¢ bod
P soutadnice [r, cos w,f; 7, sinw,t], @ = [ry cos wyl;
74 8in w,f] a soutadnice étvrtého vreholu M rovnobéiniku
OPMQ jsou

T = 7, COS w,f + 75 COS Wy,
y = r, sin w,f + 7, sin w,t

(pfedpokldidame, %e v okamiZiku ¢ = 0 splyvaji polo-
piimky OP a 0@ s kladnou polopfimkou osy z). V tloze
6.22 jsme si ukazali, Ze v piipadé w, = —w, opisuje bod
M elipsu. V obecném piipadé, plati-li vztahy

ooy, =k, 1yfry = |k|,

opisuje bod M cykloidalni ki¥ivku, k-cykloidu.

Vyloudenim parametru ¢ z vysSe uvedenych para-
metrickych rovnic dostaneme v nékterych pfipadech
jednoduchou rovnici, kterou jsou spolu svéziny sou-
fadnice z, y kazdého bodu k-cykloidy. Vezméme napii-
klad asteroidu. Pro ni je r, = 3r,, 0w, = —3w,; mifeme
vzit w, = 1, pak je w, = —3 a parametrické rovnice
asteroidy jsou (polozili jsme r, = r)

x = 3rcost + rcos 3¢,
y = 3rsin t — r sin 3¢,
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nebo v jednodussim tvaru (?)
x = 4r cos? ¢, y = 4rsin?¢.
Odtud plyne jednoduché rovnice asteroidy
x2/3 + y2/3 — (4,-)2/3.

Asteroidu i dalsi kfivky, se kterymi jsme se seznamili,
je moiné zadat algebraickymi rovnicemi. Ovéfte si, Ze
soufadnice e ka?dého bodu piislusné kiivky vyho-

vuji rovnici:
asteroida (x? -|— Yy —4r2)% + 108r2x2y? = 0,
kardioida (x? + y2 — 2rx)? — 4r2(2® + y2) = 0,
nefroida (2% + y*— 4r2)3 — 108r422 = 0,
Steinerova  (x? + y?* + 972)? 4 8rx(3y? — z?) —
kiivka — 10874 = 0.

Jsou tedy asteroida a nefroida kiivky Sestého stupné,
kardioida a Steinerova kfivka jsou stupne ¢tvrtého.

D3 se ukazat, Ze pfi raciondlnim poméru k = w,/w, je
cykloiddlni ktivka kiivkou algebraickou. Pro iracio-
nalni k dostaneme nealgebraickou kfivku, jejiz body
vypliuji husté mezikruzi se stfedem O a poloméry
r, + 7, & |r; — 75|. To znamena, Ze v kadém kruhu se
sttedem v popsaném mezikruZi a s libovolné malym
polomérem lezi alespon jeden bod k¥ivky.

Porovnanim rovnice kiivky s jejimi geometrickymi
vlastnostmi mizeme dostat zajimavé dusledky. Uka-
zeme si jednu tlohu, ve které se uiiva vlastnosti aste-
roidy.

7.24 a) Je dan pravy uhel a uvnit¥ n8ho ve vzdale-
nostech a, b od ramen thlu bod K. Je moZné proloZit
bodem K tsetku délky d s krajnimi body na ramenech
dhlu?
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b) Kandl, jehoZ bifehy jsou rovnobéine p¥imky, se
ldme do pravého thlu. Pted lomem mé §ffku a, za lomem
sffku b. Pro kterd d mtZe lomem proplout tenké b¥evno
délky d (obr. 110)?

(1 a) Zvolime ramena thlu za osy soustavy soufadnic.
Useéka délky d s krajnfmi body na ramenech thlu se
dotyka asteroidy, jejiz body vratu maji vzdalenost d

Obr. 110

od stfedu asteroidy. Jeji rovnice je x2/3 4 y2/® = d2/3,
Je-li K vnitinfim bodem oblasti ohranidené asteroidou
a rameny udhlu (nebo bodem hranice oblasti), existuje
usetka pozadovanych vlastnosti. Je to usetka proché-
zejici bodem K a dotykajicf se asteroidy. LeZf-li bod K
vné uvedené oblasti, nem4 tloha Yedeni. Usetka prede-
psanych vlastnosti existuje tedy privé tehdy, je-li
a2’ + p2s < dus. [

Poznamenejme, Ze adkoliv jsme si objasnili, jak
»sestrojit’* za predpokladu a?? 4 523 < d2® hledanou
dsedku pomoci asteroidy, nenf dloha fesitelna jen pomoc{
pravitka a kruZitka.

Pozoruhodné kiivky, se kterymi jsme se sezndmili
v poslednfch dvou paragrafech, jsou znimy jiz vice
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nez 2000 let. Zakladni vlastnosti elips, hyperbol a para-
bol byly popsény jiz v dile ,,0 kuZelosetkich‘’ staro-
feckého matematika Apollonia z Pergy, ktery Zil téméf
soudasné s Euklidem (tfeti stoleti pfed nasim letopoéd-
tem). Studiem trajektorii pohybiu sloZenych z kruho-
vych se jiz ve starovéku zabyvali astronomové, a ne-
miizeme se tomu divit. Pfedpokladdme-li, Ze se planety
pohybuji kolem Slunce zhruba po kruhovych drahach
a v téZe roviné, je pohyb kaidé planety pozorovin ze
Zems jako sloZzeny kruhovy pohyb. Popis pohybu planet
pomoci cykloidélnich k¥ivek se novymi astronomickymi
pozorovanimi stale zpfesiioval az do doby, kdy Johannes
Kepler zjistil, Ze trajektorie planet jsou s velkou ptes-
nost{ elipsy s jednim ohniskem ve stfedu Slunce. Riizné
tlohy fyziky, mechaniky i matematiky souvisejic
8 kfivkami byly zkusebnim kamenem analytické metody
v geometrii, kterou vytvofili v 17. stoleti Descartes,
Leibnitz, Newton, Fermat a jinf. Tato metoda umo#nila
pfechod od jednotlivych tloh o konkrétnich kfivkach
k obecnym zakonitostem tykajicim se vidy celych tiid
kiivek. P¥i vypoétech sloZitych mechanismii a kon-
strukef se sice neobejdeme bez analytické geometrie, ale
nazorné predstavy, kterym je vénovana tato knfZka,
jsou uZitedné, a to i v tlohich nesouvisejicich s geo-
metrif. Ne nadarmo se vysledky vyzkumu a vypoétit
predkladaji ve formé grafi nebo systému kiivek.
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