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ODPOVEDI, NAVODY,
RESENI

1.13 Vrcholy M pravodhlych trojihelnfka AMB
s pfeponou A B le#f na kruZnici s primérem A4B.

1.14 Bodem dotyku M kruznic vedme jejich spoleénou
teénu. Jeji priseéik s pfimkou AB oznaéme O. Pak je
|A0| = |BO| = |MO| (délky teen vedenych bodem O
k téZe kruZnici jsou stejné velké).

1.15 Sjednoceni t¥{ kruZnic. Necht jsou 4, B, C, D
dané body. Bodem 4 vedeme piimku /, bodem C p¥imku
s nf rovnobéinou a body B, D vedeme pfimky kolmé
k pfimce [. Tim dostaneme pravothelnik. Je-li L stied
usetky AC, K stted BD, je X LMK = 90°, kde je M
stfed pravothelniku. Otdéime-li piimku ! kolem bodu 4
a odpovidajicim zpisobem ostatni pfimky, vidime, Ze
mnozinou bodd M je kruZnice nad primérem KL. Pro-
toZe éty¥i body 4, B, C, D miZeme rozdélit na dvojice
ttemi zplsoby, sklidd se hledand mnoZina ze t¥{ kruZ-
nic.

1.25 Bud je st¥ed pevny, nebo probiha ptimku. Pohy-
buji-li se chodei po rovnobéinych pfimkéch, je stied
bud pevny (chodei jdou kazdy na jinou stranu), nebo se
i stfed pohybuje po pifmce rovnobéiné s danymi. Necht

se pfimky protinaji, oznaéme O jejich yprascéik a 1_;:, ;;
rychlosti chodeil, tedy vektory ze zaméieni prvni a druhé
piimky, jejichZ velikost je rovna draze, kterou ujde ten
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ktery chodec za jednotku &asu. Necht se prvni chodec
nachdz{ v okamZiku ¢ v bodé P, druhy v bodé @, pak je
—_

—_— = - — = — — .
OP =a + tv;,, OQ = b + tv,, vektory a, b udavaji
polohu chodet v gase ¢ = 0. St¥ed M usedky P@ je dan
—> — —> - - — -
vztahem OM = (OP + 0Q)/2 = (a + b)/2 + t(v, + v5)/2.
Vidime, Ze se bod M pohybuje po pfimce rychlost{

Y] lg'

00 MO F(,)

Obr. 111

.
(0, 4 ,)/2. Pro jeji urdeni stadf urdit stfed potétetnich
poloh obou chodci & stfed jejich poloh tieba za jednotku
dasu.

Vypoéty s vektory miZeme nahradit téZ geometric-
kymi dvahami. Nechf jsou P,P, a Q,@, libovolné, ale ne
rovnobéiné tselky, M, stied tsedky PoQ, a M, stied
tsedky P,Q,. Usetka MM, je ténicf v trojihelnfku
L MN,, kde L, a N, jsou ¢tvrtymi vrcholy rovnobéz-
nikd P,PoM,L,, ©,QoM,N,. Usetky P,Q, a N,L, jsou
totiZz uhlopi{ékami v rovnobéiniku P,L,Q,N, (obr. 111).
Zvolime-li mfsto bodu P, a @, na piimkéch P,P,, @,Q,

—> — —> —>
body P, @ tak, aby PP = tP,P;, Q,Q = tQ.,Q,, & se-
strojime-li obdobné jako pfedtim trojihelnik LM N

142



s t&Znicif M M, je tento trojihelnfk zfejmé stejnolehly
8 trojihelnikem L, M N, s téZnici M M,, a bod M lezi
proto na piimece M M,.

1.28 Pouzijeme obrizku z feSenf 1.25. Otddi-li se
usetky PP, a Q,Q, rovnomérné kolem bodu P, @,
stejnou uhlovou rychlostf, otdéf se stejnou ihlovou
rychlosti trojihelnik L, M N, s téZnici M M,.

1.29 Kruinice. Ulohu Feime pomoci pohybu, sestro-
jime poloméry O, K, O,L. Ota¥-li se pfimka KL rovno-
mérnéd ihlovou rychlosti w, otidf se podle véty o prstenci
poloméry O, K a O,L stejnou thlovou rychlosti 2w, je
tedy velikost dhlu pfimek 0,K a O,L konstantni. Tim
se uloha pievede na piedchézejici.

2.11 b) Poutijte F.

2.19 Oznalme vysku trojihelnfku A. Je-li u < b, je
hledanéd mnoZina prazdnd, pro u = h je to cely troj-
thelnik, pro 4 > k obvod 8estitihelnfku (obr. 112).

2.20 Obrazek 113.

V4 NC
d
Obr. 112 " Obr. 113

3.6 b) Pievede se na tlohu 3.6a, nebo se d4 fesit
»prostorovd*‘. Sestrojime t¥i sféry, které maji dané kruz-
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nice za hlavni kruZnice (kaZda sféra prochazi jednou
kruznici a st¥ed sféry a st¥ed kruZnice splyvaji). KaZdé
dvé sféry se protinajf v kruZnici, ktera se promitd do
piislusné tétivy.

3.7b)Je |X AMB| = 90° + ¢/2, kde M je stfed
kruZnice vepsané trojihelnfku. Podle E je hledanou
mnoZinou dvojice kruhovych obloukd s koncovymi

body 4, B.

3.7 ¢) Hledanou mnozinou je dvojice kruhovych
obloukii. Na obrazku 114 jsou po fadé zachyceny p¥i-

a b c
Obr. 114

pady ¢ < 90°, ¢ = 90°, ¢ > 90°. Necht 1, [ jsou riizno-
bézky prochazejici body A, B a necht k4, ky jsou pfimky
rovnéZ prochazejici body A, B, ptitemz ky | lp, kn L
1 14. Otaceji-li se ptimky I, Iz kolem boda 4, B rovno-
mérné, otadeji se stejné ptimky k,, kp. Podle E, probfha
jejich prasetik kruznici. Probiha-li praseéik piimek 14, Ip
kruhovy oblouk kruZnice y, probihi priseéik piimek
k4, kp kruhovy oblouk kruZnice soumérné sdruZené ke
kruznici y podle pfimky AB.

3.8 a) Oznadme K, L, M postupné priseéiky dvojic
piimek @ a b, b a ¢, ¢ a a. Podle E, opisuji body K, L
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kruZnice s tétivami AB, BC. Oznatme H prisedik
téchto kruinic, rizny od B. V okamZiku, kdy pfimka b
prochézf bodem H, splyvaji body K, L s bodem M,
prochazeji tudiz pfimky a a ¢ také bodem H. (Piipady,
ve kterych se uvaZzované dvé kruznice v bodé B dotykajf,
nebo dokonce splyvaji, nutno vysetfit zvlast. V prvnim
pifpadé splyvaji body B a M, ve druhém splyvaji
v ka?dém okamiiku body K, L, M, na p¥Hmky a, b, ¢
je moZné navléknout jeden prstenec.) Poznamenejme
jesté, Ze pii celém otadeni je trojihelntk KLM stéle
podobny jedné své poloze. Prochazeji-li ptimky a, b, ¢
bodem H, redukuje se na bod a nejvétsich rozmért na-
byva v okamziku, kdy jsou p¥imky a, b, ¢ po fadé kolmé
na piimky AH, BH, CH. Pak splyvaji jeho vrcholy
8 body diametralné protilehlymi k bodu H na jednotli-
vych trajektoriich (kruZnicich).

3.8 b) Necht se piimky AH, BH, CH zadinaji otidet
stejnou thlovou rychlosti kolem bodd A4, B,C (H je
pruseéfk vysek). Pak opisuje prisedik kazdé dvojice
kruZnici, a to jsou ty kruZnice, o kterych se mluvi
v uloze.

3.9 Zkoumdme t¥i mnoZiny bodt M le#fcfch uvniti
trOjﬁhelﬂiku, {M : SAMB= kl'SBMC}) {M . SBMC': kz.
Samc) {M : Samc= k3.8S4ys}. To jsou tii tsedky (viz
J), které se protinaji v jednom bodé, pravé kdyz platf
kikoky = 1.

3.10 UvaZujte mnoziny {M : |MA[? — |MB|* = h;},
{M :|MBJ2— |MC|? = hy}, {M : |MC|? — | MA|? = hy}.
Tyto t¥i pfimky (viz F) se protinaji pravé tehdy v jed-
nom bodé, kdy% b, + h, + k3 = 0.

3.19 Uvazujte pro kazdy z danych n bodu €, mnoZinu
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bodi, jejichy vzdalenost od bodu C; nenf vét3i nez
Yfmn i =1, ..., n).
3.21 Uvazujte mnoZinu koncovych bodd vektoru
— —
OM = OE, + OF, + ... + OE, (kde OE; jsou jed-

notkové vektory podle podminek itlohy) nejdfive pro
n =1, pak n = 2 atd.

4.4 Nejmensi vzdéalenost mezi chodci je ud/)u? + o2

Rychlost prvniho chodce necht je —1_:, druhého?(velikosti
téchto vektort jsou dany). Uvafujme relativni pohyb
chodce P vzhledem ke @, to je rovnomérny pohyb rych-

lost{ & — v (viz 1.3). V podateéni poloze, kdy se chodec
P nachdzi v prusediku P, obou cest, je chodec @ v poloze

Q,, vzdilené od P, ve sméru vektoru —% o délku
|@oPo| = d. K uréeni odpovédi ulohy stati bodem P,
- >

vést pfimku ! ve sméru vektoru v — v (to je trajektorie
bodu P pii relativnim pohybu vzhledem k vztazné sou-
stavé, svazané s bodem @) a urdit vzdalenost QoH bodu
@, od pf¥imky ! (H je kolmy primét bodu @, na I). Pro-
toZe trojihelnik @Q,P,H je podobny trojihelniku slo-
> - - ~> - -

Zzenému z vektori u, v, 4 — v (QoPy L u, @oH | u—v),
. - —> el -

je [QoH |/|QoPo| = [ul/lu —v] = w/}/uz ¥ o2,

4.6 Vedme sttedem O, jedné kruZnice kolmici O,N
na piimku ! prochazejici bodem A, stfedem druhé
kruznice kolmici na O,N; jeji patu oznaéme M. Pak je
LOIM | polovina vzdalenosti pruse&ikit ptimky I s obéma

ruZnicemi (riiznych od A4).

4.9 Rovnoramenny trojihelnik. PouZijte 2.8a.

5.4 b) Dokaite, Ze prusedik M kolmic vedenych body
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K, L k ptimkam KA, LA opisuje kruZnici, pohybuji-li
se body K, L po ramenech dhlu s vrcholem 4 tak, aby
se neménila velikost isedky KL (vzpomeiite na souvis-
lost s Kopernfkovou vétou vyloZenou v dvodu).

5.7 Pouzijte tvrzeni, Ze hladiny funkece f(HM) =
= |AM|[/|BM| jsou kruznice kolmé ke kruznicim pro-
chézejicim body A4, B

6.3 e) Odpovéd je hyperbola, jestlize kazda z danych
kruZnic lezi vné druhé (nebo maji vnéjsi dotyk), sjed-
noceni hyperboly a elipsy, jestlize se kruznice protinaji,
a elipsa v ptipadé, Ze jedna z kruZnic lezi ve wvnitini
oblasti druhé (nebo maji vnitin{ dotyk). Ohniska sply-
vajf se stfedy kruznic.

6.12 a) Spolu s danou te¢nou uvazujte i teénu sou-
mérné sdruzenou podle st¥edu elipsy. VyuZijte 6.9b a vétu
o soudinu tsektd na tétivé prochazejici danym bodem
vnitin{ oblasti kruznice (soudin nezavisi na sméru tétivy).

6.15 Sestrojte v piipadé a) elipsu a v piipadé b) hy-
perbolu s ohnisky A4, B dotykajici se prvni tsedky
PyP, a dokaite, Ze se ji dotykd i druhd tdsetka P,P,.
Utzijte k tomu shodnosti trojihelnfki A'P,B, AP,B’,
kde A’ je bod soumérné sdruZeny k bodu A podle P P,
B’ je bod soumérné sdruZeny k B podle P,P, Teény
jsou osami tisebek AA’, BB’ (viz 6.9a, 6.10a).

6.16 c) Sestrojime mnoZinu vSech bodd N, pro které
lezi stied tisetky AN na dané kruZnici. Je to kruZnice,
jeji stfed oznadime B, jeji polomer R. Mnozina bodi,
které jsou bliz k bodu A nez k libovolnému z boda N

K tdlohém 6.16 a 6.17. Na obrdzcich 1156—117 je zakresleno
gouze nékolik pfimek pfisluiného systému, ale zdé se, jako by
yly prorysovény i vysledné obdlky — hyperbola, elipsa, para-
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sestrojend kruZnice, je priunikem polorovin ohraniéenych
osami useéek AN a obsahujicich bod A. TutéZ mnoZinu
miZeme psit ve tvaru {M : |MA|— |MB| < R}, hra-
ni¢n{ kiivkou je jedna vétev hyperboly.

6.17 Porovnejte navod k 6.16 s dikazem ohniskové
vlastnosti paraboly.

6.23 Podatek soustavy soutadnic zvolte ve stfedu
usedky AB a smér osy x tak, aby v nékterém okamziku
byly otidejici se piimky s ni rovnobéiné. Vyjadfete
rovnice pfimek a soufadnice jejich priseéiku v zavislosti
na dase ¢. Vyloudenim parametru ¢ ze soufadnic prisedi-
ku (jako v FeSeni 6.22) dostanete rovnici hyperboly ve
tvaru (4) na str. 104.

6.24 PYedstavme si dvé pfimky otddejicf se kolem
bodil 4, B v opa¢nych smyslech tak, e se druhd otdsf
s dvojnasobnou tdhlovou rychlosti neZ pfimka prvni.
Lehce uhodneme, Ze se jejich pruselik pohybuje po
kiivce podobné hyperbole, pFidem? jeji asymptoty
sviraji s pfimkou A B tihel 60° a jejf priisetik C s viset¢kou
AB ji déli v poméru |AC[|BC| = 2. A odpovéd v této
dloze skuteénd zni — vétev hyperboly. Geometricky
dikaz podime nejlépe pievedenim tlohy na mnozinu Q
nadi abecedy. K tomu sestrojime bod M’ soumérné
sdruZzeny k bodu M podle osy ! Gsetky A B a viimneme
si, Ze BM' je osou ihlu ABM a ie |MM'| = |MB)|, proto
je |[MBlle(M, 1) = 2.

6.25 a) Zvolime-li soustavu soufadnic tak, aby ramena
thlu byla déna rovnicemi y = kx, y = —kx(xz = 0), je
obssh trojahelniku OPQ s vrcholy P, @ na ramenech
thlu a stiedu P[z; y] roven kx? — y2/k.

b) Poutijte vysledki dlohy 1.7b.

c) Vyplyvéa z a) a b).
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7.2 Sjednoceni je mnoZinou vsech boda M, ke kterym
existuje takovy bod P kruZnice, Zze |[MP| < |PA|, nebo
téz mnoZinou bodad M, pro které ma osa tse¢ky MA
spoleény bod s danou kruZnicf. Srovnejte s ulohami
6.16, 6.17.

7.9 Odpovéd: a) 3, b) 4, ¢) 2,5. Najdéte pomér thlo-
vych rychlosti tak, jak to bylo ukazano v odstavei
o rychlostech a teéndch.

7.13 a) Kruhovy oblouk kruznice o poloméru R mezi
dvéma body vratu Steinerovy kiivky ma stejnou délku
jako polokruznice o poloméru 2R/3.

7.14 b) Jednu i druhou kiivku muZeme dostat jako
trajektorii vrcholu M kloubového rovnobéiniku o stra-
nach R —r,r s pomérem uhlovych rychlosti w,/w, =
= —r[(R — r) (Ghlové rychlosti maji opaéna znaménka).

7.18 Pouzijte 7.7 a vétu Mozziho.
7.19 k-cykloida.

7.21 Pouzijte 7.13a. Mozziho vétu a vétu o dvou kru-
zich,

7.23 Necht se bod M pohybuje po opsané kruZniei
uhlovou rychlosti . Pak
(1) se body M,, M,, M,, soumérné sdruzené k bodu M
podle p¥imek BC, CA a ADB, pohybuji po kruZnicich
ihlovou rychlosti —w,
(2) tyto tfi kruznice se protinaji v priasetiku vySek H
trojihelniku 4 BC (3.8b),
(3) ka#dd z piimek MM (: =1, 2, 3) se otadi kolem
bodu H dhlovou rychlostf —w/2,
(4) body M,, M,, M, le%i na jedné piimce I, prochazejict
bodem H (tj. piimky M;M splyvaji v jednu piimku ly),
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() stfedy tsedek MM (¢ =1, 2, 3) a stfed K tusedky
MH leii na jedné p¥imce, Simsonové p¥imce trojihelni-
ku,

(6) bod K se pohybuje po kruinici y, stejnolehlé s kruz-
nici opsanou, s koeficientem 1/2 a stfedem stejnoleh-
losti H,

(7) kruZnice y pochézi témi 9 body, které jsou vyjmeno-
vany v 7.23b,

(8) obalovou ktivkou piimek [ je Steinerova kfivka,
dotykajici se kruZnice .
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