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BIESENIA 

1.1. Mohla zvíťaziť ťahom 6 4 4. Po tomto Cahu musel 
B 

Boris zahrať 4—*.« , kde • je jedno z čísel 3, 2 alebo 1. 
Anička vyhrá potom ťahom * 0. 

B A 
1.2. Mal hrať 7 4 a po Aničkinom ťahu 4 * by zvíťazil 

fahom • 4 0. 
1.8. Borisov ťah 9 _> 8 bol najlepši možný. Po Aničkinom 

á. s 
tahu 8 -y » zahrá Boris * _> 4 a vyhrá (pozři predofilé 
dve úlohy). Každý iný ťah by viedol ku Borisovéj pre-
hre; například 9 4 . 7 (pozři úlohu 1.2.) alebo 9 4 6 4 

a B A n 
1.4. Sú to pozície: 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24 a 28. 
1.5. Budem ťahať tak , že svojím fahom skončím vždy na 

čísle, ktoré je delitelné 4. Teda 1983 4 -1980 4 » 4 
1976 4- »4.1972 4- . . . 4 l 2 4 « - 4 8 4 « < 4 . 4 4 » 4 

• J 
0. Vždy dvojica fahov • _ > • _ > zmenál počet kameňov 

o 4. Preto za 495 sa z počtu 1980 dostaneme na 0. Teda 
par t ia bude m a t presne 496 fahov. 

1.6. Nemohol. Po lubovolnom tahu Borisa 6 • zahrá 
Anička • 0, lebo * je najviac 5. Teda pozícia 6 je pre 
Borisa přehřátá . 

B A. 
1.7. Mohol. Mal hrať 13 ->12 . Potom po 12_>* následuje 

• 4 6 a po 6 4 * prfde víťazný ťah • 4 0. Boris zvíťazí. 
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1.8. Sú to: 18, 12, 6 a 0. 

1.9. Třeba h rá t tak , aby som svojím tahom končil na čísle 
delitelnom a. Teda 1984 4 1980 4 * 4 1974 4 * 4 

1 9 6 8 4 * . . . 4 1 2 4 * 4 6 4 * 4 0. 
1.10. Boris mal hrať (1,2) 4 ( 1 . 1 ) a bol by zvíťazil, lebo Anka 

musí „dorazi t" jednu kopu a Boris potom zoberie 
posledný kameň a vyhrá. 

1.11. Vyhrá sůper, ako ukazuje tento rozbor: 
(2,2) 4 (2,0) 4 (0,0), (2,2) 4 (0,2) 4 (0,0),(2,2) 4 (2,1) 4 

(1,1) 4 (1.0) 4 (0.0). 
1.12. Spdsob mojej h ry je znázorněný na rozvetvenom dia-

grame 

(3,4) -»• (3,3) 

> ( ^ \ ( 2 , 2 ) ďalej ako v riefienl 

• 3.2 ^ úlohy 1.11. 

• ( 3 , 1 ) ^ 
; ^ > ( 0 , ) vyhrál som 

Teda: mój p rvý ťah je (3,4) ->• (3,3). Súper m á 6 mož-
nýoh odpovědí. Po tom ja zahrám tak , aby na oboch 
kopách ostal rovnaký počet kameňov. 

1.18. Hráfi A zvítazí v prípadoch a), c), e). V druhej a š tvr tej 
hře, př ípady b), d), zvlfazi hráč B. P rvý toh hráča A 
v nepárnych hrách je : a) 36 4 3 0 , o) 35 4 32, e) 
(12,15)4(12,12) . 

1.14. V oboch prípaďoch a), b) je to 8 x 6 = 48 pozícií. 

1.15. Množina kritických pozici! má 12 prvkov: (0,0), (1,1), 
(2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (4,0), (5,1), (6,2), (7,3), (0,4)7 
(1,6). J e to množina právě všetkých dvojío (a,b), pre 
ktoré číslo |a — 2>| je delitelné 4. 
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2.1. Riešenie je na obr. 1 

2.2. (6,0) 4 (3,6) 4- (3,2) 4- (2,1) 4 (0,1) 4 (0,0). 
2.8. a) ( 2 , 6 ) ( 2 , 1 ) . 

b) (5,5) -> (5,4) alebo (6,5) (4,5). 
o) (2,3) (2,1) alebo (2,3) (1,2). 

2.4. Riešenie je na obr. 2. P r v ý ťah bol (9,7) (8,7). 

6 • • 

5 • • 

1 

» 
0 1 2 3 

Obr. 1 

0 1 2 3 4 5 6 7 9 9 

Obr. 2 

2.5. Boris m á pravdu . V nasledujúcej par t i i sú všetky t ahy 
Aničky povinné — iné možnosti h r y nemá, ak nechce 
prehrafi. 
(9,7) 4 (8,7) 4 (7,7) 4 (6,6) 4 (4,6) 4 (4,5) 4 (4,4) 4 

(3,3) 4 (1,3) 4 (1,2) 4 (1,1) 4 (0,0). 

Pa r t i a t rva la 11 ťahov. 
2.6. J e to obr. 4d z kapitoly 2, lebo v tabulke stratégie 

hier I I I (5,6; 1) a I I I (5,6;2) niet rozdielu. 

2.7. J e to obr. 2, lebo v tabulke stratégie hier I I I (9,7; 1) 
a I I I (9,7;2) niet rozdielu. 

2.8. Minimálně 11 ťahov — situácia ako v úlohe 2,5. 
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2.9. Na obr. 3 je odpoved na „najrozsiahlejší" pripad e). 
Odpovede na a)—d) získáme tým, že z obr. 3 „vyře-
žeme" v Iavom dolnom rohu příslušný obdížnik. Na-
značené sú: a) . . . . b) - - - - c) d) 

14 
13 
12 
11 

10 
a 
« 

7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 
0 

0 1 2 3 4 5 6 7 0 9 10 11 12 13 14 

Obr. 3 

2.10. a) (6,6) (5,3). 
b) (5,5) (5,3) alebo (4,4) alebo (3,5). 
c) (10,13) pole je kritické. 
d) (14,12) -> (11,9) alebo (12,12). 

2.11. Rieáenie je na obr. 4. 
Poznámka. V dalšom texte budeme často uvádzat tabulky 
stratégie v úspornejšom balení. Nebudeme kreslit celú tabulku, 
ale iba t ú čast, v ktorej sú kritické pozície. J e to čast okolo 
diagonály. Aj očíslovanie polí potom urobíme na diagonále 
t ak , ako je uvedená na tomto obrázku. 

2.12. Rieáenie je na obr. 5. 

2.18. Pozícia (35,35) nie je kritická, lebo nespíňa druhů pod-
mienku zv[(p + q) : 3] = 0. J e totiž zv[(35 + 35) : 3] = 
= zv(70 : 3) = 1 # 0. 
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Obr. 6 

110 



Fozícia (37,36) sice spíňa druhů podmienku (je zv[(37 + 
+ 35) : 3] = 0), ale nespíňa p rvú podmienku \p — q\ < 
< 2, lebo |37 — 36| = 2. Podobné pozíoia (52,60) ne-
spíňa p rvú podmienku, pozícia (111,121) nespíňa ani 
jednu podmienku, pozicia (454,645) nespíňa p rvú pod-
mienku, pozícia (759,760) a (760,769) nesplňajú druhů 
podmienku. Jed iná posledná pozícia (1984,1985) je kri-
t ická, lebo spíňa obe podmienky. J e [1084 — 1986| < 2 
a j zv(3969 : 3) = 0. 
Teraz ideme h lada t podia Borisovho návodu víťazný 
t ah . Pre pozíciu (36,35) je i = 2, lebo zv (35 : 3) = 2. 
Podia prvého r iadku a posiédného s t lpca Borisovej 
t abu lky je v í íazný ťah (35,35) — (33,33). Dvojicu (37,36) 
nemóžeme Borisovou tabulkou spracovaf, lebo nie je 
p ^ q. P re to namiesto t e j t o dvojice vezmeme dvojicu 
(35,37). Podia t re t ieho r iadku i tret ieho st ípca je víťazný 
t ah (35,37) -»- (36,34). Teda po prehodení bude riešenie 
našej situácie (37,36) -* (34,35). Podobné i d a l e j . . . 

M 1*.*;<) 

tet 

Obr. 10 
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2.14. Hoci je strategická tabulka hier 111(611,612;2) a I I I 
(611,612; 1) rovnaká, bude samotná etratégia trošku 
iná. V hře 111(611,612;1) nemožno totiž uskutožniť t ah 
(p,p) -* (p — 2,p — 2), ktorý je uvedený v Borisovej 
tabulke v prvom riadku a t ře tom štipci. V hře I I I (611, 
612;1) t řeba sem miesto (p — 2,p — 2) napísat (p,p — 1), 
čím sa v podstatě návod zjednoduáí: Ak (p,q) nie je 
kritická, p g g a zv(p : 3) = i, t ak víťazný ťah je: 
(P,q) — (P,P) ak i = 0, 
iP.q) —• (p,p + 1 ) ak i = 1, 
(P>S) (P.P — 1) ak ť = 2. 

2.15. BieSenie je na obr. 6. Množina všetkých kritických po-
zlcil (p,q), p gí q je daná tabulkou: 
(0,0), (1,2), (3,5), (4,7), (6,6) — predtapeta , 
(8,9), (10,12), (11,11) + perióda 5 — daláie tape ty . 

2.16. a) (87,101) — (87,86). 
b) (211,196) -* (196,196). 

mi».»,si • ±i 
• <y 

• <\ 

• <> 
v • 

? 1*1 

pradtapeta — p 
skromná 

Obr. 10 
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o) (321,322) — (320,322), 
(321,322) — (321,321), 
(321,322) — (318,319). 

V tomto př ípade sú dokonca 3 dobré t ahy . 

/ • 
• 

/ • 9 
/ • 

jil (».»:«) / • 
* • 
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/ • • • / 

• "p 
/ • ř • • 

/ - ř • 
f ' • 

• • 
/ * • / 
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/ • 
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4 • 
• 

• 
<0 • • 
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• 
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2.17. Rieäenie je na obr. 7 
(0,0) — predtapeta , 

í í í ! } + p e r i 6 d a 7 - d a l f i i o t aPe ty-
(4,7), (O.ÖJJ 

2.18. Riešenie je na obr. 8. 

2.19. RieSenie je na obr. 9. 
• £ • 

• " f 
f • 

III I * . » . 71 • P • 
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• 
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2.22. Graf funkoie x„ je na obr. 10. Aprozimujúca priamka 
je nahrádená celým uhlom. 

2.28. Graf funkoie un je na obr. 11. Aproximujúca priamka 
je nakradená celým úhlom. 

2.24. Graf funkoie vn je ten istý ako graf funkcie un, lebo 
«n = yn — 2n = (xn + n) — 2n = x„ — n = u„ 

/ 

/ 

/j / 
/ 

/ 

/ 

/ / 

v 
4 

/ 

ff 

/ 

/ / 
t 

/( 

ř f 

't 

t( 

0 1 2 3 i S 6 7 8 9 10 11 12 13 14 13 16 17 H 19 2 0 2 1 n 

Obr. 10 
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Obr. II 

xn 
2.26. Graf funkcie /„ = — je na obr. 12. Hodnoty fonkoie /„ 

n 
BÚ dané"V tabulke (zaokrúhlené na tisíciny). 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 e 10 

fn 1 1,5 1,333 1,5 1,6 1.5 1,571 1.6 1,556 1.6 

r» 11 12 13 14 15 16 17 18 

f« 

n 

1,646 

19 

1,583 

20 

1,616 

21 

1,571 

22 

1,6 

23 

1,562 

24 

1,588 

25 

1,611 

26 

tn 1,579 1,6 1,571 1,591 1,609 1,583 1,6 1,616 
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Tn 

16 

15 

U 

1.3 

1.2 

1.1 

1 
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 16 19 2 0 2 1 2 2 2 3 24 2 5 2 6 " 

Obr. 12 

y n 
2.26. Graf funkcie gn = je na obr. 13. Hodno ty funkcie sú 

xn 
dané (s presnosťou 10~a) v tabulke. 

2 

1.9 

i.a 

1 7 

1.6 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 1 2 13 14 15 16 17 18 19 2 0 21 2 2 2 3 24 2 5 2 6 n 

Obr. 10 
J 
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ffn 

n 

2 

1 

l.ť 

1 

$67 

1 

l ,7 í 

2 

1,667 

13 

1,625 

14 

1,667 

15 

1,636 

16 

1,667 

17 

1,643 

18 . 

1,625 

19 

ffn 1,647 1,632 1,619 1,636 1,625 1,640 1,630 1,621 1,633 

n 20 21 22 23 24 26 26 

9n 1,625 1,636 1,629 1,621 1,632 1,625 1,619 

2.27. } lk = 1,6 pla t ! pře k = 1, 2, . . . 11, pře k = 12 je ale 
97 _ , 105 

1,616. /.„ = — - = 1,616 > 1,6. Ďalej je / „ = — — i 
OU OD 

= 1,616, /70 = = 1,614 a td . 

2.28. g,k = 1,625 plat í pre k = 1, 2 11, pre k = 12 je 
167 _ 170 

ale g„ = = 1,619. Dalej je g„ = = 1,619, 

183 
g-,0 = -jjg = 1.619 fttd. 

2.29. Hodno ty /„ a gn sú navzá jom viazanó rovnosťou gn = 
yn xn + n 1 1 

= — = 1 + — . Odtial /„ = — — . 
•&» In On * 
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2.80. 
n TO 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 

135 

85 86 87 
113 114 116 118 119 121 122 124 126 127 129 131 132 134 

84 

135 137 139 140 

183 186 188 191 193 196 198 201 204 206 209 212 214 217 219 222 225 227 
1 ,6 . . . / „ 143 066 111 164 081 133 053 104 154 076 125 173 098 145 071 118 163 092 

M . . . Í B 195 228 207 186 218 198 230 210 190 220 202 183 212 194 222 204 187 214 

n 88 80 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 101 102 103 104 105 106 

142 144 145 147 148 150 152 153 155 156 158 160 161 163 165 166 168 169 171 

V» 230 233 235 238 240 243 246 248 251 253 256 259 261 264 267 269 272 274 277 
136 180 111 154 087 129 170 105 146 082 122 162 100 139 176 117 154 035 132 

107 181 207 190 216 200 184 209 194 218 203 187 211 176 182 206 190 213 199 

Tab. 1 



O odhadoch a hypotézách, k toré z obrázkov vyvodili 
A n k a s Borisom, sa píše dalej v t ex te — v odseku 2.10. 
a 2.11. 

2.31. Gra fy funkci í /„ a gn sú n a obr. 14. Hladané hodnoty sů 
dané tabulkou 

n 1 2 5 13 34 80 

1 3 8 21 55 144 

yn 2 6 13 34 80 233 

ffn — /n 1 
1 1 1 1 1 

ffn — /n 1 
6 40 273 1870 12 816 

Tab . 2 

2.82. K e d pozorné prezrieme hornú tabulku , objavíme v ne j 
dve zákonitosti : riadok yn sa B posunut ím opakuje 
v riadku n a plat í 

1 
(vii) gn — f„ = • 

n.xn 

Pre dpokladaj me, že t ie to vlastnosti nie sú náhodné 
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a ostanu v platnosti a j nadalej. Potom dalšie „krit ické" 
n bude y„ = 233. Potřebujeme teda pre n = 233 určit 
xm & 2/sas- Označme x2M = x a podia (i) je potom ym = 
= x + 233. Po dosadenl do (vii) bude 

x + 233 x _ 1 
Í 7 , « - / , » - - W " ^ 2 3 3 " ' 

odtial 233.x + 54 289 — x1 = 1, 
a preto ® = 377, j/,„ = ® + 233 = 610. 
Výsledok: 

377 
n = 233, xt„ = 377, = 610, /„ = =5= 

= 1,6180257 , 
610 1 1 

g. = = 1,6180371, ?„ — /„ = . 
"" 377 377.233 87841 

2.38. Anka začala s rovnicou, k torú získal Boris: gn = /„. 
y» ^n xn + n xn n 

Odtial = , teda = , čiže 1 -) = 
x„ n x,. n xn 

xn = . Táto rovnost teda platí „pre n = oo". 
n 

xn 1 
Preto ,, = h pře n = oo". Po dosadení je 1 H h, 

n h 
l ± l / 6 

a teda h* — h— 1 = 0, AIt, = • ' 
2 

Záporný kořeň zrejme nevyhovuje, preto 
1 + l/i" 

(ix) & = ř = 1,6180339. 
2 

y5 + 3 
je r = A" = - i — - — . 2.84. Hladané číslo je r = h1 = . Skutočne, z (i) 

2 
a (x) vyplývá 
yn = *„ + n [A.»] + » = [(A + l ) . n ] = • 
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1.1. Ano. V případe t a h u 3 2 odpovie Aničko 2 1. 
S A' 

V případe t ahu 3 1 odpovie 1 _> 0. Vždy získá ešte 
jeden kameň, k to rý s predošlými dvoma dé dokopy 3 — 
nepárne číslo. 
Nebol. Ako sme viděli v riešení úlohy 3.1., mohla Anička 

n 
po tomto t a h u zvítazit . Správný t a h bol 6 5. Po tom-
to t a h u zvítazí Boris t a k t o : 

4 4 3 4 2 4 

<» A 1 B 

/ O —y 

5 4 3 4 1 4 0 

l 4 

7 4 - 6 4 . 

Boris m á vždy tr i kamene. 

8.3. Začínajúci hráč A prehrá . Ak v p rvom t a h u h rá 7 4 6, 
t a k v í tazná s tratégia druhého hráča B je v riešení úlohy 
3.2. Ak v p rvom t a h u berie A dva kamene, t a k B berie 
n a j p r v 2 kamene a př i dalšom braní 1 kameň, alebo 
n a j p r v 1 kameň a při dalSom braní 2 kamene. V pod-
s ta tě B an i nemusí příliš uvažovat a vyhrá . 

8.4. Začínajúci hráč A vyhrá . V p rvom t a h u zoberie 2 ka-
mene, t ý m prevedie h ru IV(9;2) na h ru IV(7;2), v k tore j 
začína h ráč B. Podia úlohy 3.3 vieme, že v t e j to hre 
začínajúci h ráč prehrá . 

8.5. Zvltazí Boris: 

I I 4 I O 4 9 4 7 4 5 4 3 4 I 4 O 

^ 2 4 1 4 o 
4 3 4 1 4 o 

3.0. Rie&enie je v tex te . 
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8.7. Posledný r iadok sa periodioky opakuje . Z toho možno 
vyvodi t t en to návod: Z čísla m (počet kameňov, ktoró 
ostali ešte na kope) určím n a j p r v číslo i = zv(m : 4), 
t j . zvyšok pri delení m : 4. Pře to to číslo i můžu nas ta t 
4 př ípady zachytené v prehladnej tabulke 3. 

i 0 1 2 3 

V X e 1 X 
n 1 X 2 2 

Tab. 3 

Teda, ak i = 0 alebo i = 3 a ja m á m na ruke pár , t a k 
prehrám. Rovnako prehrám, ak m á m n a ruke nepár 
a i = 1. V os ta tných prípadoch výhrám, ak beriem 
podia t abu lky . 

8.8. a) Začínajůoi hráč prehrá, ako vidiet z tohoto rozboru: 

Af 4 4 - 1 4 0 

3 4 0 

\ 2 4 I 4 . O 

b) Začínajúci h ráč zvítazí t ahom 7 4 5, k to rým pre-
vedie h ru n a př ípad a). 

c) Začínajúci hráč zvitazí tou to s t ratégiou: 

B / 7 4 - 4 

» 4 . 8 - Z , « 4 . 5 

4 

Teraz m á hráč A na ruke pé rny počet kameňov; dálej 
pokračuje 
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fl/ 3 4- o B/ 4 4 1 4 O 
4 2 4 . 1 4 - 0 a l e b 0 6 -(* 3 4 O 

W 4 o \ 2 4 1 4 o 
8.9. 

počet kameňov 
na kope 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

na ruke m á m p 1 1 3 3 X 2 2 X 1 1 3 3 
n X 2 2 X 1 1 3 3 X 2 2 X 

Tab. 4 

8.10. Podobné ako v př ípade IV(n; 2) a j t u vidíme periodické 
opakovanie prvých 8 stípcov. Pre to etratégia h ry I V 
(n;3) je daná t ý m t o predpisom: Situácia, v k tore j m á m 
t aha t , je charakter izovaná dvomi ú d a j mi : číslom m, čo 
je počet kameňov n a kope, a informáciou, či na ruke 
m á m pá rny (p) alebo nepárny (n) počet kameňov. Nech 
ešte i = zv(m : 8), po tom v dane j situácii t a h á m tak , 
ako určí t abu lka . 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 

P X 1 1 3 3 X 2 2 
n 3 X 2 2 X 1 1 3 

Tab . 6 

A j v t omto př ípade symbol „ x " značí, že v dane j 
situácii hráč na t a h u přehrává . 

8.11. Par t i a je n a obr. 15 zakreslená silnými š ípkami. P lné 
sú t a h y h ráča A, přerušované sú t a h y hráča B. 

8.12. Riešenie je n a obr. 16. 
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.13. Riešenie je n a obr. 17. 

Stratégia: Ák si v poli označenom križikom, t a k nemóžeš 
vyhrá t . Ak si v poli, k toré nie je označené križikom, t a k 
t a h a j t ak , ako ukazuje Šípka vychádzajúca z toh to pola. 
V niektorých pozíciách máš dokonca dve možnosti vítaz-
ného tal iu. 

Obr. 15 

9 ID 11 

P • O 0 • • O • El 

Y A Y \ / 
" • I ^ n ^ p • B ^ D ^ D • • M M 

Obr. 16 

0 1 2 3 4 5 6 7 6 9 10 11 12 13 14 15 16 17 16 19 

E K P • E f & Í D • É n Ě H D • [ ¡ r i i r b • 1 3 ^ - P • S 

' • • • G T P P P E 1 0 B 

L J - U U LJ L J - U • • E H J 

v \ v 
P É P J P P G ^ n p P ti} 

Obr. 10 
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3.14. Tabulka 3 je vlastně iba algebraickým zápisom situáoie, 
k toró je znázorněná na obr. 17. Např ík lad krlžik x 
v okienku (0,p) t abu lky 3 reprezentuje krížiky v poliach 
(0,p), (4,p), (8,p), (12,p) a (16,p) z obr. 17. Podobné 
číslo 2 v okienku (2,n) z t abu lky 3 reprezentuje šípky 
vychádzajůce z polí (2,n), (6,n), (10,n) a (14,n). 

3.15. Riešenie pře k = 3 je n a obr. 18. 

i = zv(n : 8) 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 

p X 1 1 3 3 X 2 2 
n 3 X 2 2 X 1 1 3 

Tab . 6 

N a obr. 18 je orámovaná část, k to rá sa periodicky opa-
ku je . Algebraický zápis t e j to časti je po tom daný t ab . 6. 
Podobné i v dalšloh rieíeniaoh. 
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8.16. Rieâenie pre k = 4 je na obr. 19. 

0 1 2 3 i 5 6 7 a S 10 11 12 13 

i = zv(n : 6) 

* 0 1 2 3 4 5 

p X l v 2 1 3 v 4 3 X 
n 1 X 2 v 3 2 4 4 

Tab. 7 

8.17. RieSenie pre k = 5 je na obr. 20. 



i = zv(» : 12) 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

p X 1 1 3 3 5 5 X 2 2 4 4 
n 6 X 2 2 4 4 X 1 1 3 3 5 

Tab . 8 

Riešenie pře le = 6 je n a obr. 21. 

0 1 2 3 4 5 t 7 S 9 10 11 12 13 14 15 

i = zv(w : 8) 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 

P X lv2 1 3v4 3 5v8 5 X 
n 1 X 2v3 2 4vö 4 6 8 

Tab. 9 
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R i e š e n i e p r e k = 7 j e n a o b r . 2 2 . 

0 1 2 3 4 5 0 7 a 9 10 TI 12 13 14 15 16 17 

i = zv(n : 16) 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

p X 1 1 3 3 5 5 7 7 X 2 2 4 4 6 6 
n X 2 2 4 4 6 6 X 1 1 3 3 5 5 7 

Tab . 10 

RieSenie pre k = 8 je n a obr. 23. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 IB 19 
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i = zv(w : 10) 

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

p X l v 2 1 3 v 4 3 6v6 5 7v8 7 X 
n 1 X 2 v 3 2 4 v 5 4 6v7 6 8 8 

Tab. 11 

8.18. k = 2m i = zv(n : (k + 2)) 

* 0 1 2 3 4 5 k—l h fc+1 

P X l v 2 1 3v4 3 5 v 6 . . . . (k— 1) vk k—1 X 
n 1 X 2 v 3 2 4 v 5 4 . . . . k—2 k k 

Tab. 12 

8.18. k = 2m — 1 i = zv(n : 4«») 

i 0 1 2 3 4 5 k fe+l fe+2 fc+3 2k 2k+\ 

P X 1 1 3 3 5 k k X 2 k—l k—l 
n X 2 2 4 4 k—l X 1 1 k—2 k 

Tab . 13 

8.20. Ano, začínajúci hráč vyhrá , ako ukazuje t en to rozbor: 

e 4 . 8 / > 2 4 . 1 
X . B a n 

8.21. Poziciu t řeba opísat pomocou dvoch úda jov : (1) kolko 
ostává na kope. kameůov a (2) kolko kameůov bral súper 
v predchádzajúcom t ahu . Teda například dvojica (5,1) 
značí „na kope je 5 kameůov a predchádzajúoi t a h sú-
pera bol 6 -<• 5". Pr i t ake j to symbolike sú v V(9;3) 
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kritické t ieto pozície: (8,1), (5,1), (4,1), (4,2), (4,3), (3,3), 
(1,1), (0,1), (0,2), (0,3). 

8.22. Sú to vše tky pozície (4m,l), (4m,2), (4m,3), (4m + 1,1), 
(4m — 1,3). Fre začinajúceho hráča niet obmedzenia na 
počet braní , pre neho sú kri t ické iba pozície (4m,.) . 
NIM V(n;4) 

8.28. N a obr. 24 sú kri t ické pozície znázorněné [krížikmi. 
Per ióda m á dížku 10. 

20 15 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
4 x * * . » x x * . . x * ' * * x x a > * x 
3 X . . . . X . X . . X - . . . X . X . - X 
2 X - . X . X . . . . X . . X . X . . . . X 
1 - . X X - . - . * . 

* I ' 
perióda 

Obr. 24 

8.24. NIM V(n;4) i = zv(n : 10) 

i 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

4 2 3 2 l v 3 X X 3 lv2 1 X 
3 2v4 4 2 1 X 4 X lv2 1 X 

2 4 3v4 X l v3 X 4 3 1 1 X 

1 2v4 3v4 2 3 X 4 3 2 X X 

T a b . 1 4 

(Fre nezačiatočný tah.) 

Stratégia začiatočného t ahu je jednoduchá, na t o netřeba 
písat t abulku . Ak je v začiatočnej pozíoii na kope n = 
= 5 m (m e N) kameňov, t a k hráč A prehrá . V opačnom 
případe hráč A v začiatočnom t a h u zoberie z kopy tolko 
kameňov, aby na kope ostalo číslo delitelné číslom 5. 
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8.25. NIM V(n;5). Riešenie je na obr. 26. Perióda má dížku 
13, štipce od „0" po „8" tvoria predperiódu (podobnú 
predtapete z hier III). 
• = zv(n : 13) 
» ž 9 

2 2 7 0 15 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

5 • . x . x • . . . X X . . . . u . x . . . . u 
4 . . X . « . . , . . . « 
3 • • x x • • x • • x « « . « . . . 
2 . . x x • x 
1 . . x x x • • • • • x , x 

periodo prvdperióda 

Obr. 25 

i 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

5 X 4 5 Iv2v3 1 X 3 X 4 3 1 v2v4 1 X 

4 5 X 3v5 1 v2v3 1 X 3 5 5 3 lv2 1 X 
3 6 4 5 lv2 1 X x 5 4v5 X Iv2v4 1 X 

2 5 4 3v5 1 v3 1 X 3 5 4v5 3 lv4 1 X 

1 5 4 3v5 2v3 X X 3 5 4v5 3 2v4 X X 

Tab. 15 

(pře nezačiatočný tah, prióom na kope je viac ako 8 ka-
meňov; ak je na kope menej ako 9 kameňov, použijeme 
predperiódu z obr. 26). 
Začiatočný tah určuje tabulka (táto platí pre všetky n). 

i 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
beriem 6 4 3 2 1 x 3 6 4 3 2 1 X 

Tab. 15a 
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8.26. NIM V(n;6). Rieáenie je na obr. 26. Feriódamá dížku 28. 

30 25 20 15 10 9 Í 7 6 5 4 3 2 1 0 
6 • • « * " * 
5 « * . « . . . . » . « . . . . * 
4 . . « . . . « « . . « . . . * 
3 . . . . . . x . . x « . . . « . . x 
2 . . x . . . . x . > « . . . . « . « 

, . . • " ; 
p e r i o d o 

Obr. 26 
Tabulku, ktorou je daná stratégia hry, zapíšeme struě-
nejšie. 

t 27 26 2 5 2 4 23 2 2 21 2 0 19 18 17 16 15 14 

ber iem 3vC 5v6 2 v 4 3 2 lv& X 6 5 v 6 4 2v4 l v2 1 X 

i 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

ber i em 5 4 2 v 4 3v5 2 1 v4 X 3v6 5 4 3 l v 2 1 X 

Tab. 16. 

Tabulku třeba čítat takto: ak je na kope 28fc + i (ke N) 
kameňov, tak hráč na tahu berie tolko, kolko je určené 
v tabulke 16 pod číslom i. Ak je tu krížik, tak hráé 
je v kritickej pozícii. Ak je tu jediné číslo rovné počtu 
kameňov, ktoré bral v poslednom tahu súper, tak hráč 
na tahu je op&ť v kritickej pozícii. V opačných prípa-
doch má hráč na tahu vyhrávajúci tah a ten je daný 
braním tolkých kameňov, kolko hovoří číslo (či jedno 
z čísel) pod „i". Tabulka 16 sa vztahuje na nezačiatoč-
ný tah. Pre začiatočný tah platí toto: ber tolko, aby 
po tvojom tahu ostalo na kope číslo delitelné 7. Ak máš 
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v začiatočnej pozícii na kope číslo typu 7m, m € N, tak 
prebráš. 

3.27. Nemohol. Pozícia (3,2,1) je kritická, pretože ak B zahrá 
akokolvek, vždy může A potom zahrat tak, že vytvoří 
kritická pozíciu (n,n,0) alebo (0 ,n,n). 

3.28. Borisov tah bol zlý. Správný tah bol (6,4,1) (5,4,1). 
Pozícia (5,4,1) je kritická. Nech z nej A zahrá akokolvek, 
vždy může tahat do kritickej pozície (3,2,1) alebo do 
kritickej pozície „dve kopy rovnaké, tretia prázdna". 

8.29. Keby bol na prvý Ankin tah odpovedal Boris podia 3.27, 
bola by Anka prehrala. Mala hrat (6,5,1) -> (4,5,1). 

3.30. Sú to pozície (2m + l,2m,l) a (n,n,0) a ich permutácie. 

8.31. Okrem pozícií uvedených v 3.30 sú to pozície (4m + 2, 
4m,2), (4«» + 3,4w» + 1,2) a ich permutácie. 

3.82. Okrem pozícií uvedených v 3.31 sú to pozície (8m + 3, 
8m,3), (8»» + 2,8m + 1,3), (8m + 7,8m + 4,3), (8m + 
+ 6,8m + 5,3) a ich permutácie. 

3.33. V každom riadku každého případu je párny počet bo-
diek: bud žiadna alebo dve. 

8.34. Platí 72 = 64 + 8, 11 = 8 + 4 + 1. Teda x = 64 + 
+ 4 + 1 = 69 
b) Platí 
1983 = 1024 + 512 + 256 + 128 + 32 + 16 + 8 + 
+ 4 + 2 + 1, 
713 = 512 + 128 + 64 + 8 + 1. 

Tedax = 1024 + 256 + 64 + 32 + 16 + 4 + 2 = 
= 1398. 

3.85. a) Riešenie je na obr. 27. V riadku „32" sú tri bodky. 
Odtialto třeba jednu bodku odstránit. To značí, že z jed-
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nej kopy (hociktorej) zoberieme 32 kameňov. Vznikne 
pozícia (2,33,35) alebo (34,1,35), alebo (34,33,3). 
b) Existuje jediný víťazný tah (17,9,5) (12,9,5). 
c) Existuje jediný vítazný tah (35,49,17) (32,49,17). 
d) Niet vítazného tahu, pozícia je kritická. 

34 33 35 
3 2 | « | « | « 
n 
8 
4 

Obr. 27 

4.1. Pokladník ziska dva c-groáe. 

4.2. Pokladník získá tri d-groše. 

4.3. Pokladník kupujúcemu Bilandčanovi vydá jeden a-groš, 
jeden 6-groš a jeden c-groš. 

4.4. Zaplatíme jedným /-grošom, jedným e-grošom a jedným 
6-grošom. 

4.5. i o o i o , i o o o i o o o , i o n n i o n i , 
n o o o i n o o i o i o . 

4.6. I O l O l O . 

4.7. I O l O O-

4.8. 7j, 12x, 31x, 83x. 
4.9. 10101101100110IIt l l l l l lOOlOn, 11010110n, 

1100010101ln 

4.10. 13x , 16x , 46 x , 905x . 

4.11. 22121m , 101220111in. 

4.12. lOOllOlOlOOn, 1200210IXI. 
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4 . 1 8 . 2 7 x , 1 5 0 x . 

4 . 1 4 . l l l l O O O O O n . 

4 . 1 5 . 4 5 x . 

4 . 1 « . 2 2 0 I X . 

4.17. 110100n. 
4.18. 1010u. 
4.19. 1011101 l l n . 
4.20. l l l n . 

5.1. 2. trasu. 
5.2. I. trasu. 
5.8. Pozři další text. 

výplatná matice hráůa A výplatná matica hráča B 

Ma = 

max —1 1 
A si vyberie 2. riadok, B 1. stlpee, A prehrá 1 Kčs. 

max —1 3 
A si vyberie 1. riadok, B 1. stípee. 

min 

5.«. ' 
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b) min 

Mli =:) =i *-H 1) 
max 1 1 
Neexistuje dvojica čistých strategii, při ktorých by hráč 
A i B „vytrvali". Čítaj další text. 

5.7. Úloha vyriešená v dalšom texte. 

5.8. Znovu 1, 2, 4. 
5.9. 1, 2, 3, 4, 5. 

5.10. Minimum maxim je 1, maximum —1. 

6.1. 5250 dolárov. 
6.2. —2062,5 doláru. Billy zarobí 2062,5 doláru. 
6.8. a) 4000 dolárov, 

b) 3111,1 doláru, 
o) 3466,6 doláru, 

5o + 6 
d) .4000 dolárov. 

3a + 36 
5a + 46 

6.4. a) .4000. 
5a + 56 
10a + 56 

b) .500. 
' a + 6 

6.5. Nič, zárobok šerifa sa nezmenl. 
15 000 

6.6. Zárobok šerifa bude — — — (1 — j>,) aa týždeň. 

6.7. Šerif musí volit 3. variantu stráženia bánk. 
Billy musí vykrádat 1. banka e pravdepodobnostou p, 
kde 1/3 á p ž 4/5. 
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6.8. Anička má vždy hádat, že Boris má v ruke 3 guličky. 
Takto vyhrá priemerne 1 guličku na jednu hru. 

6.9. 
i i i i ( i n 

— + — — + . . . + — = — 1 + — + . . . + — = 1 
*n 2s„ risn sn ^ 2 n ) 

6.10. Boris má dávat do klobúka i guličiek s pravdepodob-

nostou , teda „podobné" ako Anička. 

1 1 1 
6.11. Označme i. = 1 -| 1 1- . . . H . 

4 9 n * 

Potom Boris i Anička majů volit zmiešanú stratégiu 
( 1 1 1 1 \ 

(PL> Pt Pn) = I — » -TT- ' -¿T —¡7" I • 
l tn 4ť„ 9ř„ n*tn) 

6.12. Hodnota hry je — . 
K 

1 1 1 1 1 
í„ = 1 H 1 h . . . -1 < 1 H 1 f-
" 4 9 n ' 1 . 2 2 . 3 

1 n— 1 
-f . . . + = H < 2. (rovnost pred-

(n—l)n n 
posledných výrazov sa dokáže indukciou podia n). 

1 1 
Teda — > — . 

ín 2 
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