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K a p i t o l a p r v n í 

SUBSTITUČNÍ 
METODA 

1. FORMULACE A PODSTATA METODY 

S u b s t i t u č n í m e t o d a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i o s p o -
č í v á — ř e č e n o c o „ n e j o b e c n ě j i " — v n á s l e d u j í c í m p o s t u -
p u : P ř e d p o k l á d á m e , ž e d a n á f u n k c i o n á l n í r o v n i c e u ž 
n ě j a k é ř e š e n í m á , a v h o d n ý m i z á m ě n a m i p r o m ě n n ý c h 
a d o s a z o v á n í m k o n k r é t n í c h h o d n o t s e s n a ž í m e n a j í t 
e x p l i c i t n í t v a r t o h o t o ř e š e n í . P o t é o v ě ř í m e , z d a t a k t o 
z í s k a n á f u n k c e d a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě 
v y h o v u j e . 

O b j a s n í m e t o n a j e d n o m k o n k r é t n í m p ř í k l a d u : Ř e š m e 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(1) f(x + y) + 2f(x — y)- 4/(*) + xf(y) = 3y* — 
— x% — 2xy + xy2, 

p ř i č e m ž s e b u d e m e z a j í m a t j e n o t a k o v á j e j í ř e š e n í f(x), j e ž 
j s o u d e f i n o v á n a n a c e l é č í s e l n é o s e ( t j . p r o v š e c h n a z ) . 

P ř e d p o k l á d e j m e t e d y n e j p r v e , ž e f(x) j e j e d n o t a k o v é 
ř e š e n í , a o z n a č m e / ( O ) = c . P o l o ž í m e - l i p a k v ( 1 ) y = 0 , 
d o s t á v á m e 

—f(x) + cx = —z* 
n e b o l i 

( 2 ) f(x) - s » + car. 

7 



Dosadíme-li nyní funkci (2) do rovnice (1), dostaneme 
vztah 

—«(« + y) + cxy = 0. 

Tato rovnost má být splněna pro libovolné reálné hod-
noty x a y\ to však znamená, že funkce (2) bude funkcio-
nální rovnici (1) řešit tehdy a jen tehdy, bude-li c = 0. 
Rovnice (1) má tedy jediné řešení 

f(x) = *». 

2. NĚKOLIK PŘÍKLADŮ 

Než se budeme zabývat některými obecnými třídami 
funkcionálních rovnic, jež lze řešit substituční metodou, 
zastavíme se ještě u několika konkrétních příkladů. 

a ) B u d i ž a > 0, a ^ 1 r e á l n é č í s l o . Ř e š m e f u n k c i o -
n á l n í r o v n i c i 

(3) f(x + y) =í(y).a*, 
přičemž i zde budeme hledat jen taková její řešení, jež 
jsou definována na celé číselné ose. 

Předpokládejme, že f(x) je jedno řešení funkcionální 
rovnice (3). Označíme-li /(O) = c a položíme-li v (3) 
y = 0, dostáváme vztah 

f(x) — c.a*. 

Z rovnosti 
c.a*+* = (c.a*1).a", 

která je splněna pro libovolná reálná čísla x a y, naopak 
plyne, že každá funkce tvaru f(x) = c.a', kde c je libo-
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volné pevné reálné číslo, je řešením rovnice (3). To tedy 
ukazuje, že rovnice má nekonečně mnoho řešení, jež 
jsou dána formulí 

f(x) = c.a* 

s libovolnou reálnou konstantou c. 

Zde je třeba poznamenat, že takto určená řešení rov-
nice (3) „pokrývaj í celou rovinu". Tato slova mají 
následující význam: Nechť je v rovině zadána pravoúhlá 
souřadnicová soustava 0[x, y) a nechť je M l ibovolný 
bod roviny o souřadnicích « a Pak tvrdíme, že exi-
stuje právě jedno řešení rovnice (3), jehož graf pro-
chází bodem M. 

Než budeme toto tvrzení dokazovat, poznamenejme, 
že graf nějaké funkce f(x) prochází bodem M [ a , ft] 
tehdy a jen tehdy, je-li fi = /(<*). Protože však rovnice 

ca" = 13 

m á pro libovolná a a /J jediné řešení vzhledem k c: 
c = /S-a -", existuje jen jediná funkce 

f(x) = p.a-".ax = P-a*-', 

která je řešením funkcionální rovnice (3) a jejíž graf 
prochází bodem M\_a, /?]. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

(4) f(x + y) — 2 f(x — y) + f{x) — 2 f(y) =y — 2. 

Připusťme, že f(x) je jedno její řešení, a položme 
c = /(O). (Opět zde předpokládáme, že funkce f(x) je 
definována pro všechna x e B.) Položíme-li pak v (4) 
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nejprve x = O, y = t a potom x = 0, y = —t, dostáváme 
vztahy 

/ ( « ) — 2 / ( - ř ) + c - 2 / ( í ) = í — 2 

a 
/ ( - * ) — 2/(ř) + c — 2/(—t) = — t — 2; 

po úpravách odtud plyne 
—/(<) — 2 / ( - ť ) = í — 2 — c , 

— 2 / ( 0 — /(—<) = — t — 2 — c. 

Jestliže druhou z těchto rovností vynásobíme číslem — 2 
a výsledek přičteme k první rovnosti, dostáváme 

Jestliže naproti tomu položíme v (4) y = 0, x = f, 
dostaneme vztah 

/(<) - 2/(í) + f(t) - 2c = - 2 , 
z kterého plyne, že c = 1. 

Vše, co jsme dosud řekli, nás přesvědčuje o tom, že 
pokud je f(x) nějaké řešení dané funkcionální rovnice, 
musí bý t f(x) = x + 1. Bezprostředním ověřením se 
také přesvědčíme o tom, že tato funkce f(x) je skutečně 
řešením rovnice (4). 

A tak má funkcionální rovnice (4) jediné řešení 
f(x)=x+l. 

c) Řešme funkcionální rovnici 
(5) f(x + y) + f{x — y)— f(x) = f(y) + x — y>. 
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Připusťme, že f(x) je jedno její řešení, a označme stejně 
jako v předcházejících příkladech /(O) = c. Položíme-li 
pak v (5) y = 0, dostaneme f(x) = c + z; je-li tedy 
f(x) řešení funkcionální rovnice (5), je f(z) = c + z. 
Dosadíme-li takto určený výraz pro f(x) do rovnice (6), 
dostaneme rovnost 

c + (x + y) + c + (x — y) — (c + x) = 
= c + y + x — y*, 

která je zřejmě ekvivalentní s rovností 
y — y* = 0. 

Tato rovnost musí bý t splněna pro libovolné reálné 
hodnoty y. Toto poslední tvrzení je však nepravdivé, 
a proto funkcionální rovnice (5) nemá řešení. 

3. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
f(x + y) = F(f(y), *) 

Podívejme se nyní poněkud podrobněji na řešení 
funkcionální rovnice (3). Je zřejmé, že se jedná o spe-
ciální případ obecnější funkcionální rovnice 

(6) f(x + y)=F(f(y),x), 

kde F(u, v) značí libovolnou funkci dvou proměnných. 
(V případě (3) je F(u, v) = u.av.) Nyn í určíme, za ja-
kých podmínek na funkci F(u, v) má rovnice (6) řešení 
a jak lze toto řešení naj í t . 

Abychom takto formulovanou úlohu vyřešili, začne-
me hledat řešení rovnice (6); přitom použijeme postupu, 
j ímž jsme řešili funkcionální rovnioi 

f(x + y) = f(y).a". 
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Připusťme tedy, že f(x) je nějaké řešeni funkcionální 
rovnioe (6), a označme /(O) = c. Položíme-li v (6 ) y = 0, 
máme 

f(x)=F(c,x), 

a odtud dostáváme pro x = 0 vz tah 
/ ( O ) = c = F(c, 0 ) . 

Jinými slovy: Ukázal i jsme si, že pokud má funkcionální 
rovnice (6) řešení, musí funkce F(u, v) splňovat násle-
dující podmínku: existuje reálné číslo c, pro něž je 
(7) F(c, 0 ) = c . 

Z rovnosti j(x) = F(c, x) však plyne, že je 
f(x + y)= F(c, x + y)= F(f(y), x) = 

= F(F(c, y), x), 

neboli 
F(c, x + y) = F(F(c, y),x). 

T o zase ukazuje, že funkce F{u, v) musí splňovat i pod-
mínku 
(8) F(c,x + y) =F(F(c,y),x). 

Má- l i tedy funkcionální rovnice (6) mí t řešení, je 
nutné, aby funkce F(u, v) vyhovovala rovnostem (7) 
a (8). 

Předpokládáme-li naopak, že funkce dvou proměn-
ných F(u, v) vyhovuje rovnostem (7) a (8), pak je 
z rovnosti (8) zřejmé, že funkce f(x) = F(c, x) je řešením 
rovnice (6). T í m jsme však dokázali následující tvrzení: 

Věta. Funkcionální rovnice, 

f(x + y) = F(f(y), x) 
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má řešení tehdy a jen tehdy, splňuje-li funkce dvou pro-
měnných F(u, v) tyto dvě podmínky: 

a) existuje reálné číslo c, pro něž je 

F(c, 0 ) = c ; 

b) pro každé reálné číslo c, pro něž platí a), platí také 

F(c, x + y)= F(F(c, y), x). 

Všechna řešení výše uvedené funkcionální rovnice jsou 
dána formulí 

f(x) = F(c, x), 

kde c je reálné číslo, pro něž jsou splněny podmínky a) a b). 

Důsledek. Je-li funkce f(x) řešením funkcionální rovnice 
(6), je jejím řešením • funkce 

g(x) = f(x + o), 
kde a je libovolné reálné číslo. 

Důkaz. J e z ř e j m ě 

g(x) = f(x + o) = F(c, x + a) = F(F(c, a), x), 

a o d t u d d o s t á v á m e 

g(x + y)= F(c, x + y + o) = F(F(c, y + a),x) -
= F(g(y),x); 

t o v š a k z n a m e n á , ž e g(x) j e ř e š e n í m d a n é f u n k o i o n á l n í 
r o v n i c e , a d ů k a z d ů s l e d k u j e p r o v e d e n . 

B u d i ž n y n í M t a k o v ý b o d v r o v i n ě , k t e r ý m á v z h l e -
d e m k n ě j a k é p r a v o ú h l é s o u s t a v ě s o u ř a d n i c e a. a ft. 
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Z a j í m á n á s , z d a f u n k o i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) m á ř e S e n í , 
k t e r é „ p r o c h á z í " b o d e m M , t j . p r o n ě ž j e s p l n ě n v z t a h 
P = / ( « ) . P r o t o ž e v š a k v š e c h n a ř e š e n í r o v n i c e ( 6 ) m a j í 
t v a r f(x) = F(c, x), k d e p r o r e á l n é č í s l o c p l a t í r o v n o s t i 
( 7 ) a ( 8 ) , m u s í z ř e j m ě p l a t i t : M á - l i m í t f u n k o i o n á l n í 
r o v n i c e ( 6 ) ř e š e n í , k t e r é p r o c h á z í b o d e m M[tx, /?] , m u s í 
e x i s t o v a t r e á l n é č í s l o c , p r o n ě ž f u n k c e F(u, v) s p l ň u j e 
r o v n o s t i ( 7 ) a ( 8 ) , a k r o m ě t o h o t a k o v é , ž e p l a t í 

Fic, 

V ě t a . Funkcionální rovnice 

f(x + y)=F(f(y),x) 

má řešení f(x), vyhovující navíc podmínce /? = /(«), 
tehdy a jen tehdy, existují-li reálná čísla c a x0> pro nt£ je 

Fic,x 0) = ( 8 , 
F(c, 0 ) = c , 

F{c,x + y) =F(F(c,y),x). 

Důkaz. Z ú v a h , k t e r é j s m e p r o v e d l i v ý š e , v y p l ý v á , ž e 
p o k u d m á r o v n i c e ( 6 ) ř e š e n í f(x), p r o n ě ž j e / ( < * ) = /9, 
j s o u p o d m í n k y v ě t y s p l n ě n y . ( Z a č í s l o x0 m ů ž e m e v o l i t 
č í s l o a . ) 

N e c h ť t e d y n a o p a k e x i s t u j í r e á l n á č í s l a c a x0, p r o n ě ž 
p l a t í v ý š e u v e d e n é v z t a h y . P o d l e p ř e d c h á z e j í c í v ě t y 
j e p a k f u n k c e f(x) = F(c, x) ř e š e n í m d a n é f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e . P o d l e d ů s l e d k u t é t o v ě t y j e p a k ř e š e n í m i f u n k c e 
g(x) = F(c, x + x0 — a ) , p r o n i ž d á l e p l a t í 

g{a) = F(c, a. + x0 — <*) = F(c, x0) = p. 

V ě t a j e t í m d o k á z á n a . 
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Podívejme se na závěr na dva příklady, které ilustrují 
naše obecné poznámky. 

a) Řešme funkcionální rovnici 

( 9 ) /(* + y) = [ / ( ¡ O ř -

To je zřejmě rovnice tvaru (6), neboť zde je F(u, v) = 
= W. Ale 

J f » ( l , 0 ) = 1 " = 1 , 

F(\, x + y) = 1*+» = 1 = (1»)® = 
= F(F(l,y), x), 

a kromě toho je jednotka zřejmě jediným reálným 
číslem, pro něž naše funkce F(u, v) vyhovuje podmín-
kám (7) a (8). 

Funkcionální rovnice (9) má tedy jediné řešeni, a tím 
je konstanta jedna: f(x) = 1 pro všechna reálná x. 

b) Řešme funkcionální rovnici 
(10) f(x + y)=x + f(y). 

Také tato rovnice je tvaru (6), kde F(u, i>) = u + v. 
Kromě toho jsou pro každé reálné číslo c splněny rov-
nosti 

F(c, 0) = c + 0 = c, 

F{F{fi, y), x) = (c + y) + x = c + (x + y) -
F(c, x + y) 

a odtud vyplývá, že všechna řešení funkcionální rovnice 
(10) jsou dána-vzorcem f(x) = c + x. 

Ponecháváme na čtenáři, aby rozhodl, jak je možno 
určit řešení rovnice (10), které prochází např. bodem 
o souřadnicích [1, 2]. 
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4. JEDNO ZOBECNĚNI 

Z o b e c n ě n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) j e f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e 

(11) mx,y))=F(f(y),x), 

k d e 0(x, y) a F(u, v) j s o u d v ě d a n é f u n k c e d v o u p r o -
m ě n n ý c h . ( R o v n i c i ( 6 ) d o s t a n e m e z r o v n i c e ( 1 1 ) , z v o -
l í m e - l i z a 0(x, y) f u n k c i 0(x, y) = x + y.) 

Věta. Necht funkce dvou 'proměnných G(x, y) a F(u, v) 
splňují tyto podmínky: 

a) existuje reálně číslo a, pro něž je rovnice 

G{x, a) = t 

řešitelná vzhledem k x, tj. existuje taková funkce x = g(t), 
pro niž je rovnost 

0(g(t), a) = t 

splněna pro všechna t \ 

b) existuje reálné číslo b, pro něž platí 

F{b,g(a))=b, 

F(b,g(G(x,y)))=F(F{b,g(y)),x). 

Pak má funkcionální rovnice 

F(G{x, y)) = F(f(y), x) 

řešeni f(x), jež je dáno formulí 

f(x) = F(b, g(x)). 

Důkaz. T v r z e n í v ě t y p i j m e b e z p r o s t ř e d n ě z r o v n o s t í 

f(Q(x, y)) = F(b, g(G(x, y))) = F(F(b, g{y)), x) = 

= F(f(y),x). 

1« 



P o n e c h á v á m e n a č t e n á ř i , a b y p r o v ě ř i l , ž e p o k u d 
f u n k c e G(x, y) s p l ň u j e p o d m í n k u a ) a f u n k c i o n á l n í r o v -
n i c e ( 1 1 ) m á ř e š e n í , s p l ň u j e f u n k c e F(u, v) n u t n ě p o d -
m í n k u b ) v ý š e u v e d e n é v ě t y . 

A n i ž b y c h o m s e z a m ě ř i l i n a p o d r o b n o s t i , i l u s t r u j m e 
t o , c o j s m e u v e d l i v ý š e , n a d v o u p ř í k l a d e c h ; p r v n í 
z t ě c h t o p ř í k l a d ů b u d e m e ř e š i t p ř í m o ( b e z v y u ž i t í p r á v ě 
d o k á z a n é v ě t y ) . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(12) / ( - = [f(y)Y>*. 

T a t o r o v n i c e j e r o v n i c í t v a r u ( 1 1 ) , k d e k l a d e m e 

V l/u 
Q(x,y) = a F(u,v) = w • 

x 

J e z ř e j m é , ž e p o k u d j e a ^ 0 l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o , 
m á r o v n i c e ajx = t ř e š e n í v z h l e d e m k x : x = o / í . P ř e d -
p o k l á d e j m e t e d y , ž e r o v n i c e ( 1 2 ) m á ř e š e n í f(x), a p o -
l o ž m e y = a, x = ajt. D o s t á v á m e p a k 

f ( t ) = [ / ( o ) ] « / - = ( [ / ( a ) ] 1 ' " ) ' . 

N a d r u h é s t r a n ě j e u ž z t v a r u f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 2 ) 
v i d ě t , ž e p r o v š e c h n a x m u s í b ý t f(x) > 0 , n e b o ť b y 
v o p a č n é m p ř í p a d ě n e m ě l v ý r a z [f(y)]llx s m y s l p r o k a ž d é 
x. O z n a č í m e - l i t e d y c = [f(a)]lla, b u d e c k l a d n é r e á l n é 
č í s l o . 

J e - l i t e d y f(x) ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 2 ) , j e 
f(x) = cx, k d e c j e k l a d n é r e á l n é č í s l o . A o b r á c e n ě s e 
m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , ž e k a ž d á 
t a k o v á f u n k c e t a k é v ý š e u v e d e n o u f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 
s p l ň u j e . 
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b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(13) f(y*)=xf(y), 

k d e j e y > 0. 
T a t o r o v n i c e j e r o v n i c í t v a r u ( 1 1 ) , k d e k l a d e m e 

G(x> y) = yx a v) = uv. 

J e z n á m o , ž e p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o a > 0 , a ^ 1 m á 
r o v n i c e o® = í ř e š e n í x = l o g „ í . D á l e j s o u z ř e j m ě p r o 
k a ž d é r e á l n é č í s l o b s p l n ě n y r o v n o s t i 

F(b, l o g „ a ) = F{b, 1 ) = 6 . 1 =b, 

F(b, logay) = b logay = x(b logay) = 
= F(b l o g a y, x) = F(F(b, log<&), x). 

P a k v š a k z v ý š e d o k á z a n é v ě t y p l y n e , ž e v š e c h n a ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 3 ) j s o u d á n a f o r m u l í 

/(X) = b 10g„a;, 

k d e a, b j s o u r e á l n á č í s l a , a > 0 , a ^ 1 , 6 l i b o v o l n é . 

5. FUNKCIONÁLNÍ BOTNÍCE 
F(f(x + y), f(x - y), f(x), f(y), x,y) = 0 

V š i m n e m e s i n y n í p o d r o b n ě j i j e š t ě j e d n é t ř í d y f u n k c i o -
n á l n í c h r o v n i o , k t e r é l z e ř e š i t p o m o c í s u b s t i t u č n í m e t o -
d y . J e d n á s e o f u n k c i o n á l n í r o v n i o e t v a r u 

( 1 4 ) F(f(x + y), f(x - y), f(x), f(y), x,y) = 0, 

k d e F(ult u2, u3, uit us, ut) j e d a n á f u n k c e š e s t i p r o m ě n -
n ý c h . ( K r o v n i c í m t o h o t o t y p u p a t ř í r o v n i c e , k t e r é 

18 



jsme vyšetřovali v odstavcích 1, 2b a 2c.) Zde nejsme 
schopni vyšetřit tyto rovnice podrobně a ve vší úplnosti 
a odpovědět na otázku, jaké jsou nutné a postačující 
podmínky, za nichž má takto zapsaná funkcionální 
rovnice řešení — tak, jak jsme to učinili v případě rov-
nice /(»£+ y) = F(f(y), x). Přesto zde pojednáme o dvou 
cestách, jimiž lze funkcionální rovnici (14) řešit — za 
jistých dalších předpokladů o funkci F(Ui, u2, u3, ut,us,ue). 

I. Předpokládejme, že f(x) je nějaké řešení funkcionál-
ní rovnice (14), přičemž je funkce f(x) definována pro 
x = 0, a označme /(O) = c. Položíme-li pak v (14) y = 0 
a /(O) = c, dostáváme vztah 

nm, / ( * ) , / ( « ) , c , x, o ) = o , 

a odtud lze případně určit tvar funkce f{x). 

A tak vidíme, že pokud funkce F(ut, u2, u3, n4, ut) 
má tvio vlastnost: existuje reálné číslo c, pro něž má rov-
nice 

F{z, z, z, c, x ,0) = 0 

jediné řešeni vzhledem k z : z = f(x), pak tato funkce 
f(x) — a jen ona — může být řešením funkcionální rovnice 
(14). Pochopitelně zde netvrdíme, že pokud funkce 
F(ult u2, u9, w4, u&, ut) tuto vlastnost má, má už také 
rovnice (14) nutně řešení, a netvrdíme ani to, že pokud 
řešení rovnice (14) existuje, má už funkce F(ult u2, u3, 
uit u6, ÍÍ4) výše uvedenou vlastnost. 

Podívejme se na dva příklady, 

a) Řešme funkcionální rovnici 

(15) f(x + y)+ f(x — y)= f(x) + 6ary ]/M+ 

19 



Funkce F(ul9 u2, us, w6) zde má tvar 
3 

F = % + u2 — u3 — 6u5ue |lut — u\. 
P a k j e 

F(z, z, z, c,x,0) — z — x3 

a odtud plyne, že pokud je f(x) řešení funkcionální rov-
nice (15), je f(x) = x3. Na druhé straně platí 

(x + y)3 + (x — y)3 = 2x3 + 6 xy* = a;3 + 
a 

+ 6xy My3 + a;3 

a to ukazuje, že funkce f(x) = x3 je skutečně řešením 
funkcionální rovnice (15) a že tato rovnice jiná řešení 
nemá. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

( 1 6 ) f(x + y) + 2f{x - y ) + f{x) + 2f{y) = 

= 4a; + y. 

V t o m t o p ř í p a d ě m á f u n k c e F i u l t u 2 , u 3 , w 4 , w 6 , w 6 ) 
t v a r 

F = % + 2 u2 + u3 + 2 w4 — 4M5 — 
a j e 

F{z, z, z, c, x, 0) = 4z + 2c — 4a;. 

Rovnice 
Fiz, z, z, c, x, 0) = 4z + 2c — 4a; = 0 

má tedy jediné řešení vzhledem k z: 
c . 

Z ~ 2~ 

p r o l i b o v o l n o u r e á l n o u h o d n o t u c . 
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Na druhé straně by rovnost 

- Y + (* + V) + 2 [ - \ + (x - y) ] + [ - y + z) 

+ 2 T + y] = i x + y' 
tj. rovnost 4x y — 3c = 4x + y, měla být splněna 
pro libovolné hodnoty proměnných x a y. Je tedy 
c = 0, a to nakonec ukazuje, že funkcionální rovnice 
(16) má jen jedno řešení, a tím je funkce 

f(x) = x. 

Příklad z odstavce 2c ukazuje, že se může stát, že 
rovnice 

F(z, z, z, c, x, 0) = 0 

má jediné řešení vzhledem k z, ale přesto nemá funkcio-
nální rovnice (14) řešení. 

II. Vraťme se znovu k obecné funkcionální rovnici 

*•(/(* + y), /(* — y)> /(*). /(*/)> <*,y) = o 

a předpokládejme, že f(x) je nějaké řešení této rovnice, 
přičemž je funkce f[x) definována v bodě x = 0. Ozna-
číme-li /(O) = c a položíme-li v naší rovnici jednak 
x = 0, y = t, jednak x = 0, y = —t (viz příklad z od-
stavce 2b), dostaneme vztahy 

nm, f(—t), c, / « ) , o, t) = o 
a 

F{f(—t),f(t), c,f(-t), 0 ,—t) = 0 , 
z nichž bychom mohli případně odvodit explicitní výraz 
pro funkci /(í). 
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T y t o ú v a h y n á m u m o ž ň u j í v y s l o v i t t o t o t v r z e n í : 
Nechť má funkce F(ut, u2, uz, ult u5, ÍÍ6) následující vlast-
nost: Existuje reálné číslo c, pro něž má soustava rovnic 

F{z, u, c, z, 0, t) = 0, 

F(u, z, c, u, 0, —t) = 0 

jediné řešení vzhledem k z : z = f(t). Pak tato funkce 
f(t) — a jen ona — může být řešením funkcionální rov-
nice (14). 

N e b u d e m e t e n t o o b e c n ý p ř í p a d u ž d á l e r o z e b í r a t 
a p o d í v á m e s e n a d v a p ř í k l a d y . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(17) f(x + y)~ 3f(x -y)=x* [/(y) + 1 - i-y«J _ 
— 2f(x) + y^x — y). 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i c e , 
p ř i č e m ž j e f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a v b o d ě x = 0 , a o z n a č -
m e / ( O ) = c . Z a t ě c h t o p ř e d p o k l a d ů p o l o ž í m e v ( 1 7 ) 
x = 0, y = t a p o t é x = 0, y = — t . D o s t a n e m e s o u -
s t a v u 

f(t) — m—t) = —2c — t\ 

/(—t) — 3/(í) = —2 c — t\ 

V y n á s o b í m e - l i d r u h o u r o v n i c i t ř e m i a v ý s l e d e k p ř i č t e m e 
k p r v n í r o v n i c i , d o s t á v á m e 

—8 f(t) = —8c — 4í2 

n e b o l i 

m = c + i - « * . 
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Položíme-li naproti tomu v (17) y = 0, vidíme, že 
musí být 

/(«) — 3/(x) = x2(c + 1) — 2 f(x), 

tj. musí platit c = —1. Jedině funkce f(x) = —1 + -^-x2 

tedy může být řešením naší funkcionální rovnice (17). 
Z rovnosti 

\ { x + y Y - \ - \ [ x - y Y + 3 - i + 

+ 1 —Y V*) ~ 2 (y -1) + y(*x - y), 

která zřejmě platí pro libovolné reálné hodnoty x a y, 

plyne, že funkce /(x) = — x2 — 1 tím řešením také 

skutečně je. 

Na závěr tedy můžeme říci, že funkcionální rovnice 
(17) má jediné řešení 

/ ( x ) = _ 1 + i - x 2 . 

b) Řešme funkcionální rovnici 

(18) /(*)./(* + y) = U(y)Y [f(x -yw a"+ 4, 

kde a > 0, a ^ 1 je pevné, jinak libovolné reálné číslo. 
Je zřejmé, že tato rovnice patří k rovnicím typu (14); 
v našem případě má soustava 

F(z,u, c, z, 0,í) = 0, 

F(u, z, c, u, 0, —0 = 0 
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t v a r 

cz = u2z2ai+i, 

cu = u2z2a~t+l. 

T u t o s o u s t a v u m ů ž e m e ř e š i t v z h l e d e m k z p ř i c 0 n a p ř . 
t a k , ž e p r v n í r o v n i c i v y d ě l í m e č t v e r c e m d r u h é r o v n i c e . 
D o s t á v á m e p a k 

cz _ u2z2at+i 

c2u2 ~ uizia~2t+i 

a o d t u d p l y n e 
8 _ 

z = ]fc.a'~413, 

p o k u d j e c l i b o v o l n é n e n u l o v é r e á l n é č í s l o . J e - l i c = 0 , 
m á v ý š e u v e d e n á s o u s t a v a z ř e j m ě ř e š e n í z = 0 . 

Z t o h o , c o d o s u d b y l o ř e č e n o , p l y n e , ž e p o k u d j e f(x) 

n e n u l o v á f u n k c e , k t e r á v y h o v u j e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 
( 1 8 ) ( k o n s t a n t n í n u l o v á f u n k c e t u t o r o v n i c i z ř e j m ě 
ř e š í ) , p l a t í 

f{x) = Vč.a*-*'3, 

a k r o m ě t o h o j e / ( O ) = c . P a k v š a k p l a t í 

c = 1 I c . a - * ' 3 , 

č i l i n a k o n e c c = ± a ~ 2 . Ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 1 8 ) t e d y m o h o u b ý t p o u z e f u n k c e 

f(x) = a"~2, f(x) = —a'~2, f{x) = 0. 

B e z p r o s t ř e d n í m d o s a z e n í m d o r o v n i c e ( 1 8 ) s e p ř e s v ě d -
č í m e o t o m , ž e t y t o f u n k c e d a n o u r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě 
ř e š í . 
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N a k o n e c j e š t ě p o z n a m e n e j m e , ž e s t e j n ě j a k o v p ř í -
p a d ě I , i z d e m ů ž e m í t s o u s t a v a 

F(z, u, c , z , 0 , t) = 0 , 

F[u, z, c , u, 0, —t) = 0 

j e d i n é ř e š e n í v z h l e d e m k z p ř i n ě k t e r é r e á l n é h o d n o t ě c , 
a l e f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

F(f(x + y), f(x — y), f(x), f(y), x,y)= 0 

p ř e s t o n e m u s í m í t ř e š e n í . 

S k u t e č n ě : p o d í v e j m e s e n a r o v n i c i 

/(* + y) + f(x — y) + f(y) =x* — y + f(x). 

T o j e z ř e j m ě r o v n i c e t v a r u ( 1 4 ) , p ř i č e m ž j e 

F(ult u2, u3, ut, ut) = ux + u2 — u3 + w4 — 
— u2b + . 

O d p o v í d a j í c í s o u s t a v a m á t v a r 

2 z + ti + t — c = 0 , 

2u + z — t — c = 0 , 

a j a k j e v i d ě t , m á p r o k a ž d é r e á l n é c j e d i n é ř e š e n í v z h l e -
d e m k z : 

3 

M á - l i t e d y d a n á f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ř e š e n í f(x), p a k j e 

f ( x ) = Y ~ x a /(°) = c = ' 
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tj. c = O a f(x) = —x. Na druhé straně ovšem rovnice 

— + y) — {x — y) — y = x2 — y — x, 

jež je ekvivalentní s rovnicí 

x2 + x = 0, 

zřejmě neplatí pro libovolné reálné hodnoty x a y. Daná 
funkcionální rovnice tedy nemá řešení. 

8. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
F(f{x + y), f(x — y), f(x), x,y)= 0 

Často se můžeme setkat s funkcionálními rovnicemi 
tvaru (14), 

F(f{x + y), /(* — y), f(x), f(y), x,y) = 0, 

v nichž se však nevyskytuje výraz f(y). Zastavíme se 
nyní podrobněji u této třídy funkcionálních rovnic. Ji-
nými slovy: budeme vyšetřovat funkcionální rovnice 
tvaru 
(19) F(f(x + y), f(x - y), f(x), x, y) = 0, 

kde F(uít u2, u3, w4) ub) je daná funkce pěti proměnných. 
Každou takovou rovnici lze pochopitelně řešit metoda-
mi, které jsme popsali výše; zde se však budeme věnovat 
dvěma novým metodám řešení rovnic tvaru (19), které 
lze použít i v případě, kdy metody popsané před chvílí 
nevedou ke konkrétnímu výsledku. 

I. Předpokládejme, že funkce f(x) je řešením rovnice 

F(h* + y), /(* - y), /(*). x,y) = o, 
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přičemž funkce f(x) je definována v b»dě x = 0, a označ-
me /(O) = c. Položíme-li pak v (19) postupně x — 0, y = 
= í; x = t, y = 2t a x = t, y = —2í, dostaneme sou-
stavu 

F(f(t)>f(-t),c, 0,í) = 0, 
nw), f(-t)> m, t, 2<) = o, 

F(f(—t),f(3t),f(t),t, -2t) =0, 

z níž lze případně určit funkci f(t). 

Vidíme tedy, že pokud funkce F(uu u2, u3, w4) u6) 
splňuje následující podmínku: existuje reálné číslo c, pro 
něž má soustava tří rovnic 

F(z, u, c, 0,t) = 0 , 
F(v, u, z, t, 2í) = 0 , 

F(u, v, z, t, —21) = 0 

o třech neznámých u, z, v jediné řešení vzhledem k z : z = 
= f(t), pak tato funkce f(x) — a jen ona — může být 
řešením dané funkcionální rovnice 

F(f(x + y),f(x-y), f(x),x, y) = 0. 

Pochopitelně stejně jako v předcházejícím odstavci, 
ani zde není tato podmínka ani nutná, ani postačující 
k tomu, aby funkcionální rovnice (19) měla řešení. 
Nicméně však toto tvrzení ukazuje jednu z možných 
cest k řešení této rovnice. 

Podívejme se na dva příklady: 

a) Řešme funkcionální rovnici 

(20) f(x + y) + 2f(x -y) = 3f(x) - y. 
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To je zřejmě rovnice vyšetřovaného tvaru, přičemž je 

F(uv u2, ua, u^ ít5) = ux + 2u2 — 3u3 + u5. 

Odpovídající soustava má tvar 

z + 2u — 3c + t = 0, 

v + 2u — 3z + 2t = 0, 

u + 2v — 3z — 2t = 0. 
Snadno se můžeme přesvědčit o tom, že tato soustava 
má jediné řešení vzhledem k z, a to 

z = c + t. 

To ukazuje na to, že pokud má funkcionální rovnice 
(20) řešení f(x), musí být 

f(x) = c + x, 

kde c je libovolné reálné číslo. 
Z rovnosti 

c + (x + y) + 2(c + (x — y)) = Zc + 3x — y, 

která platí pro libovolné reálné hodnoty c, x, y, pak 
naopak plyne, že takto určená funkce f(x) = c + x 
(s libovolným reálným číslem c) skutečně vyhovuje dané 
funkcionální rovnici (20). 

b) Řešme funkcionální rovnici 

( 2 1 ) 2f(x + y) + f(x — y)= f(x) (2a" + , 

kde a je pevné reálné číslo, a > 0, a 1. 

V tomto případě je 

F[uu 1I2, u3, «4, íí5) = 2ux + M j — w 3 ( 2 a u » - f e r " » ) -
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O d p o v í d a j í c í s o u s t a v a m á t v a r 

F(z, u, c,0,t)=2z + u — c(2 a< + a-*) = 0, 

F(v, u, z, t, 2t) = 2v + u — z(2a2t + a~2t) = 0, 

F{u, v, z, t, —21) = 2 u + v — z ( 2 a _ 2 í + a 2 <) = 0 . 

T a t o s o u s t a v a v š a k m á p r o l i b o v o l n é r e á l n é c j e d i n é 
ř e š e n í v z h l e d e m k z, a t o 

z = ca'. 

P r o t o m ů ž e b ý t k a ž d á z f u n k c í 

f(x) = ca* 

(c j e r e á l n é č í s l o ) ř e š e n í m r o v n i c e ( 2 1 ) . B e z p r o s t ř e d n í m 
o v ě ř e n í m s e p ř e s v ě d č í m e o t o m , ž e t o m u s k u t e č n ě t a k j e . 

I I . N ě k d y m ů ž e m e r o v n i c i ( 1 9 ) ř e š i t i n á s l e d u j í c í m 
z p ů s o b e m : P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e j e d n o ř e š e n í t é t o 
r o v n i c e , a n e c h ť j e f u n k c e f{x) d e f i n o v á n a p r o x = 0. 

N e c h ť d á l e e x i s t u j e t a k o v é r e á l n é č í s l o p r o n ě ž v ý r a z 

F(f(t + 2 « ) , f(t), f(t + a), t + a, a) 

n e z á v i s í n a f(t + <x) a n i n a <*, t j . n e c h ť e x i s t u j e t a k o v á 
f u n k c e t ř í p r o m ě n n ý c h 0(vv v2, vz), ž e j e 

F(f(t + 2a), f(t), f(t + «),<+ a, cc) = 

= ( ? ( / ( * + 2 « ) , / ( 0 , í + « ) . 

O z n a č í m e - l i p a k / ( O ) = a, /(«) = b a p o l o ž í m e - l i v e 
v z t a h u 

F(f(x + y),f(x-y),f(x), x,y) = 0 

p o s t u p n ě x = 0, y — t\ x = t a, y = <%-, x = a, y = 

= ť + at, d o s t a n e m e s o u s t a v u 
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F(f(t),f(-t),a, 0 , 0 = 0 , 

F(f(t + 2«), f(t), f(t +«),< + «, «) = 
= G(f(t + 2«), f(t), t + oc) = 0, 

F(f(t + 2a), f(—t), b,X,t + *)=0, 

z n í ž l z e p ř í p a d n ě o d v o d i t e x p l i c i t n í v y j á d ř e n í p r o 
f u n k c i f(x). 

L z e t e d y v y s l o v i t t o t o t v r z e n í : Nechť má funkce 
F(ult w2> w3> us) tyto vlastnosti: 

(A) existuje reálné číslo <*, pro ně£ je 

F(ult ut, M3, M4, <*) = G(ut, u2, M4) , 

G(vlt vt, v,) je jistá funkce tří proměnných-, 

(B) existují reálná čísla a, b, pro něž má soustava rovnic 

F(z, u, a,0,t) =0, 

G{v, z, t + « ) = 0 , 

F[v, u, b, <x, t + <*) = 0 

jediné řešení vzhledem k z : z = f(t). 
Pak takto definovaná funkce f(x) — a jen ona — může 

být řešením dané funkcionální rovnice 

F(f(x + y),f(x-y), f(x), x,y) = 0. 

P o d í v e j m e s e n a d v a p ř í k l a d y , 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

( 2 2 ) f(x + y) + f(x — y) = 2f(x) c o s y. 
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T o j e r o v n i c e u v a ž o v a n é h o t y p u , n e b o ť z d e j e 

F(ult u2, m3, w4, ws) = ux + u2 — 2u3 cos u&. 

Kromě toho pro % = 71 platí 

J 1 ^ « ! , M 2 , Ua, M 4 , ' y 7uJ = Ux + Ut, 

tj. je splněna podmínka (A), a soustava z podmínky 
(B) pak má tvar 

z + u — 2a cos t = 0, 

v + z = 0, 

v + u — 26 cos 7T + t j = 0. 

Není těžké dokázat, že tato soustava má jediné řešení 
vzhledem k z, a to 

z = a cos t + 6 sin t. 

Má-li tedy funkcionální rovnice (22) řešení /(«), má toto 
řešení tvar 

f{x) = a cos x + 6 sin x, 

kde a a 6 jsou jistá reálná ěísla. 
Z vlastností trigonometrických funkcí na druhé straně 

plyne, že je 

o cos (x + y) + 6 sin (x + y) + a cos (x — y) + 
+ b sin (x — y) = 2a cos x cos y + 26 sin x cos y 

- - 2(a cos x + b sin x) cos y. 

T í m t o p o s t u p e m j s m e s k o n e č n o u p l a t n o s t í d o k á z a l i , ž e 
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všechna řešení funkcionální rovnice (22) jsou dána for-
mulí 

f(x) = a cos x + b sin x, 
kde a a b jsou libovolná reálná čísla, 

b) Řešme funkcionální rovnici 
(23) f{x + y) + f(x — y) — f(x) (y + 2) + 

+ ž/(x2 — 2y) = 0. 

Také tato rovnice je tvaru (19), neboť zde je 
F(ult u2, u3, w4, u5) = % + u2 — u3{u5 + 2) + 

+ u5{u\ — 2 w 5 ) . 

Položíme-li zde ub = •—2, dostáváme 
F{uu u2, u3, M4, —2) =Ul + u2 — 2(u\ + 4). 

Je tedy splněna podmínka (A) a soustava z podmínky 
(B) má tvar 

z + u — a(t + 2) — 2í2 = 0, 

v + z — 2((í — 2)2 + 4) = 0, 

v + u — bt + (t — 2) (4 — 2(í — 2)) = 0. 

Po úpravách odtud dostáváme soustavu 

Z + u = a{t + 2) + 2 ť2, 

v + z = 2(í2 — 4í + 8), 

v + u = bt + 2(2 — ř) (4 — ř), 

která má jediné řešení vzhledem k z, a to 
z = t i + ^ ± ± t + a . 
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Jinými slovy: ukázali jsme, že pokud je f(x) nějaké řešení 
funkcionální rovnice (23), je 

f(x) =x*+ a ~ * + 4 » + a, 

kde a a b jsou reálná čísla. 
Na druhé straně je rovnost 

(x + V)2 + + 4 (x + y) + a + (x — y)* + 

+ a-b2 + * ( * - y ) + a -

( a — Ď + 4 ^ 
— + X + o j (y + 2) + y(x* — 2y) = 0 

ekvivalentní rovnosti 

o — b + 4 
xy + ay = 0, 

a tato poslední rovnost platí pro libovolné reálné hod-
noty x a y pouze tehdy, je-li a = 0 a b = 4. 

Funkcionální rovnice (23) má tedy jediné řešení 
/ ( « ) = « » . 

7. JEDNA APLIKACE 

Všimneme si množiny iř3 všech vektorů v trojrozměrném 
prostoru. Budeme předpokládat, že čtenář je seznámen 
s tím, jak se takové vektory sčítají a jak se násobí 
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č í s l e m * ) . S o u č a s n ě b u d e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e m u j s o u 
z n á m y p o j m y j a k o ú h e l d v o u v e k t o r ů , d é l k a v e k t o r u 
a j e d n o t k o v ý v e k t o r . 

P o l o ž m e s i ú k o l z a v é s t v R3 d v ě n o v é o p e r a c e . P r v n í 
z t ě c h t o o p e r a c í ( b u d e m e j í ř í k a t skalární součin) p ř i -
ř a z u j e K a ž d é d v o j i c i v e k t o r ů a a b j e d i n é r e á l n é č í s l o 
a . b , d r h á o p e r a c e ( b u d e m e j í ř í k a t vektorový součin) 
p ř i ř a z u j e k a ž d é d v o j i c i v e k t o r ů a a b j e d i n ý v e k t o r 
o x b; p ř i t o m p o ž a d u j e m e , a b y b y l y s p l n ě n y n á s l e -
d u j í c í a x i ó m y : 

Aj. Pro každé dva vektory a, b e R3 a pro každé reálné 
číslo a. je 

<x(a.b) = (aa).b = a.(txb); 

a(a x b) = (<xa) x b = a x (xb). 
A2. Pro každou trojici vektorů a, b, c e R3 je 

(a + b).c = a .c + b.c; 
(a + b) x c = (a x c) + (b x c). 

A3. Skalární součin libovolných dvou vektorů závisí pouze 
na délkách těchto vektorů a na úhlu, který spolu svírají. 
Je-li e jednotkový vektor, je e.e = 1. 

A4. Délka vektorového součinu libovolných dvou vektorů 
a a b závisí pouze na délkách těchto vektorů a na úhlu, 
který spolu svírají. 

Jsou-li ex a e2 dva kolmé jednotkové vektory, je x e2 
jednotkový vektor, který je kolmý k rovině definované 
vektory ex a e2, a vektory e1; e2 a e t x e2 tvoří pravou 
(orientovanou) trojici. 

*) Viz např. Bruno Budinský - Stanislav Šmakal: Vektory 
v geometrii. Škola mladých matematiků, svazek 28, Mladá 
fronta 1971. (Pozn. překl.) 
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P o z n á m k a 1 . J s o u - l i a, b, c t ř i v e k t o r y , k t e r é 
n e l e ž í v j e d n é r o v i n ě , ř e k n e m e , ž e t v o ř í pravou ( o r i e n t o -
v a n o u ) trojici, j e s t l i ž e p ř i p o h l e d u z v r c h o l u v e k t o r u c 
m á ú h e l m e z i v e k t o r y a a b ( v e s m ě r u o d v e k t o r u a 
k v e k t o r u b ) s m ě r o p a č n ý k e s m ě r u o b ě h u h o d i n o v ý c h 
r u č i č e k . 

2 . Z a x i ó m ů A 3 a A 4 j e v i d ě t , ž e k d y ž j e Q l i b o v o l n é 
o t á č e n í v p r o s t o r u a a a b j s o u l i b o v o l n é v e k t o r y , p l a t í 

(ag).(bg) = a.b; 

(a x b)e = (ag) x (be). 

P ř e d p o k l á d e j m e p ř e d e v š í m , ž e o p e r a c e s k a l á r n í h o 
a v e k t o r o v é h o s o u č i n u v y h o v u j í c í v ý š e u v e d e n ý m 
a x i ó m ů m s k u t e č n ě e x i s t u j í , a d o k á ž e m e , ž e p a k j e 

a.b = |o| |b| c o s <p 
a 

a x b = (|o| |b| s i n <p) e, 

k d e <p j e ú h e l m e z i v e k t o r y a a b a e j e j e d n o t k o v ý v e k t o r 
k o l m ý n a r o v i n u t v o ř e n o u v e k t o r y a a b a v y t v á ř e j í c í 
s t ě m i t o v e k t o r y p r a v o u t r o j i c i . 

N e c h ť j s o u t e d y a a b l i b o v o l n é v e k t o r y . P a k j e 
a = | o | e x ( s y m b o l e m | a | z n a č í m e d é l k u v e k t o r u a) 
a b = |b | e 2 , k d e ex a e a j s o u j e d n o t k o v é v e k t o r y . 
Z a x i ó m u A x p a k p l y n e , ž e j e 

a.b = |a| |b| (e i .ea) 
a 

o x b = \a\ |b| (ex x e2). 

S t a č í t e d y , k d y ž u r č í m e s o u č i n y e x . e 2 a e x x e 2 . 

35 



O z n a č m e q> ú h e l m e z i v e k t o r y e x a e 2 . Z a x i ó m u A s p a k 
p l y n e , ž e s k a l á r n í s o u č i n e ! . e 2 z á v i s í p o u z e n a ú h l u <p: 
e i - e 2 = f i v ) - O z n a č í m e - l i n y n í s y m b o l e m e j e d n o t k o v ý 
v e k t o r k o l m ý k r o v i n ě u r č e n é v e k t o r y e x a e 2 a v y t v á ř e -
j í c í s t ě m i t o d v ě m a v e k t o r y p r a v o u t r o j i c i , p a k e x i s t u j í 
t a k o v á r e á l n á č í s l a <*, y, p r o n ě ž p l a t í 

ei X ea = <*®i + /3ea + ye. 

( Z d e j s m e v y u ž i l i n á s l e d u j í c í h o t v r z e n í : Jsou-li a, b, c 
tři vektory, které neleží v jedné rovině, pak ke každému 
vektoru d e Jta existují reálná čísla a, /?, y tak, že je 
d = ota + fib + yc. D ů k a z t o h o t o t v r z e n í l z e n a l é z t 
v k a ž d é k n i z e , v n í ž s e h o v o ř í o v e k t o r e c h , a l e z a i n t e r e s o -
v a n ý č t e n á ř s i j e m ů ž e d o k á z a t i s a m o s t a t n ě . K t o m u 
s t a č í u m í s t i t č t y ř i v e k t o r y o , b, c , d d o s p o l e č n é h o 
p o č á t k u , p o t é p r o l o ž i t k o n c e m v e k t o r u d r o v i n y r o v n o -
b ě ž n é s r o v i n a m i u r č e n ý m i p o s t u p n ě d v o j i c e m i v e k -
t o r ů 'a a \ b, b a c , c a o , a n a k o n e c p o u ž í t d e f i n i c e 
s o u č t u v e k t o r ů v p r o s t o r u . ) 

N a d r u h é s t r a n ě j e z ř e j m ě 

ex x e, = (—ex) x (—ea) = — a^ — / J e , + ye, 

a t u d í ž j e 

« = / ? = = 0 a e 1 x e a = ye. 

P o d l e a x i ó m u A 4 z á v i s í y p o u z e n a ú h l u <p, t j . e t x e , »= 

A b y c h o m u r č i l i f u n k c e f(<p) a g(<p), z v o l m e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o y z i n t e r v a l u 10, 7t) a o z n a č m e s y m b o l y e a 

a e 4 j e d n o t k o v é v e k t o r y , k t e r é s v í r a j í s v e k t o r e m e x 

ú h l y <p y & <p — y a l e ž í v r o v i n ě u r č e n é v e k t o r y et 

a e , . ( N a k r e s l e t e s i o b r á z e k . ) P a k s v í r a j í v e k t o r y e s a e 4 

B v e k t o r e m e t ú h e l y . P r o t o ž e r o v n o b ě ž n í k u t v o ř e n ý 
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v e k t o r y e s a e 4 j e k o s o č t v e r e c ( j e t o t i ž | e 3 | = | e 4 | = 1) 
a ú h l o p ř í č k a k o s o č t v e r c e p ů l í o d p o v í d a j í c í ú h e l u v r c h o l u 
k o s o č t v e r c e , l e ž í v e k t o r e 2 n a t é t o ú h l o p ř í č c e . O d t u d 
i h n e d p l y n e , ž e j e k o l i n e á r n í s v e k t o r e m e 8 + e 4 , t j . ž e 
p l a t í 

®3 + e 4 = ^ e a > 

kde |A| je délka úhlopříčky kosočtverce. Je-li přitom 

y> < — 7t, m a j í vektory' e2 a e3 + e4 stejný směr a je 

¿1 

K > 0 , j e - l i Y> > - i - TZ, m a j í o p a č n ý s m ě r a j e A < 0 . N a 

d r u h é s t r a n ě d o s t á v á m e p o m o c í k o s i n o v é v ě t y v z t a h 

|J | = 2 | c o s rp\, 
a o d t u d k o n e č n ě p l y n e , ž e j e 

e 3 + e4 = ( 2 c o s v) e„. 
J e t e d y 

e ^ e , , + e ! . e 4 = 2 ( 6 ^ 6 , ) c o s y 
a 

(ex x e3) + (ex x e4) = ( 2 c o s y) ta x e2) 
n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — 

- f{<p + v) + f(<P — w)= 2f(<p) cos v 
a 

9{<P + V) + 9(<P — V) = 29(<P) cos y>. 

M y j s m e v š a k u ž v i d ě l i , ž e f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

h(x y) + Hx — V) = 2h[x) c o s y 

m á n e k o n e č n ě m n o h o ř e š e n í 

h(x) = A c o s x + B s i n x. 
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F u n k c e f(q>) a g(q>) t e d y m a j í t v a r 

f(cp) = c x c o s q> + c 2 s i n <p 
a 

g(q>) = c o s <p + d2 s i n <p, 

k d e c l 5 c 2 , dlt d2 j s o u j i s t á r e á l n á č í s l a . A b y c h o m t a t o 
č í s l a u r č i l i , m u s í m e s i u v ě d o m i t , ž e p o d l e a x i ó m ů A a 

a A 4 j e / ( O ) = 1 a g = 1 . U k á ž e m e , ž e k r o m ě t o h o 

j e / ^ - j = 0 a ¡7 (0 ) = 0 : J s o u - l i a e 2 d v a k o l m é j e d -

n o t k o v é v e k t o r y ( e ! e 2 ) , p r o v e d e m e r o t a c i Q o k o l o 

o s y e 2 o ú h e l i r . P a k b u d e 

e i - e 2 = ( ® i e ) - ( ® i g ) = ( — « i ) - « i = — 

c o ž z n a m e n á , ž e j e e 1 . e 2 = 0 , t j . / ^ - j = 0 . 

B u d i ž n a k o n e c e l i b o v o l n ý j e d n o t k o v ý v e k t o r . P a k 
z a x i ó m u A 4 p l y n e , ž e j e e x e = ke, k d e k j e r e á l n é č í s l o . 
O d t u d v š a k d o s t á v á m e 

ke = e x e = (—e) x (—e) = —k.e, 

t j . k = 0 a <7(0) = 0 . 

T í m t o p o s t u p e m j s m e u r č i l i k o n s t a n t y cv c2, dlt d2-

ct=d2 = 1, 

c2 = dx = 0, 

a t o u k a z u j e , ž e f(<p) = c o s <p a g(<p) = s i n q>. 
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Z t o h o , c o z d e d o s u d b y l o ř e č e n o , m ů ž e m e t e d y o d v o -
d i t t e n t o z á v ě r : E x i s t u j e - l i s k a l á r n í a v e k t o r o v ý s o u č i n 
v y h o v u j í c í a x i ó m ů m A j , A 2 , A s , A 4 , p a k p r o l i b o v o l n é 
d v a v e k t o r y a a b p l a t í r o v n o s t i 

a.b = |o| |b| c o s <p, 
a x b = (|o| |b| s i n q>) e, 

k d e <p j e ú h e l m e z i v e k t o r y a a b . 
N a o p a k m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě o v ě ř i t , ž e t a k t o d e f i n o -

v a n é s o u č i n y s k u t e č n ě v y h o v u j í u v e d e n ý m a x i ó m ů m . 
T í m j s m e t e d y v y ř e š i l i ú k o l , k t e r ý j s m e s i d a l i n a 

z a č á t k u t o h o t o o d s t a v c e . 
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