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Kapitola prvni

SUBSTITUCNI
METODA

1. FORMULACE A PODSTATA METODY

Substituéni metoda ¥eSenf funkciondlnich rovnio spo-
¢vé — Fedeno co ,,nejobecnéji’ — v nasledujfefm postu-
pu: Predpoklidéme, Ze dand funkcionalni rovnice u%
néjaké feSenf md, a vhodnymi zéménami proménnych
a dosazovianim konkrétnich hodnot se snaifme najit
explicitni tvar tohoto Yedeni. Poté ovéfime, zda takto
ziskand funkce dané funkciondlni rovnici také skuteéns
vyhovuje. '

Objasnime to na jednom konkrétnfm p¥{kladu: Redme
funkcionalnf rovniei

(1) f@+y) + 2f@—y) — 4(x) + zfly) = 3y* —

— x? — 2zy + >3,
pritemz se budeme zajimat jen o takové jeji Fedenf f(x), jeZ
jsou definovana na celé éiselné ose (tj. pro viechna z).

Predpoklidejme tedy nejprve, Ze f(z) je jedno takové

fefeni, a oznaéme f(0) = c. PoloZime-li pak v (1) y = 0,
dostévime

—f(x) + cx = —2*
neboli

(2) (@) = a* + cx.



Dosadime-li nynf funkci (2) do rovnice (1), dostaneme
vztah

—¢(z + y) + cay = 0.

Tato rovnost mé byt splnéna pro libovolné reilné hod-
noty  a y; to viak znamend, Ze funkce (2) bude funkcio-
naln{ rovnici (1) fedit tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = 0.

Rovnice (1) ma tedy jediné Feseni
Ha) = 2.

2, NEKOLIK PREEKLADYV

Nez se budeme zabyvat nékterymi obecnymi t¥fdami
funkcionalnich rovnic, jez lze Fesit substituéni metodou,
zastavime se jesté u nékolika konkrétnich pfiklada.

a) Budiz a > 0, a # 1 reilné &slo. Redme funkecio-
nalni rovnici

(3) flz + y) = {(y).a,

pfiéem? i zde budeme hledat jen takova jeji feSenf, jez
jsou definovana na celé &iselné ose.

Ptedpokladejme, Ze f(z) je jedno FeSeni funkcionalnf
rovnice (3). Oznalime-li f(0) = ¢ a poloZime-li v (3)
y = 0, dostdvame vztah

f(x) = c.a®.
Z rovnosti
c.a®v = (c.av).a?,
ktera je splnéna pro libovolnd redlna &fsla x a y, naopak
plyne, Ze ka%da funkce tvaru f(xr) = c.a? kde ¢ je libo-
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volné pevné reilné &fslo, je feSenfm rovnice (3). To tedy
ukazuje, Ze rovnice ma nekoneénd mnoho Fefeni, je
jsou déna formulf ’

Hx) =c¢.a°
8 libovolnou redlnou konstantou c.

Zde je tfeba poznamenat, Ze takto urdend FeSeni rov-
nice (3) ,,pokryvaji celou rovinu“. Tato slova majf
nisledujici vyznam: Necht je v roviné zadana pravoihla
soufadnicova soustava O(z, y) a nechf je M libovolny
bod roviny o soufadnicich « a f. Pak tvrdime, e exi-
stuje pravé jedno feSeni rovnice (3), jehoZ graf pro-
chdzf bodem M.

Nez budeme toto tvrzenf dokazovat, poznamenejme,
%e graf néjaké funkce f(x) prochiz{ bodem Mla, ]
tehdy a jen tehdy, je-li § = f(a). ProtoZe viak rovnice

ca* =f
mé pro libovolnd « a f jediné feSeni vzhledem k ¢:
¢ = f.a"°, existuje jen jedina funkce

f(:t) = ﬂ.a—“.a,z = ﬁ_am—a’

kterad je FeSenim funkcionélnf rovnice (3) a jejiZ graf
prochézi bodem M[«, ].

b) Redme funkcionalnf rovnici

4) flxz+9)—2f(x —y) + flxr) —2/(y) =y — 2.

Pripustme, Ze f(x) je jedno jeji fefeni, a poloZme
¢ = f(0). (Opét zde pfedpokladame, %e funkce f(z) je
definovina pro vSechna z € R.) PoloZime-li pak v (4)



nejprvex = 0,y = tapotomz = 0,y = —t, dostavime
vztahy

1(6) — 2f(—) 4 ¢ — 2f(t) = ¢ —2

) — 2f() + ¢ — 2f(—t) = — ¢t —2;
po upravich odtud plyne
O —2f(—t) =t—2—c,
—2ft) — f(—t) = —t—2—c.

Jestlize druhdu z téchto rovnosti vynasobime éislem —2
a vysledek piidteme k prvnf rovnosti, dostavime

3t -2
foy = XE2te,

JestliZe naproti tomu poloZime v (4) y =0, x = ¢,
dostaneme vztah
&) — 2f(¢t) + f() — 2c = —2,
z kterého plyne, Ze ¢ = 1.

" Vie, co jsme dosud Fekli, nas pfesvédéuje o tom, Ze
pokud je f(x) ndjaké FeSenf dané funkcionalni rovnice,
musi byt f(x) =z 4 1. Bezprostfednim ovéfenim se
také presvédédime o tom, Ze tato funkee f(z) je skutednd
fesenim rovnice (4).

A tak mé funkcionalni rovnice (4) jediné feseni

f) ==z + 1.
¢) Resme funkciondlnf rovnici
(6) =z +y) + flz—y)—f@) ={y) +z—y.

10



Piipusfme, e f(2) je jedno jejf FeSenf, a oznadme stejné
jako v predchazejicich pikladech f(0) = ¢. PoloZfme-li
pak v (5) y =0, dostaneme f(z) =c + z; je-li tedy
f(x) feSeni funkcionalni rovnice (5), je f(x) =c¢ + .
Dosadime-li takto uréeny vyraz pro f(x) do rovnice (5),
dostaneme rovnost

cet+@@+y)tet@—y)—(c+2) =
=cC + y + X — y’:
kters je ztejmd ekvivalentnf s rovnostf
y—y*=0.
Tato rovmost musf bft splnéna pro libovolné realné

hodnoty y. Toto posledni. tvrzeni je viak nepravdivé,
a proto funkcionalnf rovnice (5) nema Fesen.

8. FUNKCIONALNI ROVNICE
“fx + y) = F(f(y), =)

Podive]‘me se ny'n.i pondkud podrobn&ji na FeSeni
funkcionalni rovnice (3). Je zfejmé, Ze se jedna o spe-
cidInf p¥ipad obecnéjsf funkcionalni rovnice

(6) f@ +y) = F(f(y), 2),

kde F(u, v) zna¥f libovolnou funkei dvou proménnych.
(V ptipadé (3) je F(u,v) = u.a".) Nyni uréime, zZa ja-
kych podminek na funkei F(u, v) ma rovnice (6) feseni
a jak lze toto feSeni najit.

Abychom takto formulovanou tlohu vyi'esxh zadéne-
me hledat feSenf rovnice (6); pfitom pouZijeme postupu,
jim% jsme Fesili funkcionalni rovnioi

flz +y) = {(y).0°.
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Pfipustme tedy, Ze f(z) je néjaké Feleni funkciondInf
rovnice (6), a oznatme f(0) = ¢. PoloZime-li v (8) y = 0,
méme

,(z) = F(G' z),
a odtud dostdvime pro z = 0 vztah
1(0) = ¢ = F(c, 0).

Jinymi slovy: Ukédzali jsme si, Ze pokud mé funkciondln{
rovnice (8) fefeni, musi funkce F(u, v) spliiovat nésle-
dujici podminku: existuje redlné &fslo ¢, pro né% je
(7) F(e, 0) =c.
Z rovnosti f(x) = F(c, ) véak plyne, Ze je
e +y) = Fle,z + y) = F(fy), v) =
= F(F(c, Y) z),

neboli

F(c,z + y) = F(F(c, y), ).
To zase ukazuje, Ze funkce F(u, v) musi spliiovat i pod-
minku
(8) F(cv z + y) = F(F(C, y): ).

Mé-li tedy funkcionalni rovnice (6) mit fedeni, je
nutné, aby funkce F(u,v) vyhovovala rovnostem (7)
a (8).

Predpokldddme-li naopak, %e funkce dvou promén-
nych F(u,v) vyhovuje rovnostem (7) a (8), pak je
z rovnosti (8) ziejmé, Ze funkce f(x) = F(c, z) je Fefenim
rovnice (6). Tim jsme viak dokézali nasledujici tvrzeni:

Yita. Funkciondlni rovnice
flz + y) = F(f(y), )
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md fedent tehdy a jen tehdy, spliiuje-li funkce dvou pro-
ménngjch F(u, v) tyto dvé podminky:

a) existuje rediné &slo ¢, pro nék je
F(c,0) =c¢;
b) pro kadé rediné &islo c, pro néZ platé a), plat také
Fe, z + y) = F(F(c, y), x).

Véechna fedeni viyde uvedené funkciondlné rovnice jsou
ddna formuli

f(z) = F(c, =),
kde c je redlné &slo, pro néf jsou splnény podminky a) a b).
Disledek. Je-li funkce f(z) fedenim funkcionding rovnice
(8), je jejim Felenim ¢ funkce
9(z) = (= + a),
kde a je libovolné rediné Hslo.
Dikaz. Jo zfejmé
g(x) = f(xz + a) = F(c, z + a) = F(F(c, a), 2),
a odtud dostévame
gz +y)=Fl,z+y+a) =FF(,y + a),2) =
= F(g(y), z);

to viak znamena, Ze g(z) je FeSenim dané funkciondln{
rovnice, & ditkaz disledku je proveden.

BudiZ nynf M takovy bod v rovind, ktery méa vzhle-
dem k ndjaké pravoilhlé soustavé soufadnice a a f.
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Zajimé nés, zda funkoiondlnf rovnice (6) mé Fefenf,
které ,,prochézi* bodem M, tj. pro né% je splnén vztah
B = f(«). ProtoZe vSak vSechna Fefenf rovnice (6) majf
tvar f(z) = F(c, z), kde pro reilné &fslo ¢ plati rovnosti
(7) a (8), musi zfejmd platit: M4-li mit funkeciondln{
rovnice (6) FeSenf, které prochdzi bodem M[a, §], mus{
existovat realné &islo ¢, pro néZz funkee F(u, v) spliluje
rovnosti (7) a (8), a kromsé toho takové, Ze plati

F(c, a) = 8. .
Véta. Funkciondlni rovnice

=+ ) = F(f(y), 2)
md fedeni f(x), vyhovujict navic podmince ﬂ = )‘(a),
tehdy a jen tehdy, existuji-li redind &sla ¢ a z,, pro néZ je
F(C, zo) = ﬁ’
F(c, 0) = ¢,

F(c,x-l-y) =F(F(c,y),$)-

Daikaz. Z Gvah, které jsme provedli vyse, vyplyva, Ze
pokud m& rovnice (6) FeSeni f(z), pro néz je f(a) = B,
jsou podminky véty splnény. (Za &islo z, mtiZzeme volit
tislo a.)

Necht tedy naopak existujf realna &isla ¢ a z,, pro néz
plati vySe uvedené vztahy. Podle pfedchazejici véty
je pak funkce f(x) = F(c, x) Fefenfm dané funkcionalnf
rovnice. Podle dusledku této véty je pak FeSenfm i funkce
g(x) = F(c, z + xo — «), pro niz dale plati

g(a) = Flc, a + @y — «) = Fle, 20) = .

Véta je tim dokazéna.
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Podivejme se na zavér na dva pkklady, které ilustrujf
nase obecné poznamky.

a) Re$me funkcionélni rovnici

(9) flx + ) = )P
To je zfejmé rovnice tvaru (6), nebot zde je F(u, v) =
= ur. Ale
F(1,0)=1°=1,

Flz+y)=1tv =1 = (Iv)2 =
= F(F(1, y), z),
a kromé toho je ]ednotka. zfejmé jedinym redlnym
tslem, pro né% nase funkce F(u, v) vyhovuje podmin-
kam (7) a (8).
Funkcionalni rovnice (9) mé tedy jediné i‘eéeni a. tim
je konstanta jedna: f(z) = 1 pro vSechna redlna z.”

b) Redme funkeionalni rovnici
(10) e +y) =2+ f@).

Také tato rovnice je tvaru (6), kde F(u, v) = u + o.
Kromé toho jsou pro kazdé realné &islo ¢ splnény rov-
nosti

F(c,0) =c+0=c,

F(Fe,y)z)=(C+yY)+z=c+(x+y) =
= F(c,z + y)

a odtud vyplyva, Ze viechna feSenf funkciondln{ rovnice
(10) jsou dana-vzorcem f(z) = ¢ + =z.

" Ponechdviame na &tenafi, aby rozhodl, jak je moZno
urdit FeSenf rovnice (10), které prochdzf{ nap¥. bodem
o soufadnicich [1, 2].
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4. JEDNO ZOBECNENI

Zobeonénfm funkeiondlnf rovnice (8) je funkecionaln{
rovnice

(1) Gz, ) = F(f(y), =),

kde G(z, y) a F(u,v) jsou dvé dané funkce dvou pro-
mdénnych. (Rovnici (6) dostaneme z rovnice (11), zvo-
lime-li za G(x, y) funkeci G(z, y) =z + y.)

Vita. Necht funkce dvou proménnijch G(x, y) a F(u, v)
apliiugt tyto podminky:
a) existuje redlné &islo @, pro nét je rovnice
Gz, a) =t

feditelnd vzhledem k z, ¢]. existuje takovd funkce x = g(t),
pro niZ je rovnost

G(g(t)v a) =1t
splnéna pro vdechna t;
b) existuje rediné &tslo b, pro né% plati
F(bn g(a)) = bs
F(b, 9(G(z, v))) = F(F(b, g(y)), ).
Pak md funkciondlnt rovnice
F(G(z, y)) = F(f(y), )
fedend f(z), jeZ je ddno formuli
(&) = F(b, g(z))-
Diikaz. Tvrzenf véty plyne bezprostiedné z rovnostf

H{G(z, ) = F(b, 9(Q(z, y))) = F(Fb, 9(y)), =) =
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Ponechdvime na d&tendfi, aby provétil, Ze pokud
funkece Gz, %) spliuje podminku a) a funkcionalni rov-
nice (11) ma FeSeni, splnuje funkce F(u, v) nutné pod-
minku b) vySe uvedené véty.

Aniz bychom se zaméfili na podrobnosti, ilustrujme
to, co jsme uvedli vySe, na dvou piikladech; prvni
z téchto prikladd budeme fesit pfimo (bez vyuzZiti prave
dokazané véty).

a) Resme frnkeionalni rovnici
(12) 1) = trwn=

Tato rovnice je rovnici tvaru (11), kde klademe

Gzy) = L a Flup) = £

Je ziejmé, Ze pokud je @ # O libovolné redlné &fslo,
mi rovnice a/r = t FeSeni vzhledem k z : & = a/t. Pied-
poklidejme tedy, Ze rovnice (12) ma fesenf f(z), a po-
loime ¥ = @, x = a/t. Dostavame pak

@) = [f(@)}e = ([{(a)] ).
Na druhé strané je uz z tvaru funkcionalni rovnice (12)
vidét, Ze pro viechna z musi byt f(z) > 0, nebof by
v opaéném piipadé nemél vyraz [f(y)]*/* smysl pro kazdé
z. Oznatime-li tedy ¢ = [f(a)]'/s, bude ¢ kladné reilné
¢islo.

Je-li tedy f(z) FeSeni funkecionalni rovnice (12), je
H(x) = ¢z, kde ¢ je kladné reilné é&islo. A obracené se
muzZeme bezprostiedné pilesvédéit o tom, Ze kazda
takové funkce také vyse uvedenou funkciondlni rovnici
spliuje.

17



b) Refime funkciondIni rovnici

(13) 1) = =f(y),

kde je y > 0.
Tato rovnice je rovnici tvaru (11), kde klademe

Gz, y) =y a F(u,v) =uv.

Je znamo, Ze pro ka%dé realné éisloa > 0, a %= 1 mé
rovnice a® =t Fefeni x = log,t. Dale jsou z¥ejmé pro
ka%dé reilné ¢islo b splnény rovnosti

F(b,logea) = F(b, 1) =b.1 = b,

F(b, logy®) = b log,y® = z(b logy) =
= F(blog, y, x) = F(F(b, log.y), z).

Pak viak z vySe dokazané véty plyne, Ze vSechna Fesenf
funkecionalni rovnice (13) jsou déna formulf

f(x) = blog,z,
kde a, b jsou realna ¢&fsla, @ > 0, @ # 1, b libovolné.

6. FUNKCIONALNI ROVNICE
F(f(x + y). flz—y), f(x)' l(y)’ z,y) =0
Viimneme si nyni podrobnéji jedté jedné t¥{dy funkecio-

nélnich rovnio, které lze fesit pomoci substituéni meto-
dy. Jedn4 se o funkciondlnf rovnice tvaru

(14)  F(fz + 9), flx —9), f(®), {(¥), ., ) = O,

kde F(u,, u,, ug, %y, U5, %) jo danad funkce Sesti promén-
nych. (K rovnicfm tohoto typu patH rovnmice, které
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jsme vySetfovali v odstaveich 1, 2b a 2¢.) Zde nejsme
schopni vysetfit tyto rovnice podrobné a ve v§i Gplnosti
a odpovédét na otazku, jaké jsou nutné a postadujici
podminky, za nichz mé takto zapsand funkciondlni
rovnice feSeni — ta.k, jak jsme to uéinili v ptipadé rov-
nice f( x'+ y) = F(f(y), x). Pfesto zde pojedname o dvou
cestéch, jimiz lze funkeiondln rovnici (14) fesit — za
jistych da]élch piredpokladi ofunkei F(u,, #,, %y, te,%s, %g).

L. Predpokla.de]me Ze f(z) je néjaké fesenf funkcional-
nf rovnice (14), pfitemZ je funkce f(x) definovina pro
z = 0, a oznadme f(0) = c. PoloZime-li pak v (14) y = 0
a f(0) = ¢, dostavame vztah

F(f(x)! f(x)x f(x)v ¢, %,0)=0,
a odtud lze ptipadné uréit tvar funkece f(z)

A tak vidfme, e pokud funkce F(u,, uy, 1y, Uy, Us, )
md tuto vlastnost: existuje rediné &islo ¢, pro né& md rov-
nice

F(z,2,2,¢,2,0) =0

jediné fefeni vzhledem k z:z = f(z), pak tato funkce
H(x) — a jen ona — mate bijt Fedenim funkciondlnt rovnice
(14). Pochopitelné zde netvrdime, %e pokud funkce
F(uy, u,, ug, g, u;, %g) tuto vlastnost ma, ma uz také
rovnice (14) nutné feseni, a netvrdime ani to, Ze pokud
Feseni rovnice (14) existuje, ma uz funkce F(u,, u,, %,
U, Uy, Ug) VySe uvedenou vlastnost.

Podivejme se na dva pfiklady.

a) Redme funkcionélni rovnici
(18) f(z + ) + flz — ) = f(z) + b2y Vo) + 2.
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Funkce F(u,, 1y, %y, Uy, s, %g) zde ma tvar
3
F = u; + up — uyg — Gugug Vu,,—ug.
Pak je
F(z,2,2,¢,2,0) = 2z —a?

a odtud plyne, Ze pokud je f(z) Feseni funkciondlni rov-
nice (15), je f(x) = «*. Na druhé strané plati

(@ +y)° + [@—y) =2 4 bay* = 2" +
+ bay |/y® + 2

a to ukazuje, Ze funkce f(x) = z* je skuteéné fesenim
funkciondlni rovnice (15) a %e tato rovnice jind feseni
nema,

b) Resme funkciondlni rovnici
(16)  flz +9) + 2f(x —y) + f(@) + 2f(y) =
=4x + y.
V tomto ptipadé ma funkce F(u,, u,, s, Uy, Us, Ug)
tvar
F =u, + 2uy + 4y + 2uy — 4u; — ug
aje
F(z,2z,2,¢,2,0) = 42 + 2¢ — 4.
Rovnice
F(z,2,2,¢,2,0) =4z + 2¢ — 4z = 0
ma tedy jediné feSeni vzhledem k z:

c
2=—5 +x
pro libovolnou redlnou hodnotu c.
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Na druhé strané by rovnost
—grernt(—g+e—n)+(—5+4
+2(—g + )=ty

tj. rovnost 4z + y — 3¢ = 42 + y, méla byt splnéna
pro libovolné hodnoty proménnych z a y. Je tedy
¢ = 0, a to nakonec ukazuje, Zze funkciondlni rovnice
(16) ma jen jedno FeSeni, a tim je funkce

fx) ==z.

Priklad z odstavce 2¢ ukazuje, Ze se mizc stat, Ze
rovnice
F(z,2,2,¢,2,0) =0
mé jediné feSeni vzhledem k 2z, ale pfesto nema funkeio-
naln{ rovnice (14) feeni.

II. Vratme se znovu k obecné funkciondlni rovnici

F(f(x + ), f(x _'y)’ .f(x)1 f(?/): z, y) =0
a predpoklidejme, Ze f(x) je néjaké Feseni této rovnice,
pii¢emz je funkce f(z) definovana v bodé x = 0. Ozna-
¢ime-li f(0) =c a poloZime-li v nadi rovnici jednak
x =0,y =t jednak x = 0, y = —t (viz ptiklad z od-
stavce 2b), dostaneme vztahy

F(f(t)’ f(_’t), c, ,f(t), 0, t) =0

F(f(_t), f(t)’ c, f(_t)’ 0, _t) =0,

z nichZ bychom mohli piipadné odvodit explicitni vyraz
pro funkei f(t).
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Tyto uvahy nam umoZnuji vyslovit toto tvrzeni:
Necht md funkce F(u,, wy, tg, ,, g, Ug) ndsledujict viast-
nost: Existuje redlné éislo c, pro néf md soustava rovnic

F(z,u,¢,2,0,t) =0,
Flu,z,¢,u,0,—t) =0
jediné refeni vzhledem k z:z = [(t). Pak tato funkce

f(£) — a jen ona — miuZe byt fedenim funkciondlni rov-
nice (14).

Nebudeme tento obecny pfipad uz dale rozebfrat
a podfvame se na dva pifklady.

a) ReSme funkcionaln{ rovnici

(1) fia+ ) — 3@ —y) =2 [0 + 1— 54| —

— 2f(x) + y(4x — y).

Predpoklidejme, Ze f(x) je néjaké Feseni této rovnice,
piidemz je funkee f(x) definovana v bodé z = 0, a oznadé-
me f(0) = c. Za téchto predpokladi poloiime v (17)
x=0,y=1a poté x =0, y = —t. Dostaneme sou-
stavu

f(6) — 3f(—t) = —2¢ — 2,

f(—t) — 3f(t) = —2c — 2.
Vynésobime-li druhou rovnici tfemi a vysledek pfiéteme
k prvni rovnici, dostdvame

—8f(t) = —8c — 4i2
neboli

fey=c+ %t”.
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Polozime-li naproti tomu v (17) y = 0, vidime, Ze
musi byt

fx) — 3f(x) = a*(c + 1) — 2f(=),
tj. musi platit c = —1. Jediné funkce f(x) = —1 + —;—z’
tedy muzZe byt feSenfm nasi funkcionalni rovnice (17).
Z rovnosti

%(x+y)’—1—%(x—y)2+3 =x“[%y= — 14

1 1
+ 1—??/2)—2(7"”2—1] + y(4z —y),

kterd zFejmé plati pro libovolné reilné hodnoty z a y,
plyne, Ze funkce f(x) = %x”—l tim Fefenfm také
skuteéns je.

Na zdvér tedy muaZeme Fici, Ze funkciondlnf rovnice
(17) mé jediné Feseni

f@) =—1 —I—%z’-

b) Redme funkciondlnfi rovnici

(18)  f(@).f(@ -+ y) = )P [f(x — y)]* av*,

kde @ > 0, @ # 1 je pevné, jinak libovolné reilné &islo.
Je ziejmé, Ze tato rovnice patfi k rovnicim typu (14);
v nafem pi{padé md soustava

F(z,u,¢,20,t) =0,
F(u,z,¢,u,0,—t) =0
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tvar
cz = ulattt,
cu = u%?a i,
Tuto soustavu miZzeme fesit vzhledem k z pfi ¢ # 0 napt.

tak, %e prvni rovnici vydélime ¢tvercem druhé rovnice.
Dostavame pak

cz u2220t+e

cu?  ulztaT¥e

a odtud plyne
8
z = Vg.a"“/",

pokud je ¢ libovolné nenulové realné éislo. Je-li ¢ = 0,
mé vyse uvedend soustava zfejmeé feSeni z = 0.

Z toho, co dosud bylo feleno, plyne, Ze pokud je f(z)
nenulova funkce, kterd vyhovuje funkcionalni rovnici
(18) (konstantni nulova funkce tuto rovnici ziejmé
Tesf), plati

fz) = Je.a=103,
a kromé toho je f(0) = ¢. Pak v3ak plati
c = Vc— a3,

¢ili nakonec ¢ = + a-2. ReSenimi funkcionalni rovnige
(18) tedy mohou byt pouze funkce

fx) = a®2, f(x) = —a=2, f(z) = 0.

Bezprostfednim dosazenim do rovnice (18) se presvéd-
&ime o tom, Ze tyto funkce danou rovnici také skuteéné
Tesi.
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Nakonec jesté poznamenejme, Ze stejné jako v pii-
padé I, i zde muzZe mit soustava

F(z,u,¢,2,0,t) =0,
F(u,z,¢,u4,0,—t)y =0

jediné feSeni vzhledem k z pii nékteré redlné hodnoté c,
ale funkcionaln{ rovnice

F(f(z + y), (x —y), f(x), [(y), @, y) = 0

pfesto nemusf mit feSeni.
Skute&né: podivejme se na rovnici

f@ + y) + fle—y) + fly) = 2* —y + fz).
To je zifejmé rovnice tvaru (14), pfidemz je
F(uy, gy Ug,y Uy Uss Ug) = Uy + Uy — Uy + Uy —
— Ui + u,.
6dpovida.jici soustava ma tvar
2z4+u+t—c=0,
 2u4+z—t—c =0,

a jak je vidét, ma pro kazdé realné ¢ jediné Feseni vzhle-
dem k z:
c

z2=—=——1t.

3
Ma-li tedy dand funkcionalnf rovnice feSen{ f(z), pak je

[

fa) =5 —=z & fO)=c=—,
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tj. ¢ = 0 a f(x) = —=. Na druhé strand oviem rovnice
—(z+y)—@—y—y=a—y—u=,
jeZ je ekvivalentn{ s rovnicf
x4 x =0,

zfejmeé neplatf pro libovolné realné hodnoty z a y. Dana
funkciondlnf rovnice tedy nema fesenf.

6. FUNKCIONALNI ROVNICE
F(fx + y), flx —y), (=), z,9) =0

Casto se mueme setkat s funkciondlnimi rovnicemi
tvaru (14),

F(f(z + ?/)»f(x—?/): f(x)’ f(y)) z, ?/) =0,

v nich% se vSak nevyskytuje vyraz f(y). Zastavime se
nyn{ podrobnéji u této t¥idy funkecionalnich rovnic. Ji-
nymi slovy: budeme vySetfovat funkciondlni rovnice
tvaru

(19) F(f(x-l-i'/);/(z—y): f(x)’ z, y) =0,

kde F(u,, uy, ug, 4y, #;) je dana funkee péti proménnych.
Ka#dou takovou rovnici lze pochopitelné fesit metoda-
mi, které jsme popsali vysc; zde se viak budeme vénovat
dvéma novym metodam feseni rovnic tvaru (19), které
lze pouZit i v pfipads, kdy metody popsané pied chvilf
nevedou ke konkrétnimu vysledku.

I. Predpokladejme, #e funkce f(z) je feSenim rovnice
F(](x + y)! f(x - y)! f(z)) z, y) =0,
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pfidemz funkce f(x) je definovéna v bedé z = 0, a oznad-
me f(0) = c. PoloZime-li pak v (19) postupnéz = 0, y =
=t x=t y=2ax=1 y=—2t dostaneme sou-
stavu

F(f(t)’ f(_t)r ¢, 0, t) = O:
F(f(—?t), f(3t), f8), ¢, —28) = O,
z niZ lze piipadné urdit funkei f(¢).
Vidime tedy, Ze pokud funkce F(u,, wu,, s, g %)

spliiuje ndsledujict podminku: existuje rediné é&islo ¢, pro
néZ md soustava t¥ rovnic

F(z,u,c, 0,t) =0,
F(v,u, 2t 2t) =0,
Fu,v,z,1,—2t) =0

o trech nezndmajch u, z, v jediné Fedent vzhledem k z : z =
= f(t), pak tato funkce f(x) — a jen ona — mide byt
Fedenim dané funkciondini rovnice

F(fz 1+ 9), flx —y), f(x), =, ) = 0.

Pochopitelné stejné jako v predchézejicim odstavci,
ani zde nenf tato podminka ani nutna, ani postadujici
k tomu, aby funkcionalni rovnice (19) méla feSeni.
Nicméné viak toto tvrzeni ukazuje jednu z moZnych
cest k Feseni této rovnice.

Podivejme se na dva ptiklady:

a) Resme funkciondln{ rovnici
(20) &+ y) + 2fx —y) = 3f(z) —y.
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To je ziejmé rovnice vySetfovaného tvaru, pfidemz je
Fuy, uy, uy, 1y, ;) = 1, + 2u, — 3y + us.
Odpovidajici soustava md tvar
z2+2u—3c+t=0,
v+ 2u—3z+ 2t =0,
+ 20—32—2t =0.

Snadno se muzeme piesvédéit o tom, Ze tato soustava
mé jediné FeSenf vzhledem k 2, a to

z=c¢+¢.

To ukazuje na to, Ze pokud ma funkcionalni rovnice
(20) FeSeni f(x), musi byt

fl) = ¢ + =,
kde ¢ je libovolné realné &islo.
Z rovnosti

c+@+y+2c+(—y) =3+ 3x—y,

ktera plati pro libovolné realné hodnoty ¢, z, y, pak
naopak plyne, Ze takto urtena funkce f(x) =c¢ 4 =
(s libovolnym realnym é&islem c) skuteéné vyhovuje dané
funkcionalnf rovnici (20).

b) Re¥me funkeiondIni rovnici
(21)  2f(® + y) + flx — y) = f(x) 20¥ + a™v),
kde a je pevné redlné &islo,a > 0,a # 1. -
V tomto p¥ipadé je

Fuy, ug, ug, g, us5) = 20y + uy — us(2a% + a~%).
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Odpovidajici soustava ma tvar
F(z,u,¢,0,8) =22 4 u—c(2at +at) =0,
Fv,u,zt, 2t) = 20 + u—2(20% + a~2%) =0,
Flu,v,2,t, —2t) = 2u + v — 2(2a~2% + a?) = 0.
Tato soustava vSak ma pro libovolné realné ¢ jediné
Teseni vzhledem k z, a to
z = cat.
Proto muZe byt kazda z funkei
f(z) = ca®
(c je redlné &fislo) FfeSenim rovnice (21). Bezprostiednim
ovéfenim se pfesvédéime o tom, Ze tomu skuteéné tak je.

II. Nékdy muZeme rovnici (19) Fesit i nasledujicim
zpusobem: Pfedpoklddejme, Ze f(x) je jedno feseni této
rovnice, a necht je funkce f(x) definovina pro x = 0.
Necht dale existuje takové realné &islo «, pro néz vyraz

F(ft + 2a), (2), f(t + a), ¢ + a, &)
nezavisf na f(¢ + «) ani na «, tj. necht existuje takova
funkee tif proménnych G(v,, v,, v,), Ze je
F(f¢t + 2a), f(t), f(t + ), ¢ + &, &) =
= G(f(t + 2a), f(t), t + &).

Oznadime-li pak f(0) =a, fla) = b a poloiime-li ve
vztahu

F(f(z + ?/), f(x —3/): f(.’t), z, y) =0
postupné £ =0, y = x =t t+ a, Yy =a; x =a, y =
=t + «, dostaneme soustavu
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F(f(t)’ f(_t)l a, 0, t) =0,
F(ft + 2a), {(8), f¢ + a), ¢ + a, a) =
= G(f(t + 2a), f(t), ¢ + a) =0,
F(I(t + 2“)! f(_t)’ b, a,t + a) = 01
z niZ lze piipadné odvodit explicitni vyjadfeni pro
funkei f(x).

Lze tedy vyslovit toto tvrzeni: Necht md funkce
F(u,, uy, u,, u,, us) tyto vlastnosts:

(A) existuje rediné &islo a, pro néf je
F(uy, ug, ug, 1y, @) = Guy, s, u,),
kde G(vy, vy, v,) je jistd funkce t¥ proménnych;
(B) existujt redind isla a, b, pro né& md soustava rovnic
F(z,u,a,0,t) =0,
G, z,t + «) =0,
Flv,u, b, a,t + a) =0

jediné fedeni vzhledem k z : z = [(t).
Pak takto definovand funkce f(x) — a jen ona — mide
byt Fedenim dané funkciondlni rovnice

Podivejme se na dva piiklady.

a) Redme funkciondlni rovnici
(22) f® +y) + flx —y) = 2f(x) cos y.
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To je rovnice uvaZovaného typu, nebot zde je

F(uy, ug, Ug, Uy, Ug) = Uy + s — 2u5 COS ;.

1
Kroms toho pro u; = 57 plati

F[ul’ Uy, Ug, Uy (’;— 1‘] =uU + Uy,
tj. je splnéna podminka (A), a soustava z podminky
(B) pak m4 tvar

z4+u—2acost =0,

v+2=0,

v+u—2bcos(%rc—}—t)=0.

Neni tézké dokdazat, Ze tato soustava ma jediné Fesenf
vzhledem k z, a to

z=acost+ bsint.
Mai-li tedy funkciondlni rovnice (22) feSenf f(z), mé toto
Fesenf tvar
Jx) = acosx + bsin z,

kde a a b jsou jistd redlnd &isla.
Z vlastnostf trigonometrickych funkef na druhé strané
plyme, Ze je

acos (x4 y)+ bsin(z 4+ y) + acos (x—y) +
+ bsin (x —y) = 2acoszcosy + 2bsinxrcosy =
= 2(acosz } bsinx)cosy.

Timto postupem jsme s konednou platnosti dokazali, Ze
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viechna feseni funkcionalni rovnice (22) jsou dédna for-
muli

f(®) = acosx + bsinz,
kde a a b jsou libovolna redlna ¢isla.
b) Resme funkcionalni rovnici
23) fet+y +He—y)—f2)@y+2)+
+ y(a* —2y) = 0.
Také tato rovnice je tvaru (19), nebot zde je

Fuy, ug, us, uy, Us) = uy + sy — us(us + 2) +
+ ws(uf — 2u;).

Polozime-li zde 4, = —2, dostavame
F(uy, wg, g, Uy, —2) = uy + uy — 2(uf + 4).

Je tedy splnéna podminka (A) a soustava z podminky
(B) ma tvar

z+u—a(t +2)—22 =0,
vtz —2(t—2)2+4) =0,
v+ u—bt + (t—2)(4—2(—2) =0.
Po dpravach odtud dostdvame soustavu
z 4+ uw =a(t + 2) 4 22,
v+ 2z=2(2—4 1 8),
v+ u=0422—1t)(4—1),
ktera ma jediné feSeni vzhledem k z, a to

a—b-+4

— {2
z =14 2

t+ a.
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Jinymi slovy: ukézali jsme, %e pokud je f(x) néjaké Feseni
funkoionélni rovnice (23), je

floy=ar 4 22t 40,

kde a a b jsou redlns &isla.
Na druhé strané je rovnost

b4
Ctyr+ i ety tat @—yt +

—b+ 4
+ e eyt a—

a—b 4
—[x’+—2+—w+a] ¥+ 2)+y@a*—2y) =0
ekvivalentnf rovnosti

a—_bi——xy—}-ay—o

a tato posledni rovnost platf pro libovolné redlné hod-
noty z a y pouze tehdy, je-lia =0abd = 4.
Funkecionédlnf rovnice (23) mé tedy jediné fesenf

fl@) = 2.

7. JEDNA APLIKACE
Viimneme si mnoZiny Ry viech vektord v trojrozmérmém
prostoru. Budeme pfedpoklddat, Ze &tenéf je sezndmen
8 tim, jak se takové vektory sditaji a& jak se nésobf



¢islem*). Soudasné budeme predpokladat, Ze mu jsou
znamy pojmy jako thel dvou vektori, délka vektoru
a jednotkovy vektor.

Poloime si ikol zavést v RB; dvé nové operace. Prvn{
z téchto operaci (budeme ji fikat skaldrni souéin) p¥i-
fazuje “azdé dvojici vektord a a b jediné realné ¢islo
a.b, dr ha operace (budeme ji tikat vektorovy souéin)
pfifazuje kazdé dvojici vektori a a b jediny vektor
a x b; piitom poZadujeme, aby byly splnény nésle-
dujici axidmy:

A,. Pro kaZdé dva vektory a, b € R, a pro kaZdé rediné
éislo o je
«(@.b) = (ag).b = a.(ab);
a(@ X b) = (a@) x b = a x (ab).
A,. Pro ka%dou trojici vektord a, b, ¢ € R, je
(@a+ b).c =a.c + b.c;
(@a+b) xec=(a xc)+ (b x c).

A,. Skaldrni souéin libovolnych dvou vektord, zdvist pouze
na délkdch téchio vektord a na ihlu, ktery spolu sviraji.
Je-lIt e jednotkovyj vektor, jee.e = 1.

A,. Délka vektorového souéinu libovolnyjch dvou vektorw
a a b zdvisi pouze na délkdch téchto vektori a na wuhlu,
ktery spolu sviraji.

Jsou-li e, a e, dva kolmé jednotkové vektory, je e, X e,
jednotkovy wvektfor, ktery je kolmy k roviné definované
vektory e, a e,, a veklory e,, e, a e, X e, tvofi pravou
(orientovanou ) trojics.

%) Viz napt. Bruno Budinsky-Stanislav Smakal: Vektory
v geometrii. Skola mladych matematika, svazek 28, Mladé
fronta 1971. (Pozn. piekl.)
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Poznamka 1. Jsou-li @, b, ¢ tfi vektory, které
nelezi v jedné roviné, fekneme, ze tvoii pravou (oriento-
vanou) trojics, jestlize p¥i pohledu z vrcholu vektoru ¢
ma thel mezi vektory @ a b (ve sméru od vektoru a
k vektoru b) smér opaény ke sméru obéhu hodinovych
rudicek.

2. Z axiémi A; a A, je vidst, Ze kdyZ je o libovolné
otdgeni v prostoru a a@ a b jsou libovolné vektory, plati
(ag).(bg) = a.b;

(@ x b) e = (ag) X (be).

Predpokldadejme piedevsim, Ze operace skaldrniho
a vektorového soudinu vyhovujici vySe uvedenym
axiémim skutedné existuji, a dokaZeme, Ze pak je

a.b = |a| |b| cos ¢

a X b = (|a| |b|sin ¢) e,

kde ¢ je tihel mezi vektory a a b a e je jednotkovy vektor
kolmy na rovinu tvofenou vektory @ a b a vytvarejici
s témito vektory pravou trojici.

Necht jsou tedy @ a b libovolné vektory. Pak je
a = |a| e, (symbolem |a| znadime délku vektoru a)
a b=|ble, kde e, a e, jsou jednotkové vektory.
Z axiéomu A, pak plyne, Ze je

a.b = |a| |b] (e;.e,)
a x b=/|a||b|(e, Xe,).
Staéi tedy, kdyZ uréime soudiny e,.e, a e, X e,.
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Oznadme ¢ tthel mezi vektory e, a e,. Z axidmu A4 pak
plyne, Ze skalarnf soudin e,.e, zivisf pouze na uhlu ¢:
e,.e; = f(p). Oznadime-li nyni symbolem e jednotkovy
vektor kolmy k roviné uréené vektory e, a e, a vytvare-
jicf 8 tdmito dv&ma vektory pravou trojici, pak existujf
takové redlna &sla «, £, ¥, pro néZ plati

e, X e = ae, 1 fle, | ye.

(Zde jsme vyuZili nasledujictho tvrzeni: Jsou-li a, b, €
tf1 vektory, kieré neleZi v jedné roviné, pak ke kaidému
vektoru d € Ry existujl redind &isla «, B, y tak, Ze je
d = aa + b 4 yc. Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt
v kaZdé knize, v ni% se hovo¥i o vektorech, ale zaintereso-
vany Stenat si je miZe dokdzat i samostatnsé. K tomu
stadf umistit &tyfi vektory a, b, ¢, d do spoleéného
poditku, poté proloZit koncem vektoru d roviny rovno-
béiné s rovinami urdenymi postupné dvojicemi vek-
tord ‘a a.b, bac, caa, a nakonec pou%it definice
soudtu vektort v prostoru.)

Na druhé strané je zfejmé
e X € = (—e,) X (—e;) = —ae, — fle; + ye,
s tudfZ je

a=f=0 a e Xe,=ye.

Podle axidmu A, zivisf y pouze na dhlu ¢, tj. e, X e, =
= 9(p)-e.

Abychom uréili funkee f(¢) a g(¢), zvolme libovolné
redlné &slo y z intervalu (0, ©) a oznatme symboly e,
& e, jednotkové vektory, které sviraji s vektorem e,
hly ¢ + v & ¢ — y a lezf v roviné uréené vektory e,
a e,. (Nakreslete si obrazek.) Pak svirajf vektory e; a e,
s vektorem e, thel y. Protofe rovnobéinfk utvofeny



vektory e, a e, je kosoétverec (je totii |e;] = |e,| = 1)
a Ghlopii¢ka kosodtverce pili odpovidajici Ghel u vrcholu
kosodtverce, le#i vektor e, na této uhlopi#{éce. Odtud
ihned plyne, Ze je kolineirnf s vektorem e; 1 e,, tj. Zeo
plati

e; + e = Je,,

kde |1| je délka uhlopiitky kosodtverce. Je-li pfitom

y < 5 ™ majf vektory' e, a e; + e, stejny smér a je

A>0,jelip > % 7, maji opatny smér a je 4 < 0. Na
druhé strané dostavame pomoci kosinové véty vztah

[A] = 2 |eos y|,
a odtud konené plyne, Ze je

e; 1+ e, = (2 cosp) e,.
Je tedy
e .e 1 e .e, = 2(e;.e,) cosp

(€, X &) + (e, X €;) = (2 cosy)(e; X &)
neboli — coz je totéz —

flg + v) + flp —y) = 2f(¢) cos p

9(p + ¥) + 9(¢ —y) = 29(g) cos y.
My jsme vsak uz vidéli, Ze funkciondlni rovnice

Mz + y) + hz —y) = 2h(z) cos y
ma nekoneéné mnoho feSeni

h(z) = A cosz + Bsinz.
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Funkece f(¢) a g(p) tedy majf tvar
Hg) =c,co89 + cysin g

9(p) = d, cos ¢ + d, sin @,

kde ¢,, ¢,, d;, d; jsou jistd redlnd é&fsla. Abychom tato
¢isla uréili, musime si uvédomit, Ze podle axidmi A,

aA;jef(0)=1ag [%] = 1. UkaZeme, ze kromé toho
je f(—’—;-] = 0 a g(0) = 0: Jsou-li e, a e, dva kolmé jed-

notkové vektory (e, | e,), provedeme rotaci ¢ okolo
osy e, o uhel w. Pak bude

e .e, = (e0).(ey0) = (—e,).e, = —e,.e,,

COZ zZnamena, Ze je e;.e, = 0, tj. /[_721] = 0.

BudiZ nakonec e libovolny jednotkovy vektor. Pak
z axiomu A, plyne, Ze jee X e = ke, kde k je redlné &islo.
Odtud vsak dostdvame
ke =e x e =(—e) x (—e) =—*k.e,
tj. k. = 0a g(0) = 0.
Timto postupem jsme uréili konstanty c,, ¢,, d,, ds:
¢, =d, =1,
¢, =d, =0,
a to ukazuje, Ze f(¢) = cos ¢ ag(p) = sin ¢.
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Z toho, co zde dosud bylo fedeno, miZeme tedy odvo-
dit tento zavér: Existuje-li skalarni a vektorovy soudin
vyhovujicf axiémiam A,, A,, A;, A,, pak pro libovolné
dva vektory a a b plati rovnosti

a.b = |a| |b| cos ¢,
a X b = (|a| |b|sin ¢)e,

kde ¢ je thel mezi vektory a a b.
Naopak miiZzeme bezprostfedng ovérit, Ze takto defino-
vané soudiny skuteéné vyhovuji uvedenym axiomim.
Tim jsme tedy vyfesili tikol, ktery jsme si dali na
zadatku tohoto odstavce.
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