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ULOHY K PROCVICENI

1. Uréete viechny funkce f(z) definované na celé -
selné ose a vyhovujici funkciondlnfi rovnici

Hz + y) — 2f(xy) — 3f(x) + (22* — 1) {(y) =
= 2x(xzy — 1) — 5.

Odpovéd: f(x) = x* + = + 1.

2. Urdete viechny funkce definované na intervalu
(0, ), jez jsou FeSenimi funkeionalnf rovnice

f@) = yf(x).
Odpovéd: }(z) = C log, =.

3. Urdete viechny funkce f(z), které vyhovuji nésle-
dujicim podminkdm:

a) je-li funkee f(x) definovina a spojitd v jistém bo-
dé a, pak existuje okoli 4 bodu « tak, %e f(z) je defino-
vana a spojita pro viechna z € 4;

b) nenf-li funkece f(z) v bodé a definovina, pak existuje
okoli 4 bodu « tak, e funkce f(z) je definovdna a spo-
jitd pro viechna z € 4, 2 # a, a plati lim |f(z)| = oo;

IT—ra
¢) funkce f(z) je feSenim funkcionalnf rovnice

f(x) 4+ Hy)

e+ 9= T 1@ i -



Ndvod: Nejprve dokaite, Ze pokud funkce f(x) spliiuje
uvedens$ tfi pozadavky, je uz nutné definovina v bodé 0.

Poté dokaite, Ze existuji éislaa >0ac 0 <c¢ < ,E,
tak, %e plati f(a) = tg c. Nakonec dokaite indukei, Ze

"% kde

plati f(z) = tg-sx pro kazdé x tvaru z = 0y

nam = 0 jsou celd &isla.

Odpovéd: f(x) = tg Az, kde A je libovolné realné
dislo.

4. Uréete viechny funkce f(x), které vyhovujf nasle-
dujicim podminkam:

a) je-li funkce f(z) definovana a spojita v jistém bodé «,
pak existuje okoli 4 bodu « tak, Ze funkce f(x) je defino-
véna a spojita pro viechna z € 4;

b) neni-li funkee f(x) v bodé a definovina, pak existu-
je okoli 4 bodu « tak, Ze funkce f(z) je definovana
a spojitd pro vSechna z € 4, * # a, a plati lim |f(z)| =
= o0} >a

c) funkce f(x) je FeSenim funkcionalnf rovnice

_ @ e —1
e+ =T+ 1w -

Odpovéd: f(x) = cotg Az, kde A je libovolné realné
islo.

5. Uréete viechny funkece f(x), které vyhovuji podmin-
kam a) a b) z obou ptedchazejicich iloh a jsou FeSenimi
funkciondInf rovnice

_ H=®) + fy) — 2f(=) f(y)
et = T Smmm




Ndvod: Ukazte, e funkce g(x) = 7(—:1'7—1 je Fése-
nim funkciondalni rovnice
glz)gly) —1
z = L0 IWF
9 +9) = @) + 9
1

1 4 cotg Ax
6. Uréete viechny funkee f(x), které vyhovuji podmin-

kam a) a b) z dlohy 4 a jsou fefenimi funkcionaln{
rovnioe

Odpovéd: f(x) = , kde 4 jerealné éfslo.

fx) + fly) —1

e+ 9 = 51 T ofty) — o) — 1
Odpovéd: f(x) = m, kde 4 je redlné ¢&islo.

7. Uréete viechny funkce f(z), které vyhovuji podmin-
kim a) a b) z ulohy 4 a jsou FeSenfmi funkcionalni
rovnice
f@) + Hy) + 2/@)fy)

1 — f(@)(y)

Ndvod: Dokazte nejprve, ze funkee f(x) je definovana
v bodé 0, a pak definujte f(z) pro racionalni hodnoty
proménné z.

Odpovéd: f(x)

flz+y) =

_ cx
T l—c¢xz—1)"

8. Za stejnych podminek jako v pfedchazejici tloze
uréete vSechna feseni funkcionalni rovnice

@) + fy) — 2f(x)f(y)
ety ="
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_ cx
T 14ecz—1)°

9. Uréete vsechny funkce f(zx), které jsou definoviny
a spojité na celé &iselné ose a Fesf funkciondlnf rovnici

fle + y) = f@)fy) —T—F@) . JT—F) .

Ndvod: Metodou, jiZz jsme Fesili d’Alembertovu rovni-
ci, dokaZte, Ze v8echna feSeni uvedené funkciondlni
rovnice jsou tvofena funkcemi f(z) = cos Az, kde 4 je
libovolné realné &islo.

10. Dokaite, Ze vSechny funkce f(z), které jsou defi-
novany a spojité pro viechna z, fesf funkciondlni rovnici

fz + y) + [z —y) = 2f(x)f(y)

a spliiuji podminku f(x) = 1 pro vSechna x, maji tvar

fla) = L2

Odpovéd: f(x)

kde a je kladné realné ¢&islo.

Ndvod: Vyuiijte metody, kterou jsme fesili d’Alem-
bertovou rovnici. DokaZte nejprve, Ze pokud je a > 0,
a # 1 libovolné realné &islo, existuji kladné realna &isla
¢ a b tak, Ze plati

a® + a=¢
fo) = —5— .

11. Dokazte, Ze vSechny funkce f(x), které.jsou defino-
viny a spojité pro viechna z a vyhovujf funkciondlnf

rovnici
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o+ 9) = f@) - fy) + VP@ — 1. VPe)—T,
majf tvar
a® + a*
fla) = L2,

kde @ je kladné realné é&slo.

12. Dokazte, Ze vScchny funkece, které jsou definovany
a spojité v intervalu (—1I, 1) a Yesf funkciondlnf rovnici

flay —YT—2*. T —9?) = f@) + o),

jsou tvaru f(z) = C arceos z, kde C je libovolné reilné
&islo.

13. Uréete viechny funkee f(z), jez jsou Fefenimi funk-
cionalni rovnice

f@ + y + axy) = f@)f(y),
kde a je pevné realné &fslo.
Odpovéd: f(x) = (1 + ax)e.
14: .Uréete viechny funkce, které fesf funkcionalni
rovnici
2>+ 9% = f@) + Hy) -
Odpovéd: f(x) = cxn; ¢ je libovolné realné &islo.

15. Uréete viechna feSeni funkciondlni rovnice

mZ 2
y

Odpovéd: f(x) = const,
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