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I. MNOZINY

MNOZINA TRAMPOT S MATEMATIKOU

1.1 POJEM MNOZINY
Ctendr se dozvi, jak se v matematice povZiva
pojem ,,mnoZina®

Predstava, Ze s matematikou jsou néjaké trampoty,
se nam nelibi — doufame naopak, Ze naSe knfzka pti-
nese ¢tend¥i mnoZinu piijemnych chvil a on sém uéini
mnoZstvi zajimavych objevi.

Nikdo z néis ted zfejmé nema jasnou predstavu o tom,
co se mini mnoZinou ptijemnych chvil ¢ mnoZinou
trampot, stejné jako nevime, co to je mnoZstvi') penéz.

Nez ptikrodime k presnéj§imu objasnéni pojmu mno-
Ziny, uvedme radéji jesté nékolik piikladi:

M,: mnoZina ¢&isel 1, 2, 3, 7;

M,: mnoZina viech prvodéisel;

M,: mnoZina v8ech racionalnich ¢isel, kterd jsou feSenim
rovnice 5z + 3 = —0,5;

M,: mnoZina vSech realnych d&isel, kterd jsou FeSenim
rovnice z2 4+ 9 = 0;

M,: mnofina vSech t¥d zikladni Skoly ve Stépinské
ulici v Praze;

M,: mnoZina, kterd obsahuje pouze slovo ,,mnoZina‘“;

M,: mnozina vSech délitela éisla 24;

M;: mnoZina v§ech p¥{mek v roviné, které jsou navzajem

kolmé.

1) Ptipomenme zde, Ze pojemn mnoziny zavedl do matematiky
némecky matematik Georg Cantor (1845—1918). Ten k ozna-
¢eni nového pojmu zvolil némecké slovo ,,Menge‘‘, které md
vyznam ,mnoZstvi‘‘, v &edtind se viak toto slovo neujalo,
8 blirllo pozdéji nahrazeno novym slovem ,,mnozina‘‘. (Pozn.
prekl.)



Na rozdil od p¥edchozich slovnich spojeni, ve kterych
jsme pouzili slova ,,mnoZina* misto obvyklého slova
,,mnozstvi‘‘, maZeme v piikladech M, az M, rozhodnout,
zda néjaky objekt naseho hmotného & myslenkového
svéta v dané mnoziné lezi ¢ nikoliv. Objektim leZicim
v néjaké mnoziné budeme tikat prvky mnoziny.

NasSe priiklady objasnuji, jakymi zpisoby muZeme
mnozinu popsat. V nékterych ptipadech toho doséhneme
piimym vyétem vsech prvka mnoziny: M, = {1, 2, 3, 7},
M, = {—0,7}, M, = {mnozina}. Pf¥i vyétu prvkd mno-
Ziny M; nesmime piehlédnout, e jejimi prvky nejsou
Zaci, nybrz tfidy, tj. mnoZiny zaku. Popis mnoZiny
vyttem jejich prvka by vsak selhal u takovych mnozin,
které maji prvkd nekoneéné mnoho (napf. mnoZina
M,). Takové mnoZiny se nazyvaji nekoneéné, na rozdil
od konednych mnoZin, které maji jen koneéné mnoho
prvki. Jiny, univerzalnéjsi zpusob popisu mnoZiny M
spodivd v nalezeni takové vlastnosti, kterou maji pravé
jen véechny prvky dané mnoziny M. MnoZinu M tedy
popiSeme pomoci vyrokové formy H(x), coz je, zhruba
feleno, slovni spojeni obsahujici proménnou, po jejimz
nahrazeni objektem z defini¢niho oboru E vyrokové
formy dostaneme pravdivy & nepravdivy vyrok.

Pravé ty objekty = definiéniho oboru E, pro které se
H(x) stane pravdivym vyrokem, budou prvky mnoziny
M. Piseme pak M = {x: H(x)}. Tak miZeme psit M, =
={x:xeQabr+3=—05}, M,={x:ze Njazxje
prvotislo}, M, = {x:z€ R a 22 + 9 = 0}. Vyrokovou
formou H(x) miZeme charakterizovat néjakou mnozinu
dokonce i tehdy, kdyZ (jesté) nevime, pro které objekty
z definiénfho oboru je vyrok H(z) pravdivy. Tak mi-
Zeme napi. mluvit o mnoziné M, = {z: x je prvoéislo
a 101000 <x < 10100000}.

Chceme-li charakterizovat mnoZinu M, vyétem jejich
prvki, zjistime, Ze neexistujé Zadné realné &islo, které
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by bylo feSenim rovnice z* -+ 9 = 0, tj. mnozina M, je
,,prazdna®. MnoZinu, ktera #idny prvek neobsahuje,
nazyvame prazdnou mnoZinou a oznalujeme ji symbo-
lem @. Vyskytuji se mezi mnoZinami M, a%Z M, jesté
dalsi prazdné mnoziny ?

Lezi-li prvek £ v mnozZiné M, piseme x € M, v opaé-
ném piipadé pak = ¢ M, napf. 3¢ M,, 11e€ M, mno-
#ina € {mnoZina}, 7¢ M, Pro oznafovini mnoZin bu-
deme pouiivat velkad pismena latinské abecedy A, B,

..M, ..., X, Y, kterd budeme ptipadné doplihovat
indexem (M, B,). Prvky mnoZin budeme obvykle
oznadovat malymi pismeny @, b, ..., z,y, ... (pfipadné

téz s indexy).

Bez ohledu na uvedené piiklady uéinime ndsledujici
dtlezitou dimluvu spojenou s pojmem mnoZiny: Kazda
mnoZina musi byt jednoznaéné uréena svymi prvky, tj.
svym ,,obsahem‘. Mno#ina trampot nemizZe tedy byt
mnozinou v matematickém smyslu.

Nyni by se mohlo zdat, Ze se ndm uZ podatilo ziskat
pro dalsi dvahy dostatedné ptesnou predstavu pojmu
mnozina. A pfece ne kazda vlastnost skuteéné jedno-
zna¢né urduje mnoZinu. UvaZujme nap¥. vojika, jenz
ma holit vSechny pifslusniky své jednotky, ktefi se
necholi sami; jak se pak md takovy vojak zachovat
k vlastnimu vousu ? Nebo zkusme sestavit ,,mnoZinu‘ M
vSech mnozin, které nejsou svymi vlastnimi prvky. Lze
utvofit takovou mnozinu ?

ObtiZe, které vznikaji p¥i rozhodovani, zda jednotlivé
objekty do uvaZované mnoziny patfi ¢ nikoliv, spoéi-
vaji v oblasti logiky. Piipad, kdy je mnoZina M zaroveni
svym vlastnim prvkem, musime vyloudit. My se ale
napiisté budeme zabyvat jen takovymi mnoZinami,
u kterych se shora uvedené paradoxy nevyskytnou.

Piestoze jsme probrali pojem mnoZiny a objasnili ho
na piikladech, vyhnuli jsme se tomu podat jeji pfesnou

9



definici. To u takovych zakladnich pojmu, jako je mnozi-
na nebo bod, také ani nejde; vidyt k tomu bychom
potfebovali néjaké jesté jednodussi (a v tomto smyslu
zalkladnéjsi) pojmy.

STEJNE, NEBO RUZNE?

1.2 ROYNOST MNOZIN
Podrobnéji o rovnosti poétu prvkia mnoZin

Uvazujme mnoziny' 4 = {a:z€ Ra222 — 2z — 12 =
=0}, B={—-2;3}aC = f?,; —2}. Piedeviim miZeme
zjistit, Ze kazdy prvek jedné z mnozin 4, B, C' je zaroven
prvkem i ostatnich dvou (ovéite to!). Mnoiiny 4, B, C
se tedy lisi jen ve svém popisu; maji stejné prvky, stejny
obsah. ProtoZze kaZdd mnoZina je jednoznadné uréena
svymi prvky, miZeme definovat:

Definice 1.1. Necht M, a M, jsou dvé neplazdne mno-
ziny. M, a M, se na,zyva.]l sobe rovné, prave kdyz kazdy
prvek mnoZiny M, je zaroven prvkem mnoziny M,,
a naopak — kazdy prvek M, prvkem mnozZiny M,, tj.

M, = M,, pravé kdyZ pro viechna z plati x e M, &
sze M,

Prazdné mnoziny se navzajem rovnaji.

Pro implikaci ,,jestlize . .. pak‘ uZivime symbolu =,
znamena tedy ,, x € M, = ze M, vyrok , kdyz x e M,,
pak (také) x e M," nebo, jinak Fedeno, ,z z€ M, vy-
plyvad x € M, Plati-li zarovenx € M, = x € M, o také
xe M, =>xe M, piseme obvykle xe M, zxec M,
(viz také odstavec 2.2). °

Nejsou-li mnoziny M, a M, sobé rovné, piSeme M, #*
# M,. Vztah rovnosti, definovany v D(1.1), ma zfejmé
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pro libovolné t¥i mnoziny M,, M, M, nasledujici tii
viastnosti:
(1) Kazdd mnoZina je rovna sama sobé, tj. plati M, =

= M,.
(2) Z rovnosti M, = M, plyne M, = M,.
(3) Zrovnosti M, = M,a M, = Myplyne M, = M,

P#i zjistovani, jsou-li dvé mnoziny 4 a B sobé rovné,

muzeme pouzit D(1.1) takto: pfesvédéime se, zda pro

- kaidy prvek a € A je také a € B, a obricené, zda také
kazdy prvek b € B patii do A.

Mnozina, ktera obsahuje pouze jeden prvek, se nazyvi
jednoprvkova; takova je mnoZina M, v naSem piikladé
v odstavei 1.1, Existuje nekoneéné mnoho raznych jed-
noprvkovych mnozin, naproti tomu existuje praveé jedna
prizdnd mnoZina. Pro mnoZiny oznadéené v odstavei 1.1
jako M, a Mg plati tedy M, = My = §. Také mnoZina
L = {z: 2 # x} je jen jinak zapsand prazdnéd mnozina,
protoZe neexistuje objekt, ktery by nebyl sam se sebou
identicky.

UCITEL JE TAKE JENOM
CLOVEK

1.3 PODMNOZINY
O vlastnich a nevlastnich podmnoZinach, o potenéni mnoZind
a8 0 mnoZinidch, které nemaji Z4dny spoleény prvek

Kazdy vi, co réeni., Utitel je také jenom é&lovek*
vyjadifuje: sotva od néj miuZeme &ekat néco nadlidské-
ho, tieba Ze by byl vievédouci nebo neunavitelny. Pro
stifzlivého matematika vyjadfuje uvedené réeni pouze
vztah mezi mnoZinou uditeli a mnoZinou vSech lidi.
Skutetnost, ze kazdy uditel je ¢lovék, vyjadii takto:
Mnozina uditelt je podmnozinou mnoziny vsech lidi.
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Takovyto vztah ,,podmnoZina — mnoZina‘‘ se obje-

vuje ¢asto:

— Mno#ina vSech sudych ¢isel je podmnozinou mnoziny
Z vsech celych &isel.

— Mnozina vsech prvoiisel je podmnoZinou mnoziny
viech prirozenych &isel.

— Mnotzina feSeni rovnice 4z + 7 = —1 je podmnoZi-
nou FeSeni nerovnice 2 — 3x > —I1.

Definice 1.2, Necht M, a M, jsou mnoziny. Pak se M,
nazyva podmnofinou M, (symbolicky: M, C M,), pravé
kdyz kazdy prvek M, patii také do M,, tj.

M, C M,, pravé kdyZ pro kazdé x plati: xe M, =
=>zxze M,

Specialné se M, nazyva vlastni podmmnoZinou M,,
pravé kdyz plati: M, C M,a M, # M,.

@

M1

Obr. 1

Vztah byt podmnoZinou se také nazyva inkluze. Na
obr. 1 je znazornéno M, C M,. Viimnéte si Ze symbol
€ muze stit jen mezi prvkem a mnozinou, zatimco C
jen mezi dvéma mnozinami.

Z D(1.2) ziskdme nékolik dasledku:

— Prazdna mnozina je podmnoZinou libovolné mnoziny
M, nebot neexistuje zadné z v @, které by nepattilo
také do M.

— Ka#d4 mnoZina je svou podmnozinou.
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— Ze vztahu M, C M,a M, C M, plyne M, C M,.
Nasledujici véta V(1.1) vyjadfuje vztah mezi-rov-
nosti a inkluzf.

Yéta 1.1, Pro libovolné dvé mmofiny M, a M, plati:
M, = M,, pravé kdyZ plati zdroveir M, C M, ¢ M, C
CcM,.

Dikaz véty plyne z D(1.1) a D(1.2).

V nasledujicim piikladu ukdzeme, jak lze vyuiit
V(1.1) k dikazu rovnosti dvou mnozin: chceme dokézat,
Ze mnozina A vSech nezdpornych sudych ¢&isel je rovna
mnoziné ¢ viech téch celych nezapornych &isel, jejichz
druha mocnina je sudé é&islo.

V prvém kroku ukiZeme, Ze A C @: kaidy prvek
z € A se da psat ve tvaru z = 2n pro n € N,. Z rovnosti

= (2n)2 = 2.2n? plyne x € @, takie 4 C Q.

Druhy krok: Necht y € Q je libovolné a y = phiple. ..

p:" (A4; > 0) je jeho rozklad na prvocinitele; ten je
aZz na potadi uréen jednoznadné. ProtoZze podle pied-
pokladu je y? = p2hip2h ... p*s sudé, musi byt jeden
z prvodiniteld p; ¢isla y® roven 2. Je tedy 2 také jeden
z prvodiniteld &éisla y, a to je tedy sudé. Je tudiz @ C 4.
Z obou krokt plyne A= Q.

Uvazujme mnozinu vsech podmnozin mnozm B =

a, b, ¢} a oznadme ji Z(B). Je tedy #(B) = {0 {a},

= {
ONCRODNON c} {a, b, c}}.

Definice 1.3. Budiz M libovolnd mnoZina. MnoZina
viech podmnozin mnoziny M se nazyva potenéni mnofi-
na mnofiny M; budeme ji znadit P(M): P(M) = {X:
X C M}

Pro libovolnou mnozinu M jsou § a M prvky (M),
je tedy potenéni mnoZina mnoziny M neprazdna.
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V shora uvedeném ptikladé ma B tii prvky, jeji po-
tenénf mno%ina m4 2° = 8 prvki. Je-li M jednoprvkova,
pak zfejmé potendni mnozina #(M) obsahuje pravé dva
prvky @ a M. Potendni mnozina dvouprvkové mnoZiny
{a, b} sestiva z 2% = 4 prvka 0, {a}, {8}, {o, b}.

Analyza dosud ziskanych vysledku nas pfivadi k do-
mnénce, %e potenénf mnoZina n-prvkové mnoziny ma
prévé 2» prvku.

K dukazu spravnosti nasi domnénky pouzijeme meto-
du, kterad byva oznadovana jako matematickd indukce.
Tento postup umoziiuje dokazovat platnost obecnych
vyrokit H(n), které ziviseji na parametru 7€ N,:
Ukézeme-li v 1. kroku, Ze dokazovany vyrok H plati
pro né&jaké podatetni nye N, (¢asto pro 0, 1 nebo 2),
a v 2. kroku, Ze z platnosti H(k) vyplyva platnost
H(k + 1), pak plati H(n) pro vSechna cela &isla n = n,.

Nas vyrok o poétu prvkia 2(M) je pron = 1 pravdivy,
zbyva tedy provést jesté 2. krok matematické indukee:
Piedpoklidejme, %e potenéni mnoZina k-prvkové mno-
Ziny M ma 2% prvku. Pfidame-li k mnoZiné M dalsi
prvek a,,,, podet prvka 2 (M) se zdvojnasobi, nebot ke
kaidé pavodni podmnoziné mnoziny M pfibude jests
odpovidajici podmnozina, kterd z ni vznikne p¥idanim
prvku a,,,. A takto taky dostaneme véechny podmnozi-
ny, protoze takovd podmnozina bud neobsahuje a;.,,
a pak byla podmnozinou i ,,ptivodni“ mnoZiny, nebo
obsahuje a;,,, a pak se d4 utvofit z jedné z podmnozin
»pvodni‘ mnoziny pfidanim prvku a,,,. M4 tedy po-
tenni mnozina (¢ 4 1)-prvkové mnoziny 2.2k = 2+t
prvki.

Nemaji-li dvé mnoziny 4 a B spoledny prvek, nazy-
vaji se disjunkini. Maji-li A a B asponi jeden spoledny
prvek a pfitom kazdd z nich obsahuje aspon jeden dalsi
prvek, ktery v druhé mnoZiné nelezi, miZeme ¥ici, Ze se
obé mnoziny navzijem Edsteéné prekryvagi. Jsou-li A, B
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dvé neprazdné podmnoziny néjaké mnoziny M, pak
ziejmé nastane vidy pravé jedna z néasledujicich péti
moznosti:

a)Ad =B, b)ACB a A+B, ¢c)BCA a 4 # B,
d) 4 a B jsou disjunktni, e) 4 a I3 se navzajem &astetné
piekryvaji (obr. 2).

O

al bl ¢l d/ el

Obr. 2

PETROVY SANCE U HEZKE
KRISTYNY — POUHE
NEDOROZUMENT ¢

1.4 MNOZINOVE OPERACE
{tend¥ se sezndmi s operacemi priniku, sjednoceni a rozdilu
mnoZin, jakoZ i s jejich vlastnostmi

Petr vitézoslavné oznamuje svému piiteli Wolfgan-
govi, Ze mé dobré Sance u hezké Kristyny, protoze podle
jejich vlastnich slov mé obzvlast rada sportovni mladiky
a kuderavé blondaky. Wolfgang vSak ohromené namita:
,,Ale ty mas pFece erné vlasy.” Tato ndmitka zas udi-
vuje Petra, ktery se brani: ,,Ale zato jsem piece velice
sportovni, vidyt na posledni 8koln{i télovychovné slav-
nosti jsem ziskal tfi prvni ceny.

BohuzZel nemizeme rozhodnout, kdo z nich mél vice
dtvodd se divit, protoze Kristyna se nevyjadtila jasné.

Nésledujici formulace jsou podobné nepiesné:
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(1) Rovnoramenné a pravoithlé trojihelniky maji dva
dhly velikosti 45°.

(2) Rovnoramenné a pravoiihlé trojuhelniky maji sou-
det whla 180°.

(8) Cisla délitelnd &tyfmi a Sesti jsou sud.

(4) Cisla délitelnd étyFmi a Sesti jsou rovnéz délitelnd 12,

(5) Monoténni a ohraniéené posloupnosti jsou konver-
gentni.

(6) Monoténni a ohraniéené posloupnosti mohou mit
nejvyse jednu limitu.

Formulace (1) je vyrok o trojuhelnicich, které jsou
zarovenl rovnoramenné a pravouhlé, zatimeco vyrok (2)
plati pro vSechny trojahelniky, které jsou rovnoramenné
nebo pravothlé; plati dokonce pro kazdy trojihelnik.
Oznaduje-li P mnoZinu pravouhlych a R mnozinu
rovnoramennych trojihelnik, pak oborem pravdivosti
vyroku (1) je mnoZina vSech prvku, které prislusi jak P,
tak R; takovou mnozinu nazyvame prianik P a R a pi-
geme P ()} R. Naproti tomu, mame-li na mysli mnozinu
viech téch prvku, které lezi aspon v jedné z mnoZin
P nebo R, pak mluvime o sjednoceni P a R, symbolicky
P (J R. Sjednoceni P {J R se tedy sklada z téch prvku,
které leZi v P, ale nelezi v R, z téch, jeZ leZi v R, ale nelezi
v P, a z téch, které lezi v obou mnozinich P, R. Oznadi-
me-li jesté mnozZinu vSech prvki, které lezf v P, ale
nelezi v R, jako rozdil P \ R, pak mtZeme psit P {J B =
= (P\R) U (R\P) U (PN R), coz znazortiuje obr. 3.

Rozeberte vyroky (3) aZ (6) stejnym zplisobem.

To, co jsme pravé probrali, shrneme v nasledujicich
definicich: Necht M, = {z:z e E a H\(z)} a M, = {x:
x € E a Hy(x)} jsou dve mnoZiny s deﬁménlm oborem E.

Definice 1.4. Prinik mnoZin M, a M, je mnoZina
M, N _M2 = {a: xe E a (H,(x) a zirovenn H,(x))};
tj. M.NNM,e (xe M,azxze M,).
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Definice 1.56. Sjednoceni mnotin M, a M, je mnoZina
M, UM, = {x:xe E a (H,(x) nebo H,(x))};
tj. ze M, UM, (xe M, nebo xe M,).

Definice 1.6. Rozdil mnoZin M, a M, je mnoZina
M\ M,={x:2€ E a (Hy(x) a ne Hyx))};
tj. re M\ M, (xe M,ax ¢ M,).

Prunik, sjednocenf a rozdil dvou mnozin M, a M, jsou
témito mnoZinami uréeny jednoznaéné, coz je ziejmé
také tehdy, jsou-li jedna nebo obé mnoZiny prizdné.
Jesté si v§imnéte, Ze slovo ,,nebo’ se v definici sjedno-
ceni (a v matematice béZné) pouZivd v nevyludujicim
smyslu. Na rozdil od M, (J M, miZeme mnoZinu téch
prvku, které patii bud do M,, anebo do M,, popsat jako
(M, U M)\ (M, () M),

) Tato operace se ndkdy nazyvd symetricky rozdil mnoZin
M, a M, a oznaluje se jako M, A M,. Pfitom je také M, A
A M, = (M, \ My) U (M, \ M,).

Na tomto mist® navic pfekladatel vypustil jednu vétu, kterd
v &estind ztrdei smysl. Némecky vyraz pro prinik (Durch-
schnitt) m4 totiZ jedtd dalsi vyznamy (prafez, primér), a tak
jo dobfe si asponi uvédomit, jak je slovo prinik vystiZné a je-
dine&né, od je v tomto sméru n4s jazyk bohatsi (viz téZ pozn.
na str. 7). (Pozn. prekl.)
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UvaZujme rozdil E \ M zékladni mnoziny E a mnozi-
ny M, tato mnoZina se dasto nazyva doplnék mnoZiny
M vzhledem k E a znaéi se My. Nebude-li hrozit nedoro-
zuméni, budeme také tento doplnék oznadovat struéné
M'. Podle D(1.6) ]e tedy Mz ={x:xc E a ¢ M}.
Polozime-li jesté My = (ME)z, plati zfejmé Mz = M.

Pii popisu matematickych souvislosti budeme é&asto
pouZivat nasledujicf mnozinové vyjadfovani:

— Oznaduje-li Ny mnozinu vsech celych nezdpornych
disel, M,, M, a M, mnoZiny celych nezépornych
&isel po fadé délitelnych 2, 3 a 6 a M, mnoZinu vsech
lichych nezdpornych &fsel, pak je napt. M, Y M, =
—NO’M n M2 'M3’ (Md)No= -erM UM =
=M, M, N\ M; =M,

— Prinik dvou raznych ptimek roviny je bud priazdny,
anebo mnoZina, ktera obsahuje pravé jeden bod.

— Mnozinou Fedeni soustavy rovnic
r+ 4y =3, (1)
r+y=0 (2)
je pranik mnozin Feseni rovnice (1) a rovnice (2).

— Mnozinou FeSenf nerovnice [ — 1| > 2 je sjednocen{
mnoZin fefeni nerovnicz —1 >2ax—1 < —2.

Z mnozstvi vlastnosti mnoZinovych operaci shrnujeme
v nasledujici vété nékteré dalezité.

Yé&ta 1.2. Necht A, B, C jsou libovolné podmnofiny zd-
kladni mnotiny E, pak plati ndsledujici tvrzeni:
(1) Viastnosti pramiku a sjednoceni
(lay ANB=BNA4d,

(la) AUB=B{ A,

(1b) (A4 ﬂB)(\0=A NBNO,
() AUBUC=4UBUO),
(le) A NA=4,

(1) A UA = 4.
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(2) Souvislost praniku a sjednocent

(2) ANBUC) =4 NB)Y(4NO,
(224 JyBNC)=AJIB)NAJO),
(2b) ANAUB)=4,
2b') A J (4 ) B) = 4.

(3) Souvislost praniku a sjednoceni s rozdilem

3a) A NB\NC=(A\NC) N(B\CO),

(3a’) (A UB)\C = (4\C) U (B\O),

(3b) C\ (4 N B) = (C\4) Y (C\ B),

(3b") C\ (4 U B) = (C\ 4) ) (C\ B).
(4) Souvislost mmoZinovijch operact s inkluzi

(4a) ANBCA,

4a) A C A U B,

(4b) A N

(4b') 4 U

(4c) C C

4y ACCaBC

(4d) ACB=>A\C

(5) Uloka mnoZin ® a E

=

nanuH

@s}m@

¥

Véta zahrnuje nékteré specm,lm ptipady: dosadime-li
do (3b) a (3b') C = E, dostaneme tzv. de Morganova®)
pravidla
3) Augustus de Morgan (1806—1871), anglicky matematik;

zaby val se zejména infinitezimalnim poétem, algebrou a prav-
dépodobnosti.
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(ANB =4 UB, (AUBy =4 (OB.

Podobné dostancme ze (4d) pro C = E implikaci
A C B = B C A4’ atvrzeni (5¢) a (5¢') davaji specialné
pro B = A’ vztahy A NN A" =0, A Y A’ = E. Ctena¥
si pt pozorném sledovani uvedené véty snadno uvédomi
zprvu zarazejici analogii mezi operacemi ,, ("} a ,,{J*".
Ke kazdému tvrzeni je tu také uveden jeho jaksi ,,zrcad-
lovy obraz‘‘, vyjma ovSem tvrzeni (4d), kde se vyskytuje
jen rozdil mnozin. Tvrzeni piejde ve svij ,,zrcadlovy
obraz‘, jestliZe navzajem zaménime symboly , N}
a,,U“ a zdroveh mnoziny @ a E. Piitom se také obrati
piipadné inkluze, nebot A C B je podle (4b) ekvivalentni
A (B = 4,ak tomu je ,symetricky vztah 4 Y B =
= A, coz je podle (4b’) ekvivalentni B C A. Matema-
tici tuto dalekosahlou analogii prozkoumali a obecné
dokdzali, Ze s kaZdym tvrzenim V(1.2) plati také
jeho ,zrcadlovy obraz‘ — Fikame dudlni tvrzeni. Kdy-
bychom nechtéli této znalosti vyuZit, museli by-
chom dokazovat kazdé z 27 tvrzenf V(1.2), zatimco
takhle plyne platnost tvrzeni (la’) aZ (5¢’) uz z dua-
kazu (la) a% (5¢). Ale protoZe vsechny tyto diuka-
zy probfhaji podle téhoz vzoru, nebudeme zde pro
vadét ani jedno, ani druhé, a misto toho se omezi-
me na nékolik piiklada, které dostateéné objasni
“mozné metody dikazu.

Nejprve vSak poukaZme jesté na to, Ze tvofeni pri-
niku a sjednoceni lze rozsifit na systémy IN vice, &i
dokonce nekoneéné mnoha mnozin: do priniku mnoZin
z M budou”pattit pravé ty prvky, které leii v kazdé
mnoziné z M, a do sjednoceni mnoZin z M pravé ty
prvky, které patif alesponi do jedné mnoziny z M. Také
tvrzeni véty (1.2) pak maji smysluplnd zobecnéni; (1b)
muiZeme napk. vyjadiit ve tvaru ,,V priniku muzeme
libovolné rozmistit &i odstranit zdvorky‘‘ a (3a) pro étyfi
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mnoziny 4, B, C, D dostane tvar (4 N B N C)\ D =
=(A\D) N (B\D) N (C\D).

K dikazu tvrzeni (1b) si nejprve uvédomme, Ze uve-

denou rovnost mnozin (A N B) N C =M a A N (B N
N C) = N dostaneme, potvrdime-li, Ze je jak M C N,
tak i N C M (srov. odstavec 1.3). Je-li tedy z € M,
tj. xe (A N B) NC, pak plati jak ze A ) B, tak
ze C, odkud dale plynexe Aaze Baxe C. Le#i-lix
v kazdé :e tii mnozin 4, B, C, pak jetaké ze A aze
eBNC, tedyze ANMBNC)=N.Je tudiz M C
CN.
Jelli ze N, tj. ze ANBNC), tak je zc 4
axe B ( C, odkud opét plyne, Ze x leZi v kazdé z mno-
zin A, B, (. Proto plati xe A N\ B a xe€ C, a proto
ze{(ACBNC=M Je tedy také N C M, coz
spolu s M C N dévé rovnost M = N, c. b. d.

Timto postupem muZzeme v zisadé dokdzat vSechna
tvrzeni V(1.2); jde v podstaté jen o pouziti odpovidaji-
cich definic. At se ¢tendt sam pocviéi na nékterém z dal-
Sich tvrzeni uvedenych v bodé (1)! Dejte vSak pozor na
to, Ze muozZinové diagramy, které se fasto pouZivaji

{AaBlaC = Ana(BnC)]

Obr. 4
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k zndzornéni tvrzeni V(1.2), jako napi#. diagram na
obr. 4 pro tvrzeni (1b), rozhodné nejsou matematickym
dikazem, vidyf znazornuji jen jednu z mnoha mozZnych
konstelaci mezi mnoZinami A, B, C. Shora uvedeni
metoda ditkazu predpoklada ovsem spravné zachizeni
s logickymi operacemi ,,a‘“ a ,nebo‘.

Jinou moZnost nabizi tzv. tabulkova metoda, kterou
objasnime na dikazu (3a):

A B ¢ AQB (ANBN\C 4\C B\C (A\ON(B\Cy
1 11 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1
1 01 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
011 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 1 0
001 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0

Tabulku chapeme takto: Lezi-li prvek x v nékteré
z mnozin, pak zapifeme symbol ,,1°, jinak ,,0°. V prv-
nich tifech sloupcich jsou probrany vscchny moznosti
pro pfislusnost prvku z ke kaZdé ze t¥{ mnoZin 4, B, C.
S pouzitim definic D(1.4) az D(1.6) pak zapisujeme do
ostatnich sloupct ,,1° nebo ,,0°. Srovnini patého
a osmého sloupce ukazuje: x € (4 ) B)\ C, pravé kdyZ
ze (ANCY N (B\C), c. b. d.

Jako cvi¢eni dokaite pomoci tabulkové metody dalsi
diléi tvrzeni V(1.2)!

Nékdy lze doporudit metodu nepiimého diakazu,
zejména ale u tvrzeni uvedenvch v éasti (4) V(1.2),
ve kterych vstupuje do hry také inkluze: V dukazu (4c’)
dejme tomu, Ze existuje prvek z € 4 (J B, ktery nelezf
vC.Zxe A ) B ale plyne, Ze z patff alespon do jedné
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z obou mnozin 4 nebo B. ProtoZe podle pfedpokladu
jsou obé mnoziny podmnozinou C, plyne odtud také
x e C, coz je ve sporu s nasim predpokladem. Ten je
tedy t¥eba zavrhnout, a plati tedy 4 U B C C, ¢c. b. d.

Na zivér se vratme k de Morganovym pravidlim,
kterd bychom pro jejich dileZitost méli dokazat, tieba
tabulkovou metodou:

A B A’ B A(\B AUB (A(\B)' (AUB) A'(\B’ A’UB’
110 0 1 1 0 0 0 0
1001 0 1 1 0 0 1
011 0 0 1 1 0 0 1
0011 o0 0 1 1 1 1

Rovnost sloupci (4 (} B)' a A’ J B’ a sloupeta (4 U
U B) a A’ () B’ dava tvrzeni, ktera se méla dokazat,

TVORENI DVOJIC

1.5 KARTEZSKY SOUCIN
(tend¥ se divérné seznimi s kartézskym soulinem mnoZin
8 jeho vlastnostmi

Petr pozval na oslavu svych narozenin Wolfganga,
Rolfa, Uweho a Holgera a také Conny, Ingrid a Anu.
Pfipravil rychlou taneéni hudbu na nejméné pét kol,
aby mohl kazdy chlapec s kazdou divkou jednou tanéit.
Je jeho plan spravny ?

NapiSeme-li tanedni piry ve tvaru (Wolfgang, Ana)
na prvnim misté tedy stoji vidy chlapec a na druhém
jeho taneéni partnerka, utvofime, matematicky Feéeno,
usporddanou dvojici. Jeji proni slofka je prvek mnoZiny
A chlapci a jejf druhd slofka prvek mnoZiny B dévéat,
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Napiseme-li viechny mozné usporddané dvojice prvka
nepriazdnych mnoZin 4 a B, dostaneme tak novou
mnozinu A X B (¢ti ,,4 krat B‘), ktera se nazyva kar-
tézsky soudin.

Definice 1.7. Necht 4 a B jsou neprazdné mnoziny.

(1) Ka?da dvojice (z, y), kde x€ 4 a y € B, se nazyva
usporddand dvojice prokd mnofin 4 a B. Dvé uspo-
fidané dvojice (x,, ¥;) a (%, ¥,) se rovnaji, pravé
kdyZ ®, = %, 8 y; = Y».

(2) Mnozina vsech usporada,nych dvojic (z,y), kde
xze€ A a ye B, se nazyva kartézsky souéin A x B
mnofin AaB: A X B={xy):x€ Aaye B}.

V této definici je rovnéZ zahrnut dasto se vyskytujici
zvla§tni piipad, kdyZ jsou obé mnoZiny A4, B stejné
(4 = B). O tento p¥ipad se jedna, kdyZ napi. tvofime
kartézsky soudin R x R, tedy uvaZujeme-li mnoZinu
viech uspofadanych dvojic redlnych &isel. Zavedenim
soufadnicového systému v roviné mizeme, jak znimo,
ka%dému bodu této roviny vzajemné jednoznaéné prifa-
dit uspofadanou dvojici (z, y) jeho soufadnic. Teprve
toto vzajemné jednoznaéné ptitazeni mezi body roviny
a mnoZinou R x R umoziuje potetni feseni geometric-
kych otazek. Tato ,,analyticka geometrie’ byla vytvo-
fena René Descartesem (lat. Cartesius?)); odtud také
oznadeni , kartézsky souéin pro 4 x B. Kdybychom se
chtéli zabyvat analytickou geometrii v trojrozmérném
prostoru, tak bychom museli k jednoznaénému oznaéeni
bodlt prostoru pouzit uspofddangch trojic (x,, x,, x,),
plidemz z,, ,, ;€ R. Nehledé na tento specialni pfi-

4) René Descartes (1596—1650), francouzsky filozof a mate-
matik; jeho hlavni matematickou zdsluhou je poloZeni zdkladu
analytické geometrie.
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pad, miZeme se pfirozené zabyvat pojmem uspofadané
trojice (x, y, z) pro libovolné mnoziny A, B, C, jejichz
prvky budou tvoiit slozky trojice: xe€ 4, ye B, ze C.
Také zde je duleZité jen to, Ze dvé takové uspofidané
trojice se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji po sloZkach.
Mnozina viech uspofadanych trojic (z, y, ), kde z € A4,
y€ B, ze C, se nazyva kartézsky souéin A x B x C
mnoZin A, B, C.

Analogicky mluvime o uspofddané n-tici (x, z,, ...,
z,) prvkd mnoZin A4,, A,, ..., 4,, kdyZz z;€ A; pro
1€ {1,2, ..., n} a kdyz plati, Ze dvé n-tice se rovnaji,
pravé kdyz se rovnaji po slozkdch. MnoZina vsech uspo-
fadanych n-tic se nazyva kartézsky souéin A, x A, x
X ... X Ay mno¥in A,, Ay, ..., A,. Je-li specidlné
A, =4,=... =A,=A, nazyvise 4 x 4 x ... X
x A Casto také n-td mocnina mnoZiny A a oznaduje se
Ar. PoloZime-li jesté 4! = A, bude symbol A4* defino-
van pro viechny celé kladné exponenty. ProtoZe u uspo-
fidané dvojice podstatné zalezi na pofadi prvki, odli-
Sujeme ji od mnoziny {z, y}: zatimco je {z, y} = {y, =},
plati (x, ¥) = (y, ), pokud = == y.

O vsech mnozinich vyskytujicich se v nasich dvahach
se zatim pfedpokladalo, Ze jsou neprazdné. Toto omezeni
muZeme odstranit dodatednou umluvou, z¢e M x @ =
=0 x M = @ pro kazdou mnozinu M.

Kartézsky soudin hraje v matematice dileZitou dlohu
jednak pii zavadéni tak zdkladnich pojmi, jako je
relace (srov. kapitolu 2) a zobrazeni (srov. odstavec
1.6), jednak pifi konstrukei novych matematickych
utvari. Tak miZeme konstruovat zlomky jako uspo-
fadané dvojice (a, b) celych nezapornych &isela, b (b #~ 0)
tedy prost¥ednictvim kartézského soudinu N, x (Ng\
\ {0}); jenom piSeme uspotidanou dvojici (a, b) ve tvaru

a wel, - .
3 2 fikdme ji zlomek.
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Nakonec jesté prozkoumame, jaka pravidla kartézsky
soudin spliuje. Ziejmé zaleZi na pofadi &initelt v sou-
¢inu, nebof obecné je A x B # B x A; vidyt piece
uspoiddana dvojice, jejiz prvni slozka je z A a druha
z B, se zpravidla 1isi od dvojice s prvni sloikou z B
a druhou z 4. Kromé toho se vicendsobny kartézsky
souéin nedé libovolné uzavorkovat; je 4 X (B x C) #
# (A x B) x C. Naproti tomu s operacemi pruaniku,
sjednoceni a rozdflu snasfi se kartézsky souéin vcelku
dobfe ve smyslu nasledujici véty V(1.3), kterou je také
mozno snadno znazornit (obr. 5).

{AxClnlBxC)=(AnB)xC

)
]

xC! BxC
L

c A
N (R
A r B
An B
Obr. 5

Véta 1.3. Pro mnoiny A, B, C plati:

(layd x (BNC) = (AxB)n(A x 0),
(1b) (4 N B) x C = (4 x C) (B x 0),
(2a) A x (BUYOC) = (AxB)U(AxC’),
(2b) (4 U B) x C = (4 x ) U (B x 0),

(3a) A x (B\C) = (4 x B)\ (4 x O).

Dikaz plyne bezprostfedné z definic odpovidajicich
mnozinovych operacf; jako pfiklad dokaZzme (2a), podle
tohoto vzoru probihaji také ostatni dikazy. Rovnost
(2a) dvou mnozin ukéZeme jako obvykle:
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V(@ yyedAdx(BUYC)=>ze Aaye BUYC >
=>ze Aa(yeBneboye C)= (x,y)e 4 x Bnebo
(z,y)e 4 x C=> (x,y)e (A x B) Y (4 x O).
Jetedy A x (BUYC)C(4 x By Y4 x O).

2)(x,y)e (A xB)UJY4 xC)= (z,y)e A x B nebo
(z,y)e A xC=>xe€ A4 a (ye B nebo ye C) >
=»>zre Aaye BUC= (v, y)e A x (B U 0).
Je tedy také (4 x By YA xC)CA x(BUYO)
a z (1) a (2) nyni plyne podle V(1.1) ihned tvrzeni
(2a), ¢. b. d.

Dalsi ditkazy si provedte sami.

Stejné snadno se piesvédéite o spravnosti tvrzeni
ACB=A4AxCCBxC

pro libovolné mnoziny 4, B, C, které mizeme pro C = ¢
obratit. Dvojnasobné uZiti tohoto obriceni dava

AxC=BxC=A4A=8B

pro C # #. Nase livahy zistanou spravné, zaménime-li
v uvaZovanych kartézskych soudinech vidy levy a pra-
vy ¢&initel; jen proto, Ze C x 4 # A x C, nevyZadujf
jesté odpovidajici pravidla novy dukaz.

KAZDY HRNEC NAJDE SVOU
POKLICKU

1.6 PRIRAZENI A ZOBRAZENI
Ctendf si zopakuje a roz&ii svoje znalosti o bindrnich relacich,
zobrazenich, o prostych zobrazenich stejné jako o inverznich
bindrnich relacich a o skiddénf bindrnich relaci

V odstavei 1.5 jsme poznali kartézsky souéin dvou
mnoZin. Je-li nap¥. O mnoZina vSech obyvatel Lipska
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a U mnozZina vSech vyudujicich na lipskych stfednich
gkoldch, skladd se O x U ze vSech uspofddanych dvojic
(x,y), kde ze€ O, ye U. Vieobecnd nis viak zajima
jen podmnoZina tohoto kartézského souéinu, a to kazda
usporadand dvojice, pro kterou v uréitém okamziku
plati ,,x je zakem y*‘.

Vyberme z kartézského soud¢inu L x L, kde L ozna-
¢uje mnozinu viech lidi Zijicich v uréitém daném dnu,
podmnozinu vSech téch dvojic (x, y), pro néz ,,x si pise
s y'‘, ptifadime tak kaZdé osobé jeji partnery pfi dopi-
sovani.

Mezi prvky kartézského soudinu H x P (H je mnoii-
na vsech hrnci, P mnozina vSech poklitek v néjaké
kuchyni) kuchatku zajimaji jen dvojice (k, p) s vlast-
nosti ,,p se hodi k A, Takové hrnce a poklicky dava
dohromady jako ,,pasujici®.

KazZdou podmnozZinu F kartézského soudinu M x N
nazveme prifazent z M do N%); je-li (x, y) € F, nazyva se
y obraz x v piifazeni F a x vzor y v piitazeni F. Nebude-li
hrozit nedorozuméni, muzeme ¥ikat stru¢né obraz, resp.
vzor.

Pii takto zavedeném pojmu pfifazeni tézko muzeme
tekat, ze prvek x € M bude mit nejvyse jeden obraz,
a podobné, %e prvek y € N bude mit nejvyse jeden vzor.
Kuptikladu, kazdy lipsky skolak ma vice uditeld
a kazdy lipsky uditel vice zaku. Ma proto smysl uvazovat
mnozinu vSech obrazu prvku x € Mv piifazeni F; bude-
me ji fikat #@plny obraz v piitazeni F. Analogicky nazve-
me mnozinu vSech vzort prvku y € N v pfitazeni F jako
dplny vzor v prifazeni F. Uplny obraz v piifazeni F

5) V teské odborné literature se témét vyhrad.ad pouzivé ter-
min bindrni relace v mnoiind M X N. Abychom dodrZeli
posloupnost vykladu a také nékteré uvldstnosti autorova
piistupu, budeme v této kapitole pouZivat - isto bindrni relace
termin ptifazeni. (Pozn. piekl.)
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lipského obyvatele x je tedy prizdny, jestlize neni Zj-
kem, jinak je to mnozina vsech jeho uditeld. Uplny
vzor v pfitazeni F lipského utitele y je mnoZina jeho
zaka. Tento piiklad o uditelich a Zacich nds upozornil
mimo jiné na to, Ze v pfitazeni ¥ C M X N se mohou
piipadné vyskytnout jisté prvky mnoZiny M, které vii-
bec nejsou vzory v pfifazeni ¥, a zrovna tak je moz-
né, 7e jisté prvky z N nejsou obrazy v prifazeni F.
V nasem piikladu vystupuji jako vzory jen ti lipsti
obdané, kteif jsou skolou povinn{; a kojenec zas nemuze
byt obrazem v pfifazeni ,,x si pise s y*“.

Proto nazyvame tu podmnozinu mnoziny M, jez se-
stava ze viech vzort v piifazeni F, definiénim oborem F.
Analogicky rozumime oborem hodnot F podmnoZinu
mnoziny N vsech obrazt v pfifazeni F (symbolicky
9(F), #(F)). Je-li F naSe ptitazeni zak — wuditel,
zjistime okamzité, Ze 2(F) je mnozina vsech lipskych
obyvatel $kolou povinnych, #(F) = U. Pro kuchafku
je dualeZita rovnost 2(F) = H, t). Ze se ke kazdému hrnei
najde vhodnd poklitka.

V nasledujici definici jsou shrnuty vsechny pravé
zavedené pojmy.

Definice 1.8. (1) Pfifazeni F z mnofiny M do mnoZiny
N je podmnozina kartézského soudinu M x N:
F je ptitazeniz MdoN & F C M x N.
Misto ,,F je ptifazeni z M do N*‘ piseme struéné F:
M — N.
(2) Je-li (z, y) € F, nazyva se y obraz prvku x v pfifazent
F, x se nazyvé vzor proku y v pfifazeni F. Rikame,
¥e F ptifazuje prvku x prvek y a piSeme téz x Ii Y.
(3) Mnozina v8ech obrazl pfi F prvku z € M se nazyva
uplny obraz x v pfifazent F; mnoZina vSech vzort
v ptifazeni F prvku y e N se nazyva udping vzor
y v plifazeni F.
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(4) Mnozina vSech vzort v prlifazeni F se nazyvé
definiéni obor 2 (F) pFifazeni F; mnozina vSech obrazt
v ptitazeni F se nazyva obor hodnot S (F) pfifazent F.

Protoze prifazeni jsou podle D(1.8) mnoziny, je také
jasné, kdy se dvé ptifazeni F a G z M do N rovnaji:

F = @, pravé kdyZ pro vSechna x € M, y e N plati:

(z,y)e Fo (x,y)e G.

Z tohoto mnozinové teoretického piistupu také hned
vyplyvaji mozZnosti, jak ptifazeni ¥: M — N popsat;
bud provedeme vydet vSech dvojic (z,y)e M xX N
piisluénych k F, nebo udame charakteristickou vlast-
nost, kterou maji pravé jen dvojice kartézského soud¢inu
M x N patfici do F.

Obr. 6

Pro znazornéni ptitazeni F: M — N ptitadme ka%dé-
mu prvku x € M a kaZdému y € N pravé jeden bod P,,
resp. P,, v roviné. Riznym prvkim ptifadime razné
body, nejpiehlednéji tak, Ze vdechny body pfifazené
prvkiam z M budou leZet v jedné oblasti roviny a body
pfifazené prvkum z N v jiné, s prvou disjunktni oblasti
téze roviny, jak je patrné z obr. 6. Pak nakreslime Sipku
z bodu P, do bodu P,, pravé kdyZz plati (z, y)e F.
Vznikne tak uzlovy graf ptifazeni F. Ptirozené se di
takto pfifazeni F plné zobrazit, jen kdyZ jsou 2(F)
a #(F) konetné mnoziny. Napf. pro M = {1, 2, 3, 4},
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N ={0,24) a F ={(10), (20), (%2), (30),(3;2),
(4;0), (4; 2), (4; 4)} ukazuje uzlovy graf pfitazeni F
obr. 6.

K dalsi mozZnosti zndzornéni se nechame inspirovat
znamym zobrazovanim funkei v soufadnicovém systé-
mu: Nakreslime dvé (pro jednoduchost navzajem kolmé)
soufadnicové osy, na jedné z os zvolime body odpovi-
dajiei prvktim z M (rtznym prvkim odpovidaji razné
body, a obracené), na druhé ose body odpovidajici
prvkim z N a v soufadnicové roviné oznadime pravé
ty body se soufadnicemi z, y, pro néz plati (z, y) € F.
Tak dostaneme graf pfitazeni. Graf pfedchozfho piikladu
je na obr. 7.

Obr. 7

Pro kazdé ptifazeni Fz M do N je 2(F) C M,#(F) C
C N. Specidlni p¥ipady 2(F) = M, resp. #(F) = N
budeme odliSovat i slovné: V pfipadé 2(F) = M bude-
me mluvit o pfifazeni M do N, v ptipadé #(F) = N
o piitazeni = M na N. Dostdvame tak pro p¥ifazeni F':
M — N ttyti ptipady, které shrnuje nasledujfef tabulka.
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# (F)CN,

H(F) # N #(F) =N
gFYC M F je piifazeni F je prifazeni
9F) # M z Mdo N z MnaN
g(F)y=M F je ptitazeni F je prifazeni

Mdo N M na N

Proberme jesté nékolik p¥ikladu piifazeni:

(1) Je-li K dana kruznice, nechf je kazdému bodu P
roviny, ktery nelezi uvnitf kruZnice, ptitazen bod P’
dotyku tedny sestrojené z bodu P ke kruZnici K. Ozna-
C¢ime-li M mnoZinu vsech bodl roviny, dostdvame tak
pritazeni F z M do M a plati: (P, P') e F, pravé kdyz
PP’ je teéna ke K s bodem dotyku P’'. Je tedy 2(F)
mnoZina vSech bodi nelezicich uvnitt kruznice K, 5#(F)
je mnozina vech bodi kruZnice. Uplny obraz v piifazeni
F bodu P sestiva ze dvou bodil (prave z jednoho bodu),
lezi-li P vné K (na K). Uplny vzor v piitazeni F bodu
P’ kruznice K je mnozina vSech bodua te¢ny sestrojené
ke K v bodé P'.

(2) Necht piifazeni F piifadi kazdému realnému é&islu
z jeho druhou mocninu z2. Pak je F pfifazeni R do R,
piesnéji R na R, kde R§ oznaduje mnoZinu vSech nezé-
pornych redlnych &isel. Uplny obraz v piitazeni F kaz-
dého prvku z € R obsahuje pravé jeden prvek. Uplny
vzor v piifazeni F prvku y € R je prazdny, jestlizey < 0,
obsahuje pravé jeden prvek, je-li y = 0, a obsahuje
pravé dva prvky, jestlize y > 0.

(3) Pritazeni F: M — M, pro né%z (x,y)e F, praveé
kdyz x = y, tj. které zobrazuje kazdy prvek mnoziny M
na sebe, se nazyva identické pfirazeni 1.

(4) Ptitazeni F: M — N, pro né% (z, ¢) € F pro viech-
na x€ M a pro pevné ce N, které kaidému prvku
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x e M piifazujegtentyz prvek ce N, se nazyva kon-
stanini prirazent.

(5) Pritazeni P,: M xX N — M, které ka’dé uspotida-
né dvojici (x, y) € M x N ptifazuje jeji prvni slozku z,
se nazyva projekce M x N na M. Toto oznadeni bude
hned srozumitelné, jestlize toto pfifazeni znazornime
geometricky v soufadnicovém systému. Zde je 2(F) =
=M x N,#(F) = M, P,_je tedy pfifazenf M x N na
M. Analogicky se nazyva pfifazeni Py: M X N — N,
kde P, = {((z, y), y):x € M,y e N}, projekce M X N na
N, nebof pfifazuje kazdé uspofddané dvojici (z, y) jejf
druhou slozku y.

Je-li F: M — N ptitazeni z M do N, muZeme se ptat
po ptifazeni, které pfifazeni F ,,obraci”, jez tedy kaZ-
dému obrazu ye€ N v ptifazeni F ptifadi opét jeho
vzory z M, jeho tiplny vzor v pfifazeni F. Toto pfifazeni
z N do M se bude nazyvat inverzni pfifazent k F a bu-
deme ho znatit F1

Definice 1.9. Inverznim pfifazenim F~' k pfifazeni F:
M — N budeme rozumét ptitazeni F': N - M, kde
F ={(y, x): (x, y) € F}, tj. F1 obsahuje uspofidanou
dvojici (y, z), pravé kdyz je (z, y) e F.

Z této definice okamzité plyne:

— Jestlize (z, y) € F, je uplny obraz prvku « v ptifazeni
F roven tplnému vzoru x v pfifazeni F~! a dplhy
vzor v pfitazeni F je roven tiplnému obrazu y v pii-
Fazeni F'1,

— QF Y =H(F),H(F1) = D(F).

— Prifazeni (F1)"! inverzni k F! je rovno puvodnimu
pkitazeni F, nebot
(FH1={@=y):(y2)e F} ={=y9):(z,ye

e F}=F.
Inverzni ptifazeni k ptifazeni z p¥ikladu 2 je tedy to,
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které kazdému nezapornému reilnému &islu y ptitazuje

obd disla + |y a —|y.

Pro aplikace jsou zvldst duleZita takova prlrazenl F,
ktera kazdému prvku z e 2(F) ptitazuji pravé ]eden
obraz y € #(F). Takovd piitazeni, jako napt. pfitazeni
z ptikladu 2, se nazyvaji zobrazeni nebo funkce®) a obraz
z v piifazeni F se oznaduje jako F(z).

Je zvykem oznatovat funkce malymi pismeny latin-
ské nebo Fecké abecedy pro lepsi odliseni od obecnych
piifazeni — zejména pismeny f, g, &, ¢, v, o, 0, 7, 7;
napi. 1 se pouzivd pro identické zobrazeni. Piiklad 2
ukazuje, %e inverzni pfifazeni k zobrazeni F uZ nemusi
byt zobrazenim. Zobrazenim je tehdy a jen tehdy,
jestlize také pro kazdé y € S (F) uplny vzor y obsahuje
prave jeden prvek x € 9(F), tj. kdyz nejen vzor jedno-
znadné urduje svu] obraz, ale také obraz dovolu]e ]edno-
znaéné uréit svaj vzor. Takova pfifazeni se nazyvaji
vzdjemné jednoznaénd zobrazent (n€kdy také jednojedno-
znaéna). Pravé zdvojeni slova ,,jedno* ma naznadit, Ze
pfifazeni je ,,jednoznaéné v obou smérech®. Piikladem
pro to je zobrazeni f: R — R, f = {(», 2%): x € R}. Misto
toho obvykle piSeme struéné f(xz) = 23 nebot piedpis,
ktery kazdému ze 2(f) jednoznaéné piifazuje jeho
obraz y = x® € s#(f), miZe byt zprosttedkovin pomoci
potetniho vyrazu nazyvaného také funkéni predpis.
Piesto ale musime navzdjem pfisné rozliSovat funkei f
a jeji funkéni predpis, napt. y = f(); je

f={=y):ze 2(f)ay = f(x)}.

Kromé toho bychom mohli tutéz funkei charakterizovat
riznymi podetnimi vyrazy, napf. f = {(z,y):ze N,

ay = (—1)%} ={(x, y):xe N, a y =sin (Tcx + _;t_]}

) Funkeemi nazyvdme ta zobrazeni, jejichZ obor hodnot je
¢éiselnd mnozina. (Pozn. piekl.)
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Také musime piisné rozliSovat mezi obrazem f(z) prvku
z — zde je x libovolny pevny prvek z 2(f) — a pravou
stranou f(x) funkéniho predpisu, ve kterém =z znadf
proménnou s defini¢nim oborem 2(f). Upozoriiujeme na
to hlavné proto, Ze pro oboje pouZivame stejny symbol.
Je-li f vzajemné jednoznaéné zobrazeni, je také f~ vza-
jemné jednoznaéné, coi okamzité odvodite ze vztahu
(F1)71 = F, ktery je spravny pro libovolné ptifazeni F.

Definice 1.10. (1) Pfifazeni F: M — N se nazyva
zobrazeni nebo funmkce, pravé kdyi pro vsechna
xe D(F), y,, y, € H(F) plati:

[(z,y)eFal(x,y)e Fl=y =y,;
jinak fedeno: razné obrazy maji také rizné vzory.

(2) Ptitazeni F: M — N se nazyva vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni, pravé kdyz je to zobrazeni a pro vSechna
xy, ¥, € D(F), y € S(F) plati:

[(xlay)e Fa(xz,y)e F]=>xl = Tg;
jinak ¥edeno: rizné obrazy maji rizné vzory a riizné
vzory maji také razné obrazy.

Na zavér se jesté podivejme na skladani ptifazeni,
operaci ndm u% dobfe znamou pro funkce.

Definice 1.11. Jsou-li ¥: M — N a G: N — P dvé pii-
Fazeni, pak jejich sou¢inem nebo slofenim F o G (¢teme
,.F sloZeno s G*‘) rozumime takové prifazeni z M do P,
pro néz je F o G = {(x, z): existuje y, Ze (r,y)e F
a(y,2)e G}.

Zvlast nazornou piedstavu o skladani dvou piitazen{
nam zprostiedkovava uzlovy graf (obr. 8). Ten vznikne
,,pFemosténim‘‘ viech na sebe navazujicich dvojic Sipek
pat¥icich do F a do @, bezprostiedné tak spojime prvek
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z M s prvkem z P. Nakonec je také prospésné si roz-
myslet, jak se poznd zobrazeni (resp. vzéjemné jedno-
znadné zobrazeni) podle uzlového nebo kartézského
grafu.

Obr. 8

Jsou-li funkece } a g diny funkénfmi piedpisy y = f(z),
resp. y = g(x), phisludi funkei fog funkdni pFedpis
y = g(f(=)); plati tedy: [f o g] (x) = g(f(z)) pro vSechna
ze D(f o g) C2(f). Muze se oviem také stit, Ze je
fog =9, je-litotiz £ (f) ) 2(g) = 0.

Je-li F ptitazeni z M do M, pak muZeme také utvotit

1
F o F. Napt. pro F ={(x,y):xe R\ {0} a 2 =?} je
gsoutin F o F = Igwm (identita na 2(F).) Prifazeni
F 3 I s vlastnosti F o F = Igwr se nazyvaji involuce;

dvojnasobné uZiti involuce F na prvek z e 2(F) diva
tedy opét tento prvek x. Také osovd soumérnost podle
ptimky v roviné je involuce.

O postupném skladani prifazeni miiZeme vyslovit
nésledujici vétu:

Vita 1.4. (1) Vicendsobné slofeni prifazen je moino
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libovolné wuzdvorkovat: F, o (F,o F,}) = (F,0 F,) 0
o F,.

(2) Pof;di jednotlivgch Einiteli v soubinu piifazeni je
podstatné; obecné plati F o G = G o F.

(3) (Fo @™ =G1o F! pro libovolnd prifazeni F,G.

(4) F, G jsou (vzdjemné jednoznaén) zobrazeni = F o @
je (vadjemné jednoznaéné) zobrazeni.

Ditkaz. (1) Je-li (z, w) € F, o (F, o F,), cxistuje podle
definice D(1.11) , pro néz (x,y) e F, a (y, u) e F, o Fy;
z posledniho vztahu plyne opét existence z, Ze (y, 2) € F,
a (z,u)e F,. Pak je ale (x,2)e F,0F, a (z,u) € F,,
tedy (x, ) € (F, o F,) o Fy. Plati tedy F, o (F, 0 F,) C
C (F, 0 F,) o Fy a stejné se ukdZe i obracend inkluze
(obr. 9 to ilustruje pro tfi funkee f,, f;, f3)-

(fef)ofy= bl fio fy) = fofiefy
Obr. 9

(2)de-liF: M - N,G: N — P, jesice F o ( pFitazeni
z M do P, ale G o F nelze obecné vibec utvotit (kdyz
M NP =0). Ale i kdyZ existuji obé piifazeni Fo @
iG o F, jsou zpravidla navzéjem razna, jak je vidét
uZ na realnych funkecich s ptedpisy f(z) = 2% a g(x) =
=sinz: [f o g] (x) = sinx?, ale [g o f] () = (sin z)? =
= sin? z.

(3) Je-li (2, z) € (F o G)7, je podle definice inverzniho
pifazeni (z,z)e F o G; existuje tudiZ y, pro které
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(x,y)e F a (y,2)e G. Pak je ale (y,x)e F'a (2,y) e
€ G, a tedy (2,2)e G 1o F 1. Mame tudiz (F o
0 G) 1 C @ 1o F1, astejné se ukaZze obracena inkluze.

(4) Pro jednoznaénost F o G je potfeba ukazat:
Z(x,z)e FoGa (x,2,)€ F o @ plyne 2, = z,. Protole
(x, z,) € F o G, existuje prvek y,, pro ktery (z, y,) e F
a (y,, z,) € G, a protoze (x, z,) € F o G, existuje prvek y,,
pro ktery (x, y,) € F a (y,, z,) € (. Ze 'vatahtl (x,y) e F
a (z, y,) € F viak vzhledem k jednoznaénosti F plyne,
Ze je y; = y, = y. Pak ale mame (y, z,) € G a (y,2,) € G
a z jednoznadnosti G dostavame 2, = z,. Je tedy F o @
jednoznac¢né. Jsou-li F a (¢ dokonce vzajemné jednoznad-
na, jsou zejména F, G, F71, G vesmés jednoznalni.
Podle toho, co jsme pravé dokazali, jsou pak také sou-
¢iny FolG a GloF 1= (Fo@G)! jednoznalni pti-
fazeni. A proto je tedy F o G vzdjemné jednoznacéné
zobrazeni.

STRYC TEODOR PORIZUJE
ZAVET

1.7 ROZKLAD MNOZINY NA TRIDY
Zde objasnime, kdy se rozdéleni mnoZiny na podmnoZiny
nazyvi rozkladem této mnoZiny na t¥idy

Klaus referuje svému pfiteli Petrovi: ,,Neddvno
chtél Werner pfi vyuCovani rozdélit vSechny trojihel-
niky na pravouhlé a rovnoramenné. Nas uéitel byl sice
rad, %e Werner vibec pochopil dva matematické
pojmy, my jsme vSak zas jednou méli zdbavu.*

Ctenal jisté chipe Klausovu veselost, a my se proto
zdrzime komentafe. Tak jako chtél Werner disjunktné
rozdélit trojihelniky, tak stryc Teodor peélivé postu-
puje pii psani své zavéti, nebot chce zabranit zbyteé-
nym dédickym sporéim. Chtél by proto rozdélit veskeré
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své jméni tak, aby pfi podéleni dédici Zidnd véc
nezlstala opomenuta, ale aby také nic neptipadlo vice
dédicim. Krom toho neméa byt vynechan Zidny zako-
nity dédic. Budou-li pak dédicové respektovat jeho
posledni viali, nevzniknou Zadné rozmisky kvili rozdéle-
ni majetku.

To nas vede ke zkoumani podminek, které musi
spliiovat rozklad mnoZiny M na podmno¥iny, jez se pak
nazyvaji tFidy. Nejprve pfirozené musime dbat na to,
aby kazdy prvek mnoZiny M pfislusel nékteré tiids,
tj. aby rozklad mnozZiny M na tfidy zahrnoval vSechny
prvky. To si oviem stryc Teodor uvédomoval. Naproti
tomu rozdéleni celych é&isel Z na celd kladni a celd za-
porna ¢isla nemuZeme akceptovat jako rozklad mnoZiny
Z, nebot &islo 0 by zustalo opomenuto.

Také rozdéleni étyfuhelniktt na rovnobéZniky, koso-
&tverce, deltoidy a na &tyFihelniky se ¢tyfmi rtzné dlou-
hymi stranami je vskutku pochybené, nebot kuptikladu
nevime, zda ¢&tverce poéitat mezi rovnobézniky nebo
kosottverce, anebo mezi deltoidy. Chtéli bychom samo-
zfejmé o kazdém prvku rozkladané mnoZiny prece piesné
védét, do které tiidy rozkladu padne; tak jako se strye
Teodor stara o to, aby Zadna &ist pozustalosti nepfi-
padla vice dédicim. Tento pozadavek ziejmé splnime
pochopitelnou podminkou, aby kazdé dvé razné tiidy
byly vidy disjunktni.

A koneéné asi nikoho nenapadne utvofit vice navza-
jem disjunktnich t¥id, nez je k sestrojeni rozkladu ne-
zbytné nutné; nebudeme tedy délit mnoZinu modrych,
tervenych, zelenych a Zlutych pfedmétii podle barvy do
péti nebo vice t¥id, kdyz by pak pfirozené zlstala
nejméné jedna tfida prézdné. Budeme tedy celkem ro-
zumné poZadovat, aby Zadna ze tfid rozkladu mnoziny
M nebyla prizdna.

Vzhledem k tomu, Ze t¥idy rozkladu M jsou podmnozi-
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ny M, &li mnozina véech t¥d rozkladu je tudiz podmno-
Zinou potenéni mnoziny (M) mnoziny M, mazeme nyni
definovat pojem ,,rozkladu M*.

Definice 1.12. Jsou-li K; podmnoziny mnoZiny M
(¢ =1,2,3, ... ; pfipadnd i nekonedné mnoho), nazyva
se mnozina 8 = {K,;} vSech téchto podmnozin rozklad
mmnoZiny M na tfidy, pravé kdyZz soudasné plati:
(1) Kazdé x € M nilezi jen do jedné z mnozin K.
(2) Libovolné dvé z téchto podmnoZin jsou si bud rovny,
nebo jsou disjunktni:
Ki#Kj:Ki nK;=g-
(3) Zadna z podmnofin neni prizdni: K; £ @ pro
viechna 4.
PodmnoZiny K; ze 8 se pak nazyvaji tfidy rozkla-
du 8 mnofiny M.

Podivejme se ted na nékolik pfikladd takovych roz-
kladi:

(1) P¥i konstrukei zlomkd vyjdeme z mnoZiny viech
uspofddanych dvojic (@, b) celych nezipornych ¢isel

a,b, b # 0, misto (a, b) piSeme ovSem obvykle % . Nyni

zafadime kazdy zlomek % do t¥idy K (%] takovychto

zlomku pfedpisem: % e K [%], pravé kdyzZ ad = be.

Napt. tiida K [%] krom$ jinych obsahuje zlomky
1 2 3 15 113

Presvédéme se, Ze takto dostaneme rozklad mnoZiny
viech nezipornych zlomka na t¥idy.

(a) Libovolny zlomek—%—padne alespori do jedné z uva-
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zZovanych tiid, totiz do t¥idy K [ b ] nebot — b e K (%]
diky rovnosti ab = ab.

(b) Jsou-li K[ ]a K[ ]u“lzné tiidy, pak jsou dibjunktni
coZ nejsnaze ukdZeme nepiimo: Kdyby zlomek 2 lezel
v obou tiidach, a tely i v jejich priniku, plynulo by

ZT:;— e K (%], Zc ay = bx, a analogicky bychom dostali

= dx ze vztahu x e K [_c-]
Y d
Implikace

Z.f// :zzz:%l :Zzt;}:ayd =cyb = ad = lc
davaji ad = be, odkud, jak hned uvidime, plyne naopak
rovnost obou t¥d. Je-li totu? néjaky prvek K [

tj. ab’ = a'b, pak také plati a'dd = ab'd = b'(ad) =

= b’(be), odkud vzhledem k tomu, Ze b # 0, plyne a'd=

= b’c, coi ale znamena, Ze Z, € K[d] Je tedy
K [ ] [ ), a stejnym zplsobem se ukaZe, Ze

( ] CcCK [ ) napidte si tuto &ist dtkazu! Je tudiz
(c) Zadné ze t¥id neni prazdna, nebot K [%] obsahuje,

jak jsme uZ ukézali v (a), pfinejmensim zlomek %-
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Dostali jsme tak rozklad mnoziny vSech (nezapornych)
zlomku na ,,tfidy zlomka se stejnym podilem®, coz uZ
jisté znate. Kazda takova t¥ida se nazyvd raciondlni
Gislo.

(2) RozloZzime mnozinu Z celych &isel na tii tiidy K,,
K, a K, podle nisledujiciho principu: Tfida K, bude
obsahovat pravé disla délitelna tiemi, K, (resp. K,) bude
obsahovat kaZdé celé ¢islo, které pii déleni tfemi da
zbytck 1 (resp. 2). Dvé cela &isla, kterd daji pii déleni
ttemi tentyZ zbytek, se nazyvaji kongruentni modulo 3
a piSeme @ = b (mod 3). Napt. je 623 = 263 (mod 3), ale
624 = 263 (mod 3), pfidemZ =£ chdapeme a &teme jako
,-neni kongruentni modulo 3‘“. Jak vypadaji t¥idy uvede-
ného rozkladu ?

Ky={...,—9,—6,—3,0,3,6,9,...} =
= {3n:ne Z},

K, ={..,—8,—5—2141710, ...} =
={3n 4+ l:ne Z},

Ky={..., —7—4,—1,25811, ..} =
= {3n + 2:ne Z}.

Vlastné nejsme je§té vibec opravnéni mluvit o tii-
dach, i kdyz se to zdd byt ziejmé. Ovéime to tedy jesté:
(a) Kazdé celé &islo patii do jedné tiidy, totiz do tiidy
K;, jestliZe dava pii déleni tiemi zbytek ¢. Protoze
jsou mozné jenom zbytky 0, 1 nebo 2, lezi v K, K, nebo

2
(b) Dvé rizné tiidy K; a K; jsou disjunktni, protoze ne-
zdporny zbytek (mensi nez 3), ktery dostaneme pii déleni
tfemi, je urden jednoznaéné, neexistuje celé ¢islo, které
by pii déleni tfemi davalo jak zbytek ¢, tak také zbytek
j #3.

(c¢) Zadna t¥ida neni prazdna; napt. je 0e€ K, 1€ K,,
2 e K,. Ttidy tohoto rozkladu se celkem pochopitelné
nazyvaji zbytkové tfidy modulo 3; pfirozené mizeme Z
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rozloZit také na 6 zbytkovych tiid modulo 6, na 529
zbytkovych tiid modulo 529, obecné na m t¥id modulo m
(m = 2). Zbytkové tiidy hraji v matematice dulezitou
tlohu napf. v teorii éisel. V nisledujicim textu budeme
obecné souvislosti také dasto vysvétlovat na piikladu
zbytkovych t¥id.

(3) RozloZeni defini¢niho oboru funkece f na t¥idy prvka
se stejnym obrazem, tj. na uplné vzory prvki z oboru
hodnot, je rozklad; ttidy tohoto rozkladu se nazyvaji
fezy funkce a definuji se jako K, = {z€ 2(f): (z,y) € f}.
(a) Kazdy prvek z e 2(f) piisludi alespoii jedné t¥idé,
nebot vzhledem k tomu, Ze x € 2(f), obsahuje f alespoii
jednu dvojici s prvni slozkou z: (z,y)e f. Je tedy
ze K,.

(b) Libovolné dvé tfidy K, # K, jsou disjunktni, proto-
ze kdyby bylo z€ K, a x e K,, tak by bylo (z,y) € f
a (z, z) € f, odkud diky jednoznaénosti f okamzité plyne
y = z, tedy K, = K,, coZ je spor s predpokladem K,
=+ K,

(c) Zadna ttida neni prazdna, nebot ka?dy obraz pfi f
obsahuje alespori jeden vzor.

Tak funkci s funkénim piedpisem y = sin z piislusf
obrazuy = Ofez K, = {..., —2m, —m, 0, =, 2%, ...} =
= {kn: ke Z}; obrazuy = s (—1 < s < 1) piislusi jako
fez K, mnoZina prvnich soufadnic vSech pruaseéika
piimky y = s s grafem funkce sinus. Mame-li pfi feSeni
goniometrické nebo trigonometrické tlohy vydéislit
hledany thel z hodnoty goniometrické funkce, mame-li
jej tedy ,,plecist* z tabulky této funkce, vezmeme podle
naseho zpisobu vyjadfovani z tabulky prvek fezu.
Vsechna feSeni goniometrické rovnice pak dostaneme,
ptihlédneme-li ke vztahtim mezi kvadranty a k periodi-
cité funkece.

(4) Podivame se jesté na jeden zajimavy piiklad roz-
kladu mnoziny, jejiz prvky jsou opét mnoziny: V po-
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ten®ni mnoZiné #(R) mnoZiny R redlnych &isel zafadime
mnoziny 4, B € #(R) do téZe t¥idy, pravé kdyz existuje
vzajemné jednoznaéné zobrazeni 4 na B. Jsou-li mnozi-
ny A a B koneéné, pak je k tomu ziejmé nutné a staéi,
aby obé mély stejny podet prvka. V oboru koneénych
podmnozin potenéni mnoziny tento pfedpis tedy vede
k rozdélenf mnozZin podle poétu jejich prvki, a to je jisté
rozklad podle nasi definice. JestliZe ale vstoupi do hry
také nekoneéné mnoziny, je tieba je$té ukazat, zda
i pak dostaneme rozklad. Jaké tfidy vzhledem k uve-
denému rozkladu pak jesté vzniknou, prozradime v od-
stavei 1.8.

Spolu s témito piiklady vznikaji takovéto otizky: Je
mozné kazdy rozklad mnoziny M vytvolit néjakym
takovym pfedpisem, tj. vztahem, ktery uréuje, kdy dva
prvky z M patii do téze tiidy a kdy ne?

Jaké ma mit takovy vztah mezi prvky mnoziny M
vlastnosti, aby vznikl rozklad M ?

Témto otdzkam se budeme vénovat v odstavei 2.3.

JE CAST MENSI NEZ CELEK?

1.8 POJEM MOHUTNOSTI
Zajimavé o nckonednych mnoZinich

Jsou-li hosté pozvani na oslavu narozenin, je takika
samozfejmé, %e kaidy dostane dil slavnostniho dortu
a %e kaZdy dil je mensi ne% cely dort.

P¥i vyrocich o mnoZinach chtéli bychom ,,¢dst celku*
pieloZit jako ,,vlastni podmnoZina mnoZiny*. Uéinime
nyni zajimavy objev, Ze tvrzeni ,,é4st je mensi nez celek*
musi sice vidy platit pro kone¢né mnoZiny, ale ne nutné
pro nekoneéné mnoziny.

Je-i v kiné ka?dé sedadlo obsazené, ma mnoZina
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divaki praveé tolik prvka jako mnozZina v kiné se vysky-
tujicich sedadel. To vime, aniZz bychom museli sedadla
a divaky poéitat. Kazdému sedadlu muzZeme ptifadit
pravé jednoho divaka (totiz uzivatele sedadla) a kazdé-
mu divaku pravé jedno sedadlo (totiz jeho misto k se-
zenf). Existuje vzajemné jednoznadné zobrazeni mnoZi-
ny sedadel na mnozinu divaki.

U koneénych mnozin se ziejmé vyskytuje pravé cha-
rakterizovand souvislost vidy: maji-i 4 a B stejny
podet prvki, existuje vzijemné jednoznadné zobrazenf
A na B. Muzeme dokonce prvky mno#in 4 a B ,,oéislo-
vat' a piifadit sobé prvky se stejnym éislem. Obracens,
z existence takového zobrazeni plyne, Ze 4 ma pravé
tolik prvki jako B.

Shrneme-li ted do jedné tiidy ty mnoZiny, které
maji stejny podet prvki, vznikne tak rozklad vsech
konednych mnoZin na t¥idy. Kazdou tfidu muZeme po-
jmenovat. Tiida vSech jednoprvkovych mnoZin se na-
zyva ,,1“, tiida vSech dvouprvkovych mnozin ,,2*, atd.
Ttidu, kterd obsahuje jen mnoZinu @, nazveme ,,0%.

Zakladatel teorie mnozin Georg Cantor?) pouzil ideu
vzaijemné jednoznaéného zobrazeni i na nekonedné
mnoziny. To umoznilo zobecnit vztah ,, 4 mé stejny
podet prvki jako B, ktery byl pro koneéné mnoziny
jasny. Do jaké miry to je prospésné, budeme muset
oviem jesté ukazat,

Definice 1.13. Mnoziny M, a M, se nazyvaji stejné
mohutné nebo ekvivalentni, pravé kdyz existuje vzdjemné
jednoznaéné zobrazeni M, na M,; piSeme M,~M,.

") Georg Cantor (1845—1918), némecky matematik; zabyval
se zejména analyzou a topologii; jeho hlavnimi vysledky jsou
aritmetick4 definice iraciondlnich &isel a predevaim vytvofeni
zakladh teorie mno#in. Cantor byl také jednim ze zakladatelt
némeckych a mezindrodnich matematickych kongresu.

456



Prizdna mnozina je ekvivalentni pouze sama sobé.

Také pojem stejné mohutnosti mnozin ma vlastnosti
uvedené v odstavei 1.2 za D(1.1).

Koneéné mnoziny jsou tedy ekvivalentni, pravé kdyz
obsahuji stejny poéet prvka. Jak se D(1.13) projevi
u nekonednych mnoZin, vySetiime nejprve na piikla-
dech.

Pritadme kazdému prvku z N, jeho dvojnasobek.

0<>0 157 <> 314
14> 2 158 «»> 316
2e>4 L i
..... n <> 2n

156 «» 312 ...,

Tak dostaneme ke kaZdému celému nezapornému é&islu
pravé jedno sudé nezaporné ¢&islo a ke kazdému sudému
nezdpornému &islu praveé jedno celé nezaporné ¢islo, jak
je zndzornéno na pfipojeném schématu; dvojité sipky
spojuji prvky timto zobrazenim vzajemné ptifazené.
N, je ekvivalentn{ mnoziné vsech sudych nezapornych
disel. Nasledujici vyznam této skuteénosti je zpodatku

zardZejici:
Plné obsazeny hotel s nekoneéné mnoha jednolizko-
vymi pokoji, které jsou znadeny ¢&isly 1,2, ..., =, ...,

muze pfijmout jesté dalsi hosty, jestlize se pfemisti host
z pokoje 1 do pokoje 2, host z pokoje 2 do pokoje 4,
host z pokoje 3 do pokoje 6 ... Po tomto piemisténi
jsou vsichni dosavadni hosté ubytovani a vsechny po-
koje s lichymi ¢&isly se uvolnily pro umisténi dalsich
(dokonce nekonedné mnoha) hostli. Ziejmé ma N, stej-
nou mohutnost i jako mnozina @ vSech druhych mocnin
pfirozenych ¢&isel, ptipadné i jako mnoZina D vSech pfi-
rozenych ¢&isel délitelnych 10'°. Najdéte odpovidajici
vzajemné jednoznaéna zobrazeni!
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N, je nekoneénd mnoZina. Viechny mnoZiny, které
jsou ekvivalentni mnoZiné N, — mezi né% samoziejmé
patii i mnoZina N, sama —, se nazyvaji spoetné neko-
neéné mnoginy. Toto oznaleni je zvoleno smysluplné,
protoze je-li M mnozina ekvivalentni N,, muZeme kaz-
dému prvku z M vzajemné jednoznaéné piifadit ptiro-
zené &islo. Timto zplisobem budou prvky z M ,,o0éislo-
vany*‘. Predchézejici p¥iklady ukazuji, Ze také mnoZina
véech sudych é&éisel a mnozina vSech druhych mocenin
piirozenych &isel jsou spoéetné nekoneéné mnoziny.
Cvideni 18 vyZaduje diikaz, Ze i mnoZina Q* patii mezi
spotetné nekoneéné mnoziny. Tento vysledek udivuje
o0 to vic, Ze zlomky leii vSude ,husté”, tj. mezi dvéma
libovolné blizkymi zlomky z Q* lezi vidy jesté alespon
jeden zlomek.

Jak jsme uZ zjistili, nemtZe se u koneénych mnozin
nikdy stat, aby vlastni podmnozZina 7' mnoziny M byla
M ekvivalentni, zatimco u nekone¢nych mnoiin to je
docela dobfe mozné. Dokonce jsme ukazali, Ze mnozina
8 sudych (nezdpornych) &isel, N, a Q* maji stejnou
mohutnost, atkoli plati S C N, CQ*a 83 N, Q*.

Zajimava otézka je, zda existuji také nespoletné ne-
koneéné mnofiny, nebo je bohatstvi nekoneénych mno-
#in spodetnymi mnoZinami uZ vydéerpano. UkaZeme, Ze
mnozina ] = {r: € Ra 0 < x < 1}je nejen nekoneénd,
ale dokonce neni ani spodetna. DokaZeme to nepiimo
tak, Ze budeme pfedpoklidat, Ze I je jen spodetné ne-
koneéna.

Ka#dy prvek z I se d4 napsat pravé jednim zpitisobem
pomoci svého nekone¢ného dekadického rozvoje, ve
kterém se periodicky neopakuje 9, ve tvaru x =

v oo 1 = =
=0,ala2a3...(napr.]e7=0,250...; —1—1=O,18...;

% = 0,714285...). Kdyby I byla spoéetna, existovalo
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by alespoit jedno vzajemmé jednoznaéné zobrazeni N,
na I. Necht je to nasledujici zobrazeni:

0 <= 0, Gy Bgeg30oq- - - = Xy,
1l <> 0, @11,20,5044- - - = %4,
2 <> 0, Gy,095009004. .. = Xy,
N <> 0, G,10,50030,4. . . = Zp,

Na zakladé naseho predpokladu musi byt v tomto zobra-
zeni zahrnuty vechny prvky = € I. Piesto miZeme urdit
prvky z I, které se v tomto seznamu nevyskytujf.
Utvoime ' = 0, byb,bsd,... tak, Ze b; =1, jestlize
a; # 1, a b, = 2, jestlize a; = 1. Takto sestrojené &islo
z’ nemuze byt %Zadné z é&isel 2; € I, i kdyz 2’ € I, nebot
0 <z’ <1 a z'e R. NemizZe tedy existovat Zadné
vzijemné jednoznaéné zobrazeni N, na I; mnozina I neni
spotetna. Takovato mnozina I realnych &sel se nazyva
interval. KazZdy interval redlnych &isel ma stejnou
mohutnost jako mnogina viech reilnych &isel. Rikame,
Ze tyto mnoZiny maji mohutnost kontinua. Existuji do-
konce mnoziny, které nejsou ani spodetné, ani nepatii
k tém, jeZ maji mohutnost kontinua. MnozZina vsech
redlnych funkei definovanych na intervalu I patii mezi
né.

Oteviena ale ziistala jesté dvodni otizka, kdy je jedna
mnozina ,,mensi‘‘ nez druhd. U koneénych mnozin se
pro porovnan{ velikosti nabizi poéet prvki. Pro libovol-
né mnoZiny muZeme vyslovit nasledujici pravidlo:
MnoZina M, md mensf mohutnost neZ mnozina M,, priveé
kdyz M, nemi stejnou mohutnost jako M, a pfitom
existuje vlastni podmnoZina mnoZiny M, kterd je
ekvivalentni M,.

Co se tyde konednych mnoZin, dava tato definice stej-
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ny vysledek, jako kdyZ porovnime podet prvkia da-
nych mnozin.

Je zajimavé, Ze tato definice také dovoluje ,,odstuprio-
vat’ mohutnosti i nekoneénych mnoZin. Poznali jsme
t¥i tHidy nekoneénych mnozZin:

1. Spoletné nekonedné mnoziny,

2. mnoziny mohutnosti kontinua,

3. mnoziny, které nejsou ani spodetné, ani nemajf
mohutnost kontinua.

Ztejmé kazda spodetnd mnoZina mu¥e byt chipina
jako vlastni podmnozZina néjaké vhodné mnoziny mo-
hutnosti kontinua, ale ne obricené. Jsou tedy spodetné
nekoneéné mnoziny ,,mensi‘‘ nez ty, jez maji mohutnost
kontinua. MnoZiny zahrnuté do bodu 3 maji jesté veétsi
mohutnost, neZ je mohutnost kontinua.

Dodnes jesté ztstava oteviend otdzka, zda existuje
nekoneénd mnoZina, ktera obsahuje spoéetnou mnoZinu
jako vlastni podmnozinu, je vlastni podmnoZinou
mnoziny mohutnosti kontinua, ale sama nepatif ani
k mnoZinim uvedenym v bodé 1, ani k mnoZindm z bodu
2. Mohutnost takové mnoZiny by tedy leZela ,,mezi*
spodetnym nekoneénem a kontinuem. Tzv. hypotéza
kontinua vyluduje existenci takovych mnozin.

1.9 CVICENI

1. Nésledujici mnoZiny =zapiste ve tvaru M = {z:z€FE
a H(zx)}.
a) M,: mnozina vSech raciondlnic¢h &isel, je jsou v&tsi nes
2 nebo mensi nez —2.
b) M,: {+1; —1}.
¢) M,: mnoZina vsech raciondlnich é&isel, jeZ jsou men3i

ne? w a zdroven vétsi ne%
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2.

10.

50

TFi ptimky p,, ps, ps v rovind jsou popsdny nésledujicimi
rovnicemi:

T+ 2y=4,2—2y =03z — 2y = 4.

Uréete p, () s () Ps & odlivodnéte vysledek.

Dokaite, Ze pro libovolné mno%iny A4, B plati:
a) AU B =4, b)A\B)UB=4B.

4. Dokezte: ACBCCe A\YB=B(C.

DokaZte: Jsou-li alespoh dvé z mnoZin 4,, 4,, ..., 4,
disjunktni, pak plati 4, (Y 4, ()} - .. [} 4, = #. Plati také
obrédcené tvrzeni?

Necht 4 a B jsou libovolné mnoziny. Kterd z ndsledujicich
tvrzeni jsou logicky ekvivalentni?

(WACB, (2)ANB=4, (3)4JB =B,
(4)A\B = 4.

Dokazte nésledujici vyrok: Pro libovolnou mnoZinu Z
plati (pfi danych mnoZindch A a B)
[ACZaBCZl=>AUBCZ.

Tento vyrok se dé vylozit takto: Ze vSech nadmnoZin
mnozin 4 a B je A |J B ,,nejmensi’ ve smyslu inkluze.
Zformulujte odpovidajici vyrok pro prinik.

Pravdivy, &i ne? Vysetiete nasledujici vyroky:
8)ZACBaB( Cplyne 4 C.

b)Z A ¢ B plyne B¢ 4.
cmAcRA¢meB¢A
d)ZACBa A Cplyne B¢ C.

PopiSte mnozinu 4 () (B {J C), jestliZe nastane jeden
z nésledujicich pfipadua:
a)ANB=9,b)B=C,c)ACC,d)C=0,e)A =0
Urete A x B x C pro A ={0; 2}, B= {1, 3, b}, C =
= {2; 4).

Z kolika prvku se sklddd A x B, jestlie A je r=prvkové
a B s-prvkovd mnoZina?



11.

12,

13.

14.

16.

Dokaite,2e A x C = B x C = A = B plati pro libovolné
mnoziny 4, B a C # 0.

Kterd z ndsledujicich pfifazeni jsou zobrazeni?

F, ={(1,3),(2,5),(3,4),(4,3),(53)z M = {1, 2,8, 4, 5}

do M,

F, = {(z, y): (z,y)€ Ny x Ny & y = =, jestlizo = je sudé;
y = + 1, jestlize z je liché} z N, do N,,

Fy={(z,9): (z,y)€ Ny x Nga 1l 4+ o < y} z N, do N,

Fy = {(z,y): (x,y)€ Ny x Ny az® = y2} z N, na N,

Fy = {(z,y): (x,y)€ Z x Zazx?=y*tzeZnaZ.

Kterd z téchto pfFifazeni jsou dokonce vzdjemnd jedno-

znadnd? Jak se vzdjemnd jednoznatnost funkce odréii

v jejim kartézském grafu, resp. v jejim uzlovém grafu?

Pro funkce
f={lz,y): (z,9)€ Ny x Nyay = z* + 1}
a

g={=9):(z,y)€ Ny x Nyay = 3z + 2}
urdete fof, gog, fog, gof, f *ag L

Necht M = {a, b, ¢, d, ¢, {, g}. Které z ndsledujicich pod-
mnozin #(M) tvoii rozklad M?

a) {{a. b, ¢}, {c}, {d. g}}, c) {{a, b, e, g}, {c}, {d, 3},
b) {{a, e, g}, {c, a}, {b, ¢, f}} d){{a,b,c,d,e, [, g}}.

Uvazujme viechny trojihelniky v roviné. Je-li T'libovolny
trojuhelnik, t¥idu K(7') tvoti véechny trojihelniky podob-
né T'. Zjistdte, zda toto rozdéleni je rozklad.

Které z ndsledujicich mnoZin jsou kone&né, které neko-
nedné?

a) M, = {z:z€ Ny,a z > 5},

b) M, = {x: xz€ Ny a xz < 100!},

c) My = {z:x€ Ny a x> 100},

d) M, = {x: x€ N, a 10"z},

e) My = {z:x€ Q a 0,001 < x < 0,002},

f) My = {x:x€ Z ax < 1000)}.
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. 1
17. Ukazte, 0 mnozina viech zlomkd tvaru — , kde ne Ny \
n

\ {0} (kmenové zlomky), a také mnozina vsech uspofdda-
nych dvojic prirozenych &isel jsou spoéetnd nckoneéné
mnoziny.

18. Dokaizte: MnoZina Q* viech zlomku je spo&etnd.
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