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4, ALGEBRAICKE STRUKTURY

PRED ZAKONEM
JSOU SI VSICHNI ROVNI

4.1 GRUPY, OKRUHY A TELESA
Uvod a vysvétleni téchto pojma

V odstaveich 3.1 az 3.3 jsme prozkoumali velky pocet
objektu, tj. mnoZin s operacemi. Pfitom jsme se piede-
v8im zajimali o vlastnosti operaci v mnoziné M. Neptali
jsme se kupfikladu, zda M je koneéna ¢&i nekoneénd,
nebot to nesouviselo s vlastnostmi operace definované
v M. Ale ptali jsme se, zda je M vzhledem k dané ope-
raci uzaviend, tj zda ,,souéin‘ dvou prvku z M je opét
prvek z M. Také nas v uvedené souvislosti malo zaji-
mala konkrétni podstata prvka z M, ale spi§ to, zda je
mezi jejimi prvky takovy, jenZ vzhledem k dané operaci
hraje neutralni roli. Prohlédneme-li co nejvice v mate-
matice se vyskytujicich objektii podle takovychto ty-
pickych vlastnosti, najdeme skupiny se spoleénymi vlast-
nostmi, pro néz se zda byt vhodné jisté objekty s uréity-
mi vlastnostmi néjak pojmenovat. Pfitom odhlédneme
od konkrétni podstaty prvkt mnoziny M stejné jako
od konkrétni podstaty v M definované operace (opera-
cf). Zajimame se jen o pravidla, kterymi se operace v M
Fidi. Takovy ,.seznam pravidel definuje algebraickou
strukturu. Budeme to hned ted ilustrovat na dileZité
algebraické struktute ,grupy. Kazdy konkrétni ob-
jekt pak bud spliuje podminky danych zakonu gru-
Py a je to (konkrétnf) grupa, anebo souhrn podmi-
nek, jez se také nazyvaji axiéomy, nespliiuje a grupa
to neni.

V tomto smyslu slouZi zavedeni algebraickych struk-
tur pfedeviim systemizaci matematického obsahu.
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V nasledujici tabulce je uvedeno 10 objektn, jez bu-
deme zkoumat vudi étyfem vlastnostem:

Mnozina M M je uza- © je aso- M obsa- Ke kazdé-

s bindrni  viené ciativni huje neu- mu prvku

operaci vzhledem trdlni prvek z M existu-

o} ko vzhledem je inverzni
ko prvek vzhle-

dem k o

(Z, +) P P P

(Q\{(0},.) P P P P

mnoZina viech

lichych &isel

vzhledem ke

séitdni v Z " p(vZ) n

(M, +) P y4

(Mg, ) p p n

mnozina vSech

permutaci

mnoziny

{1, ..., n}

vzhledem

ke sklddéni p p ) p

(Z/(4), +) P P P P

({1125 (B)ras
(Thes (1)1},

mnoZina vSech
redlnych funkei
vzhledem

ke séitdni

({1, 2,3, 6}, A)
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Pro prvnich sedm objektu je zaneseno ,,p'‘ & ,n‘

podle toho, zda vyrok o vlastnosti uvaZované operace je
pravdivy nebo ne. Tak s¢itdni + celych &isel je sice
asociativni, ale mnoZzina lichych ¢&sel neni vadi +
uzavienad. MnoZina M, , vSech matic typu (2; 2) je
uzavieni vzhledem k (asociativnimu) nasobeni a ma
i neutralni prvek E, ale ne kazdy prvek této mnoZiny ma
inverzni. V3echny objekty, u nichZi v kaZdém sloupci
stojf znak p, dostanou spoledné jméno: fikime, Ze jsou
to piiklady grupy, nebo struéné, Ze jsou to grupy. Vy-
plnéni t¥i zbyvajicich fadku pfenechavame nyni étenafi.
Prozradime, Ze se v na&i tabulce vyskytuje pravé sedm
grup.

Definice 4.1. Neprizdné mnozina G s jednou binérn{
operaci o se nazyva grupae, pravé kdyz spliiuje nésledu-
jicf axiémy:

A,: Pro v8echna a, be @ plati také a o be G, tj. o je
neomezené definovanad operace na G.

A,: Provsechnaa, b,ce Gplati(faob)oc =aoc (boc),
tj. o je asociativni operace.

A;: V G existuje neutrilni prvek e takovy, Ze pro viech-
nage Gplatiaoe =ecoa = a.

A,: Ke kaidému prvku a € G existuje inverzni prvek
e le G takovy, Zeplatia ca'=aloa =c.

Objekty, v nichZ jsou splnény jen axiémy A, a A,,
se nazyvaji pologrupy; mezi né napf. patii ({1, 2, 3, 6},
A). Znak ,,0* operace pouzity v D(4.1) miZeme ziejmé
interpretovat rizné: jako znak pro nasobeni od nuly
rﬁinych raciondlnich é&isel, jako znak pro séftani matic
nebo znak pro skladani permutacf.

Pii popisu souvislosti v grupé zdomdicnély v mate-
matické literatufe dva zptisoby, a sice multiplikativn{
zpisob se znalzem operace ,,.‘ a aditivni zpasob psani
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se znakem ,,+ ‘. Obsah axiéml grupy pfirozené na zvo-
leném oznadeni nezavisi.

Budeme davat prednost multiplikativnimu zptsobu
psani a také budeme pouZivat pojmy ,,¢initel” a ,,5ou-
éin‘‘. Kromé toho vsak bude nutné pouzivat i aditivni
zpisob psani — pFedevSim pFi charakterizaci mnoZin,
v nichZ jsou definovany dvé operace. Pro grupu (G, .) —
pokud nebude hrozit nedorozuméni — budeme také
pouZivat stru¢né oznadeni @G.

Vedle grup uvedenych v tabulce najdeme mnoZstvi
dalsich p¥ikladi a protiptikladii, jestliZe znovu projdeme
mnoziny s operacemi uvedené v odstavcich 3.1 a% 3.3.
Tak nap¥. mnoZina viech reilnych funkeci definovanych
na intervalu {(a, b) vzhledem ke séitani funkei a také
mnoZina vsech posloupnosti redlnych &isel vadi séitani
posloupnosti (srov. odstavec 3.1, ptiklad 4) jsou grupy.
Tvoteni aritmetického priméru v mnoZiné vsiech ra-
ciondlnich é&fisel naproti tomu nenf dokonce ani polo-
grupa, tim spis to tedy nenf grupa (proé?). Pologrupami
jsou objekty uvedené v ptikladu 5, tedy napt. (Z(H), N).

Rozéiiime-li soustavu axiémi v D(4.1) o axiém Ajg:
,»Pro viechna a,be G plati a 0 b = b 0 a*, mluvime
0 komutativni grupé, nebo také (na podest norského
matematika Nielse Henrika Abelal?)) o abelovské grups.
(Z, +) je abelovska, (M, ,), .) viak ne. Grupa se nazyva
koneénd & nekoneénd podle toho, zda mnozina, na niZ
je operace definovana, je konednd & nekonedna. Polet
prvkia grupy nazyvame fdd grupy. Mezi grupami uvede-
nymi v nasf tabulce je jedna ¥fadu 4 (ktera ?).

19) Niels Henrik Abel (1802—1829), norsky matematik;
uz bdhem svého studia se zabyval moZnosti fedit algebraické
rovnice 5. stupné pormoc{ radikédla (tj. hledal vzorce vyjadiu-
fici fedeni takové rovnice). R. 1824 dokédzal, Ze takové Fedeni
pro libovolnou rovnici vice neZ &tvrtého stupné neni moZné.
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Objekty se dvéma operacemi, jako napf. (Z, +, .),
se dasto chovaji vidéi ,,séitani* jako grupa, vidi ,,ndso-
beni*“ jako pologrupa. Je-li nasobeni navic distributiv-

né svazano se séitanim, mluvime o okruhu.

Definice 4.2. Neprazdna mnozina R, v niZ jsou neome-
zené definovany dvé operace ,,+‘ a ,,.‘, se nazyva
okruh, pravé kdyz jsou splnény nasledujici axiémy:
B,: (R, +) je komutativn{ grupa.

B,: (R, .) je pologrupa.
B,: Pro v3echna a, b, ¢ € R plati

a.(b+c¢)=(a.b) + (a.c)
b +c)a = (b.a) + (c.a).

Piedevsim je jasné, Ze symboly operaci ,,+‘“ a ,,.
pouzité v D(4.2) mohou byt interpretovany rtznymi
zpusoby; tfeba jako s¢itani a nasobeni v okruhu matic
typu (n, n), jako séitani a nasobeni v okruhu zbytkovych
tfid modulo 4 nebo jako séitani a nasobeni v okruhu
redlnych funkei. Naproti tomu (N,, +, .) a (Z(M), N,
) nejsou okruhy. Pouiijeme-li v B, imluvu, Ze ,,.*
spojuje silnéji nez ,,+*, mohou odpadnout zdvorky na
pravé strané obou rovnosti.

Ziejmé kazdy okruh obsahuje neutralni prvek o vuéi
séitani, neobsahuje vSak nutné podobny prvek viéi
nasobeni, jak ukazuje okruh sudych &sel. Tuto asyme-
trii okruhu, jeZ byla zdiraznéna uz v axiémech B, a B,,
mitZeme odstranit, budeme-li vyzadovat vlastnosti gru-
py i pro multiplikativni operaci:

a

(13

Definice 4.3. Mnozina K s alesponi dvéma prvky, v niZ
jsou dény dvé neomezené definované operace, se nazyva
téleso, pravé kdyz jsou splnény nasledujici axiémy: -
B¥: (K, +) je komutativni grupa.

B}: (K \ {0}, .) je komutativnf grupa.
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B}: Pro vSechna a, b, c € K plati
a.b+c)=a.b+a.c

Porovname D(4.3) s D(4.2). B} souhlasi — aZ na
oznadenf mnoZzin — s B,. Nasobeni je sice definovino
pro viechny prvky K, B} vsak vyzaduje splnéni viech
axiému grupy, zejména existenci inverzniho prvku, jen
pro prvky rizné od o. Kdyby se nyni K skladalo jen
z jednoho prvku (to by pak musel byt neutralni prvek o),
bylo by K\ {o} prdzdné. Kone¢né z B¥ spolu s komu-
tativitou ,,.‘ plyne vyrok B;.

Ziejmé je kazdé téleso také okruh, ale ne obracené.
Q, +, ), (R, +, .)a (Z/(7), 4, .) jsou piiklady téles.
Obecné je (Z/(n), +, :) jen okruh, tzv. okruh zbytkovych
t¥td modulo n; je to téleso, pravé kdyZ n je prvodislo.
Omezime-li mnozinu zbytkovych tiid jen na tzv. ne-
soudélné zbytkové tfidy modulo » — to jsou ty zbytko-
vé t¥idy, jejichZ reprezentanti jsou nesoudélni s modu-
lem n» — , tak sice dostaneme vzhledem k nasobeni gru-
pu, grupu nesoudélenych zbytkovych tiid modulo n
(srov. tabulku na str. 118 pro n = 12), ale ztratime
vlastnosti grupy vzhledem ke séitani.

Vytvofeni takovych pojmi jako grupa, okruh nebo
téleso je vysledkem dlouhého historického vyvoje mate-
matiky a déje se abstrakei, tj. odvrienim specialnich
vlastnosti rozliénych objektti a formulovanim spoled-
nych vlastnosti. Plodnost a vyznam téchto pojmi
spotiva v tom, Ze jsou na jedné strané dostatetné obecné,
aby dovolily rozsahlé aplikace na konkrétni objekty,
a na druhé strané jsou definoviny pomoci dostatedné
pFisného ,.seznamu pravidel®, jenz umoznuje rozsahlé
obecné zavéry, vystavbu celé matematické teorie pouze
z axiému. Kupifkladu teorii grup dnes s velkym tspé-
chem pouzivaji fyzikové, krystalografové a dalsi piirodo-
védei.
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SEDM JEDNOU RANOU

42 JEDNODUCHE DUSLEDKY
AXIOMATICKYCH SYSTEMU
Ctend¥ se diivérné sezndmi s disledky axiémi grupy, okruhu
a télesa. UkdZe se, Ze strukturnd teoretické tvivahy mohou
poskytnout kromobyéejnd dsporné dikazy

Pékny vykon, ktery vykonal maly udatny krejéik:
jednou ranou zabil sedm much. My ho mtZeme snadno
pfedéit: ,jedinou ranou* dokaieme vyroky o vlast-
nostech vSech grup; skrovny systém axiému a inteli-
gence budou ptitom nase jediné zbrané. Ziskame tedy
znalosti i o sedmi grupach zahrnutych do tabulky v od-
stavei 4.1, aniz bychom tyto objekty museli jednotlivé
vysetfovat.

Zachazeni se strukturami dovoluje vedle systemizace
matematického obsahu postupovat usporné pfi dika-
zech jednotlivych vyroki, coz hned ukaZeme na nékolika
piikladech.

V axiému grupy A,, resp. A, se pozaduje, aby v kazdé
grupé byl alespon jeden neutralni prvek e, resp. aby
ke kardému prvku e grupy existoval alespon jeden
inverzni prvek a7!'. Otazku, zda v grupé muZe byt
piipadné i vice neutrdlnich prvkd, muZeme okamzité
zodpovédét zaporné, kdyZ si uvédomime dukaz zfor-
mulovany v odstavei 3.3: Abychom mohli ze vztahi
e,.ep =¢, a e;.6, = e, dostat vztah e, = ¢,, k tomu
jisté nepotfebujeme Zadné dalsi vlastnosti operace ,,.*,
kromé téch, které jsou obsaZeny v axiémech grupy.

Predpokladame-li, Ze v grupé existuji k prvku e dva
rizné inverzni prvky a™! a a*, vedou rovnosti a”! =
=ale=a"1l.(a.a*) =(al.a).a* = e.a* = a* ke
sporu ¢! = a*. Odtud ve spojeni s A, plyne, Ze v kazdé
grupé ke kazdému prvku existuje pravé jeden inverznf
prvek. MiZeme tedy shrnout:
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Véta 4.1. V katdé grupé (G, .) existuje prdvé jeden
neutrdlni prvek e a ke kafdému proku a existuje prdvé
jeden inverzni prvek a'.

Ziejmé nemuize byt slovo ,grupa‘ ve V(4.1) nahra-
zeno slovem ,,pologrupa‘, nebot ani existence neutralniho
prvku e jesté nezaruéuje existenci inverzniho prvku a-!
k libovolnému prvku a pologrupy. V dikazu jedno-
znaénosti neutralniho prvku se vSak nepouzilo nic vic
z vlastnosti operace nez to, co je k dispozici z axiémi
pologrupy; tj. ex1stu1e -li v pologrupé neutralni prvek,
pak existuje ne]vyse jeden.

Obsahuje-li nyni pologrupa neutralni prvek ¢, mohou
se pfedchozi dvahy pouiit také pro prvky pologrupy.
Oba dikazy tedy dovoluji disledek: V pologrupé existuje
nejvyde jeden neutrdlni prvek, a jestlize existuje, md kaZdy
prvek pologrupy nejvyde jeden inverzni prvek.

Jednoznaéné uréeny neutralni prvek grupy byva pfi
multiplikativnim zpusobu psani oznadovan jako e,
pti aditivnim zptisobu jako o a nazyva se — jak bylo uz
uvedeno v odstavei 3.3 —, jednotkovy anebo nulovy
prvek. Analogicky se p¥i aditivhim znaceni piSe —a
misto ¢! a mluvi se o prvku opaéném k a.

V mnoZinach, v nichZ jsou zavedeny operace, se ob-
vykle provadéji vypodty. Budeme zkoumat, jakd podet-
ni pravidla se dajf v grupé pouzivat. UvaZujme nejprve
zda a jak miZeme v grupé fesit linedrni rovnici a.x = b.
Diky Ajlezi v Gspolusaabia?adkyA,iat.b
Posledné uvedeny prvek je vSak feSenim rovnice a.z =
= b, nebot plati

a¢.(al.b) =(a.a™1).b =e.b =0.

Mi tedy kazdd rovnice a.x = b alesponi jedno FeSeni.
Bylo by potésujici, kdyby kazda takovd rovnice byla
dokonce Fesitelnd jednoznaéné. To dostaneme snadno
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z nasledujici avahy: Ptedpokladcjme, 7e z, a z, jsou dvé
riznd FeSeni rovnice a.x = b; tj. Ze plati jak a.x, = b,
tak i ¢.xz, = b. Z rovnosti pravych stran plyne i rovnost
levych stran, tedy az, = ax,. Dale dostivame a~!.
Ao.x) =al.(@.2,) a (al.a).z, = (a7t.a).z,, a ko-
nedné e.x, = e.x,, tudiZ &, = x, ve sporu s predpokla-
dem. Posledni ¢ast dikazu ukazuje, Ze grupova opera-
ce mé vlastnost kriceni.

Véta 4.2, V grupé mda kaidd rovnice tvaru a.x = b,
resp. y.a = b prdvé jedno feeni x = a™'.b, Tesp. y = b.
a1,

Dikaz, %e kazda rovnice y.a = b je jednoznaéné resi-
telna, pfenechaviame étenafi. Kromé toho si rozmyslete,
pro¢ nemiZzeme takovou vétu formulovat pro polo-
grupu!

Jiny vyklad véty V(4.2) by byl: grupova operace je
jednoznadéné invertibilni.

Presvédéme se, zda uZ nepfinesla ovoce lakava mys-
lenka nahradit mnozstvi jednotlivych zkoumani vyuzi-
tim axiému grupy: Jestlize jsme v \ivodnich piikladech
(tabulka v odstavci 4.1) patrali po neutrialnich prveich,
ted vime: v sedmi grupach existuje pravé jeden neu-
tralni prvek, v kazdé ze tii pologrup se miZe vyskytovat
nejvyse jeden ncutralni prvek. Uvedte neutralni prvky
a sestrojte pologrupu, kterd nema neutralni prvek!

V(4.2) zahrnuje vyrok, Ze pro &tvercové n-fadkové
matice A, B je ka¥d4d maticovd rovnice A + X =B
jednoznadné fesitelna, ne nutné vSak kazdd maticova
rovnice A. X = B. Naproti tomu jsou jednoznaéné fe-
Sitelné rovnice (a), + () = (b)4, (¥)7-(a); = (b); & (ay)
® (2,) = (b,). Reseni 1ze bezprostfedné uvést.

Také bychom mohli nadhodit otdzku, prod¢ uZivat
k definici pojmu grupy pravé ty poZadavky obsaZené
v axiémech A, az A,, ptipadné zda by se k charakteriza-
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ci pojmu grupy nehodily i jiné vlastnosti. MiZeme
dokazat nasledujici vétu:

Véta 4.3. Objeks (G, .) je grupa, pravé kdyZ jsou splné-
ny ndsledugjict podminky: :
A,: Pro véechna a, b € G platt také a.be Q.
A,: Pro vdechna a, b, c€ G plati (a.b).c = a.(b.c).
A: Proviechna a, b€ G existuji prokyxe Gay € G la-
kové, e a.x =bay.a =b.

V(4.3) fika, %e vyroky A,, A,, A; a A, jsou logicky
ekvivalentnf vyroktm A,, A, a A. Daji se tedy také
tyto tfi posledné jmenované vyroky vyuzit k charakte-
rizaci pojmu grupy pomoci soustavy vyrokiu. Dikaz
V(4.3) dostaneme ve dvou krocich (a) a (b):

(a):Z Ay, Ay, Aja A plyne A, A, a A,
Ztejmé stadf ukazat, e A vyplyva z A, A,, A,, A,.
A je oslabend formulace V(4.2), A tedy plyne bezpro-
stfedné z této véty. V(4.2) sama ale byla dokdzana po-
uzitim Ay, A,, Aja A,.
(b): Protoze z A,, A, a A jisté plyne A, a A,, postadi
dokazat vyroky A; a A,.
Nejprve provedeme o néco obtiznéjsi dikaz A,: Necht a
je libovolny (ale pevné zvoleny) prvek G. Diky A ma
rovnice a.x = @ alesponl jedno feSeni, necht je to ep.
Plati tedy a.ep = a. Jestlize ma byt ep pravy neutraln{
prvek, musi spliiovat kazdou rovnici tvaru b.z =
pro libovolné be G. Abychom ziskali vztah mezi b
a pevné zvolenym @, uvaZujme pomocnou rovnici
y.a = b, ktera méa TeSeni ¢, tj. plati c.a = b. Nyni
mame

b.ep = (c.a).ep =c.(a.ep) =c.a = b.

Analogickou uvahou dostaneme, Ze také existuje ales-
poni jeden prvek e € G takovy, Ze e;.b = b plati pro
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viechna b € @. Jesté zbyvi ukazat, Ze kazdy 1evy neu-
tralni prvek e, je totoZny s kazdym pravym neutrilnim
prvkem eg. To dostaneme hned ze vztahu

er.ep = €1 a e;.ep = ep (srov. odstavec 3.3).

Diikaz A, nenf obtiZny: Nechf az' je feSenf rovnice a.z =
= e a az' fefeni rovnice y.a = e¢ pro libovolné a € G,
pak je

ar = azl.e = at.(a.ap') =

= (ar.a).0p' = e.ap* = ap'.

Existuje tedy ke kaidému a€ G prvek a~!, pfidemi
ela=a.al=e.

Prozkoumame nynf souvislost mezi grupami a polo-
grupami. Ma-li operace v pologrupé H vlastnost kraceni,
nazyva se H reguldrni pologrupa. Ptirozené je kazda
grupa specidlné pologrupa a v dikazu V(4.2) jsme
dostali, Ze grupova operace ma vidy vlastnost kricenf.
Plat{ tudiZ nasledujici véta:

Vita 4.4. Ka#dd grupa je reguldrni pologrupa.

Tato véta je ovSem malo vzrusujici; zajimava je vSak
otazka, zda také plati obriceni véty V(4.4). Kdyby tomu
tak bylo, musely by axiémy grupy plynout z axiému
pologrupy a z vlastnosti kriaceni. Pfes intenzivni snaZeni
se nam takovy dikaz asi nepodafi, takZe bychom se
mohli domnivat, Ze obriceni véty V(4.4) neplati, tj. Ze
ne kaZdéd regulirni pologrupa je grupa. Abychom toto
ukazali, stadilo by dat priklad jedné regularnf pologrupy,
ktera (jesté) neni grupa. (N,, +) je vhodnym pfikladem:
z a-+c¢=0>b+4c vidy plyne a = b pro vSechna a, b,
ce Ny a (Ng, +) je pologrupa, ale nikoli grupa. Zost¥i-
me-li vBak pfedpoklady ptijetim podminky, Ze mnozZina
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véech prvka pologrupy je koneénd, daji se uz vlastnosti
grupy dokézat, tj. plati véta:

Véta 4.5. Ka#dd koneCnd reguldrni pologrupa je grupa.

Dikaz prenechdvame &tendfi (srov. cvideni 5a).

Sledujme na& cil najit pravidla pro poditini v gru-
pach déle: Tvrdime, Ze pro libovolné prvky a, b grupy
plati (@.b)™* = b~1.a7!. Podle definice inverznfho prvku
k a.b je (a.b)™! ¥fcSenim rovnice {(a.b).z = e¢. Na druhé
strané Fesi tuto rovnici i b71.a7?, jak snadno zjistime
dosazenim. Tvrzeni bezprosttedné plyne z jednoznaéno-
sti FeSeni linedrnich rovnic v grupé uvedené ve V(4.2).

Pravé tak se dokéze (a7!)"! = @, nebot jak a, tak
(3 1)7! fesi rovnici a 1.z = e (nivod: (¢71)7! je podle
definice inverzni prvek k a=1).

Stejné jako pfi nasobeni disel, da se zavést pojem
n-té mocniny i pro grupovou oreraci & misto soudinu »
stejnych éiniteld ¢ psit a®. Mocniny prvka grupy defi-
nujeme pro celoéiselné exponenty =.

Definice 4.4. Pro kazdy prvek a grupy (G, .) a pro
kazdé celé nezdporné &iclo k klademe:

(1) a®*=¢e, (2) @'t =a*t.a, (3) a* = (a*)7,

a* se nazyva k-td mocnine proku a.

Z D(4.4), z (1) a (2) bezprostfedné plyne a! = a°*! =
= a%.a = e.a = a. Jako p¥i potitini s mocninami ¢isel,
plati i v grupé pravidla a*.a™ = a**™ a (a*)» = @™ pro
libovolné a € G a celodiselné exponenty m a n. Naproti
tomu vztah (a.b)* = a».b" zndmy z poéitini s ¢isly plati
jen v abelovskych grupach.

Pro piirozena ¢fsla m a n vyjde dikaz matematickou
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indukeci tak jako pro a! = a pouzitim D(4.4), (1) a (2).

Az dosud a7! oznadovalo inverzni prvek k a, tedy
zadnou mocninu; vztah (3) ukazuje, Ze mocnina a s expo-
nentem —1 je totozna s inverznim prvkem k «.

D(4.4) byla zaloZena na multiplikativnim zpasobu
psani grupové operace. Preneseme-li tuto definici na adi-
tivni zpsob psani, odpovidd souéinue.a. ... .amnstej-
nych ¢&initelt ¢ soudet ¢ + o + ... + @ n stejnych
séitanch a piseme n.a. D(4.4) pak piejde v definici:
Pro kazdy prvek a grupy (@, +) a kazdé celé nezaporné
¢islo k klademe:

(1) 0.a =0, (2) (k+1).0 =k.a +a, (3) (—k).a =
= k.(—a).

Stejnym zpusobem se daji ,,pieloZit* dusledky D(4.4)
do aditivniho zptisobu psani, napf. rovnost an.b* =
= (a.b)* prejde v rovnost m.a 4+ n.b =n.(a + b).
Tento prechod miize nezkuSenému &étendfi zpusobit téz-
kosti, pokud nepozna, %Ze n.a je zkraceny zapis pro
e +a+ ... +a, a ne treba dodateéné zavedené
,.nasobeni’* v aditivni grupé; vidyt pfirozené ¢&islo n
obecné ani neni prvkem dané grupy.

Koneéné objekty .muZeme popsat tabulkou operace.
Snadno si namalujete tabulku ,,s¢{tani* étyf barev —
cervené, zluté, bilé a modré. Neni tézké vidét, Ze pritom
neméame pfed sebou grupu, protoze mnozina {¢, 2, b, m}
nenf uzaviend vaéi uvedenému séitani.

Abychom zjistili, do jaké miry se daji vlastnosti grupy
vydist z tabulky operace, podivejme se na piiklad alge-
braické struktury ({e, a,b,c}, .). ProtoZe na kazdém
misté tabulky stoji jeden z prvk mnoZiny M, je splnén
axiéom A,. Axidm A, se odraii ve skutednosti, Ze alespon
jeden Fadek a jeden sloupec tabulky se nelisi od ivodniho
tadku (sloupce).
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. |eabe Juvwayz

e leabe u (uvwaryz
alabcee v [vwuyxz
blbcea wlwuvzay
c|ceab rz |zyzwovu
¥y |lyzzovuw
z |zzyuvw

Protoze v kazdém fadku a v kazdém sloupci tabulky
se vyskytuje alespon jednou neutrdlni prvek e, splituje
(M, .)iA,. Platnost A, (asociativita operace) se da z ta-
bulky stéii zjistit jednoduseji, neZ Ze se podvolime
pracné uloze vypsat vSechna moZna uzavorkovani tif
prvka a porovnat vypoditané soudiny. V piipadé ope-
race uréené tabulkou 1 to vede k uspéchu, tj. (M, .) je
grupa. Ze sousedni tabulky 2 zjistime sice, Ze A,, A,
a A, jsou splnény, A, vSak pro tuto operaci neplati,
nebot (y.x).w = u, ale y.(x.w) = w. Neni tedy ({u, v,
w, %, ¥, 2}, .) grupa, a dokonce ani pologrupa.

Piiklad navic ukazuje, Ze A, je na axiémech A,, A,
a A, nezavisly. Pologrupa s neutralnim prvkem, ktera
neni grupa, jako nap¥. (N,, 4), ukazuje, Ze z axiomi
A, A; a A; neplyne A,. Kdyby se dal néktery axiém —
tteba A, — odvodit z ostatnich axiémi grupy, tak by-
chom ho mohli v dané soustavé axiomi v D(4.1) Skrtnout,
nebyl by pro charakterizaci grupy vibec nutny. Obecné
se pro definici struktury voli minimaln{ systém axiémd,
nepouzivame tedy pokud mozino vyroky, jeZ by se po
dikladnéjsim rozmysleni daly odvodit z ostatnich.
Vedle téchto spis estetickych poZzadavki na nezivislost
jednotlivych vyroka systému axiému pfirozené museji
byt tyto vyroky bezesporné a postadovat k popisu dané
struktury, o niZ mame pfesnou predstavu (liplnost axio-
matického systému).

Komutativita operace (axiém A;) se snadno pozna
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ze symetrie tabulky. Pfirozené i dusledky axiému grupy
mohou byti zfetelné z tabulky: To, Ze se v kaZdém Fadku
a v kazdém sloupci tabulky vyskytuje kazdy prvek
aspon jednou, je pravé vyrok A.

NapiSme mocniny prvki grupy charakterizované ta-
bulkou 1:

.,e 3 =¢e2=c¢ el =¢e =
=e,el =¢,e2 =¢,e3=¢, ...
o,e3=aa?2=bal=ca =
=e¢,al=a,a2 =b,a® =c¢, ...
o, b3=bbt=¢b1=00 =
=e, bl =b,b2=¢,b3=0b, ...
., =¢ c2=bc¢c!=a,c =
=ecl=c¢c2=b,¢*=ua, ...

Ziejmé nepottebujeme pokrafovat v tomto vyétu ani
nalevo, ani napravo, nebot prvky se opakuji v cyklu
charakteristickém pro kaZdy prvek grupy. Zatimco plati
e = e pro kazdé n € N, a uz druha mocnina b dava zas
neutrilni prvek e, dostaneme ze étyi prvnich mocnin e,
resp. ¢ viechny prvky grupy; » = 4 je nejmensf kladny
exponent, pro néj% plati a» = e, resp. ¢* = e. Rikdme, Ze
kazdy z obou prvka mize , vytvofit celou grupu.

Definice 4.5. Objekt (M, .) se nazyva cyklickd grupa,
pravé kdyz plati:
(1) (M, .) je grupa.
(2) M muze byt vytvofena jednim prvkem a € M, tj.
v M existuje takovy prvek @, jehoZ mocniny a® pro
n € Z tvoli véechny prvky grupy.
Prvek @ se nazyva vytvofujici*) prvek (nebo také generd-

*) Pouzivané, ale gramaticky nesprdvnd tvoifené pridavné
jméno. Spravnd by mélo byt vytvdfejict... (Pozn. red.)
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tor) grupy (M, .), symbolicky to budeme zapisovat jako
M = {a)

V nasem tvodnim piikladu jsou a a ¢ vytvotujici
prvky, naproti tomu e a b ,,vytvafeji‘ jen vlastni pod-
mnozinu M, jez viak sama spliiuje axiémy grupy vzhle-
dem k operaci definované na celé grupé.

Pro kazdy prvek z nasf koneéné grupy existuje tedy
nejmensi kladny exponent n takovy, Ze a* = e; toto
¢islo nazyvame fdd proku. Ma tedy efad 1, bfad 2aaac
rad 4.

UvaZujme mnoZinu ¢isel

1 1 1
g g 2,1,2,4,8,...
vzhledem k operaci nasobeni. Protoze se kaidy prvek
da vyjadiit jako mocnina 2 a vSechny prvky jsou rizné,
sestrojili jsme pFiklad nekoneéné cyklické grupy, jejimz
vytvotujicim prvkem je 2.

Chceme-li najit dalsi ptiklady cyklickych grup, mu-
sime se v grupich porozhlédnout po vytvoiujicich
prvcich. V grupé zbytkovych t¥id modulo 7 je takovym
prvkem jak (3),, tak i (5);. Grupa {l —1,i, —1} ) muze
byt vytvofena jak prvkem i, tak i prvkem —i.

Aditivni grupa celych &sel jako vytvofujici prvky
obsahuje &isla +1 a —1, aditivni grupa zbytkovych
t¥{d modulu m prvky (1), a (m — 1)y,

Naproti tomu (R\ {0}, .) a grupa s prvky f,(x) =2,
fo(&) = —x, filx) = %, falx) = —% se skldddnim
funkei jakoZto operaci nejsou cyklické. U druhého
ptikladu to pozndme hned: kazdy prvek je sim k sobé
inverzni, nemiZe tedy vytvofit celou grupu. Abychom

odivodnili prvni ptiklad, musime je§té trochu pokro-
&it.
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Cyklicka grupa G je vidy abelovsks. Jsou-li totiz b a c
libovolné prvky G, mohou byt oba vyjadieny jako moc-
niny vytvofujicitho prvku a, odkud plyne:

b.c =ar.qm = g*tm™ = gntr = gm g™ = c.b.

Existuje velkd rozmanitost grup se zcela rozdilnou
,.stavbou‘. Struktura cyklickych grup je naproti tomu
snadno piehledna. Ziejmé kaida grupa G je bud koneé-
na, nebo nekoneéna. Je-li nadto G cyklicka s vytvotu-
jicim prvkem a, daji se oba tyto pripady studovat bliZe:
V prvnim pfipadé (G koneéna cyklickda grupa) jisté ne-
mohou byt viechny mocniny a* s celodiselnym » rizné,
nebot by to odporovalo koneénosti G. Existuji tedy
razné exponenty h, k (pfitom nechf » > k), pro néz
a* = a*. Odtud podle pravidel pro mocnéni plyne
ah ¢ = ! = ¢; existuje tudiZ alesponi jeden kladny
exponent [ = h—k > 0, pro néj% o' = e. Mezi viemi
kladnymi exponenty s touto vlastnosti oznadme nej-
mensi jako ¢. Pak jsou a® =¢, a! = a, a?, a?, ..., a'™?
viechny prvky G. Pfedevsdim jsou vSechny uvedené
mocniny navzajem ruzné; jinak by totiZ nebylo ¢ nej-
mens§{ kladny exponent s vlastnosti a' =e. KazZda
mocenina ¢* s celodiselnym n se ale uZz vyskytuje mezi
prvnimi { mocninami, nebot pouZijeme-li na = a ¢t délenf
se zbytkem n =g¢qt 4+ r, 0 < r <t, dostaneme a" =
= attr = (a')1.a" = et.a’ = a", kde 0 =r <t Podi-
tani v této grupé @ se pak redukuje na poditani s moeni-
nami a% a!, ..., a'"! vytvotujictho prvku a; vyskytne-li
se pFitom exponent n = £, mazeme ho, jak jsme uz uka-
zali, redukovat prostfednictvim vztahu a* = e. Nasobeni
v G se tedy déje s¢itanim exponenti jako v grupé zbyt-
kovych tiid modulo ¢. Vysledek: PiSeme-li prvky ko-
neéné cyklické grupy G jako mocniny vytvoiujiciho
prvku a ve tvaru a, al, a?, ..., a'"1, provadi se nasobeni
v @ prostiednictvim séitani exponenti modulo .
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Druhy piipad (G nekoneéna cyklicka grupa) je jesté
jednodussi. Zde museji byt viechny mocniny «* (n celé
éislo) navzajem ruzné, protoze rovnost dvou takovych
mocnin s raznymi exponenty vede na koneénost G
(srov. 1. ptipad). Pak ddvajf mocniny ..., a73, a2 a7,
a® = ¢, al = a, a?, a®, ... viechny prvky G a nasobenf
v @ se provadi séitanim exponenti, tj. jako v aditivni
grupé celych éisel. Tato situace nam prozrazuje: Kazda
nekoneéna cyklicka grupa ma zfejmé stejnou ,,struk-
turu‘‘ jako aditivni grupa Z celych &isel a kazdd koneénd
cyklickd grupa rfiddu n» mé stejnou ,strukturu” jako
aditivni grupa Z/(n) zbytkovych tiid modulo n.

Specidlné odtud plyne, ze (R\{0}, .) nemtZe byt
cyklicka, protoZe jinak by musela tato grupa mit
stejnou strukturu jako Z. To vSak mit nemuZe, nebot
ani nenf mozné najit vzajemné jednoznaéné zobrazeni Z
na R, protoZe Z je spodetnd, zatimco R mé mohutnost
kontinua.

Prozkoumanim stavby cyklickych grup konéi nas
vylet k po¢atkiim teorie grup.

Princip vytvafeni dasledki z axiému struktury je pfi-
rozené mozno pouZit i na okruhy a télesa. Nejdfive by-
chom chtéli pfenést na tyto struktury nékteré uz ziska-
né znalosti:

Kazdy okruh a tim spis kazdé téleso ma pravé jeden
nulovy prvek. Ne kazdy okruh — téleso viak ano — ma
pravé jeden jednotkovy prvek. Obsahuje-li okruh jed-
notkovy prvek, obsahuje takovy prvek pravé jeden.
V kazdém télese je jednoznaéné Fesitelna jak kazda
rovnice ¢ + x = b, tak i kaZda rovnice ¢.yy = d (¢ # 0);
v okruhu je obecné jednoznaéné FeSitelnd jen rovnice
a4+ x=0>b.

Pouzijeme tyto vyroky hned, jakmile se budeme za-
byvat multiplikativnhim chovanim nulového prvku o
v okruhu.

143



Stejné jako v &iselnych oborech plati v kazdém okruhu
(R, +, .) rovnost @.0 = o pro kazdy prvek a okruhu.
Snadno je totiz vidét, ze a.o0 = o vyplyva ze vztahu
a.0=a.0+oaao=a.(lo+0)=a.0+a oaz jed-
noznatné Fesitelnosti rovnice ¢.0 = a.0 + z. Kromsé
toho je hned vidét, Ze i v kazdém télese je soudin roven
nule, jakmile je alespon jeden z &initeld nulovy prvek.
V okruhu (Z/(4), +, .) plati (2),.(2)s = (0),, tj. soudin
je kupodivu roven nulovému prvku, i kdyZ ten se mezi
¢initeli nevyskytuje. Véta, Ze soudin je roven nule, pra-
vé kdyz aspon jeden z ¢initelu je nula, tedy v libovolném
okruhu neplati.

V télese (K, -+, .) takové ,,pochybné‘ chovéni ne-
miiZe nastat, protoze z pfedpokladu, Ze existuji prvky
télesa @ # 0 a b #* o, pro néZ a.b = o, bychom vynaso-
benim rovnosti prvkem a~! dostali

al.(a.b) =(a7t.a).b=eb=0b=o,

a to odporuje ptredpokladu.

Existuji okruhy s jednotkovym prvkem, v nichZ je
splnén pozadavek, aby z a.b = o vidy plynulo ¢ = o
nebo b = o, pro viechny prvky okruhu. Jednim z téchto
okruhi je napf. okruh celych éisel, ve kterém pouzivame
zndmym zpiusobem pojmy jako délitel a prvoéislo
a v némz plati véta o jednozna&ném rozkladu kazdého
prvku okruhu na soudin moenin prvodisel. Je zajimavé,
Ze ma smysl pfenést uvedené pojmy na prvky libovol-
ného okruhu, ktery spliiuje pfedchozi podminku, a Ze
v ka?dém takovém okruhu plati jednoduché vyroky
o relaci délitelnosti (napf. e za |baa |cplynea | (b +
+ ¢), nebo Ze nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spo-
le¢ny nasobek prvki okruhu jsou vidy uréeny jedno-
znaéné). Ovem nejvétsi spoledny délitel dvou prvki
nemusi v takovych okruzich jesté existovat; jeho exis-
tence bude zarudena teprve dalsimi dodatednymi pod-
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minkami. TotéZ plati o obou shora uvedenych vétich
o existenci a jednoznadénosti rozkladu na prvodéinitele,
na jejichZ platnost se dasto divime jako na samozfej-
most. Ze se nam pouZiti pomocnych prostfedkd teorie
struktur hodf a Ze je ¢asto nutné, abychom byli s to resit
zdvaZné matematické problémy, to ukazuje klasicky
problém fesitelnosti algebraickych rovnic pomoci radi-
kala, ktery pochopi kaZdy 8kolak, jenz zna vzoredky
pro fedeni kvadratické rovnice:
Pro jaky stupen =» libovolné algebraické rovnice

a1 4+ @21+ ... Fax+ a, =0,

jeifZ koeficienty a; jsou z télesa realnych ¢&isel, existuje
vzorec na uréeni jejich kotent ? Uz vice nez 300 let jsou
takové vzorce zndmy pro rovnice 2., 3. a 4. stupné.
Ale teprve vyuZitim souhry pomocnych prostiedkit
z teorie grup a z teorie téles se Evaristu Galoisovill)
podafilo dokazat, Ze nenf moZno udat vzorec pro reSeni
obecné rovnice vice neZ dtvrtého stupné.

1) Evariste Galois (1811—1832) francouzsky matematik;
zakladatel moderniho grupové teoretického zkoumdni alge-
braickych rovnic (Galoisovy teorie); mimo jiné zavedl pojem
grupy a (algebraického) télesa. Ty nejpodstatndjsi ze svych
pronikavych matematickych myslenek ulozil Galois v pfed-
veder své smrti (byl zabit v souboji) v nejstruéndjsi forms
do dopisu, ktery povaZoval za svoji védeckou z4vét.
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RUZNE CEPICE, A PRESTO
RODNIBRATRI

4.3 ZOBRAZENI ZACHOVAVAJICI STRUKTURU
Izomorfismy a homomorfismy

Ve studijni skupiné sestavuji studenti tabulky riz-
nych koneénych grup, napt.:

—ywy%smﬁyM@=%Mﬂ=%nMﬂ=—%

1
falx) = —ase skladanim funkef jakoZto operaci;

— @,, aditivni grupy zbytkovych tiid modulo 4; tedy
G, = Z[(4);

— grupy G, s prvky 1, —1, i, —i a s operacf nasoben{
komplexnich ¢isel (je potfeba jen védét, ze iz = —1);

— grupy G, s prvky

10 —10 1 0
A=(o1)- 2= (Toa) A=)

—1 0
A4=[ 0 —1

a s operaci nasobeni matic.

Zvidavy &tenai by si mél pred dal3im &tenim pFipra-
vit tabulky téchto grup a jesté nékterych dalsich, napf.
grupy nesoudélnych zbytkovych t¥id modulo 12 (srov.
tabulku v odstavei 4.1) a grupy otadeni étverce kolem

T 3n
> 7 y TG 2

Werner, nejmazanéjsi z wlastnikd, nahle vyslovi
zprvu zarazejici tvrzeni, Ze G, a G, jsou ,,tytéz* grupy.
Oduvodiiuje to takto: , Kdyz se podivime na tabulky
operaci obou grup,

jeho stfedu s 1hly 0 a s operaci skladani.

146



\h o h | AL A, A, A
f'l. ’l. /2 fa f‘ Al Al AZ AS AI
f | h f s A; | A, A A, A
fa | h fs Kt A, | A, Ay A A
o |1 K o h A, | A, Ay A, A,

zjistime, Ze se v nich poéita uplné stejné. Dokonce
bychom mohli sestavit abstraktni poéetni tabulku a po-
dle toho, zda budeme prvky a,, ,, a,, a, interpretovat
jako ¢&tyfi funkee f,, ..., f,, nebo jako &tyfi matice
A,, ..., A, (aodpovidajicim zpisobem operaci . jednou
jako skladén{ funkei, podruhé jako nisobeni matic), do-
staneme tabulku ,konkrétni‘ grupy @,, resp. G,. Grupy
G, a G, jsou tedy ,v podstaté’ stejné, odlisuji se jaksi
jen ve své konkrétni podobé, ve zplsobu popisu. Jsou
to tedy rodnf bratfi, nosf jen odliSné ¢epice.

. I ay @y 3 ayq

a,|a a a a
a, |a a a a,

a |la a a a

a, | a4 24 @y a,

To ostatnim otvira odi, pfesto se Kristyna odvazuje
namitnout, Zze tabulka operace G, bude pfeci vypadat
docela jinak, kdyZ prvky @, jinak oéislujeme, aniz by se
piitom v grupé samé néco zménilo. Vsichni se rychle
shoduji na tom, Ze ,strukturné totozné* grupy by mély
byt takové, jejichz tabulky operaci se pfi vhodném pre-
dislovani prvki lisi nejvySe oznaéenim. ,,Ale pak jsou
prece totoiné i G, a G4, objevuje Grit, ,,stadf pfece
jenom navzijem pfifadit prvky (0), a 1, (1), a i, (2),
a —1 a (3), a —i, a dostaneme shodné tabulky.* Pfe-
svédite se, zda ma Grit pravdu! ,,MozZna, Ze tato struk-
turni totoZnost neni nic vzruSujiciho,” uvazuje Uwe,
stary skeptik, ,,moZn4, Ze jsou grupy se stejnym podétem
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prvki, tieba 4, vidy totozné. Ale Werner to po chvili
plemysleri mize vyvratit: ,,Spojime-li v grupach G,
a G4 néktery prvek sam se sebou, dostaneme vzdy neu-
tralni prvek, v grupich G, a G, se to ale stane jen ve
dvou piipadech ze &tyf. Nemohou tedy byt napt. G,
a G, strukturné totozné.“ Na tomto misté zasihne ve-
douci krouzku poznimkou, Z%e Grit piedtim odhalila
metodu, s niz je mozné pojem strukturni totoZnosti —
v matematice nazyvané izomorfie (fecky: stejny tvar) —
prenést na nekoneéné grupy. Misto o ,,vhodném pieéis-
lovani* prvka pak obecnéji mluvime o ,,vzijemné jedno-
znaéném pritazeni ¢ mezi prvky jedné a druhé grupy.
Vyrok o ,strukturni totoznosti’ pak dostane tvar:
Jsou-li prvkim @, b jedné grupy pfitazeny prvky ¢(a),
@(b) druhé grupy, musi byt vzéjemné prifazeny i souéiny
a.b a g(a).pb), tj. musi platit q;(a b) = qJ a).p(b).
V této rovnosti je tieba si uvédomit, ze znak ,,. nalevo
oznaduje operaci v jedné grupé a napravo operaci v dru-
hé grupé.

Zobrazeni ¢ s touto vlastnosti se nazyva zachoviva-
jici operaci (resp. relaci, nebot kazdou operaci mizeme
chdpat jako relaci). U koneénych grup se vlastnost
vzajemné:jednoznaéného zobrazeni zachovavat operaci

B e
_.
' \\ f.-
: — i
. ¥ .
a; - —raa. R 4 .
) v =t
Obr. 29

plné ¢dra: nejprve zobrazono, potom sloZeno g(a;) . p(a;) = fi.f;

édrkované: nejprvo slozeno, potom zobrazeno ¢(a;.a;) = f;.f;
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projevi ve shodné stavbé tabulky operace; tuto situaci
ilustruje obr. 29.

Definice 4.6. Grupa. (G4, 04) se na/,yvé tzomorfni s gru-
pou (G, 0,), prave kdyz zaroven plati:

(1) Existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni ¢ grupy

G, na G,;

(2) @ zachovava operaci, tj. pro vSechna «, b € G, plati
p(a 0, b) = p(a) o, p(b).

Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus G, ¢ G,.

Nyni lze snadno zjistit, Ze grupa (R*, .) kladnych
redlnych ¢isel vzhledem k nasobeni je izomorfni aditivni
grupé (R, +) realnych é&isel, nebot dobfe zname zobra-
zeni p(x) = log z mezi R* a R, které diky

pley) =logry =logz + logy = ¢(x) + ¢(y)
zachovava operaci. Na zakladé této izomorfie mezi
(R*, .)a (R, +) spotivd, jak zndmo, pocitini s logarit-
my a logaritmickym pravitkem: délka useku piislusna
soudinu se dostane jako soudet délek pfislusnych jednot-
livych ¢initelim.

Relace ,,je izomorfni s mezi grupami je relaci ekvi-
valence (srov. odstavec 2.3), o demZ se snadno presvéd-
¢ime; nazyva se tzomorfie. V tiidach ekvivalence se pak
sejdou pravé vsechny navzdjem strukturné totoiné
grupy. Kdybychom mohli ziskat pfehled o vsech tfidach
ekvivalence (k tomu by stadilo znat z kazdé tiidy jed-
noho reprezentanta), ovladali bychom dokonale kazdou
konkrétni grupu a hlavni dloha teorie grup by tak byla
splnéna. Tento problém neni dodnes vyfeSen*); musime

*) Problém klasifikace prostych koneénych grup (tj. jakychsi
stavebnich kameni, z nichZ lze ,,sloZit* kazdou grupu) byl
vyfeSen poldtkem 80. let. Uplny dukaz zabird ptFibliznd
15 000 strének odbornych &asopisi. Zdjemce odkazujeme na
populérni ‘8ldnek D. Gorensteina v 8as. Scientific American,
December 1985 (rusky pieklad B mupe nayku, No 2, 1986).
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se proto spokojit s tim, Ze se sezndmime s co nejvétsim
mnozstvim strukturnich typt. Plné napf. ovladiame
cyklické grupy; v odstavci 4.2 jsme vidéli, Ze kazda
cyklicka grupa s » prvky je izomorfni aditivni grupé
zbytkovych tfid modulo = a kaZda nekoneéna cyklicka
grupa je izomorfni aditivni grupé celych é&isel. Odpovi-
dajici vzijemné jednoznaéni zobrazeni zachovavajici
operaci jsou g(a™) = (m),, resp. p(a™) = m.

Analogicky miizeme zavést pojem izomorfie i pro jiné
struktury, napt. pro okruhy. ProtoZze to jsou struktury
se dvéma operacemi, je vlastnost zachovani operace vy-
jadfena dvéma rovnostmi:

gla ® b) = g(a) + @(b) a p(¢ Ob) = g(a).¢(b).

Vlastnost ¢ zachovavat operaci slouzi dokonce i k tomu,
ze sc strukturni vlastnosti vzoru pti zobrazeni ¢ prene-
sou na obraz Plati napt.:

(Gly Ol) grupa‘;
(@,, 0,) mnoZina s operaci; = ((,, 0,) rovnéZ grupa.
(G4, 0,) izomorfni s (G5, 0,)

K tomuto zdvéru jsme vSak vibec nepouzili vzajem-
nou jednoznalnost; uZ prosta zobrazeni zachovavajici
operaci zachovavaji strukturu grupy. Ma proto smysl
studovat i takova zobrazeni. Takové napt. bude zobra-
zeni ¢ mezi aditivni grupou Z celych ¢&isel a grupou G,,
poloZime-li

1, jestlize » = 0 (mod 4),

(n) = i, jestlie n = 1 (mod 4),
¥ - I —1, jestlize n = 2 (mod 4),
—1, jestlize n = 3 (mod 4).

Takovéto zobrazeni se nazyva homomorfismus a grupa
Z se nazyva homomorfni s grupou Gy. Presvédéte se, Ze
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homomorfismus ¢ znizornény na obr. 30 zachoviva
operaci! (Navod: nejprve uvazte, Ze ¢ muzZete psit ve
tvaru @(n) = i* pro viechna n € Z).

wt=7,-3,1,5,8,...
v=6,-2, 2, 6,10,

Obr. 30

. Zformulujme definici pojmu ,homomorfismus* ten-
tokrat pro okruhy:

Definice 4.7. Okruh (R,, +,, 0,) se nazyva homomorfnt
8 okruhem (R,, +,, 0,), pravé kdyZ zaroven plati:
(1) existuje prosté zobrazenf ¢ okruhu R, na R,;
(2) ¢ zachovavé operaci, tj. pro viechna a, b € R, plati

pla +,b) = pla) +, ¢(b)

@(a 0, b) = ¢(a) o, @(b).

Z definic D(4.6) a D(4.7) plyne, Ze kazdy izomorfismus
je také homomorfismus. Obriceny vyrok vsak neplati.

Vratme se k pfedchozimu piikladu grup Z a G,.
ProtoZe zobrazeni ¢ je (jen) prosté, bylo by nasnadé
rozdélit definiéni obor ¢, tedy Z, na tifdy prvki se stej-
nym obrazem. Snadno nahlédneme, Ze tyto tfidy jsou
pravé zbytkové t¥idy modulo 4, které samy tvolf grupu
(G, vzhledem ke séitani.
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Je-li obecné ¢ homomorfni zobrazeni G na ', vime
z odstavee 1.7, Ze rozdéleni definiéniho oboru G zobra-
zenim ¢ na t¥idy prvka se stejnym obrazem je rozklad,
a dile z 2.3 je ndm znimo, Ze tento rozklad muZeme
dostat jednoznaéné uréenou relaci ekvivalence R. V na-
Sem piikladu to zfejmé je kongruence modulo 4; srov.
obr. 30. To, Ze ¢ zachovdva operaci, ma ten dusledek,
zZe tato relace ekvivalence je dokonce kongruenci (srov.
odstavec 3.4); Z aRa’ a bRb' plyne (a.b)R(a’.b’), nebot
aRa’ (resp. bRb') znamend, Ze p(a) = @(a’) (resp. ¢(b) =
= @), a diky tomu, Ze ¢ zachovava operaci,
je @a.b) = g(a).p(d) = p(a’).p() = @(a’.b’), tedy
(¢.b)R(a’.b"). MiiZeme proto v podilové mnoziné G/R za-
vést operaci pomoci reprezentantii (srov. odstavec 3.4);
v naem piikladu je to sé¢itani zbytkovych tiid modulo 4.
Takto vznikla aditivni grupa zbytkovych tiid modulo 4
je pak — jak uZ vime —, dokonce izomorfni grupé G,.
To nam dava piileZitost k poloZeni otizky: ,,Vyplyva
z homomorfie ¢ a G’ vidy izomorfie G/R a &', je-li G/R
rozklad G na t¥idy prvku se stejnymi obrazy pfi ¢ (¢ je
homomorfismus @ na G')?‘ Na tuto otdzku muZeme
odpovédét kladné: Je-li ¢ prosté zobrazeni G na G’ za-
chovdvajict operact a oznaduje-li [a] tridu vdech proka G
se stejnym obrazem g(a), je zobrazeni vy, kde p([a]) = ¢(a),
vzdjemné jednoznaéné zobrazeni G|R na G, které zacho-
vdvd operact.

Dalsim dusledkem pro homomorfismus™g zachovava-
jici operaci je, %e shora uvedend relace R je uz jedno-
znaténé urdena tiidou U vSech prvki G, jejichZ obrazem
je neutralni prvek e’ grupy @', nebot plati: aRb «
< a.b71e U. Tato mnozina U se nazyva jddro homo-
morfismu ¢. Dukaz dostaneme snadno vypoétem;

aRb & g(a) = ¢(b) & ¢(a).¢d) ! =€ &
< g(a).eb™) = ¢@.b!) =¢ @ a.ble U.
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V nasem piikladu je U mnoZina vicch celoéiselnych
nasobku étyt, nebot dva prvky a, b € Z maji tyZ obraz
pii @, pravé kdyz ¢ = b (mod 4), tj. kdyz ¢ —b =0
(mod 4), &ili @ — b e U. Protoze grupové operace v na-
Sem priikladu je sditani, nemuZe se nikdo divit, Ze jsme
misto «.b! psali @ + (—b) = o — b.

Pravé provedend tivaha, Ze homomorfni zobrazeni ¢ G
na @ je uz jednoznadné uréeno svym jidrem, dava pod-
nét k otazce: ,,Jaké vlastnosti jsou nutné a stacdi, aby
neprazdna podmnozina U C G byla jidrem homo-
morfismu ?** Kdybychom totiZ mohli udat vSechny pod-
mnoziny U C @, které mohou byt jadrem homomorfni-
ho zobrazeni @, méli bychom piehled o vSech homo-
morfnich obrazech G. Této otizce se budeme jesté vé-

wov

novat v piistim odstavei.

ROSTOUCI ZASOBY

44 ODVOZENE STRUKTURY
Jak miiZeme ziskat dal$i struktury

Uz v 1. kapitole jsme vidéli, jak se daji vytvafet dalsi
mnoziny, zaéneme-li jednou mnoZinou M. MuZeme
kupfikladu uvazovat podmnoziny M nebo ptejit ke kar-
tézskému soudinu M x M, anebo pomoci relace ekviva-
lence R utvofit podilovou mnozinu M|/R. Pokusme se
timto zpisobem zvétsit také nasi zasobu struktur, napt.

grup.

a) Podstruktury

Je-li (G, .) grupa a U neprazdnd podmnozZina G,
(U, .) neni obecné grupa. Kupfikladu mnozina prvo-
¢isel P je sice podmnozZinou Z, ale (P, +) neni grupa,
protoZe je napt, 3¢ P, 5¢ P a 3 + 5 =8, ale 8 ¢ P.
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NemiiZzeme tedy chapat (P, +) jako podgrupu (Z, +).
Naproti tomu spliuje-li podmnozina U C & sama
axiémy grupy vzhledem k operaci definované v grupé
G'?), nazyvame (U, .) podgrupou (@, .). Tak kladna ra-
cionalni &fsla tvofi vzhledem k nasobeni podgrupu grupy
(R\{0}, .). VSechny axiémy grupy jsou uZ splnény,
jakmile je U uzaviend viéi dané operaci a pritom
inverzni prvek ke kazdému prvku z U patfi opét do U.
Nebot je-li splnén asociativni zakon pro vsechny prvky
z G, plati tim spis i pro vSechny prvky z U. Neutralni
prvek e, ktery je k dispozici v G, patii za uvedeného
piedpokladu uréité i do U, nebot je-li U # 6, existuje
a€ U, a tudiZ také a.a™? = ¢ € U. MuZeme proto ¥ei:
de-li (G, .) grupa, U neprazdna podmnozina G, je (U, .)
podgrupa (G, .), privé kdyZ proa e U abe U vidy také
platia.be Uaale U.

Ptiklady. KaZda grupa (G, .) obsahuje dvé trivialni
podgrupy, totiz samotnou @ a podgrupu, jez sestava jen
z neutralntho prvku e. V aditivni grupé celych ¢&isel tvoii
viechny nasobky pevného celého é&isla m podgrupu.
Naproti tomu nap¥. mnoZina lichych é&fsel neni podgru-
pa (Z, +), nebot soudet dvou lichych &fsel je sudy.
Grupa @, z odstavce 4.3 s prvky 1, —1, i a —i obsahuje
podgrupu s prvky 1 a —1.

V grupé vSech permutaci 4 prvka (srov. odstavec 3.1)
mnozina

v L, _ (1234 (1234 (1234 (1234
Ve 1234) ™ =| 2143) 72 T | 3412) T 74321

tvofi podgrupu vzhledem ke sklddani, o demz se nejlépe
plesvédéite utvoienim tabulky operace ve V.

11) Pfesndji neuvazujeme v U tutéZ operaci jako v G, nybr%
ziZenf dané operace na U.
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Analogickym zptusobem muZeme také zavést podokru-
hy a podtélesa; jisté vim nebude zatéiko na zakladé
pojmu ,,podgrupy‘‘ objasnit, co se rozumi ,,podokru-
hem*‘. Kupiikladu mnoZina viech diagonalnich matic —
to jsou » x n matice s vlastnosti a; = 0 pro ¢ # k —,
tvofi vzhledem ke séitani a nasobeni matic okruh, a je
tedy rovné% podokruhem okruhu vSech n X n matic.
Jako nejjednodussi p¥iklad budiZz zminén podokruh
sudych ¢&isel v okruhu celych ¢&isel. Téleso redlnych &isel
obsahuje jako podtéleso téleso racionalnich &fsel.

Nyni se miZeme vratit k otdzce poloZené na konci od-
stavee 4.3, které podmnoZiny U grupy G mohou byt
jddrem homomorfismu e grupy G.*Jidro U homomor-
fismu ¢ je, jak uz vime, mno#ina vSech prvku ae€ G,
pro néz ¢(a) = ¢’. Pritom G oznaduje grupu vzori,
G’ grupu obrazi, e (resp. ¢’) neutralni prvek @ (resp.
@'). Uréité je e € U, tj. p(e) = ¢, jak okamzité dostane-
me z rovnosti p(a).e’ = p(a) = p(a.e) =.p(a).ple) diky
vlastnosti krdceni grupové operace. Je-li a, b e U, tedy
p(a) = @(b) = ¢’, pak také plati @(a.b) = ¢(a).p(b) =
=¢'.e =¢', to ale diva a¢.be U, Déle je pro ae U
také a 1 e U, nebof mame

pa™?) = pla™).e’ = p(a™?).p(a) = p(a™'.a) =

= gle) =¢'.
Jako ,,vedlejsf produkt’* mizeme z té&chto rovnost{ také
dostat vztah @(a™).p(a) = ¢’, a tedy @(a™) = p(a)™!;
jinymi slovy: obraz prvku inverzniho k @ se rovna
inverznimu prvku k obrazu a. Tohoto poznatku jsme uZ
mléky vyu#ili v odstavci 4.3. Vyhledejte si sami ptislus-
né misto!

NagSe uvahy ukézaly toto: K tomu, aby nepriazdna
podmnozina U grupy @ mohla byt jadrem homomorfis-
mu grupy @, je nutné, aby byla podgrupou.

Dé se ukézat, e pro komutativni grupy je tato pod-
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minka také postadujici; pro nekomutativni grupy na-
proti tomu nemuze byt kazda podgrupa jidrem homo-
morfismu, musime se omezit na jisté podgrupy spliu-
jici daldi podminku a nazyvané také normélni podgrupy.
Analogické vyroky plati pro okruhy; jadro kazdého
okruhového homomorfismu, tj. mnoZina vSech prvka
okruhu vzort, jejichz obraz je nulovy prvek okruhu
obrazii, musi byt podokruh. Obracené tvrzeni plati jen
pro komutativni okruhy, jinak se musime uchylit k spe-
cidlnim podokruhtim, tzv. idealim. Hlubsi rozbor by uz
prekradoval ramec této knizky.

b) Soudinové struktury
Dalsf moZnost, jak ziskat ze znamych struktur nové,
spodiva v pfechodu ke kartézskym soudinim. Jsou-li
napt. (¢,, 0,) a (G,, 0,) grupy, stane se kartézsky sou-
éin G = G, x G, grupou, definujeme-li v ¢ operaci o
takto:
(@y, @) 0 (by, by) = (a4, 0, b;, @, 0, b)),

tj. nasobime-li v G po slozkich. Ziejmé je G' uzavicna
vzhledem k o, neutralni prvek je (e,, e;) a prvek (a;’,
a,) je inverzni k (a,, a,). Koneéné jednoduchy vypotet,
ktery muZete provést sami, ukaze, Ze operace o je také
asociativni. (@, o) se nazyva direkint souéin grup
(G,, 0,) a (@, 0,). Stejné miZeme postupovat i u jinych
struktur, nap¥. u okruhid. Neni pfitom nutné zavadét
operaci v kartézském soudinu po slozkach; i jiné definice
souttu a soudinu mohou vést opét ke struktufe okruhu
(coz se ale vidy musi napfed prozkoumat). Pfejdeme-li
piikladné od télesa R redlnych &isel ke kartézskému sou-
¢inu R x R s operacemi

(@1, Gy) @ (by, by) = (@) + by, @, + by),
(ay, @) O (by, b) = (@b, — @by, )by + a5hy),
je také (R x R, @, ©) téleso, jeZ je izomorfni s télesem
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komplexnich é&isel. To je hned vidét, piSemec-li misto
(a,, @,) obvyklé ¢, + ia,; pak je pFedchozimi definicemi
séitani a nasobeni charakterizovidno obvyklé séitini
a ndsobeni komplexnich é&isel.

¢) Podilové struktury

Vyjdeme-li z algebraické struktury, napf. grupy
(G, .), muZeme také daldi takové struktury ziskat uva-
zovanim homomorfnich obrazi dané struktury. Z od-
stavce 4.3 vime, Ze to je totéZz jako prejit k podilové
mno%iné G/R podle relace kongruence R a definovat
operaci mezi t¥idami ekvivalence pomoci reprezentanti.
Timto zplisobem dostaneme tzv. podilovow strukturu, jez
bude stejného typu jako vychozi struktura. Je-li tedy
(G, .) grupa, je (G/R, o) také grupa, nazyvana podilovd
grupa nebo faktorovd grupa G podle R. Touto konstrukéni
metodou vznikne napt. z aditivni grupy (Z, +) celych
¢isel aditivni grupa zbytkovych tfid modulo m, vezme-
me-li jako relact kongruence R obvyklou kongruenci
celych ¢isel modulo m, resp. z okruhu (Z, +, .) celych
¢fsel vznikne okruh zbytkovych t¥id modulo m.

d) Jako velmi plodna se ukazuje kombinace riznych
moZnosti yro vytvareni novych struktur; obdas tak do-
konce vzniknou ,,vyssi struktury‘. Piedvedeme to na
prechodu od okruhu (Z, +, .) celych é&isel k télesu (Q,
+, .) racionalnich ¢&isel. Z algebraického hlediska ziska-
me (Q, +, .) jako podilovou strukturu kartézského
soutinu Z X (Z\{0}). Pfejdeme totiZz nejprve od Z
k mnoziné Z x (Z\{0}) vsech uspofddanych dvojic
(@, b) celych d&isel, jez obvykle piSeme ve tvaru a/b
a nazyvame zlomky (druha slozka je b # 0; proto Z \
\ {0}). Podilova rovnost =4 definovana vztahem

a

T =o%, pravé kdyz ad = cb,
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je relace ekvivalence R, a v podilové mnoziné
(Z x (Z\ {0}))/R muZeme tedy definovat séitani a na-
sobeni pomoci reprezentanti vztahy

tlelal -1 |5lelzl= 5

protoze podilova rovnost mezi zlomky se ukazuje jako
snidfenliva k operacim +- a ., tj. jako relace kongruence.
Tridy se nazyvaji racionalni éisla. Postup, objasnény
zde na prikladu, kterym lze pf'ejit od okruhu k télesu

tak, Ze uvazujeme ,,podily** — obecné v okruhu nede-

b

finované a mezi nimi zavedeme operace zcela analogicky
k poditani se zlomky, se necha dale zobecnit. Je-li R ko-
mutativni okruh s jednotkovj'm prvkem e, v némi se
sou¢in rovna nule prave tehdy, je-li alespon jeden z &i-
niteli nula, pfesnéji nulovy prvek dojdeme vzdy po-
psanym zpusobe
To se nazyva podilové téleso okruhu R a mé né,s]edujici
vlastnosti:

— V K existuje podokruh F izomorfnf s R (v nadem
a

T]) ’
temuZ pak muZeme struiné tikat, Ze ,,K obsahuje R*.

— Mezi véemi télesy, kterd obsahuji R, je K nejmensi
{pro nas priklad to znamena, Ze neexistuje téleso,
jez by lezelo mezi okruhem celych é&éisel a télesem
raciondlnich &isel).

— K je aZ na izomorfismus jednoznaéné uréeno, a spe-
cialné tudiZ nezavisi na zptsobu konstrukece (proto
také dostaneme téleso racionalnich é&isel, i kdyz pfe-
jdeme nejprve od polookruhu pfirozenych &isel k po-
lotélesu nezapornych zlomki a od téch pak pfidanim
odpovidajicich ,,zdpornych* &isel k télesu ¢isel ra-
cionalnich).

piikladu mnoZina vSech raciondlnich éfsel
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4.5 CVICENT

1. Dopliite tabulku v odstavei 4.1 a odivodnéte zépisy.

2, Zjistéte, zda nédsledujici objekty maji vlastnost pologrupy,
grupy &i komutativni grupy:

B-) (Q(M)a n)’ b) (M(z;z)’ ')’
c) (Q*%, .), d) (R, .),
e) (U,0),kde U ={1,2,3, ...,12}
a
b = a + b, jestlize a + b = 12,
200% =1a + b— 12, jestlizea + b > 12

(operaci 0 bychom mohli nazvat ,,hodinové séitdni*);

f) mnozina S v8ech spojitych funkei definovanych na uza-
vieném intervalu {(a, by s operaci séitdni funkei;

¢) mnoZina L viech linedrnich funkei definovanych na
uzavieném intervalu (a, by s operaci s&itdni funkei;

h) mnozina viech matic tvaru (1) pro 0 < ¢ < 27 s nédso-
benim matic.

1) [cos @ —sin q)]

sing cose

8. a) Je tabulka 1 tabulkou grupy ?
b) Dopliite tabulku 2 tak, aby to byla tabulka grupy.
c) Jaky prvek musi stdt v tabulce 3 na misté otazniku,
je-li to tabulka grupy?

|eabed | a; a, ay a; a
e leabcecd a, a, : M
alaecdbd @y a, a, e a
blbdeac a, : .
c|cbdea a, b )
d|dcabe a; M :
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Zjistéte, zda ndsledujici objekty maji viastnosti okruhu

¢&i telesa:

B.) (1”(2;2)) +, ')5 b) (Q*s +, -),

o) (Z/(4), +, ), d) (Z/(3), +, -)»

e) mnoZina vicch uspofddanych dvojic (a, b) redlnych é&isel
se s¢itdnim a ndsobenim definovanym po slozkéch;

f) mnozine z cvid¢eni e), pFi¢em? ted je ndsobeni definovéno
vztahem '
(@, by).(ay, b)) = (a,a, — by, @b, + a)h,).

Dokaizte:

a) Kazdé koneénd regularni pologrupa je grupa.

b) Neutrdlni prvek grupy (G, 0) je zdroveii neutrdlnim
prvkem kazdé jeji podgrupy (U, o),

¢) Sjednoceni dvou podgrup téic grupy neni nutné zas
podgrupa néjaké grupy.

d) V okruhu pro libovolné prvky e, b plati pravidla:
(—a)p = —(ub), u(—b) = —(ab), (—a) (—b) = abd.

e) V ka%dém télese plati binomickd véta, napf.
(¢ + b)? = a® + 2ab + b2

Zkonstruujte téleso se dvéma (resp. se tfemi) prvky pro-
stiednictvim tabulky.

Provéite, zda ndsledujici zobrazeni jsou izomorfismy ¢&i

homomorfismy (n znaéi pevné zvelené piirozené ¢Eislo

a R* jsou kladné reélnd &isla):

a) ¢ zobrazuje (R, +) na (R, +), kde ¢(a) = na pro vsech-
na a€ R;

b) p zobrazuje (R+, .) na (R+, .), kde ¢(a) = a® pro viechna
a€ Rt;

c) ¢ zobrazuje (R\{0}, .) na (R*, .), kde g(a) = |a| pro
v3echna ae R\ {0};

d) ¢ zobrazuje (#(M), ) na (2 (M), {J), kde ¢p(4) = 4’
pro viechna 4 € (M),

e) ¢ zobrazuje (C, .) na (C, .), kde ¢(z) = z pro viechna
z€ C (z je komplexnd sdruzené &islo k z).



8. a) Ukaite, Ze grupa G, z odstavce 4.3 je izomorfni 8 grupou
nesoudélnych zbytkovych t¥id modulo 8.

b) Definujte homomorfnf zobrazeni ¢ grupy (Z, +) na
(H, +), kde (H, +) je ndjakd dvouprvkové grupa.

c) UkaZte: Aditivni grupa zbytkovych tfid modulo 6
a multiplikativn{ grupy nesoudélnych zbytkovych t#d
modulo 7 a 9 jsou navzdjem izomorfni. Aditivni grupa
zbytkovych tf¥fd modulo 6 je cyklickd; co z toho vyplyvé
pro obd dals{ grupy ?

d) Zjistéte, pro které grupy (@, 0) je zobrazen{ ¢, kde
¢(a) = a-! pro viechna a € @, izomorfismus (&, 0) na
sebe.

9. a) Zjistéte vSechny vlastni podgrupy multiplikativa{
grupy nesouddlnych zbytkovych tfid modulo 15.

b) Urdete viechny podgrupy cyklické grupy fddu 12 a pro
ka%dou udejte vytvorujici prvek.

e) Udejte viechny homomorfni obrazy multiplikativaf
grupy nesoudélnych zbytkovych tfid modulo 15. (Né-
vod: pouzijte ¥efeni dlohy 9a; tim jsou nalezena jAdras
vSech homomorfismi.)
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