Algebra, kazdy zacatek je lehky

Vysledky cviceni

In: Herbert Kistner (author); Peter Gothner (author); Karel Hordk
(translator): Algebra, kazdy zacétek je lehky. (Czech). Praha: Mlada
fronta, 1986. pp. 163-173.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/404150
Terms of use:

© UV matematické olympiady

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of
any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for
electronic delivery and stamped with digital signature
V within the project DML-CZ: The Czech Digital

Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/404150
http://dml.cz

VYSLEDKY CVICENI{

Kapitola 1

1. M, = {z:z€ Qa |z| > 2},
M, = {z:v€ Zazx? =1},

22
M, = {z:z€ QaT<:v<7r}=¢.

2. Prunikem je mnoZina, kterd obsahuje jediny bod (2; 1).

8. A|B|lAONB|AYMANB
1|1 1 1
1|0 0 1
0|1 0 0
0|0 0 0

Porovnénim 1. a 4. sloupce dostdvédme tvrzeni a); b) do-
kédZeme analogicky.

4.Z ACBCC plyne A) B=B a B C = B, je tedy
AUB=B(nC.
Obrécens, z A () B = B [} C plyne, %e A ) B C B; le#l
tedy kazdé x€ A také v B. Z uvedeného pfedpokladu ale
dostaneme i B (Y C D B, tj. kazdé x€ B leif také v C.

5. Jsou-li A;, A; disjunktni, tedy 4; () 4, = %, plyne tvrzeni
bezprostfednd z toho, ze A (} @ = #. Obrdcené tvrzeni
neplati, jak se snadno pfesvédéime konstrukei protipfi-
kladu.

6. Viechny vyroky jsou navzéjem ekvivalentni.
7. Necht z€ A () B, pak je z€ A nebo x€ B. V obou pfi-
padech dostdvdme z € Z, jo tedy 4 |J B C Z.
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8. Pravdivé jsou vyroky c) a d).
9.8) ANC,b)ANB,c) 4,d) A () B, e) §.
10. A x B m4 rg prvki.

11. Je-li z€ A a ye C, tj. (z,y)€ A x CC B x (, je také
z€ B, neboli A C B. Stejné dostanemo i obrdcenou inklu-
zi, tudiz 4 = B3),

12, F,, F, a F, jsou zobrazeni, pouze F, je vzdjemné jedno-
znadné.

18. Hledané funkce miizeme popsat nésledujicimi vztahy:
(fof)(@) ==z* + 22 + 2,(go9g) () = 9z + 8,
(fog)(x)= 3z + 5, (g0 filz) = 9z* + 12z + 5,

S 1
fim) =z —1,974) = 5 @2

14. Pouze c) a d) jsou rozklady.

16, Uvedené rozdéleni je rozklad. To plyne z toho, Ze vime
o podobnych zobrazenich:
(1) slozenim dvou podobnosti dostaneme podobnosat;
(2) inverznim zobrazenim k podobnosti je podobnost;
(3) identické zobrazeni je podobnost.

16. Jenom M, a M, jsou konedné mnoziny.

17. Vzdjemnd jednoznaéné zobrazeni ¢ mnoZiny vsech kme-
novych zlomkd na N,\{0} miZeme definovat takto:

%)

el—|=n.

n

Pro dikaz druhého tvrzenf pouZijte ndvodu ke cvideni 18.

T

18. Odislujme zlomky po Fadd tak, jak ukazuje nésleduj'fc[

13) Pfedpoklad O # § je podstatny, nebof klademe 4 x # = @
pro libovolnou mno#inu A. (Pozn. piekl.)
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schéma. Dostaneme tak vzéjemné jodnoznadné zobrazeni
Q* na N,.

1 2 3 4 5
1 01 17 1/
1/2/’3/4/5.
2 2/2 2 ?/
¥ i
1/2 3/4 5
3 3 3 3 3

Takovéto zobrazeni muZeme pou%it i na mnoZinu viech
uspofddanych dvojic piirozenych é&isel.

Kapitola 2

1. 8) {(1; 0), (2; 1), (3; 2), (4; 3), (5; 4)}.
b) Oznaéme M, = {1}, M, = {2}, M, = {3}, M, = {1; 2},
My = {1; 3}, M, = {2; 3}, pak je
R = {(¢1 Ml)n (gy M’)v (¢s Ma)’ (ﬂv Ml)r (¢: Ml)s (ﬁ, M.),
(ﬂ, M)' (Mlv-Md)v (Mlv Ms)a (Mls M), (M21 Ml)-
(Mm M.), (Mi’ M)’ (MS! Mﬁ)’ (ﬂI:” Mo)’ (Mav M)D
(M, M), (M, M), (M,, M)}.
c) B = {(2; 2), (2; 4), (2; 8), (2; 60), (4; 4), (4; 8), (4; 60),
(5; 8), (5; 4b), (5; 60), (8; 8), (45; 45), (60; 60)}.

2. Mx M= {1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}. Oznadime-li a =

= (1;1),b = (};2),¢c = (2; 1)ad = (2; 2), daji se viechny
relace v M zndzornit takto:
-Rl. = ¢! Rl = {a'}’Ra = {b}s B, = {c}’ RB = {d}' Rl = {a! b}o
R, = {a,c}, By = {a, d}, By = {b, ¢}, Byy = {b, d}, By, =
= {¢, d}, B,y = {a, b, ¢}, By = {a, b, d}, By = {a, ¢, d},
Ry = {b,c,d}, Rygy=M x M.
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8.

4.

5.

6.
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KaZdé relace v M je podle definice podmnoZina M x M.
Existuje tedy tolik relaci v M, kolik je podmnoZin mnoZi-
ny M x M. Obsahuje-li M » prvka, mdé M x M n? prvkd
a #(M x M) mé podle 1. kapitoly 2# prvki.

By = {(1; 1), (15 3), (1; 5), (3; 1), (35 3), (35 5), (5; 1), (5;3),
(5; 5)},

R, = {(1; 3), (2; 4), (3; 5), (4; 6)}.

Nyni muZeme uzlovy &i kartézsky graf uvedenych relaci

nakreslit.

a) napf. relace ,,<‘‘ v Ng,

b)napi. B = {(1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2} v M = {1, 2, 8},

¢c) RC S a RS plati napf. pro relaci R: ,,je vlastni
délitel* a S: ,,je délitel** v N,,

d) relace ,,bezprostfednd ndsleduje po‘‘
a ,,stoji bezprostfednd pied‘‘ jsou p¥ikladem navzdjem
inverznich relaci v N,.

a) Vidy plati (x,y)e R= (y,z)e R Jelli R=R",
pak je pro (z, y) € R také (y, z) € R, tj. R je symetricks.
Je-li obrdcend R symetrickd, plati R = R !, nebot vSe-
chny pFedchozi implikace 1ze obratit. Jsou tedy vyroky
»R je symetrickd‘ a ,,B = B~1* ekvivalentni.

b) BR; C R znarnens, Ze pro viechna x € M plati (z, z)€ R,
takZze R jo reflexivni. Obrdcens, pro reflexivni B plati
R; C R.

c) Je-li (x, y)e R a (y, 2)€ R, pak plati (z,z)€ RO R
(sklddéni ptifazeni). Je-li nyni R o R (C R, znamen4d to
tranzitivitu R. Obrécensd, z tranzitivity R vyplyva vyrok
RoRCR.

Piedchozi vysledky muZeme shrnout:

R reflexnivni & R, C R;'! R symetrickd < R = R™1;

R tranzitivni & Ro R C R.

»Odtvodndni‘‘ zadinéd pfedpokladem, Ze pro prvek z exis-
tuje (alespoil) jedno y takové, Ze zRy; tj. uvedeny zdvér



9.

je moZny jen pro takové z, kterd jsou v relaci s néjakym
prvkem y€ M. Abychom dostali refiexivitu, museli by-
chom mit xRx pro viechna z (z M).

Az na relaci ¢) jsou v3echny relace reflexivni, symetrické
a tranzitivni, tedy relace ekvivalence. Relace v ¢) neni
symetrické.

Ttida ekvivalence relace f), kterd obsahuje prvek (2; 5), je
{{z, x 4+ 3): 2€ Ng}.

a) Podle V (2.3) se reflexivita a tranzitivite pfendsi z R
na R'; je tedy také R () R~! reflexivni a tranzitivni.
Kroms toho je R () B! symetrické:

(z. )€ RANR = (r,y)e Ra(r,y)€ B = (y,x)E R™*
a(y,z)€ R= (y,z)e RN R

b) ProtoZe (z,z)€ R & (x,x)€ S pro viechna z€ M, je
také (z, x)€ R (N S; tj. R ) S je reflexivni. Je-li (v, y)€
€ RN S, je (x,y)€ R a (z,y)€ S a na zédklad® pfedpo-
klddané symetrie R a S odtud plyne (y, z)€ Ra (y,z)€ S,
neboli (y,z)€ B () S. Je tedy R () S také symetrické,
& podobné se ukéie, Ze je tranzitivni.

Pro R {J S to neplati, jak ukazuje protiptiklad B = {(a, a),
(a, b): (b, a), (b’ b)}, S = {(av a), (a, c), (¢, a), (C, G)} pro
b # ¢ : R (J S obsahuje (b, a) a (a, c), ale neobsahuje (b, c),
nemuze tedy byt tranzitivni, a tudiZ ani relaci ekvivalence.

a)
8 60
4 45
2 5

b) Z grafu v cvideni 9a) vidime, Ze vyrok ,,v M neexistuje
prvek, ktery by lezel pod 5 je pravdivy, zatimco ,,vSech-
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11.
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ny prvky y # 5 jsou nad 5° pravdivy neni, nebot 2 a §
jsou nesrovnatelné.

&) Tvrzeni dostaneme pouZitim V(2.3). Protoze nékteréd
zde pouzité vyroky z V(2.3) nebyly v odstavci 2.2 dokézd-
ny, doZetite to zde!

b) Plati xRz pro vSechna z& M a ySy pro viechna y€ N,
podle definice T' je tedy také (z, y¥)T'(z,y) pro viechny
(z,y)€ M x N.T je tedy reflexivni. Ze vztahi

(@1, YT (22, %a) B (22, Y2) T (s, Ys)
plyne x,Rz, a x,Rz, stejné jako y,8y, a y,Sy,. Predpoklé-
dand tranzitivita R a S dovoluje zdvér, Ze 2,Rx, a y,Sy,,
tedy také (x,, 1)1 (@3, ¥s). T je tudiZ tranzitivni, a antisy-
metrie T' se ukdZe stejné.

a) Relace sluditelné nejsou; v #({1, 2, 3, 4}) napt. plati:
{1; 2y C {1, 2, 3}, {1, 2} mé prédvé tolik prvku jako {3; 4}
a{l, 2, 4} pravé tolik prvka jeko {1, 2, 3}, ale neplati
{3; 4y C {1, 2, 4}.

b) Pro 2 < y musi byt kazdy prvek dplného vzoru z pii f
mensi nebo rovny ka¥dému prvku tdplného vzoru y pii f.
Tuto podminku kuptikladu spliiuje funkece /(z) = [z] ([z] je
nejvétsi celé &islo < x).

Kapitola 3

Z1Z¥eni séftdni ¢iselnych posloupnosti na mnoZiny M, a M,
je neomezend definované operace, nebot soudet dvou arit-
metrickych (resp. rostoucich) posloupnosti je opét aritme-
tickd (resp. rostoucf) posloupnost. Pro geometrické po-
sloupnosti tento vyrok neplati,

Obé operace jsou komutativni, ale jenom 0, je invertibilnf.
Nap#. rovnice b 0, = ¢ nem4 v {a, b, ¢, d} FeSeni. Noeutral-
nim prvkem uvedenych operaci je a, resp. d.



8. Diikez muZeme provést probrdnim véech mozZnych pii-
padi, jez mohou vzhledem k relaci < pro a, b, ¢ nastat.

4. Psani &islic pfirozenych &isel ze sebou je nezdvislé na uzé-
vorkovédni: je tedy O, asociativni. Piiklad 12 0, 45 =
= 1245 +# 4 512 = 45 0, 12 ukazuje nekomutativnost O,.
Operace O, neni ani invertibilni, nebof napf. rovnice
1 467 0y = 347 nemé zfejms Fefeni. Naproti tomu mé o,
vlastnost krédceni; z @ Oy 2, = @ O3 2, vidy plyne z, = z,,
nebot rovnaji-li se dvé pfirozend &isla, rovnaji se i pfisluiné
&islice (v té2e &iselné soustavs). Pravy nebo levy neutrdlnf
prvek operace O; nemaé.

5. Operace A neni ani komutativni, ani asociativni, ale jeo
invertibilni. Také m4 vlastnost kréceni.

6. Véechny tfi operace jsou komutativni, zato neni %4dnd
z nich asociativni. O, je invertibilni, 04 & O, invertibilni
nejsou, coZ lze doloZit nefeSitelnosti rovnic 0 Oy z = 9,
resp. 3 O,z = 6. Vlastnost krédceni maji O, a O4; O, ji
nemé, nebot z rovnosti ]/0_:?1 = Vﬂ; nevyplyvéd nutné
2, = 2,.Ze 26dné z operaci nemd neutrélni prvek, dokd-
Zeme nepfimo, idempotence se ovéii vypodtem.

7. Ndvod: Necht ¢, = D(a, D(b, ¢)) & t, = D(D(a, b), c), pak
plati t,ja a &|D(b, c), tj. ¢, d&li a, b i c, plati tedy také
t,|D(a, b) & ¢,.c, odkud plyne #,)t,. Pravs tak ukéZeme, Ze
bty . Ze vztahi £,[t, a 2,)t, viak plyne (v N) ¢, = #,.

8. T mé 1 jako pravy neutrélni prvek, nemé ale levy neutrdl-
ni. 0 jo neutrdlni prvek O a —7 je neutrdlni prvek o.

9. Z a®t = a®, resp. y{ = y§ plyne x, = x,, resp. ¥, = Y.
Uvédomte si pf¥itom, e 0 a 1 neptii do nosiée operace.
Nefesitelnost rovnice napf. 2° =7 v N\ {1} ukazuje, Ze
operace neni invertibilni.

10. Pouze operace uvedené v d) a f) jsou komutativni; aso-

169



11,

12.
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2.
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ciativni jsou jen e) af). Nefesitelnost rovnic 22 = 5 (pro b),
lox=4 (prod),40x =5 (pro e)ayo 4 =1 (pro f)
dokldd4, Ze prislusné operace nejsou invertibilni. V ¢) m4d
kazdd rovnice @ Oz = 2a + x = ¢ FeSeni z = ¢ — 2a,
zato y 0 2 = 2y + 2 = 3 nemd feSeni (v Z).

Pouze d) mé neutrdlni prvek, a to 0.

Tabulkou operace je ndsledujici tabulka
|n p g m
m|npgm
p|pnrn mgq
g g mn p

Uvedeny soudin je roven p. Soustava rovnic mé FeSeni
z = n, y = p. Neobyéejné zjednoduseni rovnic a rovnosti
dostaneme ze vztahi p* = ¢ = m? = n, kde » je neutralni
prvek.

1—1
1 2
%e ndsobeni matic je vzhledem ke s¢iténi distributivni.
Viechny v tuloze uvedené matice jsou reguldrni.

Reseni je X = [ ] . Pii feSeni je tfeba vyuZit toho,

Kapitola 4

Multiplikativni grupa nesoudélnych zbytkovych tfid me-
dulo 12: p, p, p, P,;

mnoZ%ina vSech redlnyeh funkei vzhledem ke s&itdni:
P, P, P P;

mnotZina {1, 2, 3, 6} s operaci A : p, p, P, n.

Objekty a, b, ¢, d jsou pologrupy; e, f, g jsou komutativai
grupy; h je grupa (a¢koli ndsobeni matic neni obecnd ko-
mutativni, ukazuje se, Ze h je komutativni grupa).



8. a) Tabulka nepopisuje grupu, nebot operace neni'asocia-

4

5

tivni; je napi. (ab)d = cd = a, ale a(bd) = ac = d.

b) I a a; a, a4 ag

a | a @, a a; a;
a | a, a; a; ag a
a, | a, a; as a, a,
a, | a, ag a, a, a,
ag | a; a, a, a, a,

¢) Vyznadené fddky, resp. sloupce necht ,,pFisluseji*
prvkim z a y, resp. z a u. Pak je zz = ¢, tj. 2 = 271,
a zu = a, yz = b, Pro hledany souéin dostaneme
yu = yeu = yr zu = (yx ) (zu) = (yz) (xu) = ba.

Objekty c, e, f jsou okruhy; d je téleso; a je okruh, jestliZe
prvky matic jsou raciondini nebo redlné &isla (obecnéji:
jestlize jsou prvky néjakého télesa); b neni ani okruh, ani
téleso.

a) Podle V(4.3) je tieba jesté ukdzat invertibilitu operace.
Rovnice ax = b je vidy fesditelnd, protoZe nechdme-li x
probihat viech n prvka M (M je podle pfedpokladu ko-
neénd, mé tedy n prvki), dostaneme n soudini ez € M,
mezi nimiz nemohou byt dva stejné. Z ax, = ax, totiz
plyne podle vlastnosti kréceni z, = z,. Dostaneme tedy
pro n moZnych &initeld z pravé » navzdjem raznych soudi-
nd az z M, to ale znamend, %e kazdy prvek z M (feknéme
b) dostaneme jako néjaky soudin ax,. z, je tedy Fefenim
rovnice ar = b. Analogicky se ukdZe, Ze i rovnice ya = b
jeo vidy resiteln4.

b) Je-li ae U (U # @!), je podle definice podgrupy také
ale U,atudiZa.a™! = e€ U. ¢ neovliviiuje Zddny prvek
z G, a tim spi8 ani z U. Je tedy e neutrdlni prvek U,
a protoZe U je grupa, nemize v U Zddny jiny neutrdlni
prvek existovat.

¢) Je-li napf. @G podgrupa vsech celych &isel déliteinych
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dvéma (v aditivni grupé cclych éisel) a H podgrupa vsech
celych &isel délitelnych tiemi, je 4€ G |) H (nebot 4€ @)
i9€ G H (nebot 9€ H),ale4 + 9 = 13 ¢ G |J H, ne-
bot je 13 ¢ G'i 13 ¢ H. Neni tedy G {) H podgrupa.

d) Rovnice ab + xz = 0 m4 podle definice inverzniho prvku
feseni —(ab). Dalsi FeSeni je (—a)b, jak ukazuje zkouska:
ab + (—a)p = (@ + (—a))b = 0.b = 0, pFiéem% jsme po-
stupné pouzili distributivni zdkon, definici inverzniho
prvku a idlohu nulového prvku pfi nédsobeni. ProtoZe ale
rovnice ab - & = 0 je v okruhu refitelnd jednoznaéns,
plati tedy —(ab) = (—a)b. Analogicky se dokdZou ostatnf
tvrzeni.

e) Dostaneme ji pfimym rozndsobenim na zdkladé distri-
butivniho zdkona; protoZe nidsobeni v télese je komuta-
tivni, miZeme jako obvykle misto ab -+ ba psédt 2ab (coZ
by v pfipadé ab # ba nebylo moZné).

+]01 . 01 +]/01a .|01a
0]01 0] 00 0/{0 1 a 0|0 0 O
1 {10 1] 061 1(1 ¢ 0 1|0 1 a

ajea 01 a|0 a 1

¢) je homomorfisius, ele ostatni zobrazeni jsou izomor-
fismy.

. a) Izomorfii zjistime porovndénim tabulek obou grup; izo-

morfhi zobrazeni ¢ je dédno vztahy e(f,) = (1)s, @(fy) =
= (3)s; @(fs) = (5)a, @(fi) = (7).
b) Oznaé&ime-li oba prvky (H, +) jako 0 a a, bude zobra-
zeni ¢,
__J0, je-li g sudé,

¢l9) = {a, je-li g liché,
homomorfismus (Z, +) na(H, +).
¢) Aditivni grupa zbytkovych ti#id modulo 6 je izo-
morfni s multiplikativni grupou nesoudélnych zbytko-
vych tfid modulo 7 diky zobrazeni ¢, kde ¢((0)) = (1)s,



?((1e) = (B)a. 2((2)e) = (2)5, P((3)e) == (6);, p((4)g) = (4)s,
?((8)s) = (5)..

Aditivni grupa zbytkovych tiid modulo G je izomorfni
s mnultiplikativni grupou nesoudélnych zbytkovych tiid
modulo 9 diky zobrazeni 7, kde 7((0)s) = (1), n{(1)¢) =
3((2)e) = (4D, 7((3)e) = (8)s, n{(4)) = (7)s,
7((8)e) = (5)y. Odtud dostaneme izomorfii grup nesoudél-
nych zbytkovych tfid modulo 7 a modulo 9 diky zobrazeni
¢ ~'7. ProtoZze aditivni grupa zbytkovych tiid modulo 6
je eyklickd, jsou cyklické i obé dalsi grupy; jejich vytvo-
tujici prvky jsou (3),, resp. (2),.

d) Piedevsim je ¢ vzdjemnsé jednoznaéné zobrazeni G na G.
Aby ¢ byl izomorfismus, musi platit: @(ab) = ¢(a)e(d),
to ale znamené, Ze (ab) ! = a~'b". Obecnd v kazdé grupé
plati (ab) " = b~la"1. Je tedy ¢ izomorfismus, pravé kdyz
G jekomutativni.

9.2) Uy = {1}, U, = {1; 4}, Uy = {1; 11}, U, = {1; 14},
{l’ 21 4: 8}, Uq = {l, 4, 7, 13}.

= (2)lv

Us =
b) Réd 12
rad 6
Fad 4
Fad 3
fad 2
4d 1

: {a%at, ..., a1} = (a),

: {@°, a, at, a, a®, a%} = (a?) = (a'),
: {a% a?, @%, a*} = (a®) = (a’),

: {a%, a4, a8} = (a*) = (a®),

: @', a%) = (a"),

: {a*} = (a%).

¢) Kazdy homomorfni obraz grupy sestdvd z uplnych
obrazu pii odpovidajicim homomorfnim zobrazeni, tedy
podle cvideni 9a:

G/U,
G|U,
Q/U,

l

G, G|U, = {{1; 4}, {2; 8}, {T; 13}, {11; 14}},
{{1; 11}, {2; 7}, {4; 14}, {8; 13}},
{{1; 14}, {2; 13}, {4; 11}, {7; 8}},

GlU, = {1, 2, 4, 8}, {7, 11, 13, 14}},
G/U, = {{1, 4,7, 18}, {2, 8, 11, 14}}.
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