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1. kapitola

PRIPRAVNE UVAHY

1.1. Linearnf nerovnice

Nejprve si pfipomeneme nékolik zndmych pojmu
a postupii. ReSme napifklad tuto soustavu &ty nerovnic
o dvou nezndmych z, y:

—2r— y=—2,

— w2 s—4 (1)
= 0,
y= 0,

tj. hledejme takovou uspoiddanou dvojici éisel x, y, po
jejichZ dosazenf do (1) za nezndmé x, y dostaneme plat-
nou soustavu nerovnosti. Posledni dvé nerovnice sousta-
vy (1) ndm fikaji, Ze ¢fsla 2, y maji byt nezdpornd; proto
zpravidla misto o feSeni soustavy (1) hovorime o nezd-
porném Fesen{ soustavy:

—2r— y =—2,
— r+2y=—4 (2)

Mnozinu viech nezdpornych feSenf soustavy (2) muze-

-
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me geometricky zndzornit v rovind zptisobem, ktery je
béZné zndm ze stiednf skoly.

Jsou-li z, y souradnice bodu v roviné (v pevné zvolené
pravoihlé soustavé souradnic), pak vSechny body (z, y),
jejichZ souradnice vyhovuji nerovnici
lezi na jedné strané od piimky, jejiZ rovnice je

y=—2 +2. (4)

Snadno také zjistime, na které strané; sta¢i dosadit do
(8) soutadnice libovolného bodu roviny, nelezicfho na




piimce (4), napi'. souiadnice pocitku soustavy souiadnic,
tj. z =0,y = 0. Odtud vidime, Ze prvni nerovnici sou-
stavy (2) vyhovuji viechny body lezici na piimce (4)
a viechny body lezici na opaéné strané od piimky (4),
nez lezf poédtek soustavy souradnic.

Mnozinu vSech feSeni prvni nerovnice soustavy (2) lze
tedy zndzornit Srafovanou polorovinou (obr. 1). Nezd-
pornd feSeni pak budou znazornéna tou &asti této polo-
roviny, ktera lez{ v prvnim kvadrantu (obr. 2).

Stejnym zptsobem zjistime, Ze body, zndzoriujici ne-

y=-2x+2

Obr. 2.



zdpornd feSeni druhé nerovnice soustavy (2), leZf na
opadné strané od piimky
1 2
_—r — ’
y 2
nez, lezf poditek soustavy soufadnic, nebo na ni (obr. 3).
Nezdporn4 feSeni soustavy (2) jsou pak zndzornéna body,
které znézoriiuji zdroveii nezdpornd feSenf prvni nerov-
nice i druhé nerovnice soustavy (2) (tj. body srafované
plochy na obr. 3). Z obr. 3 je patrné, Ze mnozina bodi

yi

Obr. 3. -

zndzorinujicich nezdpornd feSen{ soustavy (2) neni ome-
zend.!)

——

1) MnoZinu A bodl roviny nazyvame omezenov, jestliZe existuji
takovd &isla a, b, %e pro kazdy bod mnoZiny A o soufadnicich
(z, y) plati |z| = a, |y| = 0.
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Priddme-li k soustavé (2) nerovnici
x+y=6,

bude mnoZina znédzorfujicf mnozinu viech nezdpornych
Fefeni této nové soustavy omezend (viz Srafovand plocha
na obr. 4).

Obr. 4.

Priddme-li jesté nerovnici

z—8y =0,



bude mit vznikl4 soustava pouze jediné feSenf, zndzorné-

16 2
né bodem o souf‘adnicich_[? , —3—] (viz obr. 5).

Obr. 5.

Priddame-li nakonec je§té nerovnici
2r +y =2,

dostaneme soustavu, kterda nemd nezdporné fesen.
Zjistili jsme tedy na ptikladech, Ze soustava linedrnich
nerovnic o dvou neznimych (tj. nerovnio, které maji
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tvar ar + by < ¢) nemusi mit z4dné nezdporné ieseni,
nebo miZe mit jediné nezdporné reseni, nebo muze mit
nekonetné mnoho nezdpornych feseni; v poslednim pii-
padé muze byt mnozina bodd roviny zndzortujicich tato
FesSeni bud omezend, nebo neomezend.

O tom, ze poslednf z uvedenych soustav, tj. soustava

—2%— y<—2,

—x +2y=—4,
z+ y = 0, (5)
r—8y= O,
2c4 y = 2,

nemd nezaporné reseni, jsme se mohli velmi snadno pre-
svédéit takto: Vynasobime-li druhou nerovnici tficeti
a posledni nerovnici dvaceti, dostaneme soustavu

—2r— y=—2,
— 30z 4 60y = — 120,
r+ y= 6
z— 8y =< O, (6)

40x + 20y = 40.

Soustavy (5) a (6) maji zfejmé stejnoun mnezinu nezpor-
nych feSeni. AvSak soustava (6) nemé nezdporné feenf,
nebot kdyby ho méla, bylo by toto feSeni i nezipornym
fedenim nerovnice

10z + 72y < — 76, (7)
kterd vznikne sedtenim vSech nerovnic soustavy (6).

Nerovnost (7) viak ziejmé nemd nezdporné resenf.
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Podobného postupu muZeme uzit i v plipadé soustav
o jiném pocétu rovnic a neznidmych. VySetiujme napf.
tuto soustavu Gty nerovnic o tfech neznimych z, y, 2.

br— y— z= 1,
— 10z + 10y — 2z <—3, (8)
—2r— y + 10z = — 14,

c+ y+ 56z2= 2.

Vynasobime-li prvni a posledni nerovnici éislem 2, dosta-
neme soustavu

10x — 2y — 22 = 2,
— 10z 4+ 10y — 2z =< —3,
—2r— y 4102 £ —4,

14z + 2y 4+ 10z < 4.

Seltenim téchto nerovnic dostaneme nerovnici
122 + 9y + 172 £ —1,

kterd ziejmé nemd nezaporné feSeni, a tedy ani ptivodni
soustava (8) nema nezaporné fedenf.

Pozorny ¢tenal si jeSté vsiml, Ze uvedeny postup je
specidlnim pfipadem obecnéjsfho postupu. Driive neZ
tento postup vylozime pro piipad obecné soustavy étyf
tzv. linedrnich nerovnic o tfech neznamych, zavedeme si
nové oznadeni, které se nim pozdéji v mnohém vyplati.

Misto abychom oznadili nezndmé pismeny z, y, 2, ozna-
¢ime je po Fad€ symboly x,, «,, z,; pro koeficient, jimz je
v prvnf nerovnici ndsobena prvn{, resp. druh4, resp. tiet{
neznimd, uZijeme symbolu se dvéma indexy, napf. a,,,
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ICSp. @5, TeSp. @y,; podobné symboly a,y, .., a4,y budou po
fadé oznadovat koeficienty u nezndmych z,, z,, r, ve dru-
hé nerovnici; je uz ziejmé, jak budou oznaleny koefi-
cienty v ostatnich nerovnicich. Pravou stranu prvni ne-
rovnice oznaGime b,, druhé nerovnice b,, tfeti a &étvrté
nerovnice b, a b,.

Na zdkladé této dohody muZeme obecnou soustavu
¢yt linedrnich nerovnic o tiech nezndmych x,, x,, x4
zapsat takto:

Ay + QT + AT < by,
UnTy + Qg%y + AngTy < by, (9)
A3y + Gyoy + AggTy < by,
any + Gty + A%y < by.
Polozime-li napf. a,; = 5, a;, =—1, a3 =—1, b, =1,
dostaneme prvnf nerovnici soustavy (8).

Vyse popsany postup, kterym jsme se presvédéili, ze
soustava (8) nem4 nezdporné fedenf, je obsazen v diikazu
tohoto trvzenf:

V#ta A. Existuji-li étyri nezdpornd Eisla y,, 4, ¥a, Y, tak,
Ze plati nerovnosty
Y181 + Yooy + Y5051 + YsOy = 0,
Y1812 + Yolas + YsBae + Yy = 0, (10)
Y1z + Yooy + Yslas + Yulyz 2 0,

a Ze zdroven plati nerovnost

by + ¥sby + ysby +- yiby < O, (11)

pak soustava (9) nemd nezdporné fefent.
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Dikaz. Kdyby soustava (9) méla nezdporné Fefeni

a kdyby existovala nezdporna &fsla v, ¥,, y;, ¥, 8 vlast-
nostmi uvedenymi v predpokladech véty A, bylo by (pro-
toze Gisla y,. ¥, ¥4, Y4 jsOu nezdporna) toto reseni také
FeSenfm soustavy

Y@y 1 a2y o+ aT) S by,

YolAa1Ty -+ Uy -+ AggTy) < oby, (12)

Yol @y - Qs - Agg®y) < Yabs,

Yalar Ty - agy - Agely) = Yuby,
a také nezipornym fesenim nerovnice, kterd vznikne se-
Ctenim vSech nerovnic soustavy (12). Aviak po snadnych
tipravich (po provedeni naznac¢eného nasobeni &isly y,, ¥,,
Y3 ¥a & po vytknut{ nezndmych x,, a,, a,) zjistime, Ze
tato nerovnice m4 tvar

(o + a2y + Yag) + Yullgy) 2 +
- (e - Yaltey + Yslse + Yulaz) T +
+ (Y13 + Yooy + Yoy + Yalyy) Ty =
= Wb+ abs - Yebs + Yabas
ze kterého je patrné, Ze nembze mit nezdporné Feseni,
nebot podle piedpokladu jsou koeficienty u nezndmych
nezapornd ¢isla, kdeZto prava strana nerovnosti je zi-
porna.
Vétu A lze vyslovit v této logicky ekvivalentni formé:

Véta B, Ma-lv soustava (9) nezdporné fedent, j)ak plati
toto: Jsou-li y,, Ys. Yo. ¥, takovd nezdpornd é&isla, Ze plati
nerornostt (10), pak tal:é plati nerovnost

Yiby - yabs + Ysbs + yiby 2 0
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Ctendt si pravdépodobné polo#i otdzku, zda vétu A
(nebo ji ekvivalentni vétu B) lze obrdtit. Jak vyplyne
z dalsiho vykladu, odpovéd na tuto otdzku je kladné.

1.2. O0ddélitelnost mnoZin

Uz v pfedmluvé jsme se zminili o diilezitosti véty o od-
délitelnosti konvexnich mnohostént. Myslenku této véty
vyloZime nejdfive v roviné.

Méjme pifmku p v roviné 0. O piimce p budeme Fikat,
ze oddéluje navzijem mnoziny M, a M, bodi roviny g,
jestlize mnoZiny M, a M, leZi v navzijem opaénych
otevienych polorovinich uréenych piimkou p. O dvou
mnozinich M;, M, bodi roviny ¢ budeme fikat, ze jsou
navzijem oddélitelné, jestlize existuje piimka oddélujicf
mnoziny M, a M,.

Je ziejmé, Ze jsou-li mnoziny M, a M, oddélitelné, pak
mnoZiny M, a M, nemaji spoleéné body, ¢ili, jak Casto
fikdme, jsou disjunktni. Kdyby totiz bod X pattil do
mnoziny M, i do mnoziny M,, pak pro bod P neleZicf na
pfimce p, kterd oddéluje mnoziny M, a M,, by ftisecka
X P zirovei méla i neméla spoleény bod s ptimkou p.

D4 se snadno ukdzat, Ze obricené tvrzeni neplati.
Vezmeme-li za M, vSechny body uréité kruZnice £ a za
M, mnozinu lezici uvnitf kruhu uréeného kruznici k, do-
staneme mnoZiny M,, M,, nemajici spoleény bod. Avsak
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mnoZiny M;, M, nejsou oddélitelné, nchof pro kazdou
primku p nastdava prave jeden z téchto dvou pripada:

1. pfimka p nemd s kruznici k Zddny spoletny bod;
v takovém pripadé lezi mnoziny M,, M, ve stejné poloro-
viné uréené piimkou p, a nejsou tedy pfimkou p oddé-
leny;

2. ptfmka p ma s kruZnici k spoledény alesponl jeden
bod; v takovém piipadé mnozina M, neleii (celd) ani
v jedné z (otevienych) polorovin uréenych piimkou p,
a nemuZe tedy lezet ani v poloroviné opatné k poloroviné
uréené ptimkou p, ve které leii (lezi-li tam vﬁbeé) mno-
Zina M,.

Hlavni myslenka véty o oddélitelnosti konvexnich
mnohoihelnik’ spoéivd v tom, Ze v piipadé konvexnich
mnohothelnikd Ize vy$e uvedené tvrzeni obratit, tj. Ze
kazdé dva konvexni mnohotihelniky K, K, roviny o,
které ncmaji Zadny bod spoleény, 1ze oddélit. Vétu o od-
délitelnosti konvexnich mnohothelnik lze tedy vyslovit
takto:

Véta C. Dva konvexni mnohoihelniky roviny o jsou od-
délitelné prave tehdy, jsou-li disjunktni.

Jak jsme se uz zminili, obecnou vétu o oddélitelnosti
konvexnich mnohosténtt nebudeme dokazovat; presto
vSak v tomto specidlnim pripadé uvedeme tivahy nazna-
¢ujici jednu z mozZnych cest vedoucich k ditkazu.

Vzhledem k tomu, co bylo uvedeno vyse, stadi doka-
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zat, Ze jsou-li K;, K, dva disjunktnf konvexni mnohoihel-
niky, jsou mnohothelniky K, K, oddélitelné.

Nejprve dokdzeme, Ze existuje dvojice boda X, Y,
takovi, Ze
1. X, €K, 2. Y,eK,a 3. |[X,Y,| =|XY]| pro vechny
dvojice bodt X, Y takové, Ze X € K, a ¥ € K,. PopiSeme
konstrukei bodd Y, a X,. Pii této konstrukei budeme
potiebovat nésledujici jednoduché lemma.

Lemma. Necht AB a CD jsou dvé libovolné dselky lefici
v roviné. Potom existuji dva body X' a Y’ tak, Ze
1. X'edB,2.YeCDa 3. | X'Y'| <|XY| pro vechny
dvojice bod@ X, Y takové, e X € ABa Y € CD.

Dikaz lemmatu lze provést snadno rozebrianim jed-
notlivych typickych pi{padi vzdjemné polohy iseéek
a pfenechdvame jej ¢tenari.

Vratme se nyni k dikazu véty. Nechf obvod mnoho-
dhelnika K; sestivd z tdsefek u;, s, ..., u, (r = 3)
a obvod mnohoihelnika K, z useéek v,, v,, ..., v, (s = 3).
Uvazujme nyni viechny moziné dvojice tisedek »; a v;,
kde:i =1,2,...,raj =1,2,...,s. Nazikladé lemma-
tu existuje ke kazdé dvojici u;, v; dvojice bodi X(3, )
a Y(i, j) tak, Ze X(i, ) ew, Y(i,j)ev; a |X(q,7)
Y(, j)] = |XY| pro viechny dvojice X a Y takové, Ze
Xew, a Y €v,. BudiZz nynf M mnozZina é&isel d; =
= |X(@)YENE=12...,1§=12,...,s). Pro-
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toze M je koneénd, existuje dvojice indexa ¢*, j*, pro
kterou je éislo d;. ;. minimdlni, tj. plati

dije == [X(I%, ) Y%, 5% = dy; = [X(,§) Y, j)].

(Pokud existuje takovych dvojic vice neZ jedna, vybere-
me nékterou z nich.) Ctenaf snadno sam dokéze, Ze body
Xo = X(@*, %) a Y, = Y(i* 7*) jsou body s nejkratsi
vzdélenosti.

K zakonéen{ ditkazu zbyva sestrojit pfimku p oddélu-
jici K, od K,. ProtoZze mnohouhelniky K; a K, nemajf spo-
leéné body, je bod X, rtizny od bodu Y,; je tedy mozné
vést stiedem tsecky X, Y, ptimku p kolmou k této tseé-
ce. Ukdzeme, Ze kolmice p oddéluje mnohotlelniky K,

K,:

Obr. 6.
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Kdyby pifmka p mnohoudhelniky K;, K, neoddélovala,
existoval by bod R, leZici na pfimce p a zaroven néleZe-
jici jednomu z mnohothelnika K;, K,. Bez ijmy obecnosti
muzZeme piredpoklddat, Ze bod R néleii mnohoiihelniku
K; (viz obr. 6). Oznaéime-li @ patu vysky SQ v pravo-
uhlém trojahelnfku Y RS (X 8 -- 90°), pak (protoze
body Y,, R nélezi konvexnimu mnohouhelniku K;) bod
nalezi mnohovhelniku K,. Avsak

|XoQ| < | XY,
nebot
lXoQ\ < IXOSI + ISQl < [XOS} + {SYOI = |X0Yo]-

To je vak ve sporu s vlastnosti dvojice boda X, Y.

1.3. Pojem n-rozmérného prostoru

Vime, Ze polohu bodu na pfimce maZeme uré¢it jednfm
Gislem, polohu bodu v roviné usporddanou dvojici a polo-
hu bodu v prostoru usporddanou trojici ¢isel. Vyjdeme-li
z této skutecénosti, mizeme dospét k této definici n-roz-
mérného prostoru:

Mnozinu v3ech usporddanych n-tic X = (¥, ay, .- ., 2,)
redlnych ¢&isel z;, a5, ..., z, nazveme mn-rozmérnym
prostorem a oznaéime symbolem R~

Pritom dvé uspofidané n-tice X = (v, xy, ..., 2,),
Y = (4, ¥5» - .., y,) povazujeme za stejné (sobé-rovné),
plati-i z, =y,, zz =, ..., z, == y¥,. Prvky mnoZiny R"
budeme nazyvat body prostoru R¢; &isla ay, «,, ..., @,
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budeme nazyvat soufudnicemi bodu X = (z, 25, ..., x,).

V piipadé, zen == 1, 2, 3, budeme uzivat znimého geo-
metrického zndzornéni prostoru R* pomoci pevné zvolené
pravoihlé soustavy soufadnic. Na tomto misté chceme
¢tendte upozornit na to, ze v definicich pojmu, formula-
cich vét a pri provadéni dikazi budeme uzivat vyhradné
analytickych (volnéji feeno pocetnich) metod, které bu-
dou vychdzet doslovné z definice prostoru R jakoZto
mnoziny vsech usporadanych n-tic redlnych éisel. Kdy-
bychom v3ak dusledné odmitli uZivat geometrickych
predstav, zbavili bychom vyklad veskeré geometrické
ndzornosti a pripravili bychom se o moznost porovnavat
smysl definic, tvrzeni a zédkladnich myslenek dikaza se
zkuSenosti, kterou jsme ziskali pfi kazdodennim vnimani
prostorovych vlastnosti svéta, v némsz zZijeme. Z téchto
davodit budeme uZivat ,,geometrické terminologie,
kterd umoziuje davat jednotlivym definicim, vétam
a myslenkovym postupim nazorny geometricky smy-
sl. Pouzivani geometrickych predstav nékdy umozni
i ,,uhodnout pfedem‘* presné, nebo alespoti ,,pFiblizné‘
znéni véty, popiipadé postup dikazu. Proto v posledni
¢asti tohoto odstavce zavedeme geometrické nizvy pro
podmnoziny prostoru R*, se kterymi se v dalsim, vykladu
budeme setkavat.

Jsou-li a,, b dand é&isla, pfiéemz a, # 0, pak mnoZinu
prvka prostoru R', jejichZ soufadnice z; vyhovuji rovnici

wx, =b,

lze zndzornit bodem; je to prosté jednobodovd mnoZina.
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Jsou-li a;, a,, b dand ¢&isla, pfitemz alesponi jedno
z ¢isel a,, @, je Tizné od nuly, pak mnoZinu bodu prostoru
R, jejichz soufadnice ,, x, vyhovuji rovnici

ax, + ayx; = b,
Ize znazornit piimkou.

Jsou-li a,, a,, a,, b dand ¢isla, piicemZ alespon jedno
z Uisel a,, a,, a, je rizné od nuly, pak mnoZinu bodu pro-
storu R3, jejichz souradnice z,, x,, z, vyhovuji rovnici

A2y -+ ATy + Gy = b,
Ize zndzornit rovinou.

Bude uziteéné zavést pro podobné mnoziny (&tenaf uz
tusi jaké) v prostorech R* specidlni ndzev. Dospivame
tak k této definici:

Necht a,, a,, ..., a,, b jsou dand &isla, pficemz alespon
jedno z &isel a,, a,, ..., a, je razné od nuly. MnoZinu
bodi X = (2, 2y, .. ., z,) prostoru R*, jejichZ souradnice
x, X, . . ., x, vyhovuji rovnici

az, + @y + ... +a,z, = b, (13)
nazveme nadrovinou v prostoru R". Rovnici (13) nazy-
vime rovnicf této nadroviny.

Mnozinu bodu X' = (z, s, ..., z,), jejichZ soufadnice
vyhovuji nerovnici

X, + axy + ... +ax, b, (14)

nazveme uzavienym poloprostorem v prostoru R uréenym
nerovnici (14). MnoZinu bodu, jejichz soufadnice vyho-
vujf nerovnici

X, + axs + ... +ax, ZH, (15)
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nazveme rovnéZ uzavienym polopostorem, a to uzavie-
nym poloprostorem uréenym nerovnici (15).

Uzaviené poloprostory urdené nerovnicemi (14), (15)
nazyvime také (navzajem) opaéngmi uzaviengmi polo-
prostory uréenymi nadrovinou o rovnici (13).

Otevienymi (navzajem opaénymi) poloprostory urée-
nymi nadrovinou o rovnici (13) nazyvdme mnoZiny
bodd X = (z, 2, ..., 2,), jejichZ soufadnice vyhovuji
nerovnicim

4T, + a2y + ... +ax, <b,
resp.
ox, + ar, + ... +a,x, > b,

Jsou-i Y = (43, Y2 -5 YUn)y Z = (24, 23, - .., 2;) body
prostoru R®, pak seckou spojujici body Y, Z nazyvime
mnozinu téch bodd X = (z,, 2, ..., x,), pro jejichz
soufadnice z,, x,, . . ., x, platf

= Ay + (1—124) 2,
Xy = 2ys + (1 — 1) 25,

X, = ) n T (1_;') Zps

kde 2 muze byt libovolné é&islo, pro které plati 0 < 21 < 1.

O mnoZiné bodu prostoru R* ikime, Ze je konvexni,!)
jestlize pro libovolné dva jeji body do nf patif i celd
usecka tyto body spojujicf.

1) Ne rozdil od knizek [2] a [3] po&itAme prdzdnou mnoZinu
mezi mnoziny konvexni.
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Cviéeni

1. Dokazte, Ze ma-li soustava linedrnich rovnic o tfech
nezndmych z,, 2,, 2,

an®, -+ 1% + @37 = by,
Aoy ®y + op®y + Qgy®y = by,
A3, %, + B3o%y + Agay = by

neziporné fefeni, pak pro kazdé feSeni (y,, ¥,, ¥,) (nikoli
jen nezdporné!) soustavy linedrnich nerovnic

Y10y + Yaley + Ysy = 0,
Yi0is + Yalas + Ysga = 0,
Y1013 + YsQay + Yallag = 0

plati nerovnost
Yiby + yaba + Ysby = 0.

2. Uzavrenym kruhem se stfedem S a polomérem r
(r > 0) rozumime mnozinu bodd X roviny g, pro které
plati nerovnost |[SX| < r; otevienym kruhem se stfedem S
a polomérem r (r > 0) rozumime mnoZinu bodid X rovi-
ny o, pro které plati |SX| < r. Dokazte, zZe

a) jsou-li K; a K, uzaviené kruhy, jsou K; a K, oddé&li-
telné pravé tehdy, jestlize kruhy K, a K, nemaji spoleéné
body;

b) jsou-li K; a K, oteviené kruhy, jsou K, a K, oddélitel-
né pravé tehdy, jestlize kruhy K, a K, nemajf spole¢né
body.

Obdobné tvrzeni viak neplati, je-li jeden z kruha K,
K; otevieny a druhy uzavieny.
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3. Necht bod M nelezi na piimce p. Které piimky
oddéluji bod M a pfimku p?

4, Ukaite, Ze muzZe existovat vice dvojic s vlastnosti
dvojice (X,, Y,) z naznaceného dikazu véty C. V tako-
vém piipadé v3ak existuje takovych bodi nekoneéné
mnoho.

b. Znizornéte v roviné mnoziny téch boda X = (z,, @)
prostoru R?, pro jejichz soufadnice plati:
(a) 2 + x,2 < 1 aziroven z, = x,2,
(b)z, =1 a zaroven xz,% + z,2 > 1,
(€) z2 + a2 < 1 azdrovei || + |2,| = 1.
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