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2. kapitola )
ODPELITELNOST KONVEXNICH
MNOHOSTENTU

2.1. Konvexni mnohostény

V tomto odstavei budeme definovat dileZitou tiidu
podmnozin prostoru R*, které budeme nazyvat konvex-
nimi mnohostény. Konvexni mnohostény budou pro nés
dulezité tim, Ze pojem konvexniho mnohosténu zobec-
1nuje v jistém smyslu pojem konvexniho mnohotihelniku
v roviné a zdroven i pojem mnoziny viech feSeni sousta-
vy linearnich nerovnic (popiipadé rovnic). Pii vykladu
budeme postupovat takto: Nejprve uvedeme definici
konvexniho mnohosténu, potom ukdZeme geometrickou
interpretaci tohoto pojmu a nakonec uvedeme nékteré
zdkladni vlastnosti konvexnich mnohosténtt potiebné
v dalsim vykladu.

Soustavou m lineirnich nerovnic o » nezniamych
Zy, Ty, ..., &, (kde m, n jsou plirozend éfsla), nazyvame

-soustavu nerovnic tvaru

ayx, + apx, + ... + a2, <0y,
UpyXy + Qe + ... + @, < by, (16)

amlxl + L 55 + e + Ay é bnn

kde a,y, ayyy . . -5 @y by, bs, .. ., b, jsOu dand éisla.

m
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Mnozinu viech bodu X = («,, ,, ..., «,) prostoru R®,
jejichZz soufadnice vyhovuji vSem nerovnicim soustavy
(16) nazyvdme konvexnim') mnohosténem v prostoru R*
definovanym soustavou (16).

Konvexnim mnohosténem v prostoru R* je tedy kazdd
takova mnozina K boda prostoru R*, pro kterou existuje

' takov4 soustava linedrnich nerovnic o » nezndmych, Ze
mnozina K pfedstavuje mnozinu vech feseni této sou-
stavy.

Piiklad 1. Prazdnd mmnoZina je konvexnim mmnoho-
sténem v prostoru R*, nebot pfedstavuje mnoZinu vsech
feSen{i nerovnice

Ox; + 0x, + ... 4+ 0z, < —1.

Pfiklad 2. Prostor R* je konvexnim mnohosténem
v prostoru R*, nebof pfedstavuje mnoZinu vSech Fesen{
soustavy

Ox, +0x, + ... +0x, =1,

PFiklad 3. V prostoru R! jsou konvexnimi mnohostény
pouze tyto mnoZiny: (a) prézdna mnoZina; (b) prostor
R!; (¢) mnoziny téch bodd X = (x,) prostoru R!, pro
které plati @ < x, < b, kde a, b jsou &isla, pro kterd je
a < b; (d) mnozZiny téch bodid X = (x;) prostoru R!, pro
které plati z, < b, kde b je jisté ¢&fslo; (e) mnoziny téch

1) To, Ze konvexni mnohostén je konvexni mmnoZina, dokdZeme
pozdéji; viz véta 2.
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bodi X = (z,) prostoru R, pro které plati a < z,, kde
a je jisté ¢islo.

Podejme si hned dikaz tvrzeni obsaZeného v piikla-
du 3. Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R!, pak K
predstavuje mnozinu viech f'eeni jisté soustavy nerovnic
tvaru:

an® < b,
%y = by, (17)

Muze nastat pravé jedna z téchto dvou moznosti:

1. Soustava (17) nemé4 feseni.

2. Soustava (17) m4 feSenf.
Nastdvd-li prvni moZnost, dostdvame pFipad (a). Staéi
tedy ddle vySetfovat pouze druhou moznost. Nechtf je
tedy mnozina K neprdzdnd. Potom nastdvd pravé jedna
z téchto étyt vzdjemné se vyluéujicich moznosti:

(2a)@; =O0prot =1,2,...,m;

(2b) existuji takové indexy 2,, 7o, Ze plati
a, >0,a;, <O0;

(2¢) @, = 0pros =1, 2, ..., m a existuje takovy index
iy, Ze platia;; > 0;

(2d)a,;, £0proi =1, 2, ..., ma existuje takovy index
i, Ze platia;; < 0.

Nastdva-li pfipad (2a), musi byt b, = 0 pro¢ =1, 2,
..., m, nebot podle pfedpokladu soustava (17) md rese-
nf, AvSak jeliag, =0ab =0proi =1,2, ...,m,je
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FeSenim soustavy (17) kaidé redlné ¢&islo; nastdvd tedy
piipad (b).

Nastdvd-li piipad (2b), dostdvame piipad (c): Necht
igs &3, « . ., ¢, jsou vSechny indexy, pro které plati «;, >

>0,a,, 20, .., a4, >0, 4 necht j,, 4, ..., 4, jsou
vSechny indexy, pro které platf a,;, <0, a,, <0, ...,
a;, < 0. _ b
Oznadime-li pismenem a nejvétsi z Sisel -, —2-, ...,
a, 4,

. b, b;

ia c : ve s b i, T
-~ gu pismmenem b nejmensi z disel —-, —-, ... < -

igt aig @iy i
je mnozina K tvoiena vsemi ¢&isly x,, pro ktera plati
a <x, =b.

Nastava-li ptipad (2¢) a jsou-li ¢, ¢, ..., %, viechny
indexy, pro které plati a;; >0, a;, >0, ..., a;, >0,

dospivame k pripadu (d), nebot mnozina K je tvofena
vSemi ¢isly a;, pro ktera plati ; =< b, kde b je nejmensi

i b; bir
- »

ZCisel -, -, ...,
din Wiy

iy
Je uz ziejmé, jakym zplusobem dospéjeme k tomu, Ze
moznosti (2d) odpovidé pFipad (e).

Pozndamla. Ziskané vysledky muZeme shrnout také
takto: Konvexnim mnohosténem v prostoru R! je bud
prazdnd mnozina, nebo cely prostor R!, nebo pranik
kone¢ného poétu uzavienych poloprostorit prostoru R!
(uzavitené poloprostory prostoru R! je piirozené nazyvat
uzavienymi poloprimkami).
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Piiklad 4. VySetiujme nyni konvexni mnehostény
v prostoru R2. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru
R? dany soustavou nerovnic

A%y + A%, < by,
A%y + A5%y < by, (18)

Aty + L) g bm-

JestliZze v nerovnici a;x, -+ a2, < b;, kde 7 je jedno
z dfsel 1, 2, .. ., m, je alespon jedno z &isel a;,, a;, ruzné od
nuly, pak je touto nerovnici urden jisty uzavieny polo-
prostor prostoru R? (v pfipadé prostoru R? je piirozené
nazyvat tento poloprostor uzavienou polorovinou).

JestliZe je a;; = a;, = 0, pak bud tato nerovnice nemd
feseni (b; < 0), nebo soufadnice libovolného bodu pro-
storu R? jsou jejim reSenim (b; = 0). Vzhledem k tomu,
zZe feSenfi soustavy (18) jsou piedstavovana témi body
prostoru R?, jejichZ soutadnice vyhovuji vSem nerovni-
cim soustavy (18), dostdvame, ze konvexni mnohostén
v prostoru R? je bud mnozina priazdnd, nebo cely prostor
R?, nebo mnozina, kterd je prinikem koneéné mnoha
uzavienych polorovin (tento prinik mize byt také
prizdnou mnozinou). Viimnéme si jesté, ze kazdy pra-
nik koneéného poétu uzavienych polorovin je konvex-
nim mnohosténem v prostoru R2.

Ctenaf uz sim nahlédne, Ze analogicks situace nastavs
v piipadé konvexnich mnohosténii v prostoru R? (pouze
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misto o pruniku uzavienych polorovin musime hovofit
o priniku uzavienych poloprostori).

Rovnéz v piipadé konvexnfho mnohosténu v prostoru
R* zadaného soustavou (16) miiZzeme fici, Ze K je bud
priazdnd mnozina, nebo cely prostor (viz piiklad 1 a pii-
klad 2), nebo prinik kone&ného poé&tu poloprostori urée-
nych témi nerovnicemi a;x, + apr, + ... + a,x, =
b;, ve kterych je alespoin jedno z éisel a;, @i, ..., Gy
rizné od nuly.

Konvexni mnohostény maji jednu duleZitou vlast-
nost, kterou uvedeme bez diitkazu, ale kterou budeme
v dalsfm vykladu ¢asto pouZivat.

Uvazujme zobrazeni prostoru R* do prostoru R™, které
je definovdno tak, Ze bodu X = (z,, x, ..., ,) prostoru
R* pfitazuje prvek Y = (y,, %, ..., ¥n) prostoru R»
podle piedpisu

Y =cCu +Cp¥y + ...+ Craa,

Yo = Cqi%; + Coy + ... + C3,%,, (*)
Y = Con®y -+ Copy + o0 Cppy,
kdecy, i =1,2,...,m,j =1,2, ..., njsou dans &sla.

Zobrazeni tvaru (*) se nazyva linedrni zobrazeni.

Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R®, pak jeho
obrazem pii zobrazeni definovaném predpisem (*) je
jistd mnoZina L bodu prostoru R™ (bod ¥ = (y,, %, - . .,
Yn) prostoru R” patii do mnoZiny L, existuje-li takovy
bod X = (2, %, ..., x,) mnohosténu K, Ze pro soutadni-
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ce bodu Y, X plati (*)). Dd se dokdzat, Ze plati tato
veta:

Yéta 1. Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R*, je
obraz L mnofiny K pfi zobrazeni uréeném predpisem (*)
konveanim mnohosténem v prostoru R™.

Na zavér tohoto odstavee dokdZzeme jesté tuto vétu:

Viéta 2. Konvexni mnohostén v prostoru R* je konvexnt
mnoinou.

Dikaz. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru R*
uréeny soustavou (16) a necht body ¥ = (y;, ¥, - - ., ¥a)s
Z = (%, 2, ..., 2,) prostoru R* pati{ do mnoziny K.
Podle definice konvexn{ mnoziny sta¢i dokazat, Ze pro
kazdé &islo A, pro které plati 0 < 1 < 1, pati{ bod X =
=dn+ L —Nz b+ 1 —A2, ..., Ay, + (1 —
— A)z, do mnoziny K. Stadf tedy dokdzat, Ze platf

anlly, + (L —2)z) +ap(ly, + (1 —21) z) + ...
cee + aln(lyn + (1 _;') zfn) é bl,
an(Ay, + (1 —2)2) + alys + (1 —A) 2) + ...
oo+ a’zn(z'yn + (1 _A) zn) = bz:

anlyy + (1 —2)2) + @Ay, + (L —2)2) + ...
cee + a’mn(]'yn + (1 —)‘) Z,,) = bm'

Protoze b, = ib; + (1 —A) byt = 1, 2, ..., m), vyplyvd
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platnost posledni soustavy z naSich piedpokladt néso-
benim kazdé nerovnice platné soustavy

any, + a15Y2 + oo ey, £b,
GnYs + Aoy + ... + oYy = by,

Oty + CsYs + ... F QY by,

¢islem 2, kazdé nerovnice platné soustavy

an? + apz + ..+ Gz, by,
anzy + A2y + ...t Gzy = by,

amz + am2z2 + ... + An?n é bm

¢islem (1 — 1) a sedtenim odpovidajicich si nerovnic.

2.2, 0dd&litelnost konvexnich
mnohosténu

Budte M, a M, dvé neprazdné podmnozZiny prostoru
R*. Budeme fikat, Ze mnoziny M; a M, jsou (vzdjemné)
oddélitelné, jestlize existuji takova &isla aj, a,, ..., a,, b,
Ze alesponi jedno z é&isel a,, a,, ..., a, je razné od nuly
a Ze pro vSechny body X = (z,, ,, ..., x,) mnoZiny M,
plati

ax, +axs + ... +ax, >b

a pro viechny body X = (z, 2,, . . ., ,) mnoziny M, plati
ax, + ax, + ... +azx, <b.



Utzijeme-li terminologie zavedené v pfedchozi kapitole,
mizZeme pravé vyslovenou definici vyjadfit také takto:
Dvé nepriazdné podmnoziny M, a M, prostoru R* nazyvi-
me oddélitelnymi mnozinami, jestliZe existuje takova
nadrovina prostoru R*, Ze mnoZiny M, a M, leii v opaé-
nych otevienych poloprostorech touto nadrovinou urée-
nych.

Podle definice je zfejmé, Ze oddélitelné mnoZiny
nemaji spoleéné body. Snadno ukdzeme, Ze neprazdné
mnoZiny, které nemaji spoleéné body, nemusi byt od-
délitelné. Necht napt. M, je sjednocenim mnoZin A, A,
A, A,, kde mnoziny A;, A;, A,, A, jsou definoviny takto
(zndzornéte si uvedené mnoziny v roving):

A1={(x1,x2)|0 =x =1, x, = 0},
A={x, )0 <1, x, = 1},
A = {(z,, %,) | 2, =0,0=<z, <1},
A = {(z), 2,) | % =10=<z, <1},

(tj. A, je mnoZina bodd, jejichz soufadnice spliuji pod-
minky 0 <z, <1 a 2, = 0; zplisob zdpisu A,, A; a A, je
zcela analogicky. Uvedeného zptisobu definice mnozin se
v matematice bézné pouzivi) a necht mnoZina M, je tvo-

"1 1 3 3
fena témito dvéma body: (— , ——) , (— , —] .
4 4 4 4

Je ziejmé, Ze mnoziny M, a M, jsou neprdzdné a nemaji
spoleéné body. Pfitom vSak mnoziny M, a M, nejsou od-
délitelné, protoZe kdyby existovala takovd &éisla ay, a,, b,
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Ze alespori jedno z éisel a,, a, je rizné od nuly a Ze pro
kazdy bod X = (z,, ,) mnozZiny M, plati

a,x, + a,x; >b
a zaroven pro kazdy bod X = (z,, x,) mnoZiny M, plati

a,x, + ax, < b,
muselo by platit
a, + a, > 2b,

nebot body (0,1), (1,0) patii do mnoziny M, a zdroven
a, +a, < 2b,
, 1 1 3 3 . ..
nebot body (—4— , T) , [Z_ , T] patii do mnoziny M,.

Pro konvexni mnohostény vsak plati tato véta (sr.
s vétou C v predchozf kapitole):

Véta 3. Dva neprdzdné konvexni mnohostény v prostoru
R~ jsou oddélstelné prdvé tehdy, nemagji-li spoleéné body.

Jak jsme se jiZ zminili, od dikazu této véty upousti-

me, avSak v dal§im vykladu si ukdZeme ndkteré jejf
aplikace.
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Cvideni

1. Dokazte, Ze konvexni mnohostén v prostoru R* je
mnozina bud prdzdnd, nebo jednobodovéa, nebo obsahu-
jici nekoneéné mnoho bodi.

2. Zndzornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru
Rt:

a) 3z, < 4, b)—3z, =—4, ¢ 3z = {4,
2z, < 10, —2z;, <10, —2z, < —1,
3z, <13, —3z, < —13, or, = 1,

—3z, = 0O,
5z, < 8.

3. Dokazte, Ze pranik dvou konvexnich mnohosténi
v prostoru R* je konvexnim mnohosténem.

4, Ukazte, Ze sjednoceni dvou konvexnich mnohosténi
v prostoru R® nemusi byt konvexnim mnohosténem
v prostoru R".

b. Znizornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru
R2:

a)0z, + x, = 0;

b) z, + 0z, =0,

0, + 2, 20;

c) x; + 2 =1,

z, =1,

T— T, =1.
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