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Tteti kapitola

POLOHY PRVKU

3.1. Poloha a orientace. Umime uz kreslit grafy pozic
u patnictky, vime, co jsou cykly a jak jejich podet
ovliviiuje fesitelnost nebo netesitelnost pozice. Nynf se
vratime zpét k Rubikové krychli a dalsim hlavolamam.
Ty jsou podstatné slozitéjsi, nez je celkem jednoduchi
patnactka.

Obtiznost Rubikovy kryvchle ma dvé hlavni p¥iéiny.
Na krychli jsou sloZitéjsi tahy. U patnactky méni kazdy
tah polohu pouhych dvou prvkia hry — posunovaného
disla a prazdného mista. VSechno ostatni zistiva na
pivodnim misté. Zato u krychle méni kazdy tah polohu
hned osmi prvka — &tyt rohovych a &yi hranovych
kostidek. Jsou to dvé pétiny vsech pohyblivych prvki.
Udélame-li v zakladni pozici patnactky &tyti tahy,
pozice se ptili§ nerozhdzi, a snadno ji zase vratime zpét.
Po &tytech tazich na Rubikové krychli obvykle nezusta-
ne nic na puvodnich mistech, a vratit étyfi tahy zpét je
dost obtizné. Vratit sedm nebo osm tahu pak skoro ne-
moZné.

Rubikovu krychli navic komplikuje skuteénost, Ze
stejna mala kosti¢ka miZe byt na jednom misté razné
pootodena, s raznou orientaci. Na obrazku 1.14. jsou
§patné orientované kostitky na spravnych mistech. Nic
takového se u patnactky stit nemize. Hram, u kterych
zalezi nejenom na poloze prvki (kostiéek, kuliéek, éisel,
apod.), ale také na jejich orientaci, fikame hry s orientaci.
U jinych her se o orientaci starat nemusime, jsou to kry
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bez orientace. Mezi né patfi patnactka, babylonska véz,
usi nebo domino.

Vyznam orientace muZeme ovlivnit obarvenim. Na
Rubikové krychli s normalnim obarvenim zaleii na
orientaci rohovych a hranovych kostidek, a nezileii
vitbec na orientacich sténovych. P¥i netradiénfm obarve-
ni podle obrazku 3.1 naopak nezaleif na orientacich ro-
hovych kostiéek — vSechny tFi plosky maji vidy stej-
nou barvu — zato orientace hranovych a sténovych je
dulezita.

e .

e | Obr. 3.1

Cvi¢eni 3.1. a) Navrhnéte obarveni Rubikovy krychle,
pri kterém zaleii na orientacich rohovych a sténovych
kostidek, a nezaleZi na orientacich hranovych.

b) Navrhnéte oznadeni, pfi kterém zaleZi na orienta-
cich vSech kostitek — rohovych, hranovych i sténovych.

Rubikova krychle je hra s orientaci. Pti jejim skladani
musime nejenom dostat vSechny prvky na sprivna
mista, ale navic také se spravnou orientaci. V této
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a nasledujici kapitole se budeme zabyvat pouze polo-
hami prvki, naud¢ime se, jak dostat viechny na spravna
mista, pfipadné poznat, kdy to nejde. Orientace si zatim
viimat nebudeme, podrobné ji prozkoumame az v paté
kapitole. Znamena to, ze ve tfeti a étvrté kapitole se
maudime FeSit hry bez orientace, a pouze ¢asteéné hry
s orientaci. °

3.2. Orbity. Pouze na prvni pohled vypada Rubikova
krychle jakoby sloZend ze samych stejnych malych
kostidek. Ve skutetnosti jsou mezi nimi rozdily. Na
obrazku 3.2.a vidime, jak se kostitky piesunou pfi oto-
¢enf jednou vrstvou.

a) - b) Y 4
Y A -

= -_'
Q) H B
NV B

Obr. 3.2

Kazdy prvek, ktery byl pivodné v rohu, je po néjakém
tahu opét v rohu. Kazdy postup proto pfemisti rohové
kosti¢ky na mista jinych rohovych kosti¢ek. Mezi témito
kostickami uZz zadné rozdily nejsou, kazda z nich muze
byt na misté kterékoliv jiné. Je jich celkem osm a na
krychli obihaji z rohu do rohu, budeme fikat, Ze tvoii
rohovou orbitu.
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Dalsi orbitu tvoti hranové kostiky. Ty jsou obarvené
terné na obrazku 3.2.b. Kazda z nich pfejde po libovol-
ném tahu, a tim i postupu, na misto néjaké jiné hranové
kostiéky. Mezi nimi opét Zadné rozdily nejsou, kazda
z nich muze byt na misté libovolné jiné hranové kostitky.
Téchto dvanact prvki obiha na krychli z hrany na hranu
a tvoli tak hranovou orbitu.

Sténové kostiCky jsou jiné. MiZeme je pouze pootalet,
nikoliv prohazovat. Kazda zustiva pfi kazdém tahu na
misté, nepfesunuje se na misto jiné (otaéime pouze kraj-
nimi vrstvami!). Sténové kostitky maji vaéi sobhé stale
stejnou polohu a tvofi tak souradny systém na Rubikové
krychli, uréuji jediné spravné misto a orientaci pro
vsechny pohyblivé prvky. Na obrazku 3.2.b jsou roz-
liseny vSechny t#i moiné typy kostitek. Rohové orbita
je bild, hrahovd &ernd, a pevné sténové kostitky jsou
oznadené srafami.

Podobné miuzeme rozdélit pohyblivé prvky do orbit
ina dalsich hratkach.

Domino. Na obrazku 3.3.a jsou vyznadené pfesuny
prvka pfi obou moznych typech tahi. Také tady po-
hyblivé prvky z rohu pfechazeji pti kaidém tahu do
rohit a hranové prvky na mista jinych hranovych.

a) b) Y
9 Yy Y
7 4

mf
]

Obr. 3.3
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Domino ma dvé osmiprvkové orbity — rohovou a hra-
novou. Dva sténové prvky miZeme vudi sobé pootadet,
ne véak prohazovat.

USi. Tady je to jednoduché, kazdou kuli¢ku miazeme
piesunout na misto libovolné jiné, usi maji pouze jednu
orbitu, kterou tvoii vSech dvaadvacet kulidek.

Podobné kaidy ze Sestnacti pohyblivych prvka
(patnacti ¢isel a prazdného mista) u patnactky muzeme
pfesunout na misto libovolného jiného, patnactka ma
jen jednu orbitu. Jenom jednu orbitu ma také baby-
lonska veéz.

Obecné muzeme ¥ict, Ze dva pohyblivé prvky na né-
joké hie lezi ve stejné orbité, jestlize existuje postup,
ktery jeden z téchto prvka prevede na misto druhého.
Udélejte si nasledujici cvideni.

Cvifeni 3.2. Rozdélte do orbit pohyblivé prvky na
étyfsténu a dvanactisténu.

Cviteni 3.3. Jaké orbity jsou na krychli 2 x 2 x 2
ad X 4 x 47 '

Cvifeni 3.4. Proé netvoii vSechny rohové a hranové
kostitky na Rubikové krychli spoleéné jednu orbitu ?

Hry, které maji jenom jednu orbitu, jsou souvislé,
maji-li aspon dvé orbity, jsou nesouwislé. Usi, krychle
2 X 2 x 2, babylénska véz, patnactka a koule jsou sou-
vislé, Rubikova krychle, &tyfstén, dvanactistén, kosa
krychle, domino a krychle 4 X 4 X 4 jsou nesouvislé.

3.3. Zikladni poziee. V tomto odstavei vhodné ozna-
¢ime pohyblivé prvky na Rubikové krychli, abychom
mohli polohu prvku v pozicich zapisovat stejné, jako
jsme to délali u patnactky. Pokud to bude nutné, upra-
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vime oznadeni prvka na nékterych dalsich hlavolamech
tak, aby v zakladni pozici bylo pro kazdy pohyblivy
prvek jediné spravné misto.

Na obrazku 1.1. jsme si jednotlivé stény Rubikovy
krychle oznaéili pismeny q, b, ¢, d, e a f. Kazdou kostidku
miZeme nyni popsat seznamem pismen, jimiZ je ozna-
dena. Tak treba sténova kostitka ve sténé a je oznadena
také a. Ostatni sténové kostitky jsou b, ¢, d, e a f.
Hranovy prvek mezi sténami a a b ma dvé plosky ozna-
¢ené stejnymi pismeny, budeme jej proto zapisovat
jako ab. Tady je seznam vsech prvkid hranové orbity:
ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef. Ze Sesti barev
a, b, c, d, e, f mizeme udélat celkem 15 riiznych dvojic.
Pouze ad, be a cf neodpovidaji Zidnym hranovym
kostitkam, protoZe #ddny prvek nemiZe lezet soudasné
ve dvou protilehlych sténach.

Rohovi kostitka lezici ve sténdch a, b, ¢ ma ti plosky
oznalené témito pismeny, budeme ji proto zapisovat
jako abc.

Cvieni 3.5. Napiste seznam viech prvkia patficich do
rohové orbity Pro¢ symbol ade neoznaduje Zadnou

rohovou kosti¢ku ?

Poznamenejme jesté, Ze diky oznadeni malych kosti-
dek pismeny mame nyni moznost rozlisit riizné orientace
sténovych kostidek, coz pfi normalnim obarveni nemii-
Zeme. Jedna z mnoha nejruznéjsich odpovédi na cviéeni
3.1.b je proto uZ na obrazku 1.1.b. My si riznych orien-
taci sténovych prvkia nebudeme vsimat a pozice jako
na obrazku 3.4. budeme povaZovat také za zdkladni.
Lisi se od pozice 1.1.b pouze v orientacich nékterych
sténovych prvki. '

Soufadny systém sténovych kostidek uréuje pro kazdy
pohyblivy prvek jediné spravné misto v zdkladni pozici.
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Tak tieba hranovy prvek ab musi lezet ve sténich a a b,
mezi sténovymi prvky a, b. Na obrazcich 1.1.b a 3.4.
je ab na sprivném misté. Také na obrizku 3.5.a je na
spravném misté, ale se §patnou orientaci.

Q) Sb6/6/6 b) O/6/6
6/6,/5 /¢ 5,/5 /6
8/0/0411c s/0 /70 71¢4c
alq|o Cic qooocc
alalo|c oaogc
0009 ajaja

Obr. 3.5

Na obrazku 3.5.b na spravném misté neni. Je na misté,
kde ma byt v zakladn{ pozici prvek ac, zatimco kosticka
ac je na misté ab.

Podobné je tomu i s rohovymi prvky. Kostitka abc
musf byt v zakladni pozici ve sténach g, b a ¢, musf proto
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lezet v jediném spoledném rohu stén, v jejichZ stfedech
jsou sténové kostitky a, b, c.. Na obrazcich 1.1.b a 3.4.
je prvek abc na spravném misté. Také na obrazku 3.5.a
je na spravném misté, ale se Spatnou orientaci. Na
obrazku 3.5.b na spravném misté neni. Je tam, kde ma
byt v zakladni pozici prvek ace — vpravo dole. Prvek
ace je naopak na misté abc.

Také na daldich hradkdch mitzeme jednoznaéné uréit
spravné misto v zdkladni pozici pro kaidy pohyblivy
prvek.

Domino. Zménime oznaéen{ jednotlivych prvki a mis-
to dominovych symboli budeme pouiivat ¢&isla. V horni
bilé sténé &isla 1, 2, 3, ..., 9 a v dolni &erné sténé
11, 12, ..., 19. Zikladni pozice takto oéislovaného
domina je na obrazku 3.6. Proti kosti¢ce 1 je v dolni
sténé 13, proti 2 pak 12, atd.

4 5 6
7 8 9 "
Rohovou orbitu tvori kosti¢ky 1, 3, 7,9, 11, 13, 17 a 19,

hranovou 2, 4, 6, 8, 12, 14, 16 a 18. Dvé sténové kosticky
jsou oznadené 5 a 15, Oproti pivodnimu oznaéeni mame

Obr. 3.6
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opét moznost rozlisit razna pootoéeni dolni gerné kostic-
ky 15 viéi horni bilé 5. Tak jako na Rubikové krychli
si toho nebudeme vsimat. '

Kazdy prvek ma nyni jediné spravné misto. Vlevo
nahote nad 5 musi byt 1, piimo nad 5 pak 2 atd. V po-
zici na obrazku 3.7. je kostitka 4 na misté kosticky 2,
kostidka 12 na misté 4, 18 na misté 6 atd. Kosticky 1a 3
jsou na spravném misté.

ﬂlsl;
W77

14
.. Obr. 3.7

USi. Na usich oznaéime kuli¢ky ¢isly 1, 2, 3, ..., 22
a za zakladni budeme povaiovat pozici na obrazku
3.8.a. Tim je opét jednoznaéné uréené spravné misto
pro kazdou kulitku. Na obrazku 3.8.b je rozhazena

N
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pozice, kuli¢ka 1 je na misté, kde ma byt 10, kulidka 2

je na misté 15, atd.

Kryehle 2 x 2 x 2. Tato hratka nema zddné pevné
vnéjsi ¢asti, pfi urfovini spravného mista pro malé
kostitky musime proto postupovat trochu rafinovanéji.
Spravna pozice je vétSinou urdena stejné jako na Rubi-
kové krychli — jednobarevnymi sténami. My opét
pouzijeme pismena a, b, ¢, d, e a f. Zikladni pozice je na
obrazku 3.9.a.

a)
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Obr. 3.9
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Dvojice protilehlych stén jsou opét a, d, daldi b, e
a posledni ¢, f. KaZzda mala kostitka ma potom t¥i pisme-
na a jejich seznam bude oznateni této kostidky. Tady
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jsou viechny prvky na krychli 2 x 2 x 2: abc, abf, ace,
aef, bed, bdf, cde, def.

Libovolné rozhazenou krychli 2 x 2 X 2 mizZeme
vidy uchopit tak, aby prvek abf byl v &elni sténé vlevo
nahote, ploskou b v horni sténé, stejné jako na obrazku
3.9. Vzhledem k tomuto prvku maji vsechny ostatnf
jednozna¢né urcéené spravné misto v zakladni pozici
3.9.a. Prvek abc musi byt vpravo od abf, pod abc musi
byt ace, atd. V pozici 3.9.b je prvek ace na misté, kde
ma byt abc, zatimco prvek abc je na misté ace, vpravo
dole v ¢elni sténé. '

Prvek abf takto urtuje soufadny systém na krychli
2 x 2 x 2, Ototeni néjakou " vrstvou vpravo udéla
v pozici stejnou zménu jako otodeni rovnobéZnou
-vrstvou také vpravo. Z kaidé dvojice rovmobéinych
vrstev muZeme vybrat jednu vrstvu a kazdé otodeni
povazovat za otodeni jednou z téchto vybranych vrstev.
Vybereme-li ¢, d, e, pak vSechny mo#né posloupnosti
taht C, D, E, C™, D71, E7! odpovidaji viem moznym
postupim na krychli 2 x 2 x 2, Tim jsme ziskali
,,pevné misto*’, viei kterému posuzujeme polohu vsech
ostatnich pohyblivych prvki.

3.4. Tabulka a grat pozice. Pokud si nevsimame
orientaci prvki, jsme s Rubikovou krychli ve stejné
sitnaci jako s patnactkou na podatku druhé kapitoly.
Umime pro kaidou kosti¢ku urédit jeji spravné misto
v zakladni pozici a umime také v rozhazené pozici
poznat, na misté které kostitky se ta ktera nachazi. Ve
druhé kapitole jsme riizné pozice u patnactky zapisovali
pomoci tabulek a grafi. Stejnym zpusobem ted budeme
zaznamendvat polohy pohyblivych prvku i na dalsich
hragkach.

Jak sestavime tabulku pozice na obrazku 3.10.?
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Zcela stejné jako u patnactky. Pro kaidy pohyblivy
prvek zapiSeme misto, kde se nachazi. Za¢neme tieba
hranovymi. Kosti¢ka ab je na misté af, kosti¢ka ac je na
misté ce atd. Tabulka poloh hranovych prvkia vypada
takto:

ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef
[af, ce, bf, ab, bd, b, ef, ae, df, cd, ac, deJ

.....

prvek xy je na misté prvku uv, pravé kdyz pod symbo-
lem xy v prvni fadce je symbol uv v fadce druhé. Tak
kostitka bc je na misté bd, kostitka de je na misté cd
atd.

Rohova éast tabulky pozice 3.10. vypada nésledovné:

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef).



Kostitka abc je na misté bdf, kostitka aef je na misté
ace atd.

Obé uvedené tabulky — hranova a rohova — tvoii
spole¢né celou tabulku pozice 3.10. Sestrojili jsme ji
stejné jako tabulky pozic u patnactky, pfesto je mezi
nimi podstatny rozdil. Zatimco pozice u patnactky
zrekonstruujeme zpét z jejich tabulek, pozici 3.10. z jejf
tabulky rekonstruovat nemuzeme. Diivod je ziejmy —
orientace. Tabulka neobsahuje Zadnou informaci o orien-
tacich jednotlivych prvku. Podle tabulky mizZeme dat
kazdy prvek zpét na stejné misto, nevime ale, jak ho
orientovat.

Vlastnosti pozic budeme zkoumat opét pfedevsim po-
mocf grafi. Na obrizku 3.11. je graf pozice 3.10.

/AN

e~ —df

/ \cd be
o // N >oef

ef def
Obr. 3.11

abc

o
bdf / dee

|
|
| ace
|
|

Graf jsme sestrojili z tabulky pozice stejné jako u pat-
nactky. Pro kazdy pohyblivy prvek jsme zvolili jeden
bod a kazdému sloupci v tabulce odpovida jedna Sipka.
Z bodu ab vede sipka do bodu df, protoze pod ab je
v tabulce af. Ze stejného divodu vede snpka z abf do
bodu def. Z kaidého bodu vede pravé jedna sipka,
kterd urduje, kde se dany prvek nachazi, a do kazdého
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bodu vede také jedna Sipka, ktera urluje, jaky prvek je
na daném miste.

Cviteni 3.6. MiazZe vést v grafu néjaké pozice Sipka
z ab do bodu abf? Nebo z bodu bcd do bodu ae ?

.Odpovéd na cvideni je jednoznatns — NE. Zadny
hranovy prvek nemuze byt na misté rohového a naopak.
Z hranovych bodi vedou Sipky jen do hranovych
a z rohovych jen do rohovych. KaZdy graf se proto roz-
padéd na hranovou a rohovou d&ast, obé &asti jsme od-
délili svislou ¢arkovanou éarou na obrazku 3.11.

Stejné jako tabulka, ani graf pozice neobsahuje Zad-
nou informaci o orientacich prvki. A tak, zatimco
z tabulky sestrojime graf a z grafu zpétné tabulku, ani
tabulka, ani graf nestaéi k dplné rekonstrukei pozice.
Jin4d je situace u her bez orientace. Tady tabulka i graf
obsahuji dplnou informaci o dané pozici.

USi. Vezméme si pozici na obrazku 3.8.b. Srovnanim
ge zakladni fpoziei 3.8.a snadno uréime, kde se kazdd
kulitka nachazi. Tabulka pozice 3.8.b vypada ndsle-
dovné:

1, 2,3,4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12, 13, 14,
10,15,3,7,18,19,11,13,16, 1, 5,22 9, 8,

15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22
12,20, 4,17,21, 2, 6,14

Graf pozice je na obrazku 3.12. Z tohoto grafu miZeme
zpét zrekonstruovat tabulku a z tabulky pozici 3.8.b.
Kuli¢ku 1 ddme na misto, kde je v zdkladnf pozici ku-
litka 10, kulitku 2 dame na misto 15 atd.
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Obr. 3.12

Cvifenf 3.7. Napiste tabulky a nakreslete grafy pozic
na udich, které jsou na obrazku 3.13.

Obr. 3.12
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Cvi¢eni 3.8, Napiste tabulku a nakreslete graf pozice
na dominu na obrazku 3.14.

Obr. 3.14

3.5. Permntace. V piedchozich odstaveich jsme stale
piipominali podobnost Rubikovy krychle s Loydovou
patnactkou a s dalsimi hlavolamy. Ukdzali jsme, jak
polohu pohyblivych prvki u patnactky, usi, Rubikovy
krychle a dalsich her zapisovat pomoci tabulek a grafu.
V tomto odstavei shrneme dosavadni poznatky a uve-
deme matematicky pojem, ktery zachycuje dosud
zjisténé podobnosti mezi jednotlivymi hratkami. Pojem
permutace je klidovy pojem celé teorie hlavolami uve-
dené v této knizce a bude v dalsim textu stale pouzivan.

Na kazdém hlavolamu je skupina pohyblivych prvka
— osm rohovych a dvanact hranovych kosti¢ek na Ru-
bikové krychli, patnact é&tveredktt s ¢isly a prazdné
misto u patnactky, dvaadvacet kuli¢ek u usi, tficet Sest
kulitek a dvé prazdna mista na-babylénské vézi apod.
Skupinu (nebo, chcete-li, mnozinu) vsech pohyblivych
prvki budeme vidy oznadovat I. Tyto pohyblivé proky
mohou ménit polohu vad¢i pevnym éastem hlavolamu
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o také vzijemné mezi sebou. Pro kazdy pohyblivy prvek
existuje pfesné jedno spravné misto v zakladni pozici.
V jinych pozicich jsou prvky na nespravnych mistech.
Polohu vsech pohyblivych prvkt v néjaké pozici p ma-
Zeme snadno popsat. Je-li prvek 7 na misté, kde ma byt
v zékladni pozici prvek j, fekneme, Ze prvek i je v pozici
p na misté j. Tim jsme kaZdému prvku ¢ ptifadili néjaky
prvek j, prvek, na jehoZ misté se i nachdzi. Toto ptita-
zeni ma dvé dilezité viastnosti:

a) Kazdému prvku ¢ je pfitazen pravé jeden prvek j,
protoze kazdy prvek je na jednom misté,

b) kazdy prvek j je pfifazen ptesné jednomu prvku 7,
protoZe na kazdém misté je pfesné jeden prvek,

Ptitazeni, které ma tyto dvé vlastnosti, se nazyva
vzdjemné jednoznaéné piifazeni mezi prvky mnoiiny I,
a misto slova pkifazeni je v matematice vice vZity nazev
zobrazendi.

Permutace na mnoziné I je vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni p : I — I, které kazdému prvku ¢ € I pfifazuje
jednoznadéné uréeny prvek ip € I.

Poloha pohyblivyoh prvku v néjaké pozici na néjakém
hlavolamu je tedy matematicky popsina permutaci na
mnoziné I viech pohyblivych prvki tohoto hlavolamu.

vvvvv ’

Proto je permutace nejdulezitéjsi pojem celé knizky.

Tabulka permutace. Permutace ‘muiZeme zapisovat
pomoci tabulek, stejné jako jsme zapisovali polohy
pohyblivych prvkid na hlavolamech. Vidy muiZeme
prvky mnoZiny I oéislovat pfirozenymi &isly 1, 2,3, ...,
..., k. (U Rubikovy krychle to nedélame proto, aby
lépe vyniklo, co je spravné misto pro kazdou kosticku.)
Tato &isla napiSeme do prvniho Fadku tabulky a pod
kaZdé z nich pak napiSeme jemu pfifazené ¢islo do dru-
hého fadku. Tak tfeba
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(1,2,3,4,5
P= 3,4,5,1,2)
je tabulka permutace na mnoziné I = {1, 2, 3, 4, 5}.

Graf permutace. Pro kazdy prvek I nakreslime v rovi-
né jeden bod a z kazdého bodu ¢ udéldme sipku do bodu
ip. Graf permutace p je na obrazku 3.15.a. Na obrdzku
3.15.b je graf permutace

Obr. 3.15

ProtoZze permutace je vzadjemné jednoznaéné zobrazeni,
z kazdého bodu vychazi pravé jedna Sipka a do kazdého
bodu vede také pravé jedna Sipka.

Cykly v permutaci. Z grafu permutace ihned zjistime,
kolik ma cykli a jaké jsou jejich délky. Tak napiiklad
permutace », jejiz graf je na obrazku 3.15.b, md t¥i
cykly, jeden ma délku 1, druhy 2 a tieti 4. Permutace p
ma jediny cyklus délky 5.

Cviceni 3.9. Nakreslete grafy nadsledujicich permutaci,
urdete, kolik maji cyklu, a jejich délky
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C(1,2,3,4,5,6)  (1,2,3,4,56,7,8
P=12,3 1,564 ‘1“[1,3,2,4,6,7,8,5
(1,2,3,4, 56,7, 89,10,11,12
"=12,5.7.3,12,6,1,10,8, 9, 4,11

Cvilenf 3.10. Napiste tabulky a nakreslete grafy viech
Sesti moZnych permutaci na mnoziné I = {1, 2, 3}.

Cvileni 3.11. Kolik riznych permutaci existuje na
mnoZiné, ktera ma 4 prvky ? Kolik na mnoziné, ktera ma
kprvka?

Identickd permutace na mnoziné I je permutace n, pro
kterou plati in = ¢ pro vSechny prvky ¢ mnozZiny I.
V zakladni pozici n na kazdé hraéce jsou viechny prvky
na spravnych mistech. Poloha prvku v zakladni pozici
je proto vidy popsina identickou permutaci n na mno-
ziné I viech pohyblivych prvki.

3.6. Jaké permutace délaji tahy a postupy. Vzajemnou
polohu pohyblivych prvki muZeme ménit pomoci tahji
a z nich sloZzenych postupu. Vztah mezi postupy a pozi-
cemi jsme si struéné vysvétlili uz v prvni kapitole,
Kazdy postup P pievede hradku ze zakladni pozice n do
néjaké jiné pozice p. Zapisujeme to PU = p — postup
P udéla pozici p. Polohu prvka v pozici p zapisujeme
permutaci p na mnoZiné I vSech pohyblivych prvku.
Zatimco v pozici p je dilezita jak poloha, tak orientace
viech prvki, permutace p zachycuje pouze jejich polohu.
Postup P polohu prvki zméni, fikame, Ze udéla permu-
taci p. Protoze jsme tak zapomnéli na orientace, budeme
to zapisovat PY = p. U her bez orientace neni mezi
pozici p = PU a permutaci p = PY Zadny podstatny
rozdil, pozici p muZeme s permutaci p ztotoznit. Je-li
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hra s orientaci, permutace p nepopisuje pozici p upiné,
chybi informace o orientacich. V tomto ptipadé nemu-
Zeme pozici p s permutaci p ztotoZnit, PU 3 PV. Bude-
me Fikat, ze p je polohovd permutace pozice p.

Kazdy postup P tedy udéla na mnoziné I vsech
pohyblivych prvka néjakou permutaci p = PV, poloho-
vou permutaci pozice p = PU. Teoreticky miiZeme na-
psat tabulku a nakreslit graf této permutace. Hlavo-
lamy jsou ale zajimavé predevsim proto, Ze vztah mezi
postupy a pozicemi je sloZity. Pochopit, jak né&jaky
postup prehazuje a pootddi jednotlivé prvky, neni viabec
snadné. Pouze u téch nejjednodussich postupi je to
zcela jasné,

Nejjednodussii postupy, které zakladni pozici néjak
zméni, jsou tahy. Jakou permutaci udéld tah 4 — oto-
¢eni vrstvou a o 90° vpravo — na Rubikové krychli?
Zc zakladni pozice n dostaneme poziei na obrazku 3.16.

b/ /6

/6,6 /¢

—ﬁ—v\-\c
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Kostitka ab piejde na misto ac, ac na misto ae, gde na
misto af a af na misto ab. Ostatni hranové prvky se
nepohybuji, zistanou na pavodnich mistech. Podobné
se posunou rohové kostitky: abc picjde na misto ace,
ace na misto agef, aef na misto abf a abf na misto abc.
Zbyvajici rohové prvky opét zistivaji na pavodnich
mistech. Tahem A udélime permutaci ¢ = AV, jejiZ
graf je na obrazku 3.17,

Graf permutace a ma dva cykly délky 4, jeden na roho-
-vych a druhy na hranovych kostidkach, ostatni cykly
maji délku 1. Vsechny ostatni tahy na Rubikové krychli
udélaji permutace, které maji také jeden cyklus délky 4
na rohovych prveich, druhy cyklus délky 4 na hrano-
vych kosti¢kach a ostatni eykly délky 1.

Cvifenf 3.12. Nakreslete grafy permutaci, které udé-
laji tahy 471, B, D na Rubikové krychli.
A jaké permutace délaji tahy na jinych hlavolamech ?

USi. Zékladni pozice je na obrizku 3.8.a. Tahem
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A piejde kulidka 1 na misto 17, kulicka 2 na misto 1,
atd. Permutace — pozice AU = ¢ mé tabulku
1,2,3,4,56,7,8,9,10,11, 12,13, 14,
17,1,2,3,4,5,6,7,9,10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22
15, 16, 19, 18,21, 20,22, 8
a jeji graf je na obrazku 3.18. plnymi darami. Carkované

je tam graf permutace b = BU. Obé permutace majf
jeden cyklus délky 12 a ostatni cykly délky 1.

)
1 A/ g} g
e "'\1?-—'0\\10
w9
5 RS9 A
\,_;. zobt:./ A2
6 ‘.; PN \/ 21 QI
75N 13
22 /
8 1\60‘__0‘_.012’
15
Obr. 3.18

Domino. Tah A otaéi spodni sténou o 90° vpravo,
kosti¢ka 11 pfejde na misto 13, 13 na misto 19, 12 na
misto 16 atd. Graf permutace a = AU je na obrazku
3.19.a. Permutace ma dva cykly délky 4, jeden na roho-
vych a druhy na hranovych kosti¢kach, zbyva]wl cykly
maji délku 1.

Na obrizku 3.19.b je graf permutace ¢ = CU, kterou
udélé otodeni pravou boéni vrstvou. Tato permutace mé
tki cykly délky 2, jeden na hranovych a dva na rohovych
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prvcich. Ostatni cykly maji opét délku 1. VSechny dalsi
tahy B, D, E udélajf permutace, které maji rovnéz dva
cykly délky 2 na rohovych kostitkich, jeden cyklus
délky 2 na hranovych a viechny ostatni cykly délky 1.

Kryehle 2 x 2 x 2. Pfipomeiime si, Ze polohu prvkia
posuzujeme vzhledem ke kosti¢ce abf, kterou povazuje-
me za pevnou. MnoZinu I vSech pohyblivych prvkia
tvofi sedm zbyvajicich kostidek. Na obrazku 3.20.a je
naznadeny tah C a na obrazku 3.20.b je graf permutace
¢ = CV, kterou tah C udéld. M4 jeden cyklus délky 4
a t¥i eykly délky 1.

a) b,/ b I'b)  abe  bed
of |
: ||
ala ¢ l
c jC ac
a|a |
l

e cde
ddf Cjef def
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Viechny ostatni tahy udélaji také jeden é&tyFeyklus
a t¥i cykly délky 1.

Cvi€eni 3.13. Napiste tabulku a nakreslete graf permu-
tace e = E'V, kterou udéla tah E na krychli 2 x 2 x 2.

3.7. Co udéla sloZeni dvou postupi a inverzni postup?
Néjaky postup P udéld na Rubikové krychli permutaci
p = PV, tfeba tu, jejiZ graf je na obrazku 3.11. a tabulka
podrobné vysvétlena v odstavei 3.4. Jiny postup Q
udéld permutaci ¢ = QV. Permutace ¢q je polohova per-
mutace pozice, kterou dostaneme postupem Q z pozice
zékladni. Jakou permutaci udélame sloZenym postupem
PQ, jak vypada permutace (PQ) V?

Délame-li postup PQ ze zikladni pozice, zadindme
postupem P. Po jeho skonéeni dostavame jako 8istedny
mezivysledek pozici p = PU. Z této pozice pokradujeme
postupem Q a chceme uréit, na jakych mistech budou
pohyblivé prvky po skoné&eni celého postupu PQ. Na
jakém misté bude t¥eba rohova kosti¢ka bdf ! Po postu-
pu P — v pozici p — bude na misté abc, plati (bdf) p =
= abc. Checeme védét, kam se bdf pfemisti, pokraduje-
me-li dile postupem Q. Pfedstavme si, Z¢ mame kromé
krychle v pozici p (obrazek 3.10) jesté jednu krychli
v pozici zdkladni, a postup Q délame na obou krychlich
soutasné. Prvek bdf je na prvni krychli na misté abc
a posunuje se po stejné draze jako prvek abc na druhé
kryehli — na obou délime stejné tahy. Po skonéeni
postupu budou oba prvky na stejném misté. Toto misto
zndme na druhé krychli — prvek abc bude na misté
(abc) q. Prvek bdf bude proto na prvni krychli po skon-
¢en{ celého postupu P Q na stejném misté (abc) g. A pro-
toZe abc = (bdf) p, miizeme toto misto zapsat také jako
((bdf) p) ¢. Stejné urdime polohu viech ostatnich prvki
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po postupu PQ: hranovd kostitka af bude na misté
((af) p) ¢, rohova abc bude na misté ((abc) p) ¢, atd.

Obecné muzeme polohu pohyblivych prvkd na néja-
kém hlavolamu po postupu PQ ze zakladni pozice uréit
nasledovné. Postupem P jsme udélali permutaci p =
= PV. Prvek ¢ je v pozici p = PU na misté j = ip.
Pokratujeme-li nyni postupem Q, pfejde prvek i na
stejné misto, na jaké dostaneme prvek j postupem Q ze
zakladni pozice, tj. na misto jq. Postupem PQ proto
piemistime prvek i ze zakladni pozice na misto jg =
= (ip) ¢.

Slovni popis permutace, kterou udéldé postup PQ,
doplnime jesté tabulkou a grafem. Jak najdeme tabulku
a graf permutace (P Q) V, zname-li tabulky a grafy per-
mutaci p = PY u g = QV, které udélaji postupy P
a Q? Vriatime se opét ke konkrétnimu ptikladu na
Rubikové krychli z poéatku odstavce. Tabulka permu-
tace p = PV je v odstavci 3.4., rohova &ast je

[abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def]
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef ) .

Postupem Q udélame na rohovych prveich tieba tuto
permutaci

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def ]
ace, bdf, abc, aef, bcd, abf, def, cde }.

Jak dostaneme tabulku permutace, kterou udéléme na
rohovych kostit¢kach postupem PQ? Kostitka abc bude
po postupu P na misté bdf. Postupem Q ji d 4le posuneme
na stejné misto, na jaké prejde prvek bdf, udéléme-li Q
ze zékladn{ pozice. Toto mfsto najdeme ve druhé Fadce
tabulky permutace g pod bdf, je to bcd. Kostitka abc
prejde postupem PQ na misto bcd. Podobné zjistfme
polohu jakékoliv jiné kostitky. MiZeme si to zjednodu-
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it tak, Ze napideme obé tabulky permutaci p a ¢ pod
sebe, pfitemi druhy fddek tabulky p povaZujeme za
prvnf Fidek tabulky ¢:

abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef
bed, cde, bdf, abc, ace, abf, def, aef/ ,

a potom vynechime ,,pribéiny stav’ po postupu P,
zachyceny ve druhé fadce. Zistane tabulka permutace
(P Q) V, kterou udéla postup P Q na rohovych prveich:

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bed, cde, bdf, abc. ace, abf, def, aef).

Stejné dostaneme i hranovou éast tabulky permutace
(PQ V.

Vzpomeneme-li si na vztah mezi tabulkou a grafem
permutace, snadno sestrojime také graf permutace
(PQ) V. Nejdfive si nakreslime graf permutace p =
= PY — obrizek 3.11. Potom do stejného obrazku pfi-
kreslime darkované graf permutace ¢ = QV. Na obrazku
3.21. vidime rohovou ¢&ast obou grafi. Kam povede
v grafu permutace (P Q) V Sipka z bodu abc? Kosti¢ka
abc ptejde postupem P na misto bdf — plna Sipka —

abc ~—-~.
\ace
S - '/ ~——__aef

- “Gbf T

cde\’)-—” Obr. 3.21
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a 7 tohoto mista postupem Q na misto bcd — &arkovana
sipka. V grafu (PQ) V tedy povede sipka z abc do bcd —
silnd Sipka. Kosti¢ka abf piejde podél plné sipky do bodu
def a dale podle ¢irkované Sipky do bodu cde. Celd ro-
hova &ast grafu permutace (P Q) V je na obrazku 3.22.

abe
ace aef
" bdf

abf

/ def
bed /
cde
Obr. 3.22

Cvi¢eni 3.14. Hranova &ast tabulky permutace QV je

[ab, ac, ae, af, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef]
af, bf, ac, bc, ce, ef, bd, df, cd, ae, ab, de }.

Sestrojte hranovou ¢ast tabulky a grafu permutace, kte-
rou udéld postup P Q. Sestrojte tabulku a graf permuta-
ce, kterou udéla postup QP — napfed Q, potom P.
Sestrojte tabulku a graf permutace (PP) ¥V — postup P
opakujeme dvakrat po sobé.

Cvifenf 3.15. Nakreslete graf permutace, kterou udé-
lame, jestlize v pozici na obrazku 3.10. pokradujeme ta-
hem B.

Zcela stejné muZeme uvaZovat i o vSech ostatnich
hlavolamech. UkazZeme si to struéné na usich.

USi. Vezméme si tfeba pozici p na obrizku 3.8.b,
dostali jsme ji néjakym postupem P. Jak se pozice zménf,
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udélame-li ted tah B? Graf pozice b = BU je ¢arkované
na obrazku 3.18. Kuli¢ka 1 je v pozici p na misté 10,
tahem B se posune na misto 11. Kulidka 2 pfejde z mista
15 na misto 16 atd. Graf nové pozice je na obrazku 3.23.

Obr. 3.23

Cvieni 3.16. a) PouZijte obrdazek 3.18. a nakreslete
grafy permutaci, které udélame na usich postupy AB
a BA

b) Pouzijte &ist a) tohoto cvideni a nakreslete graf
permutace, kterou dostaneme, jestli%e v pozici na obraz-
ku 3.12.b udélime postup Q = AB.

Na z4vér skladani postupt jesté dileZitd poznamka.
Pfi feSeni hlavolami zaéiname v néjaké rozhazené po-
zici p, kterou jsme dostali neznimym postupem P.
Na tento pfipad se také hodi dosavadni vysiedky tohoto
odstavce. V pozici p, jejiZ polohovd permutace je p,
udélame néjaky postup Q. Zname-li permutaci ¢ = QV,
kterou postup Q udéld, miZeme urdit polohy prvki
v nové pozici — prvek ¢ bude na misté (ip) q. Pokud je
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permutace ¢ dostatetné jednoducha, umime si zménu
pozice p po postupu Q piedstavit. Postupnym pozmé-
novanim dostaneme nakonec pozici zakladni. Nase
strategie FeSeni hlavolami spodiva proto v hledani
postupu, které v pozicich udélaji co nejjednodussi
zmény. Metodam vyhledavani takovych postupi bude
vénovana ¢tvrta kapitola.

A jakou permutaci udélame postupem P!, inverznim
k postupu P? PouZijeme uz znamé vysledky. SloZenym
postupem PP~! zakladni pozici nezménime, na koneci
bude stejna jako na poéatku. Uprostied tohoto postupu,
po P, bude krychle v pozici p, jeji polohova permutace
je p. Jestlize néjaky prvek i pfejde postupem P na misto
j = ip, pak postup P! jej zase vrati zpét z mista j na
misto 7. Permutace (P~1) V proto zobrazuje prvek j do <,
pravé kdyZ permutace p = PV zobrazuje ¢ do j. Graf
(P7') ¥ dostaneme tak, Ze v grafu permutace p obratime
smeéry viech Sipek a jeji tabulku tak, Zze v tabulce p
prohodime oba Fadky.

3.8. Skladani permutaci. V patém odstavei této kapi-
toly jsme ukazali, jak matematicky pojem permutace
popisuje polohy pohyblivych prvki na nejriznéjsich
hlavolamech. Nynf uvedeme dalsi matematicky pojem,
ktery vystihuje, jak se poloha prvkd méni, délame-li
néjaké postupy.

Zopakujme si stru¢né, co jsme zjistili v minulém od-
stavci. Je-li poloha prvku v néjaké pozici p popsina
permutaci p a udélame-li postupem Q permutaci ¢ =
= QV, pak poloha prvka v pozici, kterou dostaneme
postupem Q z pozice p, je popsana permutacf na mnoziné
I véech pohyblivych prvku, ktera kazdému prvku ¢ pii-
Fazuje prvek (ip) ¢. Z permutaci p a q jsme tak dostali
jakousi novou permutaci. MiZeme to udélat s libovol-
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nymi dvéma permutacemi, nejenom s polohovymi per-
mutacemi na hlavolamech.

Jsou-li p a ¢ permutace na néjaké mnoziné I, pak
slofeni permutaci p © q je permutace na mnoziné I, ktera
kazdému prvku ¢ ptifazuje prvek i(p o q) = (ip) q.

SloZzenym postupem PQ tedy udélaime permutaci,
ktera je sloZenim permutacip = PYagq = QV.

Permutaci jsme definovali jako vzajemné jednoznaé-
né zobrazeni na mnoziné I. Aby mélo sloZeni permutaci
smysl, musime ukdazat, Ze p o ¢ je opravdu permutace —
vzajemné jednozna&né zobrazeni. To je jasné v piipadé
polohovych permutaci na hlavolamech, a obecny ptfipad
nenf o nic obtiZnéjsi. Zobrazeni p o ¢ pfifazuje kazdému
prvku i € I jednoznaéné urleny prvek (ip)q. A je-li
naopak k néjaky prvek I, existuje pfesné jeden prvek
j € I takovy, Ze jqg = k, protoZe g je permutace. Existuje
také pfesné jeden prvek ¢ €l takovy, %e ip = §, protoze
také p je permutace. Tento prvek ¢ je jediny, pro ktery
plati (1p)g = i(p o q) = k. Zobrazeni p ogq je tedy
opravdu vzdjemné jednoznaéné, je to permutace.

Tabulku a graf sloZenf permutaci umime najit uz z mi-
nulého odstavce, takZe jenom strudné opakovani.

Tabulka sloZené permutace. NapfSeme si napfed tabul-
ku permutace p a pod nf tabulku g, ptitemz dolnf Fadek
tabulky p povaZujeme za hornf fadek tabulky ¢ — na
pofad{ prvki v tabulce nezdleZi. Dostaneme tak tabulku
o tfech fidcich. Vynechanim ,,prubéiného‘ druhého
fadku dostaneme tabulku permutace p o ¢. Pod prvkem
1+ v prvnfm Fadku je ve druhém fadku ip a ve tfetim

(ip)g =pogq)
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Cvifeni 3.17. Napiste tabulky permutaci pogq, g o p
ap o p,ijeli

(1,2,3,4,5,6 . (1,2,3,4,5,6
P=1{3,41,526 .97 12,1,3,6,4,5
Diile%ité upozorn&ni. Vysledek pfedchoziho cvideni

ukazuje, Ze sloZenim dvou permutaci v rizném pofadi

miiZzeme dostat rizné vysledky. Permutace p ogagq o p
mohou byt, a vétsinou také jsou, rizné.

Graf sloZeni permutaef. Nakreslime do jednoho obraz-
ku grafy obou permutaci p a q. Na obrazku 3.24.a jsou
grafy permutaci p (plnou &arou) a g (¢arkované) ze cvi-
geni 3.17. Sipka v grafu p o ¢ z bodu ¢ povede do bodu
(?p) ¢. Tento bod najdeme tak, Ze se vydame z bodu ¢
po Sipce grafu p do bodu ¢p, a dale po Sipce grafu ¢
dojdeme do bodu (¢p) ¢q. Graf p o ¢ je na obrazku 3.24.b.

-
~~-__—-‘

Obr. 3.24

Cvideni 3.18. Nakreslete grafy permutaciq o pagq o g,
P, q stejné jako ve cvidenf 3.17. — obrazek 3.24.a.

Zavérem jesté nékolik jednoduchych vlastnostf skla-
dén{ permutacf.
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Asociativita, Mame-li sloZit tf¥i permutace p, q, r na
mno%iné I v tomto potfadi, miZeme to udélat dvéma
zpisoby. Bud napfed sloifme p s ¢ a vysledek p o ¢
sloZime s », nebo sloZime p s permutac{ ¢ o . Obé moz-
nosti (p o q) ora p o (g o r) vedou ke stejnému vysled-
ku. V prvém pifpadé zobrazime prvek ¢ napfed do prvku
i(p o q) = (ip) q a tento pak do prvku ({(¢p) ¢) r. Ve dru-
hém pkipadé zobrazime napked ¢ do ip a potom do
(¢p) (g o r) = ((¥p) g) r. Obé permutace (pog)orapo
0 (q o r) zobrazuji libovolny prvek ¢ € I do jednoho
a téhoZ prvku ((¢p) ¢) r. Znamena to, Ze se rovnaji,
(pogq)or =pol(qor) pro kazdé tF permutace p, ¢, r
na mno%iné I. Rikame, %e skldddni permutaci je asocia-
tiond.

Asociativita skladani permutaci ma jeden duleiity
disledek. Mame-li sloZit k& permutaci p,, py, ..., D&
v tomto pofadi, miZeme to udélat mnoha zpusoby.
Vybereme néjakou sousedn{ dvojici p; a p;., sloiime ji,
a misto obou permutaci napifeme v seznamu jedinou
permutaci p; o p;,,. V novém seznamu opét vybereme
dv& sousedni permutace a cely postup opakujeme. Dé-
lame to tak dlouho, aZ dostaneme jedinou permutaci.
Z asociativity skldadani permutaci plyne, Ze véechny
zpisoby vedou ke stejnému vysledku, ktery oznaéime
PL O Py O ... O P.. Nebudeme to dokazovat ted, doka-
Zieme to aZz v hvézditkovaném odstavei 3.13., pouzivat
to ale budeme i d¥ive.

Identicka permutace je neutralni. Pro kazdou permu-
taci p plati p o n = n o p = p. Jinymi slovy, identicka
permutace je neutralni vzhledem ke skladani permutaci,
slozime-li ji s néjakou permutaci p, dostaneme opét p.

Cvileni 3.19. Dokaiterovnostipon =n o p = p.
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Inverzni permutace. Néjakym postupem P udélame
permutaci p = PV a inverznim postupem P~! udélime
permutaci, kterd zobrazuje prvek j do 4, privé kdyz
ip = j. Permutaci (P!} ¥V budeme Fikat inverzni per-
mulace k p = PV a znatit ji p~1. Stejné mizZeme defino-
vat inverzni permutaci p~! k libovolné permutaci p na
mnoZiné I. Pro permutaci p~! plati 7p‘1 = 1, praveé kdyz
ip = j. Tabulku p~! dostaneme tak, Ze v tabulce p za-
ménime oba Fadky. Tak tfeba

2,1,3,6,4,5
1,2,3,4,5,6

je tabulka permutace ¢! inverzni k permutaci ¢ ze
cviteni 3.17. Graf inverzni permutace p~! dostaneme
tak, Ze v gra.fu p obratime sméry vsech sipek. Snadno se
také ovéii, Ze k permutaci p~!je inverzni zase permutace
P, tj. plati (p71) 7! =

Z vlastnosti mverze hlavolamii plyne Ze umime-li
udélat néjakou permutaci p, pak umime udélat také per-
mutaci inverzni p~!. Ukdzali jsme to na koneci minulého
odstavce. A nakonec lehka, ale dilezitd vlastnost inverz-
nich permutaci.

Cvi€enf 3.20. DokaZte rovnosti popt =pltop =
=n.

Tato vlastnost je pro inverzni permutaci p~* charak-
teristicka. Pokud p o q = n nebo ¢ © p = n pro néjakou
permutaci ¢, pak ¢ = Opravdu je-li ip = j, pak
z kazdé z téchto rovnosti lhned plyne jqg = 1.

3.9. Matematicky model vplnyech hlavelami. Vime
toho uZ o hradkach dost, abychom mohli sestavit jejich
matematicky model. Na kazdém hlavolamu je néjaka
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skupina pohyblivych prvkia, kterou oznalujeme I.
PRolohu téchto prvka popisujeme permutacemi na mno-
%2iné I. Na poditku je hra v zakladni pozici, poloha
prvki je popséna identickou permutaci. Polohu prvki
ménime pomoci tahi, kazdy tah udéla néjakou permu-
taci. Permutace, které udélame jednotlivymi tahy, bu-
deme nazyvat gemerdtory. Postupnym providénim ta-
hu déldime dalsf pozice. Jejich polohové permutace
dostaneme sloZenim odpovidajicich generatoru. Zname-li
generatory, zname vlastné celou hru. Viechna moZni
sloZeni generitori odpovidaji polohovym permutacim
vech pozic, které muZeme dostat néjakym postupem
z pozice zdkladni, a tedy vdem FfeSitelnym pozicim. Ge-
neratory tak uréuji vSechny vlastnosti polohy prvki na
hlavolamu.

Matematicky model iplného hlavolamu vypada takto.
Méme néjakou mnoZinu I a nékolik permutaci-genera-
tor na /. Umét fesit hlavolam znamend umét popsat
vSechny permutace na I, které jsou sloZenim generator,
a pro kazdou takovou permutaci najit néjaké jeji vy-
jadfeni jako sloZenf generatori.

MnoZinu I jsme vidy interpretovali jako mnoZinu
viech pohyblivych prvki. N4 model tak pfesné popi-
suje hry bez orientace a &dste&né hry s orientaci, ztraci
se v ném pravé ta orientace. Pokud nemiame domino
nebo usi, miZeme si hrat aspon na papife s jejich mate-
matickym modelem. A co vic, miZeme hrat i hry, které
neexistujf, nebyly vyrobeny. V piistim odstavci tak
budeme zkoumat model hry, ve které jsou obzvlast
jednoduché tahy. Tato hra bude velice snadnd, a presto
se pfi nf naudfme mnoho uZiteéného i pro dalsf hlavola-
my. SloZitost hlavolami totiZz zcela zavisi na sloZitosti
vzdjemné polohy generatoru a vlastnosti, které budou
otividné v nasf jednoduché h¥e, by bylo mnohem obtiz-
néjsf odhalit na Rubikové krychli nebo &tyfsténu.
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Poznamka, kterou je moZné piFeskolit. Pii vhodné
interpretaci mnoziny / miZeme na$ matematicky model
pouzit i ke studiu orientaci. UkaZeme si struéné jak na
Rubikové krychli. MnozZinu I budeme tentokrat interpre-
tovat jako mnoZinu malych plosek — &tveredkti na
krychli, a ne jako mnozinu pohyblivych prvku. Kazdy
tah udéld dva é&étyfcykly na hranovych ploskiach a t¥i
¢tyfeykly na rohovych ploskach. Pozice pak chapeme ne
jako permutace na kostitkach, ale jako permutace na
ploskach. V tomto modelu se daji studovat i orientace,
nenf k tomu ale p¥ili§ vhodny. Lepsf matematicky model
her s orientaci sestavime v paté kapitole.

A nekonec jeité par slov o vyznamu modela vibeec.
Matematické modely jsou béiné pouZivany v nejriznéj-
ich oblastech védy a techniky. Rozsah jejich aplikaci
nesmfrné vzrostl pouzitim vykonnych poéitada. Ty
umo#iiuji zpracovavat slozité modely, jejichZ studium
by jinak bylo zcela nemyslitelné. Nikladné experimen-
tovani pf¥i stavbé lodi, letadel, automobild nebo raketo-
pléni lze nahradit mnohem lacinéj§im experimentova-
nim na poditadi. Misto zkouseni riaznych profili kiidel
v aerodynamickych tunelech staéi ¢asto sestavit a zpra-
covat spravné rovnice obtékani téles. A v piipadé
stavby pfehrady, mostu nebo jaderné elektrirny si ani
néjaké experimentovani nejde dost dobfe predstavit,
viechno musi byt propoéitané pfedem. Matematické
modely se pouZivaji v genetice, v teorii pfenosu infor-
mace, fyziologii, psychologii nebo ve fyzice elementar-
nich &astic. Teoretickda prace v mnoha oborech spoéivd
pfevainé ve studiu matematickych modelid. V tom je
zcela urdité nejdéle fyzika. Prvni sloZitéjsi modely p¥i-
rodnich jeva vytvofili patrné astronomové, pravidelny
pohyb planet a hvézd na nebeské klenbé je k tomu jako
stvofeny. Rozvijen{ a zkoumani stale sloZitéjsich modeli
dalo vznik celym matematickym disciplinam. Ur¢ité
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neni nahodou, Ze zakony klasické mechaniky a objev
infinitezimalniho poétu jsou spojeny s jednim ¢&lovékem,
Isaacem Newtonem.

Mnohem &astéji je ale pii sestavovani modeli pouii-
vana matematika jiZz vytvofend. A tak vlastnosti modelt
zavisi hodné na matematickych znalostech téch, kdo
je sestavuji. Vidyt ani my nepouZivame pii zkoumani
a feSenf hlavolami v této knize pojmy a metody, které
by nebyly matematikim zniamé aspon sto padesat let.

3.10. Nezajimavé hrafky. Nezajimavé jsou takové
hlavolamy, které kaidy snadno vyfesi. Nikdo by je ne-
kupoval, a proto je také nikdo nevyrabi. Pfesto se jimi
budeme trochu zabyvat. Nemusime si ani pfedstavovat,
jak by asi vypadaly, sta¢i nam jejich matematicky mo-
del.

Tento model spodiva ve vybéru néjaké mnoziny per-
mutaci-generatori na mnoziné I = {1, 2, ..., k}. Nej-
jednodussi by bylo fesit hlavolam, na kterém bychom
mohli prohodit kazdé dva prvky na libovelnych dvou
mistech, a Zadné jiné by polohu nezménily. Znamena to,
fe pro kazdé dva rtuzné prvky ¢, j € I bychom méli
k dispozici tah, ktery by udélal permutaci

t__(l,2,...i,...j, vk — 1k
2.5 .. ...,lc—l,k)'

Graf této permutace je na obrazku 3.25., ma jeden cyklus
délky 2 a ostatnis délkou 1.

Takovym permutacim se v matematice tka transpo-
zice. KaZda transpozice je jednoznadné popsana dvojici
prvku, které tvofi cyklus délky 2. Pravé uvedena trans-
pozice ¢ je popsdna dvojici (¢, §). Pro snazsi orientaci
budeme transpozice oznadovat dvojicemi prohazova-
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nych prvki, (¢, j) je tedy nové oznadeni pro transpozici
¢ na ohrazku 3.25.

T O i O
G C ﬂoo

Cvieni 3.21. Necht i, §, £, [ jsou &tyfi razné prvky
mnoziny /. Nakreslete grafy sloZeni transpozic (7, §) o

= (l’ 7)) (7" ]) 2 (]’ k)v “” 7) “ (k’ ’)1 (1” 7) o (7’ k) Q (1’1 7)

Nagde snadna hra ma pro kazdou dvojici raznych prvki
t,§ € I jeden tah, ktery udéla transpozici (i, §). Velka
zasoba jednoduchyech tahd umoziuje snadno slozit kaz-
dou pozici-permutaci. Zadneme konkrétnim piikladem.
Mnozina I ma osm prvka 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a jejich
poloha je popsana permutaci

(1,2,3,4,5,6,7,8
—12,53,6,7,8 1,4}

Permutace p neni identickd, aZ na jeden jsou viechny
prvky na nespravnych mistech. Vezmeme si jeden
z nich, tieba 1. Ten je na misté 2, abychom ho dostali na
spravné misto, udélame transpozici (1, 2). Dostaneme
novou permutaci '
1,2,3,4,5,6,7,8
pc(l’Q)—(l,s, 3,6,1, 8,2,4]'

Déle dime na spravné misto prvek 2. Ten je na misté 5,
udélame proto transpozici (2, 5). Dostaneme permutaci
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1,2,3,4,56,7,8
p o (l) 2)_0 (2)5) - ( 1, 2’ 3" 6, 7’ 8, 5, 4]'
Stéle jesté neni viechno na spravném misté, tfeba 6 je
na misté 8, udélame tedy transpozici (6, 8). Kaidy
snadno ovéFi, Ze sloZenim transpozic (1, 2) o (2,5) o
o (6, 8) o (5, 7) o (4, 8) dostaneme hru z pozice p do
pozice zakladni, tj. Ze platf p o (1, 2) o (2, 5) o (6, 8) ©
o(5, 7) o (4, 8) = n. Permutaci p jsme sloZili z trans-

pozic.
Zcela stejné se presvédéime, Ze kaZdou permutaci g
na mnoziné I ={1,2, ..., k} lze sloZit z transpozic.

Pokud je g identickd permutace, neni tfeba délat nic.
Pokud neni, existuje prvek i takovy, Ze iq¢ + 1, tj. ¢ neni
na spravném misté. SloZime ¢ s transpozici (4, 1q). Pro-
toze tq * 1 a ¢ je vzajemné jednoznaéné zobrazeni,
existuje jiny prvek j € I, pro ktery plati jg = ¢ (na
kaZdém misté je néjaky prvek!). Ani prvek j neni na
sprivném misté:

__[ L, ..., 7 ..., j,...,k]

7 lg, ...,1q, ..., 0 =1jq, ..., kq

V nové pozici ¢ o (¢, ¢q) budou s vyjimkou prvki ¢ a j§
viechny ostatnf na stejnych mistech jako v pozici g.
Vsechny, které byly na spravnych mistech v ¢, budou
proto na spravnych mistech také v g o (¢, ig). Navie
bude sprivné také i. Tahem (¢, 4g) jsme tak zvétsili
podet prvku na spravnych mistech aspor o jeden. Pokud
je permutace q o (i, ¢q) identickd, jsme u cile. Pokud
nenf, vybereme néjaky prvek, ktery jesté na spravném
misté neni, a opakujeme celou uvahu znovu. Tak postup-
né zvétiujeme podet prvki na spravnych mistech, aZ po
nejvyse k — 1 krocich dostaneme identickou permuta-
ci n. Platf proto, Ze
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ke kazdé permutaci ¢ existuji transpozice
by bay ..., b takové, Ze go (fo0t, 0 ... 08) =mn.

(I

Z posledni véty odstavce 3.8. plyne, Zet, ot, 0 ... ©
o t, musf byt inverzni permutace ¢! k permutaci ¢, tj.
g ' =t 0t,0...0¢ KaZidou permutaciinverzni k né-
jaké permutaci ¢ na mnoziné I tedy muiZeme vyjadfit
jako sloZenf néjakych transpozic. A protoze kazda per-
mutace je inverzni k néjaké jiné, ¢ je inverzni ke ¢77,
dostavame

(1) pro kazdou permutaci g existuji transpozice
Uy, Ugy -+ o, Up tak, Ze g = U, O U, O ... OU,.

Dokazali jsme tak, Ze z vlastnosti (I) plyne vlastnost
(ITI). Plati to i naopak, z (II) plyne (I). Vyjadiime ¢!
jako sloZeni transpozic: ¢! =%, ou, 0 ... O u,. Po-
tom platiq o (¥, ou, 0 ... o u,) = q 0 ¢! = n, neboli
plati vlastnost (I). Obé vlastnosti (I) a (II) jsou proto
ekvivalentni. Budeme fikat, ze

kaZdou permutaci lze sloZit z transpozic.

Formulace (I) je vyhodnéjsi pfi feSeni hlavolamu, formu-
lace (II) je zase vhodnéjsi pro teoretické zkoumani per-

033

mutaci. Uvidime to v ptistim odstavci.

Po téchto ponékud teoretittéjsich dvahach se vratime
zpét k nasi nezajimavé hie. Jeji feseni je opravdu snad-
né. Kazdou permutaci lze sloit, mame-li k dispozici
vSechny transpozice. Nalezeni posloupnosti transpozic,
kterymi z néjaké permutace p dostaneme permutaci
identickou, také neni nijak obtiZné. Vezmeme vidy
néjaky prvek, ktery neni na spravném misté, a udélime
transpozici, ktera ho na spravné misto pfevede. Tim
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postupné zvysujeme podet prvkii na spravnych mistech,
a? dostaneme viechny tam, kde maji byt.

Jakkoliv je hra, ve které mizZeme délat viechny trans-
pozice, snadnd, miZeme se z ni hodné poudit. Zjistili
jsme, Ze kaZzdou permutaci lze sloZit z transpozic. Kdy-
bychom uméli na kaidé Rubikové kostce najit postupy,
které udélaji libovolnou transpozici, bylo by snadné
dostat viechny prvky na spravna mista. Tim bychom
uméli fedit vSechny hry bez orientace a také trochu
hry s orientaci. Brzy si ale ukaieme, Ze tak jednoduché
to zase neni. V mnoha p¥ipadech postupy, které by udé-
laly néjakou transpozici, vibec neexistuji, zrovna
Rubikova krychle je takovy pipad. Nebo sice existujf,
jsou ale pi#ili§ dlouhé a jejich nalezeni obtiZné. Tak je
tomu tieba na usich.

Pfesto se touto myslenkou budeme jesté zabyvat.
Jeji upravend verze nam uZ umozni vytesit viechny
hiavolamy bez orientace a dostat viechny prvky na
spravné misto u her s orientaci. Napfed ale zopakujeme
a zobecnime poznatky druhé kapitoly.

3.11. Sudé a liché permutace. V tomto odstavei ukaze-
me, Ze viechny permutace na mnoziné I = {1, 2, ..., k}
miZeme pfirozenym zpuisobem rozdélit na sudé a liché
podobné jako celd &sla. V podstaté jsme to udélali uz
ve druhé kapitole pfi zkouman{ pozic u patnactky. Tam
méla mnoZina I Sestnact prvki.

Vezmeme néjakou permutaci p na mnoziné I a trans-
pozici (¢, §). Jak se lisi grafy permutacf p a p o (4, §)?
Jsou-li 7 a § ve stejném cyklu permutace p — obrazek
3.26. — rozpadne se tento cyklus do dvou mensich eykla
v grafu p o (¢, j). Ostatni cykly se nezméni, jejich cel-
kovy podet se tak zvétsi o jeden.
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Obr. 3.26
Jsou-li prvky ¢, j naopak v riznych cykleéh v grafu p,
propoji se tyto dva cykly do jednoho velkého v grafu
P o (i, 9).

DN |
SO, SN,
[ TR ¥ ¥

Obr. 3.27

I v tomto piipadé se tak poéet cykli zméni, tentokrat
zvétsi, o jeden. V kazidém piipadé se proto podty cykla
v permutacich p & p o (¢, j) li§f o jeden. Pfidame-li k p
sudy podet transpozic, musf se li§it podty cykld v p
avypot oty o ... 0ly, osudé &islo. Pfidame-li lichy
podet transpozic, je rozdil mezi podtem cykld v p
avpot, oty 0... 0ly,,, vidylichy.

Rozdil mezi poétem cyklid v identické permutaci n
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a v permutaci n 0, 0ty 0 ... Oty, (sloZeni sudého
podtu transpozic) je proto vidy sudy, rozdfl mezi
pottem cykla v.n a v not, 080 ... Olgpy =
=t 0t O ... Olyy,; (sloZeni lichého podtu transpo-
zic) je vidycky lichyx Z minulého odstavce vime, Ze
kaidou permutaci p miZeme sloZit z transpozic, p =
=t ot 0... 0t Jeli rozdfl mezi podtem cykld
v identické permutaci (ten se rovna k, kaidy cyklus
mé délku 1) a v permutaci p sudy, musfme pouZft sudy
potet trpnspozic, je-li rozdl lichy, pak musf byt &fslo [
liché. Tyto uvahy vedou k nasledujicf definici.

Permutace p na mnoziné I je sudd. je-li rozdil mezi
podtem prvki I a poétem cyklu v p sudy, o je lichd. je-li
tento rozdil lichy. .

Cvifeni 3.22, Které z nasledujicich permutaci jsou su-
dé a které liché?

C(1,2,3,4,5)  (1,2,3.4,56) (L2
P=\2,3,541) 97 3,1,2,5.6,4] "‘(2,1}

1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10.11,12)  (1,2,3,4
7,4,6,1,9,2 8. 10,3, 5,11,12)" ‘[1,2,3,4)'

Cviteni 3.23. Kterych permutaci na mnoziné I je vice,
sudych, nebo lichych ?

Permutace p a inverzni permutace p~! maji stejny
podet cykli stejnych délek, jejich grafy se lis{ jen ve
sméru Sipek. Obé jsou soudasné bud liché, nebo sudé.

Uz pfed definici sudych a lichych permutacf jsme uka-
zali nasledujicf pravidlo o poctu transpozic.
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Permutace p je sudé, pravé kdyz ji lze
slozit ze sudého poétu transpozic, a je
lichd, pravé kdyz ji lze sloZit z lichého
podtu transpozic.

S timto pravidlem snadno zjistime, kdy je sloZeni
dvou permutaci sudé a kdy liché. Vezméme si dvé per-
mutace p a ¢ na mnoziné [ a jejich libovolna vyjadfeni

p=tot,o...ol a ¢q=u,0u0 ... 0u, jako
sloZeni transpozic. SloZenou permutaci p o ¢ pak mu-
zeme vyjadFit jako pog =t ot,o ... 0oty ou, 0 ...

.+. O u,. K rozhodnuti, je-li p o ¢ sudé nebo lichd,
stadi zjistit, je-li &slo I + m sudé nebo liché. Je sudé,
jestliZe jsou obé &fsla I a m soudasné suda nebo soucasné
licha, a je liché v opaéném piipadé. Permutace p o ¢
je tedy suda, privé kdyZ jsou obé permutace p a g sudé
nebo obé liché, a je licha, pravé kdyZ je jedna z nich
sud4 a druha licha. Skladani permutaci m4 stejné vlast-
nosti jako séftani celych &isel.

SloZeni dvou sudych nebo dvou lichych
permutaci je sudd permutace, sloZeni
sudé s lichou je permutace licha.

Toto pravidlo budeme nazyvat pravidlo o parité sloZeni
permutact. Je to pravidlo velmi duleZité, s jeho pomoci
uz budeme v pi§tim odstavci schopni dokédzat nefesitel-
nost nejriaznéj§ich pozic na mnoha hlavolamech.
Viimnéte si jesté, jak byl pfi jeho odvozeni uZiteény
ekvivalentni popis sudych a lichych permutaci{ pomoci
podtu transpozic potfebnych k jejich sloZeni. Kdyby-
chom méli pouZivat pouze definici, museli bychom po&i-
tat podet cykli v p o ¢ v zdvislosti na poétech cykla
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v permutacich p a ¢, coz by bylo podstatné slozité;jsi.
Razné pohledy na stejnou véc. jsou vidy uZiteéné.
tace.

Tentokrit budeme poéitat podet sudych eyklia v per-
mutacich p a p o (3, §). Jsou-li prvky ¢, j v témze cyklu
permutace p, rozpadne se tento cyklus na dva mensf
v p o (%, §). Ma-li ptivodni cyklus lichou délku, musf byt
jeden z mensich cykld sudy a druhy lichy, sudych cykla
v permutaci p o (1, j) je tedy o jeden vice neZ v permu-
taci p. Je-li pivodni velky cyklus sudy, musi byt cba
mensi bud sudé, nebo liché. Ve viech tfech piipadech se
tak podet sudych cyklt v pa p o (2, j) lisf o jeden.

Zcela stejné se ukaze, ze také v piipadé, kdy jsou ¢, j
v ruznych cyklech grafu p, je rozdil mezi poétem su-
dych cykli v p a p o (¢, j) rovny jedné (v absolutni hod-
noté).

Identicka permutace » ma pouze liché cykly délky 1,
Z4dny sudy. Jestlize tedy néjakou permutaci p sloZime
ze sudého podtu transpozic, musi mit sudy poéet sudych
cykly, a sloZime-li ji z lichého poétu transpozic, musi mit
lichy pocet sudych cykli. Tim jsme ukazali pravidlo:
o poctu sudgjch cykla.

Permutace je sud4, pravé kdyZ ma su-
dy pocet cykld sudé délky, a je licha,
pravé kdyz ma lichy poéet cyklu sudé
délky.

Cviteni 3.24, Kazda transpozice je licha permutace.

V odstavcich 3.4. a 3.5. jsme se naudili zaznamenavat
polohu pohyblivych prvka v pozicich na hlavolamech
pomoci permutaci. Nyni uz umime mezi permutacemi
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rozliovat sudé a liché, miZeme tedy rozliSovat také
mezi pozicemi.

Pozice na néjakém hlavolamu je sudd, je-li jeji polo-
hové permutace suda, a je lichd, je-li jeji polohova per-
mutace lichd.

Cvifeni 3.25. Které z nasledujicich pozic na usich jsou
sudé a které liché: pozice na obriazku 3.8.b, 3.13.a,
3.13.b.

Cviteni 3.26. Je pozice na Rubikové krychli na obraz-
ku 3.10. sud4, nebo lichd ? Jeji graf je na obrazku 3.11.

3.12. Nékteré nefefitelné pozice. Koneéné se muzeme
presvédéit o nefesitelnosti mnoha pozic na hlavolamech.
Zadneme opét Rubikovou krychli. Na obrazku 3.28. jsou
dvé pozice. Viechny kosti¢ky s vyjimkou dvou jsou vidy
na spravnych mistech.

A 5 5 5 b 5 5 5
é 5 5 /¢ 5 5 75 /¢
oo¢CCC oo-sdcc
(] c
alalo|AC alal| ¢
c c
alala alala
Obr. 3.28

V pozici a) jsou piehozené pouze hranové kosti¢ky ab
a ac, v pozici b) jsou Spatné jenom rohové kostitky abc
a abf. Polohové permutace obou pozic jsou transpozice,
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maji jeden cyklus délky 2 a ostatni s délkou 1. Obé po-
zice jsou proto liché,

Diive nez dokaZeme nefesitelnost téchto pozic, naudi-
me se jesté rozlisovat sudé a liché tahy na hratkach.
KaZdému tahu jsme ptifadili néjakou permutaci — polo-
hovou permutaci pozice, kterou timto tahem dostaneme
z pozice zakladni.

Budeme fikat, Ze néjaky lah je sudy, jestlize timto
tahem ud&ldme sudou permutaci, a Ze je lichy, jestlize
jim udélame permutaci lichou.

Kaidy tah na Rubikové krychli udéld permutaci,
ktera ma dva cykly délky 4 a ostatni eykly délky 1.
Tato permutace je suda, ma dva sudé cykly.

Kazdy tah na Rubikové krychli je sudy.

Z tahu sklidame postupy. Jakou permutaci udélame
néjakym postupem P=X,X,... X,.? V odstavei 3.7.
jsme si vysvétlili, Ze permutacl kterou udéls postup P,
dostaneme slozenim permutacf, které udélaji jednotlivé
tahy. Symbolicky to zapisujeme PV = (X.,V) o (X,V) o
o...0(X,V). Pravé jsme si ukazali, Ze kazdy tah na
Rubikové krychli je sudy, udéla sudou permutaci.
Vsechny permutace X;V jsou proto sudé. Podle pravidla
o parité sloZeni permutaci musi byt sudé i jejich sloZeni,
permutace PV.

Kazdy postup na Rubikové krychli
udéla sudou permutaci.

Uz 2z prvn{ kapitoly, z odstavce 1.9., vime, Ze fesitelné
jsou jenom ty pozice, které mizeme dostat ze zakladnf
néjakym postupem. Kazdy postup ale udélé sudou per-
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mutaci, nikdy lichou. Liché pozice jsou proto nefesi-
telné.

Vsechny liché pozice na Rubikové -
krychli jsou nekesitelné,

A tak obé liché pozice na obrdzku 3.28. jsou nefesitelné.
Na Rubikové krychli neexistuje zadny postup, ktery by
prohodil pouze dva prvky. a ostatni nechal na pivodnich
mistech. Transpozice nejdou udélat.

Jind varianta dikazu nefesitelnosti lichych pozic je
v nasledujicim cvideni.

Cvideni 3.27. Jakd je polohovd permutace pozice,
kterou dostaneme z liché pozice néjakym postupem ?
Mizeme nékdyv dostat pozici. ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech ?

V prlisti kapitole ukdzeme, jak kazdou sudou pozici
srovhat do pozice, ve které jsou viechny prvky na
spravnych mistech. Kazda suda pozioe je srovnatelna.
Neznameni to jesté, ze je fesitelna. I mezi sudymi pozi-
cemi je mnoho nefeditelnych. PF¢ina jejich neresitel-
nosti je ale v orientacich, nikoliv uz v polohach jednotli-
vych prvki.

A ted na dalsi hratky!

USi. Kazdy tah udéld jeden cyklus délky 12 a zbyva-
jici eykly jsou jednoprvkové. Na usich jsou tahy liché,
maji jeden sudy eyklus. Pomoci pravidla o parité sloZeni
permutaci zjistime, Ze sudym poétem tahti udélime
sudou pozici a lichym pottem lichou. Resitelné pozice
na usich mohou byt proto jak sudé, tak liché. V pristi
kapitole ukaZeme, Ze ve skuteénosti jsou v8echny pozice
Fesitelné.
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Jiné je to u varianty s lichym poétem kulidek v jed-
nom uchu. Na obrazku 3.29. je jich t¥inact.

Obr. 3.29

Na obrdzku a) je zakladni pozice. pozice na obrizku b)
je licha, jeji polohova permutace je transpozice. Kaidy
tah udéla jeden cyklus délky 13 a ostatni cykly jsou
délky 1. Tentokrat je kaZidy tah sudy a pravidlo o pa-
rité slozeni permutaci pak dava, Ze kazdy postup udéla
sudou permutaci. Liché pozice jsou proto nefesitelné.
Sudé Fesitelné jsou, jak uvidime v pristi kapitole.
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ClyFstEn. Touto hrou jsme se dosud pFilis nezabyvali,
a tak ji nyni probereme podrobnéji. Ctykstén ma Gtyfi
pohyblivé vrstvy, tvofi je vidy sedm prvka leZicich
v jedné stené. Kazdou vrstvou lze otodit o 120” vpravo
nebo vlevo. Stény a vrstvy v zakladni pozici oznad¢ime
podle obrazku 3.30. pismeny a, b, ¢, d, zadni sténa je ¢
a dolni d. Pkislusna oto¢eni vpravo pak budeme znadit
A, B,C, D.

bﬂ Obr. 3.30

Poloha a orientace prvku v zakladni pozici je jedno-
znaéné uréend ¢&tyfmi sténovymi trojuhelniky, které
tvofi soufadny systém na &tyfsténu. MiZeme jimi po-
otatet, nelze je ale prohazovat. Jednotlivé prvky bude-
me oznadovat tak jako na Rubikové krychli, seznamem
pismen, kterymi jsou oznaéené. Sténové trojuhelniky
budou a, b, ¢, d, hranové prvky ab, ac. ad, bc, bd a cd
a rohové abc, abd, acd a bcd. Ctyistén je hra nesouvisld,
ma dvé orbity, Sestiprvkovou hranovou a &tyfprvkovou
rohovou. Je to hra iiplnd, kazdy tah lze udélat kdykoliv,
a s orientaci.

Soufadny systém sténovych trojihelniki uréuje jediné
spravné misto v zakladni pozici pro kaidy pohyblivy
prvek. Hranovy prvek ab musi lezet mezi trojthelnfky
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a a b, rohovy abc pak ve spoleéném vrcholu stén, v je-
jichZ stfedech jsou trojihelniky a,ba c.

Polohu pohyblivych prvki zapisujeme pomoci tabu-
lek a grafu. Tak tieba

__(ab, ac, ad, be, bd, cd, abc, abd, acd, bcd
[ad, bd, bc, cd, ac, ab, acd, bed, abc, abd

je tabulka polohové permutace néjaké pozice na &tyi-
sténu, jeji graf je na obrazku 3.31.

acd

/ bd : abc& hed
|
|

abd

L) ﬂ

Jaké permutace udélaji jednotlivé tahy? Tieba tah
A? Prvek ab ptejde na misto ac, ac na misto ad a ad
zpét na misto ab. Jiné hranové prvky se nepohybuji.
Z rohovych piejde abc na misto acd, acd na misto abd
a abd zpét na misto abc. Prvek bcd se nepohybuje.
Graf permutace, kterou udéla tah 4, je na obrazku 3.32.

Obr. 3.31

/\ C;di abe -

acd

Obr. 3.32
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Ma dva cykly délky 3 a ¢tyfi cykly délky 1. Tah 4 je
sudy, nema Zddny cyklus sudé délky. Také vsechny
ostatni tahy jsou sudé.

Kazdy tah na étyfsténu je sudy.

SloZzenim sudych permutaci dostaneme jenom sudé
permutace, kazidy postup na étyfsténu proto udéla
sudou permutaci. Liché pozice jsou nefesitelné.

O Rubikové krychli jsme si ekli, a v piisti kapitole to
dokaZeme, Ze vsechny sudé pozice jsou srovnatelné,
lze je pfevést do pozice, ve které jsou viechny prvky na
spravnych mistech. Na étyfsténu to ale neplati. Na
obrazku 3.33. je graf pozice, kterou nejde srovnat. Je
nefeditelna, protoZe ji nikdy nedostaneme do pozice,
ve které by byly vSechny prvky na spravnych mistech.

ac CBC i abd
d d /
ab Cj Cf‘ l abc
bd
@ l
Obr. 3.33

Pro¢ to nejde ? Podivejme se jesté jednou na obriazek
3.32., na graf permutace, kterou udéla tah A. Soustfe-
dfme-li se jenom na hranovou ¢ast, vidime, Ze na hrano-
vych prveich udéla tah 4 také sudou permutaci, ma
jeden trojcyklus a tfi cykly délky 1. A protoze to plati
pro kazdy tah, jsou viechny tahy sudé na hranovych
prveich. Kazdy postup proto udéla na hranovych kostic¢-
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kich sudou permutaci, nikdy lichou. Vsechny pozice,
jejichz polohové permutace jsou liché na hranovych
prveich, jsou proto nefesitelné.

Také na rohovych prveich délaji vSechny tahy, a tedy
také vSechny postupy, sudé permutace. Tim jsme pod-
statné zvétsili polet pozic, o kteryoh umime dokazat,
ze jsou nefesitelné.

Kazda pozice na &étyfsténu, jejiz polo-
hova permutace na hranovych nebo
na rohovych prvcich je licha, je nefe-
Sitelnd.

Polohovd permutace Zadné fesSitelné pozice proto ne-
miZe mit graf jako na obrazku 3.33.

Jako obvykle slibime, Ze v pfisti kapitole najdeme
postupy, které viechny ostatni pozice srovnaji, pfevedou
do pozice, ve které jsou vSechny prvky na sprivnych
mistech.

Dvanietistén. Tato hratka ma, aspon pokud jde o po-
lohy prvki, podobné vlastnosti jako ¢&tyfstén. Na
obrazku 3.34. vidime dvanactistén v zakladni pozici
a s nazna¢enym tahem A. Libovolnou z dvanacti vrstev
muzZeme otadet vpravo nebo vlevo o 72°. Také tady
tvoii prvky ve stiedech stén soufadny systém, uréujici
spravné misto a orientaci pro kaidy pohyblivy prvek.
Dvandctistén je hra nesouvisla, jednu orbitu tvofi tficet
hranovych prvki, druhou dvacet rohovych. Je to hra
uplnd a s orientaci.

Tahem A udélime permutaci, ktera ma jeden cyklus
délky 5 na hranovych kosti¢kach, druhy cyklus délky 5
na rohovych kosti¢kach, a zbyvajici cykly maji délku 1.
Stejné délky cyklu maji také viechny ostatni permuta-
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ce, které udélame vSemi moinymi taby. KaZdy tah,
a tedy také kazdy postup, udéla jak na hranovych, tak
na rohovych prvcich pouze sudé permutace.

Kazdéa pozice na dvanactisténu, jejiZ
polohova permutace na hranovych ne-
bo na rohovych prveich je licha, je
nefesitelna.

Vsechny ostatni pozice jsou srovnatelné, lze je dostat
do pozice, ve které jsou viechny prvky na spravnych
mistech. Kviili orientacim je mezi nimi stile jesté dost
nefesitelnych.

Obr. 3.34

Domino. Na dominu jsou dva razné typy tahi — oto-
¢eni Cétvercovou vrstvou a otoéeni nékterou ze &EtyF
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obdéinikovych vrstev. Grafy permutaci, které tyto
tahy udélaji, jsou na obrazku 3.19. Otodeni &tvercovou
vrstvou, éast a), udéla sudou permutaci. ktersa ma dva
cykly délky 4 a ostatni jednoprvkové. Ototeni bo&ni
obdélnfkovou vrstvou, &ast b), udéla permutaci lichou —
mé tFi cykly délky 2. Na dominu tedy existuji jak sudé.
tak liché tahy, resitelné pozice mohou byt proto sudé
i liché. Ve skuteénosti jsou feSitelné vsechny pozice.
ukdZeme to rovnéz v piisti kapitole.

Kryehle 2 x 2 x 2. Na této krychli jsou liché tahy,
kaZdy udélé jeden &tyicyklus — obrazek 3.20. Riznymi
postupy muZeme proto udélat sudé i liché permutace
a v pristi kapitole ukazeme, Ze kaZzda pozice na krychli
2 X 2 X 2 je srovnatelna. Nefesitelné pozice ale existu-
jf, je to kvuli orientacim.

A nakonec jesté naposledy o nefesitelnych pozicich
na patnactce.

Patnéctka. Na patnactce jsou viechny tahy liché. Ménf
polohu pouhych dvou prvkii, délaji transpozice. Cheeme-
li pfevést reklamni pozici 2.1. do zdkladni pozice 1.11.,
musime udélat néjaky specidlni postup — zadfndme
a kond¢fme prazdnym mistem v pravém dolnim rohu.
Trik se Sachovnici ukazuje, Ze kaZdy specidlni postup
musi mit sudy polet tahi, zaéind a konéi prazdnym
mistem stejné barvy. KaZdy specidlni postup tak udéla
permutaci, ktera je sloZzenim sudého poétu transpozic,
a tedy suda.

Udélame-li néjaky specidlni postup v liché reklamnf{
pozici, dostaneme pozici, jejiz polohovd permutace je
slozenim liché (reklamni) a sudé (specialnim postupem
udélané) permutace. Vysledek je proto zase licha pozice,
nikdy sudéd zdkladni. Reklamni pozice 2.1. je opravdu
nefesitelnd.
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3.13. Pojem grupy. Symetricka a alternativni grupa.
Zopakujme si vlastnosti skladani permutaci na mnoziné
I, které jsme zjistili v odstavei 3.8.

a) Asociativita. Pro kazdé tfi permutace p, q, r na mno-
ziné Iplati(pogq)or =po(qgor).

b) Existence neutrialniho prvku. Identicka permutace
n je neutrilni vzhledem ke skldddni permutaci, sloZi-
me-li ji s néjakou permutacf, tato permutace se nezméni.
Plati p on = n o p = p pro kazdou permutaci p na I.

c) Existence inverzniho prvku. Pro kaZdou permutaci
p existuje permutace p~! takovd, Ze pop 'l =plo
0 p = n. Permutace p! se nazyva inverzni permutace
k permutaci p.

Podobné vlastnosti ma operace séitdni na mnoziné
viech celych éisel.

a) Asociativita. Pro kazda tfi celd &isla plati (x + y) +
+z=2+ (y + 2).

b) Existence ncutralniho prvku. Pro kazdé celé ¢islo
z plati z + 0 = 0 + = = z, 0 je neutralni vzhledem ke
séitani.

c) Existence inverznfho prvku. Pro kaidé celé ¢&islo
z plati z + (—=2) = (—=x) + 2 =0, —=x je inverzni
éslok z.

Snadno ovéfime, Ze také operace nasobeni na mnoZiné
nenulovych raciondlnich &isel ma vlastnosti a), b) a ¢).
Asociativita je zndm4, neutralni prvek je 1 a inverznf
prvekk xjex~1.

Jak vidét, operace, které kaidé dvojici prvka z, y
néjaké mnoziny G pFifazuji jednoznaéné uréeny prvek
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x o y € (7 a které maji vlastnosti a), b) a ¢), jsou v mate-
matice ¢asté a dulezité. Byly proto pojmenovany
zvlastnim jménem.

Operaci, ktera kazdym dvéma prvkim néjaké mno-
ziny G pfifazuje jiny prvek této mnoZiny, budeme obec-
né fikat skidddni na mnoZiné G a jeji vysledek = oy
bude slofeni prvka z, y € G. V konkrétnim ptipadé
miZe byt operaci s¢itini, nasobeni, nebo tfeba skladani
permutaci.

Mnozina G spolu s operaci skladdni na G se nazyva
grupa, jestliZe splnuje tyto podminky:

a) (xoy) oz =z o (y o z) pro kazdé t¥i prvky «z, y,
z€e@,

b) existuje prvek n € G takovy, e xon =nocx ==z
pro kaidy prvek z € G, prvek n se nazyva neutrdlni
prvek grupy G,

c) ke kazdému prvku z € G existuje prvek 1 e G
takovy, Ze x o ™! = z7! oz = n, prvek 2! se nazyva
tnverzni proek k x.

Jinak Fedeno, operace je asociativni, existuje neutrilni
prvek a ke kaidému prvku existuje prvek inverzni.
Podminkam a), b), c) se také Fika axiémy grupy.

Zname uz tii piiklady grup. Mnozina S; viech permu-
taci na I spolu s operaci skladdni permutaci je grupa.
Budeme ji znaédit S; a nazyvat symetrickd grupa na mno-
Ziné I. Také mnozina viech celych &isel spolu s operaci
séitani je grupa — aditivni grupa celyjch &isel. Znadit ji
budeme Z. Také mnozina nenulovych raciondlnich ¢isel
spolu s operaci nasobeni je grupa. Je to multiplikativni
grupa ractondlnich éisel a obvykle se oznaduje Q,.

Musime zdiraznit, e grupa je vidy mnoZina spolu
s néjakou operaci, neni to ani jenom mnoZina, ani jenom
operace. Zatimco mnozina celych ¢&isel s operaci séitani
je grupa, stejnd mnozina s operaci nasobeni grupa neni.
Nasobeni je sice asociativni, neexistuje ale neutrilni
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prvek, kazi to 0. MnoZina nenulovych celych &fsel s ope-
raci nasobeni také neni grupa. Nasobeni je asociativni
a existuje i neutrdlni prvek 1, k &fslu 2 vSak neexistuje
prvek inverzni (1/2 neni celé ¢islo, a nepatii tedy do Z).
Jiné priklady jsou ve cvideni.

Cviceni 3.28. Které z nasledujicich mneZin s p¥islus-
nymi operacemi jsou grupy ?

a) mnozina racionalnich &isel s operaci séitanf,

b) mnoZina nenulovych racionalnich ¢isel s operacf
séitani, :

¢) mnoZina realnych &isel s operaci nasobent,

d) mnozina nenulovych reilnych &isel s operaci naso-
beni,

e) mnozina celych ¢isel s operaci nasobent,

f) mnoZina komplexnich &isel s operaci ndsobent,

g) mnozina nenulovych komplexnich ¢&isel s operaci
nasobeni,

h) mnoZina komplexnich &isel s operaci séftani.

Dalsi pfiklad vysvétlime podrobnéji. Podle pravidla
o parité sloZeni permutaci je sloZeni libovolnych dvou
sudych permutaci zase suda permutace. Pro kazdé t#i
sudé permutace p, g, r plati (pog)or =po(gor),
protoze to plati pro libovolné tii permutace. Skladan{
permutaci je proto asociativni operace na mnoZiné viech
sudych permutaci na I. Tuto mnoZinu budeme znatit
A;. Neutralnf prvek také existuje, identickd permutace
je suda, nema Zadny sudy cyklus. A protoZe inverzni
permutace k sudé je také suda — ma cykly stejnych dé-
lek — existuje ke kazdé permutaci z A; inverzni prvek
v A;. Mnozina A4, viech sudych permutaci spolu s opera-
ci skladani permutaci tedy tvofi grupu. Tato grupa se
nazyva allernativni grupe na mnoziné I. Oznadovat ji
budeme A,.
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Vyznam asociativity. Skladani v grupé je definovdno
pouze pro dvojice prvki. Mame-li sloZit t#i prvky z, y, z
v tomto pofadi, musime pomoci zivorek urdit, jaké
dvojice postupné sklidat. MiZeme to udélat dvéma zpi-
soby: (z 0 y) 0z a z o (y 0 2). Asociativita Fké, Ze oba
zpisoby vedou ke stejnému vysledku, ktery oznadime
z 0 y o z. V pfipadé ¢tyt prvki uz je moznosti vice,

Cvilenf 3.29. Pomoci zavorek urdete viechny mozné
zplsoby, jak sloZit v néjaké grupé &tyfi prvky u, v, z, y
v tomto pofadi. Vede to vidy ke stejnému vysledku ?

Méme-li sloZit v néjaké grupé G m prvku a,, a,, ...,
..., @, v tomto pofadi, je moZnosti jesté vice. Z asocia-
tivity ale plyne, Ze vSechny vedou ke stejnému vy-
sledku. DokaZeme to ted indukci podle poétu prvki,
tj. podle m.

*Je-li m = 3, skladdme t¥i prvky, a rovnost (a,
0 @,) 0 ay; = a, O (a, O a,) plyne pfimo z definice grupy,
sklddan{ je asociativni.

Pfedpokladejme nynf, Ze m > 3 a Ze vSechny zpusoby,
jak spotitat sloZenf méné nez m prvki v daném pofadi,
vedou ke stejnému vysledku. Znamena to, Ze kaidy
vypoéet sloZenf libovolnych prvki b,, b,, ..., b, v tomto
pofadi diva stejny vysledek, ktery oznaéime b, 0 b, ©
O ... o b, Poditame-li néjak sloZzenia,, a,, ..., ¢,, v po-
slednfm kroku délame vypodet (@, 0, < ... o @) ©
o(a;4, © ... 0a,). V obou zavorkach je sloZeni méné
neZ m prvki, mazeme proto pouzit indukéni pfedpoklad,
viechny mozZné vypoéty vedou ke stejnému vysledku.
Pii jiném vypodtu sloZeni viech m prvka poéitame v po-
slednim kroku (¢, 0a,0 ... 0 @) O (44, O ... O @,).
Pro vypodty v zavorkich opét pouiivime indukéeni
pfedpoklad. Pokud je k£ = I, oba vypoéty vedou samo-
zfejmé ke stejnému vysledku. Budeme pfedpokladat,
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Ze tieba k < l. Prvni zavorku v prvnim vypoétu jesté
rozdélime naa, ca,0 ... 0a; =(#8,08,0 ... O @) O
O (@41 O ... O&).

Prvnim zpisobem tak dostavime vysledek

(@go0a,0...0aq)0(@41 0 ... 0a,) =
= (@, 08,0 ...08;)0(A4 0 ... C)) O
0(0;4, 0 ... Oay,).

Nyni pouZijeme-li asociativitu, rovna se to dale

(@g,0a,0...0a)0 (@i © ... 0a;) (@4 ©
0...08,) =(@,0a,0 ... 0a;) O(@yy © ... 0
o ay,).

Na posledni fadce je ale posledni krok pii vypoétu
druhym zptsobem. Oba vysledky se tak rovnaji. Vech-
ny moiné zpusoby vypoétu sloZeni a,, a,, ... a, proto
vedou ke stejnému vysledku, ktery oznatime a, o a, o
... 0a,. ’ :

Matematickou indukei jsme tak dokazali, Ze pf¥i
vypottu sloZeni libovolné mnoha prvkid néjaké grupy
v daném pofadi dostaneme viemi moZnymi zptsoby
vidy jeden a tentyz vysledek.

Zpétné jsme tim dokazali také vlastnost skladani
permutaci, kterou jsme uvedli v odstavci 3.8. a pouZivali
v odstavcich 3.10., 3.11. a 3.12. Nic neZ jednoduché
vlastnosti sklidani, dokdzané uz v odstavei 3.8., jsme
k tomu nepotfebovali.

Vratime se jesté jednou k zdkladnim pFikladim grup
z potitku tohoto odstavce. Symetrickda a alternativni
grupa se od é&iselnych grup Z a Q, li§i v jednom pod-
statném rysu. Existuji dvojice sudych permutaci p, ¢
takové, Ze p o ¢ # ¢q o p. Kaidy snadno najde dvé ta-
kové permutace, pokud mé I aspon &tyfi prvky. Na-
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proti tomu z + y = y -+ z pro libovolna dvé cela &isla
a zy = yxr pro kazdad dvé nenulovd racionalni ¢isla.
Budeme #ikat, Ze grupa G na mnoziné G je komutativni,
jestliZe goh = h og pro kaidé dva prvky g,k e G.
Grupy Z a Q, jsou komutativni, symetricka a alterna-
tivni grupa komutativnf nejsou, pokud ma mnoiina I
aspon ¢tyfi prvky.

A kolik je vlastné sudych permutaci? Pro ty, kdo
nezvladli cviteni 3.22., a zajima je vysledek, ted doka-
Zeme, Ze na kazdé mnoziné I, ktera je koneénd a ma
aspoii dva prvky, je sudych permutac{ p¥esné tolik,
kolik je lichych. '

Vybereme libovolné dva razné prvky ¢, j € I a trans-
pozici t = (7, §). Je-li p néjaka sudi permutace na I, pak
p ot je podle pravidla o parité sloZeni permutaci licha.
KazZdé sudé permutaci p jsme tak pfifadili lichou permu-
taci p o t. Jsou-li p, ¢ sudé permutace a pot =qot,
pak také

(pot)ot=(qot)ot,
a tedy také
po(tot)=qof(tol),
tj.
Pp=q.

Riuznym sudym permutacim proto odpovidaji rizné
liché. Lichych permutaci je tedy aspon tolik, kolik je
sudych. Abychom dokazali, Ze je jich stejné, musime se
pFesvéddiit o tom, Ze kaZda licha permutace je pfifazena
néjaké sudé. To je ale snadné. Je-li r lichd, pak p =r ot
je sudd, a této permutaci je pfifazena lichd permutace
pot=(rot)ot=ro(tot)=r. Sudych permutaci
je proto pfesné tolik co lichych. A protoie viech per-
mutaci na k-prvkové mnoziné je k! (cvidenf 3.11.), je
sudych permutaci na k-prvkové mnoZiné (1/2) k!.
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*3.14. Podgrupy. Lagrangeova véta. Stejnou metodou
ted dokdazeme Lagrangeovu vétu. Jako jeden z prvnich
vysledki rodici se teorie grup ji dokazal jesté v 18. sto-
leti francouzsky matematik J. L. Lagrange (1736 a%
1813).

Dtive nez ji zformulujeme a dokdZeme, vysvétlime si

pofadné, co je to podgrupa. KaZda grupa G je urdena
néjakou mnozinou (7 a operaci, ktera kaidym dvéma
prvkim z,y € G pfifazuje jejich sloZeni z oy e G.
Je-li nyni H néjakd podmnozina @, je pro kaidé dva
prvky z, y € H definované jejich slozeni (v grupé G)
z ¢ y. Toto slozeni nemusi byt samoziejmé prvkem H.
Pokud ale je x ¢ y € H pro libovolné dva prvky x, y € H,
muzeme se ptat, je-li H spolu s operaci skladani indu-
kovanou takto z grupy G také grupa. Jaké podminky
musi mnozina H spliovat? Jednu jsme si uz fekli.
‘Je-li x,y € H, musi byt také z c y € H. Operace skla-
dani na mnoZiné H je potom asociativni, rovnost
(zcy)cz==x0o(yoz) plati pro kaidé tF prvky
z,y,z € H, protoe plati také v grupé G. Je-li navic
neutralni prvek n grupy G v mnoZiné H a pro kaidy
prvek z € H je také inverzni prvek z~! v H, spliuje
mnoZina H spolu s operaci sklddéni indukovanou
z grupy G viechny axiémy grupy, a je to tedy také grupa.
Rikame, 7e je to podgrupa grupy G.

Né&kolik priklada. Aditivn{ grupa celych éisel Z je pod-
grupou aditivni grupy racionalnich ¢&isel (tj. grupy viech
racionalnich &fsel s operaci s¢itani).

Mnozina {1, —1} spolu s operaci ndsobeni je grupa
(ovéite to!) a je to podgrupa multiplikativni grupy ne-
nulovych racionainich &isel Q.

Multiplikativni grupa racionalnich éfsel Q, je grupa,
neni to ale podgrupa aditivni grupy racionalnich &fsel.
Nenulova racionaln{ ¢&sla sice tvoff podmnozinu mnoZi-
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ny viech racionilnich ¢&isel, operace jsou ale definoviny
rizné; 2.3 (v grupé Q,) se nerovnd 2 + 3 (v aditivni
grupé racionalnich &isel).

Alternativni grupa A; je podgrupou symetrické grupy
S.

A ted k Langrangeové vété.

Lagrangeova vita, Je-li G koneénd grupa a H jeji
podgrupa, pak polet prvki grupy H je délitelem poétu
proka grupy G.

Dikaz. Oznadime G mnoZinu, na které je definovana
grupa G, a H mnoZinu, na které je definovana grupa H.
Proto%e je H podgrupa G, plati H C G. MiZeme pfed-
pokladat, Ze mnoZina H ma k prvkid, a oznadime je
ki by oo By

Je i H = (¢, maji obé grupy ste]ny podet prvki,
Jestlize H # @, existuje néjaky prvek z, € G, ktery
nélezi v podmnoZiné H. Symbolem Hzx, oznadime mno-
Zinu vsech prvka tvaru % o xz,, kde h € H. Viechny
prvky h o z, leif v G. UkdZeme, Ze mnoZiny H a Hz,
maji stejny podet prvki.

Jsou-li h; a h; dva prvky H a h; 0 z, = h; 0 x,, pak
také (h; o x,) 0 25! = (h; 0 z,) 0 7. Z asociativity pak
plyne h; 0 (z, 0 277') = h; o (z, 0 25'). ProtoZe z, 0 237! =
= n,platih; on = h; o n,tj.h; = h,.

Vsechny prvky A, o x,, hy O s, ..., b O 2, mnoZiny
Hz, jsou proto ruzné. A protoze Zidny jiny prvek v Hz,
lezet nemuze, ma Hz, stejny podet prvki jako H, tj. k.

Mnoziny H a Hzx, jsou navic disjunktni. Kdyby totiZ
existoval prvek g € H ( Hz,, bylo by ¢ € H a soutasné
g = h o z, pronéjaky prvek h € H. Potomale k"l 0 g =
= z,. Protoze g,h € H, je také h' e Ha h*oge H.
Prvek z,= k™! 0 g by musel leiet v mnoziné H, co je
ve sporu s tim, jak jsme ho vybrali.
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Mnoziny H a Hzx, jsou proto opravdu disjunktni. Obé
obsahuji £ prvku a jsou podmnoZinami @. MnoZina G
tak obsahuje aspoii 2k raznych prvki:

H: hy,hyhy ..., ¢k,
Hx,:h oz, hyox,, ..., 0 0x,.

Je-li G = H ) Hz,, obsahuje G ptesné 2k prvku.
Je-i G # H |J Hz,, existuje prvek z,e€ G, ktery
v H (J Hz, nelezi. Symbolem Hz, oznalime mnoZinu
viech prvki tvaru h o z,, kde h € H. VSechny tyto
prvky opét lezi v G. Stejné jako v pfipadé mnoZiny Hz,
ukdZeme, Ze Hz, obsahuje pfesné & prvku a je disjunktni
s H. Navic je Hzx, také disjunktni s Hz, Kdyby totiZ
existoval prvek g € Hz, (\ Hx,, platilo by ¢ = h; o 2,
a g = h; o x, pro néjaké prvky k;, h; € H. Z rovnosti
hiczxy =h;cz, plyne z, =h7'0 (h; 0 x,) = (' 0
c hj) cz,, H je ale podgrupa G, proto h; ' oh; € H,
a tedy z, € Huz,, coi je opét ve sporu s nasim vybérem
xz,¢ H (J Hz,. Proto je Hz, disjunktni s Hz,. Grupa G
tak obsahuje aspon 3k riznych prvkua

H: hy,hy by ..o, 1y,
Hzxy hyoxy, hyoxy, ..., 0 O 2y,
Hx, hyoxzy, hy 02y, ..., by Ox,y.

JestliZe je nyni G = H {J Hz, | Hz;, ma G pfesné
3k prvku. Je-li G = H \J Hx, (J Hx;, vybereme libo-
volny prvek z,, ktery v H {J Hz, {J Hz, nelezi, a cely
postup znovu opakujeme. Oznadime Hz, mnozinu vSech
prvka tvaru A c z,, kde h € H. Mnozina Hz, obsahuje
ptesné k prvki a je disjunktni s H (J Hx, |) Hx,. Mno-
Zzina G tak ma aspoii 4k prvka. Takto pokrafujeme
déle, aZ nakonec po néjakych ! krocich dostaneme uplny
seznam viech prvki grupy G:
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H: hyhyhy, ...k,

Hzy: hy 0oz, by 0 2y ..., by Oy,
Hxy: hyozg,hy02,, ..., 0 0x,,
Hx;hyox,hyomx, ..., hh ox,.

Celkovy pocet prvkd mnoziny G je tedy kl. Lagran-
geova véta je tim dokazana.

Pocet prvki grupy G se nazyva rdd grupy G a znadi se
|G!. R4d symetrické grupy na k- prvkové mnoZiné je tedy
k!, alternativni grupy na stejné mnoziné pak (1/2)k!.
Lagrangeovu vétu muzeme formulovat také takto:

Je-li G koneénd grupe o H jeji podgrupa, pak Eislo
|G|/, H jecelé.

Toto ¢islo se nazyva index podgrupy H v grupé G.
Index alternativni grupy A; v symetrické grupé §; je
tedy 2.

*3.15. Grupy na hralkach. Na kazdém Gplném hlavo-
lamu muzeme objevit fadu ruznych grup. V tomto od-
stavei si ukaZeme dvé, grupu polohovych permutaci
a grupu redukovanych postupt. V paté kapitole ukaze-
me dalsi dvé, grupu Fediteinych pozic a grupu vsech
moznych pozic.

Grupa polohovych permutaci. Pfesnéji bychom ji méli
nazyvat grupa vSech permutaci, které miZeme udélat
néjakymi postupy. V této grupé leif viechny permutace
p na mnoZiné I pohyblivych prvka, které miZeme vy-
jadFit ve tvaru p = PVY. Operaci bude opét sklddani
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permutaci. Grupa polohovych permutaci na néjakém
hlavolamu je proto podgrupa grupy vSech permutact
na mnoziné I vsech pohyblivych prvka.

Musime ovéfit, Ze to opravdu podgrupa symetrické
grupy je. JestliZe permutaci p udélame postupem P
a permutaci ¢ postupem Q, pak jejich sloZeni p ogq
udélame slozenym postupem PQ — odstavec 3.7. In-
verzn{ permutaci p~! udélame inverznim postupem
P-1, také podle vysledku z odstavce 3.7. Zbyvd néjak
udélat identickou permutaci z. To je ale jednoduché, ne-
musime délat vibec nic, staéf na to neutralni postup N.

Grupa redukovanyeh postupi. Redukované postupy
a jejich skladani jsme definovali uz v prvni kapitole,
Nyni dokaZeme, Ze mnozZina vSech redukovanych po-
stupi spolu s operaci redukovaného sklidani tvoii
grupu — grupu redukovanych postupu na néjakém
uplném hlavolamu. Musime ovéfit axidmy grupy.

a) Jsou-li P, Q, R tii redukované postupy, pak oba
postupy (P © Q) o Ra P o {Q o R) dostaneme redukova-
nim téhoz postupu P QR. V prvém ptipadé redukujeme
napfed zaditek PQ a potom pfipojime R, ve druhém
ptipadé naopak zalinime od konce redukci QR a pak
ptidame P. Z jednoznaénosti redukce postuptt dokazané
v odstavei 1.10. plyne, Ze obéma zpisoby dostaneme
stejny vysledek, (P o Q) o R =P o (Q o R).

b) Neutralnf prvek existuje, je jim neutralni postup N,
PoN =NoP =P pro kaidy redukovany postup P.

¢) Inverzni postup P! k redukovanému postupu P
je rovnéz redukovany Je-li P=X.X,... X, pak
P = X;'X. 7', ... Xi'. Pri redukei postupu PPl =
=X, X, . XLX 'Xi7' ... XT' muZeme vynechdvat
dva prostredm tahy tak dlouho, aZ nic nezbyde, tj. ai
zbyde neutralni postup N. Proto P o P71 = N. Ze stej-
ného davodu také plati P~ > P = N.
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Nasli jsme tak dvé rtzné grupy na kazdém hlavolamu.
Prvni z nich je koneéna grupa permutaci, druhd pak
nekoneéna grupa postupd. Mezi obéma je \zky vztah,
ktery si vysvétlime v pFistim odstaveci.

*3.16. Homomeorfismus a izomorfismus grup. V od-
stavei 3.11. jsme dokézali pravidlo o parité sloZzeni per-
mutaci. Toto pravidlo lze také vyjadfit zpusobem na
prvni pohled zcela odlisnym.

Setkali jsme se uz s grupou T, kterou tvofi mnozina
{1, —1} spolu s operaci nasobeni. Kazdé permutaci na
mnoziné I ted pfifadime jedno z éisel 1 a —1:

je-li psudé permutace, pak pW = 1,
je-li plicha permutace, pak pW = —1.

Definovali jsme tak jakési zobrazeni z mnoziny S; viech
permutaci na I do mnoziny {1, —1}. Zobrazenf W vysti-
huje jistou souvislost mezi symetrickou grupou §;
a grupou T. M nasledujici viastnosti:

a) (poq) W= (pW) (gW),

to je viastné pravidlo o parité sloZenf permutaci. SloZeni
dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je permutace
suda, slozenisudé s lichou je permutace licha.

h) aW =1,
identicka permutace je sudd.

) Inverzni-permutace k sudé je suda a k liché licha,

plati proto
(PW) (p7'W) = 1.

Mizeme to vyjadfit také jinak, inverzni prvek k pW
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v grupé T, to je (pW)™1, se rovna (p~!) W. neboli
(PW)* = () W

pro kazdou permutaci p.

Podminky a), b) a ¢) ukazuji, #e zobrazeni W tésné
souvisf se strukturou grup $; a T. Podminka a) ¥ika, Ze
W zachovava operace skladani. Soudin pW.¢W miizeme
spotitat také tak, Ze napied sloiime p s ¢ v grupé S,
a vysledek p o ¢ pak zobrazimedogrupy T, (p o q) W =
= pW.gqW. Podminka b) fika, Ze W zachoviva také
neutralnf prvek, obraz nW neutralniho prvku grupy §;
je neutralnf prvek grupy T. A podminka c) je o zachova-
van{ inverznfho prvku, obraz p~'W inverzniho prvku k p
je inverzni k prvku pW v grupé T, p~ W = (pW)™L,

Struktura dvouprvkové grupy T se prostiednictvim
zobrazeni W odrazi v symetrické grupé §;, a proto plati
pravidlo o parité sloZeni permutaci.

Zobrazeni mezi grupami s vlastnostmi a), b) a c¢)
tak umozZnuji porovnivat rizné grupy, nakolik jsou
podobné nebo odlisné.

Jdsou-li G a H dvé grupy definované na mnozinach ¢
a H, pak zobrazeni W: G — H se nazyva homomorfismus
grup G a H, jestliZe spliiuje podminky

a)(goh) W= (gW)o (hW) pro kazdé dva prvky
g, h €@,

b) je-li n neutrdlnf prvek grupy G, pak nW je neutral-
nf prvek grupy H,

c) g7 'W = (gW)! pro vSechny prvky g grupy G.
To, e W je homomorfismus grup G a H, zapisujeme
W : G — H. Je-li zobrazeni W navic vzajemné jedno-
znaéné, fikame, e W je izomorfismus grup G a H,
a zapisujeme to W:G —- H. Grupy G a H jsou v tom
ptipadé izomorfni.

Izomorfni grupy jsou v podstaté stejné, lisi se pouze
ve jménech prvki mnoZin G a H. V odstavci 3.18. uka-
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Zeme, %e kazda grupa je izomorfni néjaké grupé permu-
taci, kazdou grupu si miZeme piedstavit jako grupu
permutaci.

Nynf jeden piiklad homomorfismu na hlavolamech.
V minulém odstavci jsme si ukdzali dvé grupy na kaz-
dém viplném hlavolamu, grupu redukovanych postupu
a grupu polohovych permutaci. V pfedchozim textu jsme
dasto pouzivali zobrazeni V, jeZ kazdému redukované-
mu postupu P pfifazuje permutaci p = PV, kterou
postup P udéla na mnoZiné I pohyblivych prvkii.
UkéaZeme, Ze zobrazeni V je homomorfismus grup. Musi-
me ovérit, Ze ma vlastnostia), b)a c).

a) V odstavei 3.7. jsme ukazali, Ze slozenym postu-
pem PQ udélame permutaci, kterd je slofenim permu-
taci PY a QV, tj. (PQ)V = PV o QV. Postup PQ ale
nemusi byt redukovany, nerovna se vidy redukované-
mu sloZeni P o Q. Jestlize ale v néjakém postupu vy-
nechame dvojici sousednich inverznich tahd, vysledna
pozice se nezméni. Nezmén{ se proto ani jeji polohova
permutace. Redukei P o Q postupu PQ proto udélim
stejnou permutaci jako postupem PQ. Atak (P o Q) V =
=(PQ) V = (P¥) o (QV).

b) Neutrilnim postupem N nic nezménime, hralka
zustane v zakladni pozici n, proto NV = n.

¢) Inverznim postupem P-! udélame permutaci in-
verzni k p = PV, dokazali jsme to také v odstavei 3.7.
Platf proto

PV = (PV)L.

Zobrazeni V je tedy homomorfismus grup, ktery
ukazuje, jak spolu souvisi postupy na hlavolamu
a permutace, které jimi udélame.

**3.17. Sylowovy véty, Kaida grupa G ma urdité
aspoii dvé podgrupy. Jednu tvoi{ grupa G samotni
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a druhou jednoprvkova mnoZina {n}, obsahujici neutral-
ni prvek G spolu s operaci » ¢ n - n. Tyto podgrupy
nejsou prilis zajimavé, fika se jim nevlasini podgrupy
grupy G. Viem ostatnim podgrupim fikame vlastni,
Jaké dalii podgrupy G obsahuje? (st cdpovédi zndme
u? z odstavee 3.14. Lagrangeova véta ki, Ze Fad kazdé
podgrupy H grupy G musi délit #id grupy G. Pokud
je Fad |G| prvodislo, nemuZe G 7adné dalsi podgrupy
kromé nevlastnich obsahovat. Pokud ale ¥ad G neni
prvodislo, Lagrangeova véta o existenci daldich podgrup
nic nefika. a vyvolavé tak Fadu dalsich otdzek:

1. Existuje pro kazdého délitele k fddu grupy G pod-
grupa, ktera ma piesné k prvka?

2. Pokud ne, pro které délitele k ¢isla |G| urdité
existuji podgrupy fadu k£ ?

3. Pokud existuji podgrupy tadu k, kolik- takovych
podgrup G obsahuje ?

Tyto otazky byly podrobné zkoumany v 19. stoleti
a vyzkum vyvrcholil v praci némeckého matematika
L. Sylowa v roce 1872, Sylow dokazal fadu hlubokych
tvrzeni o existenci, podtu a vzajemné poloze podgrup
v kone&nych grupach. Tyto vysledky patfi v soudasné
dobé mezi zakladni poznatky teorie konednych grup
a jsou shrhovany pod spoledny nizev Sylowovy véty.

vvys

Pro zajimavost uvedeme nejjednodussi z nich.

Sylowova véta. Je-li G koneénd grupa, p prvolislo
a 1 prirozené &islo takové, %e p' déli vad grupy G, pak
existuje podgrupa H grupy G, kterd obsahuje piesné pi
proka.

Z této véty plyne, 7e kazdé konednd grupa G, jejiz
fad nenf prvoéislo, obsahuje vlastni podgrupu. Existuje
totiz prvodislo p, které déli |G|, a G musi obsahovat
podgrupu #adu p.

112



**3.18. Cayleyho reprezentace. Jako ponékud pokroéi-
lejii ukdzku price s axidmy grupy ted dokaZeme, Ze
kazdi grupa je izomorfni néjaké grupé permutaci. Nebo
jinak fedeno, kaZzdou grupu si lze pfedstavit (reprezen-
tovat) jako néjakou grupu permutaci. Autorem tohoto
klasického vysledku teorie grup je anglicky matematik
A. C. Cayley (1821—1895), a reprezentace grupy jako
grupy permutaci, kterou ukdZeme, se nazyva Cayleyho
reprezentace. )

Vezmeme si tedy néjakou grupu G. MnoZinu jejich prv-
ki budeme oznadovat jako vidy (7 a operaci skladédni o.
Na mnoziné ' sestrojime jakousi permutaéni grupu
a ukazeme, Ze je izomorfni grupé G.

Kazdému prvku a € @ musime pfifadit néjakou per-
mutaci p,. Tuto permutaci definujeme na mnoziné G
predpisem

xp, = x o a pro kaidy prvek x € (7.

Nejdfive musime dokazat, Ze zobrazeni p, je skuteéné
permutace, vzijemné jednoznaéné zobrazeni, na mnozi-
né G. Kazdému prvku z € G je ptitazeny pfesné jeden
prvek zp, = z o a. Jsou-li z, y dva prvky G a zp, =
= yps, pak podle definice zobrazeni p, plati x ca =
= y o a. Poslednf rovnost slozime s prvkem a~! zprava
a pouzijeme asociativitu. Dostavame tak postupné

(xoa)oal=(yoa)oa
xo(@oal)=yo(aocal),
rom=yomn,
xT=y.

Rizné prvky G se proto zobrazuji do ruznych prvki.
Je-liz € Glibovolny prvek,pak{z o a™)p, = (20 a ™) o
oa =2z o0 (! oa) = z Tim je dokazano, Ze kaidy
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prvek z € G je pfifazen pravé jednomu prvku G, p, je
opravdu permutace.

Ted dokaZeme n&kolik vlastnosti permutaci p,.
a) Jsou-li a, b prvky G, pak slozeni permutaci p, ¢ p,
mé tuto vlastnost: pro kazdé x € @ plati

(P, © ) = (:cp.,) p=(@oa)p, =(@oa)ob=
=z 0(aob) =zxpios.

To znamend, Ze p, O P, = Pgo . Oznatime-lisymbolem 1
mnozinu vSech permutaci tvaru p, pro néjaké a € G,
pak sloZeni p, o p, libovolnych dvou permutaci p..
p» € H patii také do H, rovna se p,.,. MiZeme se proto
ptat, tvofi-li H spolu s operaci skladani permutaci gru-
Pu, podgrupu symetrické grupy S;. K tomu potfebujeme
zjistit, zda H obsahuje identickou permutaci na @
a inverzni permutace.

Jak vypada permutace p,, uréena neutralnim prvkem
n grupy G? Pro kazdé z € @ plati zp, =2 on = z. To
znamena, ze p, je identicka permutace na 7.

A jeli p, € H, pak pro permutaci p,— plati x(p, o
O Py—1) = TPyog—t =P, = T a také z(p.—rcp) =
= XPg—los = Zp, = pro kaidé x € (7. Permutace
Po—1 je proto inverzni k p,. MnoZina H spolu s operaci
skladdni permutaci je tedy grupa, budeme ji dile ozna-
dovat H.

Grupa permutaci H je tésné spjata s grupou G, a doka-
feme ted, Ze je s ni izomorfni. Definujeme zobrazenf
W : @ — H predpisem

aW = p,.
Vime, e
a) (@ 0b) W =piosr = p, 0 pp = (aW) 0 OW),
b) nW = p, — identickd permutace na G a neutrdlni
prvek grupy H,

¢)a W = p,—1 = (p,)7} = (aW)™.
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Ovéfili jsme tak vlastnosti z definice homomorfismu
grup, grupy G a H jsou homomorfni. Abychom ukazali,
ze jsou izomorfni, musime ovéfit, Ze zobrazeni W je
vzajemné jednoznaéné. Kazd4a permutace p, € H je
pkifazena prvku ¢ € G, zbyvé dokazat, Ze riznym
prvkam b, ¢ nemuze byt prifazena stejnd permutace
z H. Platl ale np, = b # ¢ = np,, permutace D 8 P,
jsou tedy ruzné. Zobrazeni W : G — H je proto opravdu
izomorfismus grup.

**3.19. Volné grupy. V prvni kapitole jsme se podrob-
né zabyvali postupy a skladanim postupu na tplnych
hrach s vlastnosti inverze. Nazvy tah, postup, sloZeni
postupt jsme volili tak, aby bezprostfedné souvisely
s fesenim hlavolamu. V odstavci 3.15. jsme ukazali, Ze
mnoZina viech redukovanych postupu spolu s operaci
redukovaného skladani tvofi grupu — grupu redukova-
nych postupti. Tato grupa je specidlni pfipad duleZité
teoretické konstrukce pouZivané v teorii grup. Pro
uplnost nyni uvedeme tuto konstrukei s matematickou
terminologii. Nasledujici ivahy jsou analogické uvaham,
které jsme délali o postupech a redukovanych postu-
pech v prvni kapitole a v odstavci 3.15, a jejich dukazy
jsou proto ponechany jako posledni cvi¢eni ke tieti
kapitole.

a) Uvazujme néjakou mnoZinu A4, jeji prvky jsou
a,, @y, ..., 6. Budeme si pfedstavovat, Ze 4 je jakasi
abeceda a Ze z jejich prvkl muzZeme sestavovat néjaka
slova. Prvni pravidlo fika, Ze ke kaidému prvku a;
muZeme udélat inverzni prvek a;! a Ze viechny prvky

a,, @y, ..., & a prvky inverzni «;’, ai”', ..., a;' jsou
navzajem razné.
b) Libovolna posloupnost z prvki a,, a,. ..., , ai’',

.., @' se nazyva slovo nad ubecedow 4. Tuk tieba
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ot atty '@ty je slovo nad A. Specidlni slovo je posloup-
nost neobsahujici Zadny prvek, ta se nazyva prdzdné
slovo.

¢) Slovo, ve kterém se nevyskytuje Ziddnd dvojice
sousednich inverznich prvkia aa;' nebo a'a;, se nazy-
va redukované slovo. Kazdé slovo muzeme redukovat
postupnym vynechidvanim sousednich dvojic tvaru
aa' nebo ¢ 'a;,, aZ dostaneme redukované slovo.
Stejné jako v odstavei 1.10. miZeme dokazat, Ze libo-
volnou redukei néjakého slova dostaneme vidy stejné
redukované slovo.

d) Z kaidych dvou slov miZeme vytvorit slovo nové
tak, ze prislusné posloupnosti napiseme po sobé. Takto
vytvofené slovo se nazyva slofeni pavodnich slov. Re-
dukce sloieni dvou slov se nazyva redukované slofeni,
nebo také soudin téchto slov.

e) Mnozina vsech redukovanych slov s operaci redu-
kovaného sloZeni (souéinu) slov je grupa. Tato grupa se
nazyva volnd grupa nad abecedou A.

f) Vratime-li se zpét ke grupam redukovanych postu-
pu na Gplnych hlavolamech s vlastnosti inverze, vidime,
ze jde vidy o volné grupy nad néjakou abecedou. Touto
abecedou je vidy néjakd mnozina taht. Tak tieba
u Rubikovy krychle je to mnoZina vSech otogeni kraj-
nimi vrstvami vpravo o 90°. Tato otodeni jsme oznadovali
stejnym pismenem jako pFislusnou sténu, muZeme proto
také rict, Ze grupa redukovanych postupi na Rubikové
krychli je volna grupa nad abecedou stén. Abeceda ma
v tomto piipadé Sest prvki. Podobné grupa redukova-
nych postupti na dvanactisténu je volnd grupa nad
dvandactiprvkovou abecedou vSech stén, na é&tyfsténu
ma abeceda &tyFi prvky. Také na kosé krychli je grupa
redukovanych postupi volnd grupa nad &tyiprvkovou
abecedou, na usich m4 abeceda dva prvky.
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