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Kapitola 2

Goniometrie pravotuhlého trojihelniku

2.1 Funkce ostrého uhlu

Zavedeni goniometrickych funkei sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans a kosekans ostrych
thlt « € (0, %) je spojeno s feSenim pravothlych trojihelnikii.

2.1.1 Od podobnosti k pomérim

Na obrazku 2.1 vidime dva riizné pravothlé trojuhelniky ABC a A’B’C’, které se shoduji ve
vnitfnim thlu «. Podle vty uu o podobnosti trojuhelnika jsou navzajem podobné, z éehoZ plyne,

C

Obrazek 2.1
ze poméry odpovidajicich si stran jsou stejneé:

a b c

ad v

Odtud pro poméry dvojic stran téhoz trojihelniku dostavame Sest rovnosti

a d b v a a
1L -=— 2. - =—, 3. - =—,
c c b v
b v c c
1. 2272 5.5=C i
a r A 6 a a’

ze kterych plyne, Ze ve vSech pravouhlych trojihelnicich se shodnym ostrym vnitinim dhlem o mé
1. pomér odvésny protilehlé thlu « a prepony stejnou hodnotu,
2. pomér odvésny prilehlé ihlu « a prepony stejnou hodnotu,

3. pomér odvésny protilehlé thlu « a odvésny pfilehlé thlu « stejnou hodnotu,
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2.1. FUNKCE OSTREHO UHLU

4. pomér odvésny prilehlé thlu o a odvésny protilehlé thlu a stejnou hodnotu,
5. pomér pfepony a odvésny pfilehlé ihlu « stejnou hodnotu,
6. pomér piepony a odvésny protilehlé thlu a stejnou hodnotu.

Tyto pomeéry tedy nezélezi na velikosti pravothlého trojuhelniku. Jejich hodnoty jsou kladna ¢isla,

kterad zdvisi pouze na velikosti ihlu o a kterym fikame

. , . a . .
1. sinus thlu a — sina = —, 2. kosinus thlu o — cosax = —,
c c

4. kotangens thlu o — cotgax = —,

3. tangens thlu a - tga =

I

1
sina’

1
= 6. kosekans thlu o — cosec o =

cosa’

o Sl e

b

a

) c
5. sekans thlu o — sec o = —
a

Zvolime-li délku pfepony pravotuhlého trojuhelniku za jednotku délky, hodnoty sinu a kosinu budou
rovny piimo délkam odvésen a délkami tisecek lze znazornit i hodnoty tangens, kotangens, sekans a
kosekans (viz obr. 2.2). Z takového znazornéni lze geometricky zduvodnit v8echny poznatky, které

uvedeme v nasledujici ¢asti.

sec o
sina| tga

COS «x

cotg o

cosec

Obrézek 2.2: Goniometrické hodnoty graficky

2.1.2 Grafy a zakladni vztahy

Z ptedchoziho zavedeni hodnot sinu a kosinu thlu o € (0, §) plyne, Ze obé tato &isla lezi v ote-
vieném intervalu (0, 1). Krajnich hodnot dosdhnout nemohou. (V zadném pravouhlém trojiahelniku

nemiize byt délka odvésny nulova a odvésna s pfeponou nemohou mit stejnou délku.) Z geomet-
s

rického nézoru je vsak ziejmé, Ze hodnoty sinu a kosinu maji v krajnich bodech a = 0 a a = J

jednostranné limity

lim sina =0, lim sina=1, lim cosa =1, lim cosa = 0.
a—0+ a—I™ a—07t a—=3 "
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KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

Proto mizeme dodefinovat hodnoty sin 0, sin 5 a cos 0, cos § a mluvit o funkcich sinus a kosinus na
uzavieném intervalu (0, 7). Funkce sinus je na intervalu a € (0, §) rostouct, funkce kosinus klesajici
(obr. 2.3).

Y Y
1 1
Y= sin Yy = cCcosx
0 T 0 T
2 2
(a) (b)
Obrézek 2.3: Grafy funkei sinus a kosinus na intervalu (0, 7)
Y Y
y=tgzw y = cotgx
0 T T 0 Tz
2 2

(a) (b)

Obrazek 2.4: Grafy funkei tangens a kotangens na intervalu (0, )

Hodnoty tangens a kotangens thlu o € (0,%) lezi v otevieném intervalu (0,00). V krajnich
bodech definiéniho oboru maji zfejmé limity:

lim tga =0, lim tga = oo, lim cotga = oo, lim cotga = 0.
a—0t a—>§7 a—0t aﬁ%*

JelikoZ oo nenf redlné ¢islo, nebudeme hodnoty tg § a cotg 0 definovat. Rostouci funkce tangens tak
bude definovana na intervalu (0, §), klesajici funkci kotangens budeme uvaZzovat na intervalu (0, 5)
(obr. 2.4).

Posledni dvé goniometrické funkce — sekans a kosekans — 1ze jednoduse vyjadiit pomoci funkei
sinus a kosinus rovnostmi

seco = a cosec x = —;

cos sina’
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2.2. PYTHAGOROVA A EUKLEIDOVY VETY

Vypoditat prevracené ¢islo k dané hodnoté je v epose pocitac¢u trividlni tikol. Proto funkce sekans a
kosekans jiz ztratily prakticky vyznam a ani my se jimi dale nebudeme témér viibec zabyvat.

Mezi goniometrickymi funkcemi existuje fada zéavislosti, které muzeme vyjadrit pomoci ruznych
rovnosti. Napf. kazd4 vyse zminéna goniometricka funkce f(«) méa svoji tzv. goniometrickou kofunkei
cof(a), pro kterou pii kazdém a € (0, §) plati

fla) =cof <g foz>.

Které dvé goniometrické funkce jsou takto svymi ,sourozenci“, se da jednoduse odvodit vyjadienim
goniometrickych poméri v pravotihlém trojihelniku pro oba vnitin{ ostré thly a a = § —a. (Uhly
@, B nazyvame doplikové, jelikoz o + 8 = §.) Zde jsou ocekavané vztahy:

. m . m 71’ m
51na:cos(§—a), cosa:sm(E—a), tg o = cotg (5—(1), cotga = tg (E—a)

™ m
sec o« = cosec (E — Oé) s cosec @ = sec (5 — Ot) .

Dlouh4 staleti se hledaly hodnoty goniometrickych funkci pro dany thel jen pomoci tabulek.
Tabulky slouzily i opacné tloze — najit thel, jehoZz goniometrickd hodnota byla dana. Tato tloha
vedla ke vzniku inverznich funkei arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos), arkustangens (arctg)
a arkuskotangens (arccotg), které budeme uvazovat prozatim na intervalech (0,1), (0,1), (0,00), a
(0,00). Velikost pfislusnych thli bude lezet v rozmezi (0, 5).

Cyklometrické funkce — nézev pro inverzni funkce ke goniometrickym — dnes také slouzi k pres-
nému zapisu vysledki, které v dany okamzik nepotiebujeme vyjadiovat ptibliznymi &isly pro tucely
praxe. Napiiklad pro ostré dhly «, 8,~ piSeme:

1 1 1 1
sina = 3 =« :arcsing7 cos B = 3 = B:aI‘CCOSg7 tgy =2011 = v = arctg 2011.

2.2 Pythagorova a Eukleidovy véty

Pythagorova véta byla pojmenovana podle Pythagora ze Samu (okolo 570 pf. n. 1. = 510 p¥. n. 1. ),
jenz ji objevil pro Evropu, resp. starovéké Recko. Pravdépodobné vsak byla znama i v jinych sta-
rovékych civilizacich davno predtim (v Cing, ¢astecnd napf. v Egypté). Popisuje vztah, ktery plati
mezi délkami stran pravouhlych trojihelniki v roviné.

Véta 2.2.1 (Pythagorova). Obsah étverce sestrojeného nad pieponou pravoiuhlého rovinného troji-
helniku ABC' je roven souctu obsahi dvou ¢tverci nad jeho odvésmami:

Eukleidova véta je oznaceni pro geometricka tvrzeni o vlastnostech pravouhlych trojuhelniki,
pojmenovand po svém objeviteli, Feckém matematikovi Eukleidovi (450 pt. n. . — 370 pi. n. 1.). Ve
skutecnosti jsou Eukleidovy véty dvé — Eukleidova véta o vysce a Eukleidova véta o odvésné. V obou
se mluvi o dsecich, na které je prepona rozdélena patou vysky z protilehlého vrcholu trojuhelniku.

Véta 2.2.2 (Eukleidova véta o vysce). Obsah ctverce sestrojeného nad vijskou pravouhlého troji-
helniku ABC' je roven obsahu obdélniku sestrojeného z obou tuseki prepony:
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KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

Véta 2.2.3 (Eukleidova véta o odvésng). Obsah ctverce sestrojeného nad odvésnou pravoiuhlého

trojihelniku ABC' je roven obsahu obdélniku sestrojeného z pfepony a iseku prepony k této odvésné
prilehlého:

‘a2=c-ca a b2=c-cb.‘

Vsechny tyto tfi véty nyni odvodime pomoci goniometrickych funkei ostrych thla.
Necht je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB. Ze vztaht pro hodnoty sinu a kosinu
ahlu « u vrcholu A vyjadiime délky odvésen a, b pravouhlého trojthelniku (viz obr. 2.5). V troj-

c c

b a = ccosa csin o

Obrazek 2.5

thelniku ABC' dale vyznac¢ime vysku v = CP, kterd nam rozdéli trojuhelnik na dva pravoihlé
trojahelniky APC a PBC (viz obr. 2.6). Z trojuhelniki ABC a BCP vidime, Ze kazdy z thla
CAB a PCB je doplitkovy ke spole¢nému uhlu u vrcholu B, takze plati [ZPCB| = «. Proto mu-
Zeme pomoci hodnot sin a, cos ¢ vyjadiit i vysku v, i délky obou usekti ¢, = |[BP| a ¢, = |AP|, jak
je uvedeno v pravé Casti obrazku:

v =c-sina - cos a, ca:c~sin2a, ¢ = ¢ cos®a.

Z nalezenych vyjadieni délek a, b, v, cq, ¢p jiz dostaneme vSechny potiebné rovnosti:

=

2 -9 B

| CCOS™ «x csm- «

Obrazek 2.6

a=c-sina=a> =7

2

~sin2a:>a2:c-(c sin’ o 2=c-c,,

b=c-cosa=b>=c

v=c-sina-cosa=v?=c?-sin’a-cos’a =02 = (c-sin’a) - (c-cos’a) = v’ =

) =
ccosla = b2 =c-(c-cos a):>b2:c~cb,
) = —7’%

A+ =ccatc =+ =c- (ca+cb):>a +b02 =2
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2.3. GONIOMETRICKE HODNOTY TEHOZ UHLU

Dodejme, Ze z rovnosti ¢ = ¢, + ¢, okamzZité plyne kli¢ovy vztah mezi hodnotami sinu a kosinu, tzv.
goniometrickd jednicka

2

sin? a + cos? a = 1,

ktera je rovnéz bezprostifednim disledkem dokédzané Pythagorovy véty pro pravouihly trojuhelnik
s jednotkovou pfeponou.

2.3 Goniometrické hodnoty téhoz tihlu

Na zacatku této kapitoly jsme kazdému ostrému thlu « pfifadili ¢tyfi goniometrické hodnoty
— sina, cos a, tg a a cotg a. Z kazdé z téchto &ty hodnot je zpétné uréen nejen thel a, ale i dalsi
t¥i zbyvajici goniometrické hodnoty, coz nyni potvrdime. Obdrzime jednoduché vzajemné vztahy
mezi goniometrickymi hodnotami téhoZ ostrého thlu, které plynou pfimo z definice goniometrickych
hodnot a z Pythagorovy véty.

e Je-li dana hodnota sin «, zvolime pravoihly trojtuhelnik s jednotkovou preponou a s vnitinim
ostrym thlem «. Z definice plynou délky odvésen (obr. 2.7).

sin «
cos «
«
1
Obrézek 2.7
sin?a 4 cos?a =1 (Pythagorova véta),
cosa=V1—sin’a
sin « sin «
tga = = (definice hodnoty tg ),
cosa 1—sin?a
COS (v 1 —sin?a X
cotg v = — = - (definice hodnoty cotg ).

sin av sin «

e Je-li dana hodnota cos o, pouzijeme opét obr. 2.7.

sina = V1 — cos?a (Pythagorova véta),
sina V1 —cos?a

tga = = (definice hodnoty tg ),
cos o cos o
cotg v = cosa_ cosa (definice hodnoty cotg «).

sin a V1 — cos? o

e Je-li ddna hodnota tga, zvolime pravouhly trojuhelnik s jednotkovou odvésnou a pfilehlym
vnitfnim ostrym thlem «. Z definice tangens plyne délka protilehlé odvésny a z Pythagorovy
véty délka piepony (obr. 2.8).
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KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

tg o
1
e’
V1+tgla
Obrazek 2.8
. tga . .
sing = ———= (definice hodnoty sin @),
V1+tgla
1
COS QU = ——=— (definice hodnoty cos a),
V1 +tg2a
1
cotgax = —— (definice hodnoty cotg «).
tg o

e Je-li dana hodnota cotg «, zvolime pravoihly trojtihelnik s jednotkovou odvésnou a protileh-
Iym vnitinim ostrym thlem «. Z definice kotangens plyne délka pfilehlé odvésny a z Pytha-
gorovy véty délka prepony (obr. 2.9).

1
cotg a
e
v/1+cotg?a
Obrézek 2.9
. 1 o .
sinag = ————— (definice hodnoty sin «),
/1 + cotg?a
t
cosa = ——8 (definice hodnoty cos ),
V' 1+ cotg?a
1
tga = (definice hodnoty tg ).
cotg o

2.4 Goniometrické hodnoty vyznamnych thla
V ¢asti 2.1.2 jsme pomoci limit pfifadili goniometrickym funkcim hodnoty pro ,okrajové* thly

a = 0°aa = 90° Zadné konkrétni goniometrické hodnoty pro thly mezi 0° a 90° jsme dosud
nepoznali. V této podkapitole ukdzeme, Ze z pravidelnych mnohothelniki lze odvodit hodnoty
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2.4. GONIOMETRICKE HODNOTY VYZNAMNYCH UHLU

goniometrickych funkef pro ostré ahly a € {18°,30°,36°,45°,54°,60°,72°}. (Tyto vyznamné thly
je vyhodngjsi zapisovat ve stupnich nez v obloukové mite, které davame jinde piednost.)

e Pravidelny trojthelnik — rovnostranny trojihelnik — o délce strany jedna jednotka lze vyskou

C

30°

By 60°
P

[l

Obrazek 2.10

rozdélit na dva shodné pravothlé trojuhelniky s vnitinimi ostrymi thly o velikosti 30° a 60°
(obr. 2.10). Délku jejich delsi odvésny vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

\PC| = /12 — (;)Q— ?

Hodnoty goniometrickych funkei pro thly 30° a 60° z pravouhlého trojthelniku PBC jsou:

1 V3
1 1 e 3
sin30°:cos60°:%:§7 cos30°:sin60°:—i :—\2[,
1 V3
5 1 \/g
o _ o2 _ - _V¥VY o — o 2 _
tg 30° = cotg 60° = \ég /3 3 cotg 30° = tg 60 1 V3.

e Pravidelny ¢tyruhelnik — c¢tverec — o délce strany jedna jednotka lze uhloptickou rozdélit na
dva shodné pravouhlé trojihelniky s vnitfnimi ostrymi thly o velikosti 45° (obr. 2.11). Délku
jejich prepony vypocitdme pomoci Pythagorovy véty:

|AC| = V12 +12 = V2.

Hodnoty goniometrickych funkei pro tthel 45° z pravoihlého trojiuhelniku ABC' jsou:

1 V2 1 V2

1
sin4h® = — = — cos4h° = — = — tg45°:cotg45°:1:1.

V2 o2 V2 o2

K dalsimu odvozovani budeme potiebovat délky stran pravidelného pétithelniku a pravidelného
desetitthelniku vepsanych do kruznice o poloméru jedna jednotka. Nejdiive popiSeme konstrukeci
téchto dvou délek, ktera je znazornéna na obr. 2.12.
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KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

45°

45° a

Obrazek 2.11

Postup:
1. Sestrojime jednotkovou kruznici se stfedem O a jeji dva navzajem kolmé priméry AB a CD.
2. Nalezneme stied S tusecky AO.

3. Sestrojime oblouk C'D kruZnice se stfedem v bodé S a polomérem |SD|, prisecik oblouku
s useckou OB oznatime X.

4. Délka strany pravidelného pétidhelniku vepsaného do jednotkové kruznice je a5 = |DX]|, délka
strany piislusného pravidelného desetithelniku je ajp = |OX]|.

D

C

Obrézek 2.12: Konstrukce pravidelného pétithelniku a desetitithelniku

Diikaz. Abychom ovérili spravnost konstrukce délek stran pravidelného pétithelniku a desetithel-
niku, podivame se nejprve na pentagram - péticipou hvézdu nakreslenou péti pfimymi tahy téze
délky (obr. 2.13). Pentagram velmi tzce souvisi s pravidelnym pétithelnikem, ktery dostaneme spo-
jenim vrcholt pentagramu tseckami. Uvazujme jeho dvé thlopficky vychazejici z jednoho vrcholu,
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2.4. GONIOMETRICKE HODNOTY VYZNAMNYCH UHLU

!

Obrézek 2.13: Pentagram

napiiklad thlopficky DP a D@ na obrazku. Tyto dvé uhlopticky spolu se stranou P@Q vymezuji
rovnoramenny trojuhelnik DP(Q. Dalsi uhlopficka vychézejici z vrcholu P protne tsecku DQ ve
vnitinim bodé R.

Protoze strandm pravidelného pétithelniku piisluseji v opsané kruZnici shodné obvodové thly
(vyznalené na obrazku obloucky), jsou trojihelniky PQR a DPQ podobné a rovnoramenné a rov-
néz trojuhelnik DRP je rovnoramenny. Usecky DR, PR a PQ jsou proto shodné a pro poméry
stran trojihelniki PQR a DPQ plati

DP_|PQI_ 1PQI  _|PQ)
|PQ|  |QR| |DQ|—|DR| |DP|-|PQ|
neboli
|PQ* = [DP|- (IDP| - |PQ)).
Po vydéleni hodnotou |PQ|? tak pro pomér ¢ = % dostavame kvadratickou rovnici 1 = ¢-(¢—1),

kterda mé jediny kladny kofen 1+2‘/5. (Ur¢ena hodnota ¢ je znaméa jako zlaty ez a objevuje se

v raznych souvislostech v geometrii a v teorii ¢isel.)

Pravidelny pétithelnik se stranou PQ a protilehlym vrcholem D je pfikreslen i k nasi konstrukei
na obr. 2.12. Protoze pfimka C'D je osou tsecky PQ, je tisetka CQ stranou vepsaného pravidelného
desetithelniku. Jeji délku ajg uréime z rovnoramenného trojihelniku OCQ), ktery ma u hlavniho
vrcholu O thel velikosti poloviny stfedového thlu POQ), tedy thel shodny s obvodovym thlem PDQ
(oba shodné thly jsou na obr. vyznaceny obloucky). Rovnoramenné trojihelniky DPQ a OCQ jsou
tedy podobné. Z rovnosti

0C| |DP| 1445
CQl —1PQl T T2

po dosazeni |OC| =1 jiz dostaneme

2 V5 —1
alo—‘CQ|—1+\/5— 2 .

49




KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

Abychom uréili druhou hledanou délku a5 = |PQ)|, vypo¢teme nejdiive délku odvésny DQ pravo-
ihlého trojthelniku CDQ:

|DQ| = VICDP = |CQP* =

2 2

. <\/5—1>2_ V10 +2v5

Odtud jiz dostavame

IDP| _|DQ|  YM2E /1095

%) %) 1+2\/5 2

as = |PQ| =

Nyni se vratme k ptuvodni konstrukci. Nagim cilem je ukazat, ze isecky DX a OX maji délky rovné
hodnotam as, resp. ag, jejichz vypocet jsme pred chvili dokondili. K tomu nam stacéi pouzit dvakrat
Pythagorovu vétu:

1 2
5] =15D] = IODF+108F =12+ (1) = %,

B VE 1 WVB-1
0x|=I5x| - 05| = ¥~ 1 = V=1,
24 (\/5—1>2 V10 - 25

- 2

|IDX| = /|OD|?2+|0X? =

Spravnost celé konstrukce je tak ovéfena. Zaroven jsme urcili délky as, aig stran pravidelnych
pétithelniki a desetithelnikit vepsanych do jednotkové kruznice, které nyni uplatnime k nasemu
hlavnimu zaméru. O

V10-2v5
2

e Pravidelny pétithelnik o délce strany |AB| = lze rozdélit na pét shodnych rovno-

C

Obrazek 2.14: Pravidelny pétitihelnik

ramennych trojihelnikt s vnitinim dhlem proti zakladné o velikosti 72° (obr. 2.14), jejichz
vysku na zékladnu vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

2 =\ 2 =
CPl—\/BCIQ—(@> - 12—<V10_2*5) = ”622\[:\/5“.

4 4
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2.4. GONIOMETRICKE HODNOTY VYZNAMNYCH UHLU

Hodnoty goniometrickych funkci pro uhly 36° a 54° z pravothlého trojihelniku PBC jsou:

10;2\/5 10 —2v5 cos 36° = sin 54° = 622\/5 = VE+1
4 b

sin 36° = cos 54° =

1 4 ’ 1
10—2v/5 6+2v5
v V25 +10v5
tg36° = cotg 54° = —4— = /5 — 2V/5, cotg 36° = tgh4° = —4L— = + ‘[.
V6425 V10-2v5 5
4

4

e Pravidelny desetithelnik o délce strany |DE| = @ Ize rozdélit na deset shodnych rovno-

F
18°
1 1
D\ [ 72°
E D R % E

Obrazek 2.15: Pravidelny desetithelnik

ramennych trojihelnik s vnitinim thlem proti zakladné o velikosti 36° (obr. 2.15), jejichz

vysku na zakladnu vypocitame pomoci Pythagorovy véty:

. <\/5—1>2: V10 +2V5

4 4

Hodnoty goniometrickych funkci pro thly 18° a 72° z pravouhlého trojuhelniku REF jsou:

V10425 10+ 2v5
_ 25,

V5-1
-1
$in 18° = cos 72° = i = V5 TR cos 18° =sin72° = ‘1*
tg 18° = cotg 72° = ‘/54*1 _ V25-10V5 cotg 18° = tg72° = 1012\/5 =1/5+2V5
= = Voo , I = ~
10:2\/5 5 >

Z odvozenych hodnot bychom mohli uzitim goniometrickych vzorct (viz 2.5) algebraicky vyjad-
fovat hodnoty piislusné dalsim dhlim, napf. 15° = 45° — 30°, 6° = 36° — 30° apod. Takové vypocty
dnes nemaji prilis valny vyznam, v historii v8ak sehraly (jak jsme uvedli v kap. 1) velkou roli pii

sestavovani trigonometrickych tabulek.

51



KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

2.5 Goniometrické vzorce

V goniometrii pracujeme s velkym mnozstvim vzorct. Zatim jsme definovali goniometrické funkce
v souvislosti s pravouhlym trojihelnikem, budeme proto nyni u goniometrickych vzorci uvadét
omezent, za kterych jsou vsechny zastoupené argumenty z intervalu (0, §). Nazorné odvodime vzorce
pro dvojnasobny argument, souétové vzorce a vzorce pro soudet funkei.!

e Vzorce pro dvojnasobny argument, kde o € (O, %):

‘ sin 2a = 2 sin a cos a, cos 2 = cos® o — sin? av. ‘

Odvozeni: Zvolime si rovnoramenny trojuhelnik ABC' s rameny AC, BC o délce jedna jed-
notka tak, aby vnitini hly piilehlé k zakladné AB mély velikost a € (0, §), a vyskou PC ho
rozdélime na dva shodné pravothlé trojuhelniky. Zakladna AB je souasné pieponou pravo-
thlého trojuhelniku ABD (viz obr. 2.16 vlevo). Z trojihelniku ABC je |[ZACB| = 7 — 2a,

Obrazek 2.16

tudiz pro velikost vedlejsiho ahlu BC'D plati [ZBCD| = 2a.
Nyni vyjadiime a do obrazku vpravo zapiSseme délky jednotlivych stran pomoci goniometric-
kych funkei:

AP
AAPC :cosa = % = |AP| = cos a, = |AB| = 2|AP| = 2cosq,
BD CD
ACBD :sin2a = |1—| = |BD| = sin2q, cos 2a = |—1‘ = |CD| = cos2a.

7 trojuhelniku ABD jiz odvodime kyZené vzorce:

|BD|  sin2a
|AB|  2cosa
|AD| 1+ cos2a

sina = = sin 2a = 2sin a cos a,

cosa = = = cos2a = 2cos>a — 1 = cos® a — sin® a.
|AB| 2cos «
e Souctové vzorce pro sinus a pro kosinus, kde o, 8, + 8 € (0, §):
‘sin(a + B) =sinacos 3 + cos asin 3, cos(a + B) = cosacos f — sin asin f. ‘

Odvozeni: Zvolime si dva pravouhlé trojihelniky ABC a ADB s pieponami AC, resp. AB
tak, aby strana AB byla spoletna, strana AC' méla délku jedna jednotka a aby vnitini thly
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2.5. GONIOMETRICKE VZORCE

Obrazek 2.17

CAB, BAD mély velikosti a, resp. 8 o souétu mensim nez § (viz obr. 2.17). Do stejného
obrazku dokreslime obdélnik ADEF (obr. 2.18). Uhly CAD a ACF jsou stiidavé, z &ehoi
plyne, ze |[ZACF| = a + S. Jednoduse lze také spoditat, ze |[ZCBE| = . Nyni ur¢ime a do
dolni ¢asti obrazku 2.18 zapiSeme délky jednotlivych stran pomoci goniometrickych funkei,
z ¢ehoz pak obdrzime kyZzené vzorce:

AABC:sina:‘B—fwi\BCﬂ:sina, 00504:@:>|AB|:005(17
. |DB| . [AD|
AADB : = DB| = 3 = AD| =
sin 8 AB| = | | = cosasin 3, cos 3 AB] = |AD| = cos a cos f3,
E BE
ABEC :sinff = % = |EC| = sinasin j, cos 8 = ﬁ = |BE| = sinacos j3,

AACF :sin(a+ ) = @ = |AF| = sin(a + ), cos(a+ B) = @ = |CF| = cos(a+ ).

|AF| = |DE| = |BE| + |DB| = sin(a + ) = sina cos 5 + cos asin §3,
|AD| = |FE| = |FC| + |CE| = cosacos 8 = cos(a + ) + sin asin f3,

= cos(a+ B) = cosarcos B — sinasin 5.

e Souctovy vzorec pro tangens, kde «, 8, + 8 € (O, %)

tgo +tg B

Odvozeni: Souctovy vzorec pro tangens lze ndzorné demonstrovat ze stejného obrazku obdél-
niku ADEF 7z obr. 2.18, pokud jinak (vhodné) zvolime vychozi jednotku délky (obr. 2.19).

!Diky analyti¢nosti obou stran vzorci muzeme tvrdit, #e takto odvozené vzorce budou platit pro vsechny argu-
menty z oboru realnych ¢ dokonce komplexnich ¢isel. S ohledem na zaméFeni nasi prace vSak budeme rozsifovat
obory pravdivosti goniometrickych vzorct v néasledujicich kapitolach vyhradné elementarnimi prostredky.

53
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F C E
j a+p k
B
1
\ B
@
5 /7
A D
sin asin 8
r cos(a + ) Cl E
j a+ \.\
sina sin acos 8
. 1
sin(a + ) \ B
cos «
cos asin 3
«
5 /7
A cos a.cos 3 D
Obrazek 2.18
|DB 1
AADB :tgf=-—— DB|=t = AB|= ——
gp = |DB| = tg f, cos 3 \AB\:” \ cos B
AABC :tga =18 5 po = 182
s cos 3
ABEC :sinfg = ‘thE' = |CE| =tgatgp, cos B = ‘gf' = |BE| =tgaq,
cos 3 cos 3

NACF :tg(a+ B)

__|AF| _|DE| |BE|+|DB| _tga+tgf

|FC| |FC] 1

—|CE|  1—tgatgp’

Dodejme, ze v pifpadé a = § € (0, §) odtud plyne vzorec

2tg o

tg2a =
o 1 — tg?
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F C E
j a+p \.\
B
W\ B
(0%
5 a

A 1 D
tg atg B
F C’l E
y a+p k
tga B tg o
cos 3
\ B
1
cos 3
tg
«
; a

Obrazek 2.19

e Vzorce pro soucet sini a pro soucet kosinti, kde 0 < 8 <« < 3:

Oé_;_ﬁcosagﬁ,cosa—}—cosﬂz200s0l_2‘—6 ‘a;ﬁ.

sina + sin § = 2sin

Odvozeni: Zvolime si dva pravothlé trojuhelniky ABC a C DE se spoleénych vrcholem C' tak,
aby jejich prepony AC a CE mély délku jedna jednotka, odvésny AB a C'D byly navzéjem
rovnobézné a aby pro vnitini thly a = |ZDCE| a § = |[ZBAC| platilo 0 < f < a < §
(viz obr. 2.20). Prodlouzenim strany AC' za bod C obdrzime priiseéik F' se stranou DE. Ze
shodnosti stfidavych ahlt BAC a DCF plyne |[ZECF| = a— (3. Do stejného obrazku (viz obr.
2.21) dokreslime pravouhly trojihelnik AGE. V rovnoramenném trojuhelniku ACE sestrojime
vysku na zakladnu AE a jeji patu ozna¢ime pismenem H. K odvozeni vzorci ndm zbyva uz
jen zjistit velikost thlu FAF, shodného s obéma vnitinimi thly pii zakladné AE trojuhelniku
ACE. Protoze jeho vngjsi thel pii vrcholu C' ma velikost oo — 3, je |ZEAF| = 6“2;’6 Nyni
vyjadiime a do obrazku zapiSeme potiebné délky pomoci goniometrickych funkei:
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E

1
oz—BF
CLa\ (+]p

Obrazek 2.20

B AB
AABC :sinff = @ = |BC| =sinf = |GD|, cos B = [AB| = |AB| = cos j3,
DE D
ACDE :sina = % = |DE| =sina, cosa = Q = |CD| = cosa = |BG|.
_ AH _ —
AAC’H:cosa2 p :‘71| = |AH| = cos =~ 5 b = |AE| = 2|AH| = 2cos © 5 6.

Zaméfime se na pravouhly trojihelnik AGE, jehoz odvésny AG a GE maji délky
|AG| = |AB| + |BG| = cos a + cos f3,

|GE| = |GD| + |DE| = sina + sin 8

a jehoz ostry vnitini thel u vrcholu A ma velikost az;ﬂ—l— B = O‘T% To nam spolu s d¥fve uréenou
délkou prepony AE umoziuje vyjadiit délky odvésen AG, GFE jinym zptsobem zapsanym na

obr. 2.22:
a+p  |GE| . a+p a—p
5 —‘AE‘é\GE|—281n 5 COS —5—,
A —
cosa;ﬁ:%#\AG|=2cosa;ﬁcosa2ﬁ.

Porovnanim obou vyjadien{ délek |AG| a |GE| dochazime k otekavanym vzorcim.
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E
cos QQ;B sin av
1
H/! a3 F
¢\ [<|p
cos "2;5 cos
a=p
2
sin 8 sin 8
1
B a a
A cos 3 B cosa G
Obrazek 2.21
2.6 Priklady
B Piiklad 2.6.1. Geometricky dokaZte rovnost?
arct 1 + arct l S
) &3 1

Reseni: Do Etvercové sits o délce strany jedna jednotka nakreslime trojthelnik ABC' (obr. 2.23).
Jelikoz jsou trojuhelniky ADC a C'F B shodné, je trojuhelnik ABC rovnoramenny pravoihly, tedy
|<CAB| = 7. Dal3i postup dikazu miZeme stru¢né zapsat takto:

1 1
e AADC :tga = 3 :>a:arctg§,

1 1
. AABE:tgﬁ:§:>5=arctg§,

1 1
. oz+6:arctg§+arctg§,

o a+ﬁ:\<[CAB\:%.

B Priklad 2.6.2. Geometricky dokazte rovnost
arctg 1 + arctg 2 + arctg 3 = .

Resent: Do ¢tvercové sité o délce strany jedna jednotka nakreslime trojuhelntk ABC, ktery nasledné
rozdélime na t¥i trojuhelniky ADE, EDC a CDB (obr. 2.24). Vnitini thly trojahelnikii u vrcholu

2Autorem pifkladii a feseni 2.6.1 a 2.6.2 je podle [21] Edward M. Harris.
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2sin # cos 0‘2;5

/]

atp a—f
2 cos 3 COS =5

Obrazek 2.22

A

1 F B
Obrazek 2.23

D oznag¢ime postupné «, 3, v, pficemz a+ 8+~ = m. Z obrazku je ziejmé, ze |CB| = 3-|CD|. Dalsi
postup dikazu muzeme strucéné zapsat takto:

e AADE :tga==-=1= a=arctgl,

[ DO =] =

=2 = [ =arctg2,

AEDC’:tgﬂ:1
|CD| =124 22 =+/5,|CB|=3-V5, [DB|=5-V12 + 12 =5-/2,

|CD> 4+ |CB|? =5 +45 =50, |[DB|?> = 25 -2 = 50 = ACDB je pravouhly,
|CB| 3-|CD|

~ D]~ [cD|

a+ [+ = arctg 1 4 arctg 2 + arctg 3.

e ACDB :tgvy

= 7y = arctg 3,
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C
5
E
«@ D 1
A
1

Obrazek 2.24

B Priiklad 2.6.3. Bez uziti goniometrickych vzorcii odvod'te hodnoty goniometrickych funkei pro
uhly 15° a 75°.

Reseni: K odvozeni pouzijeme obrézek 2.10 z podkapitoly 2.4, ktery jesté doplnime o rovnoramenny
trojihelnik CBQ s rameny C'B a C'Q) o délce jedna jednotka, pficemz rameno C'Q) leZi na polopiimce
opafné k C'P (viz obr. 2.25). Vnitin{ thly trojihelniku CBQ jsou 15°, 15° a 150°. Délku vysky C'P
v rovnostranném trojihelniku ABC jsme jiz vypocitali v podkapitole 2.4 — |CP| = @ Zbyva urcit
délku strany B@Q pomoci Pythagorovy véty:

N (V3 o
|BQ| = +/|PB|?>+ |PQ|*> = (5) + (74—1) =1/2+ V3.
Hodnoty goniometrickych funkci pro thly 15° a 75° uréime pomoci pravotuhlého trojihelniku PBQ:

PB4 V23

sin 15° = cos 75° =

S BQl orvz o 2
PQl B i3

cos 15° = sin75° =

CBQl 213 2

o_ o _IPBl _ 5 _
tg 15° = cotg 75 —w— 5 =23,

%wé

o o |PQ| 2+2
tg 15° =tg75° = —— = =2 3.
cotg g PB| +V3

D[

B Priklad 2.6.4. Jak je poznamenano v [8, str. 126, v pfipadé ostrych uhla lze souctové vzorce pro
sinus a kosinus odvodit tfemi postupy. Vzdy vychézime z dvojice pravouhlych trojihelniki, které se
navzajem stykaji podél jedné spolecné strany. Mozné zptisoby takového jejich spojeni vidime na obr.
2.26. Levou dvojici trojihelniki jsme vyuZili pfi odvozovani v podkapitole 2.5 (obr. 2.17), pravou
dvojici jsme v podstaté uplatnili pii odvozovani Ptolemaiovy véty v ¢asti 1.1.2 (obr. 1.5 v piipads,
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B
P

NIEy

Obrazek 2.25

kdy AC je primérem kruZnice) a k ziskani sou¢tovych vzorct bychom jesté potiebovali sinovou
vétu, o které pojednéame teprve v kapitole 3. Nyni pomoci prostiedni dvojice trojihelnika z obr.
2.26 znovu dokazte, Ze plati souctovy vzorec

sin(a + 8) = sinacos 3 + cos asin G,

jsou-li v8echny tii thly «, 8, a + 8 ostré.
Reseni: Dva pravouhlé trojuhelniky ABC a ABD se spole¢nou odvésnou AB a jednim vnitinim
dhlem «, resp. 8 zvolime podle obr. 2.27.
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AN L

o AACE:

o AABC':

e AABC':

o AABD:

o ACDFE

Obrazek 2.26

Obrazek 2.27

CE
sin(a+ ) = % = |CE| = sin(a + f),
AB
sinf8 = |1—| = |AB| =sin g,
BC
cos 8 = % = |BC| = cos 3,
sina  |AB| sinf sin 3 cos a
tga = = = = |BD| = ———
8%~ osa |BD| |BD| |1BD] sina
CE i
csina = \‘CD|| = co;;n—(kas;ﬁ“)(‘f“ = sin(a + ) = sin acos B + cos asin B.

B Priklad 2.6.5. Pomoci dvou pravouhlych trojahelnikii se spoletnou odvésnou (obr. 2.26 u-
prostied) znovu dokaZte, Ze plati souctovy vzorec

cos(a + ) = cosacos B — sinasin 3,

jsou-li v8echny tii uhly o, 8, a + 8 ostré.
Regeni: Opé&t zvolime pravouhlé trojihelniky ABC a ABD se spoletnou odvésnou AB, které

61



KAPITOLA 2. GONIOMETRIE PRAVOUHLEHO TROJUHELNIKU

Obrazek 2.28

tentokrat maji po vnitinim ahlu «, resp. o + S (obr. 2.28).

o AABC :

e AABC':

o ANACE:

o ANACE:

e AABD

o ACDE:

B
sin(a+ 8) = 1BC] C| = |BC| = sin(a + f),
AB
cos(a+ ) = |1—| = |AB| = cos(a + f3),
E
sinff = | | = |AE| =sin 3,
cos B = ‘C—1E| = |CE| = cos f3,
. |AB|  cos(a+ B) cos(a + 3)
B = = AD
Vo] ap API= —qn
foo — sina  |CE| cos 3
& "~ cosa |DE| sin 3 4 cs@th)

s«
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= cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin .
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