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Prdvo vysoké 3koly na obsazovdni profesur, tento zbytek vysoko-
$kolské autonomie, je tedy maly a omezeny; jestli si ho i pres
to vysoké Skoly hdji, éini tak z divodi hlubsich ne: jsou pouhé dii-
vody prestize, a s nimi ho musi hdjiti kazdy, komu opravdu zdleZi na
védecké urovni naseho vysokého 3kolstvi. Vysoké 3koly jsou mistem
védecké prdace a musi jim byt vyhrazeno, aby prvnim, zdkladnim a
nepominutelnym pFedpokladem ° kaidého jmenovdni Clena jejich
sbort, byla kvalifikace védeckd. Nemohou p¥ipustiti, aby o kandidd-
tech rozhodovaly ditvody jiné, zvldsté pak ne momenty stranické, jak
by tomu nepochybné bylo, kdyby se navrhovaci prdvo presurulo na
Cinitele politické. Zde je jadro celé otizky a zde je skryto nebezpeli
povahy pro nase vysoké 3kolstvi tak osudové, ie neni hlasu dosti sil-
ného, jen: by mél zvednouti vystrainé voldni. Priklad Némecka, Rus-
ka a Italie ném ukazuje, kam vede ve vysokém 3kolstvi vldda jedné
politické strany: nechtéjme ddti svétu odstrasujici p¥iklad vysokého
skolstvi, v némz sc stolice védnich disciplin budou rozdélovati podle
politického klice mezi kandiddty, které budou politické strany chtit
odméniti za sluzby jiné povahy neZ je védeckd prdce a zdsluhy ba-
datelské. Je-li spravedlnost zikladem stdtu, je svoboda Zivotni pod-
minkou opravdové védecké prdce; a vedla-li prvdé véta k zdsadé ne-
zdvislosti soudcovské, musi vést druhd k zdsadé nezdiislosti ba-
datelské.

Vysoké 3koly Zidaji pro sebe spravedlnosti: chtéji byt mistem
vazné védecké prdce, a jest na vefejnosti, aby je podporovala v tomto
jejich posldni. Dejte vysokym 3koldm, co jim osvobozeny ndrod za-
rucil zdkonem, nesvalujte na né vinu za néco, zaé odpovédnost padd
na jiné, zejména viak nedopustte, aby se staly koFisti politického
stranictvi!

0 necuklidovske geometrii.
OTAKAR BORUVKA.

Od euklidovské geometrie a geometrie analytické, o nichz jsem po-
jednal v predchazejicich ¢lancich*), vede primd cesta ke geometrii ne-
euklidovské. Abychom ji poznali a pochopili obsah této geometrie, budeme
sledovati, podobné jako ve zminénych ¢lancich, dalsi myslenkovy vyvoj
pana Uma.

Pan Um se zamysli nad axiomy abstraktni euklidovské geometrie. Jak
vime, jest jich patnact, avsak to neni podstatné, nebot pochopitelné pocet
axiomu zdvisi na tom, jak se formuluji, a bylo by na pr. mozné dva

* Yéda a iivot Il., ste. (4 az 7C, str. 17§ az 177.
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z nich vysloviti jako axiom jeden. Podstatny jest jejich obsah, a jim se
uréuje — to jsme jiz také v drivéjSich ¢lancich vyloZili —, jaké vlastnosti
musi miti vztahy, definované mezi dvéma skupinami objektu a vyjadro-
vané slovy . prochdzi®, ,mezi“, ,shodny*, ,kongruentni®, aby ty objekty
byly body a pfimkami euklidovské geometrie. Axiomy jsou zakladem,
z néhoz vyrustd cela logicka stavba euklidovské geometrie, ostatné zname-
nité rozlozita, a s tohoto hlediska skutecné vyzaduje bedlivé pozornosti.

\uze, pana Uma napadnou dvé otizky. Jedna, ktera se dotyka primo
podstaty euklidovské geometrie, hdezto druha spise jenom jeji krasy. Prvni
otazka jest tato: Neobsahuje euklidovskd geometrie sporu ? Anebo podrobnéji
feceno: Neni mozZno odvoditi z axiomu euklidovské geometrie logickymi
usudky dvé torzeni, kterd si odporuji, t. }. takovd, ze jedno z mich jest
zdporem druhého? Kdyby takové spory existovaly, byla by euklidovska
geometrie bezcennd, alespon se stanoviska logiky, nebot by jeji vyroky
odporovaly logické zdsadé, ze ze dvou vyroku, z nichz jeden jest zdpo-
rem druhého, jeden a jenom jeden jest spravny.

Tuto zlou pochybnost pomuze panu Umovi prekonati znalost analytické
geometrie. Mysleme si, Zze z axioml euklidovské geometrie 1ze odvoditi
logickymi tdsudky dvé tvrzeni, ktera si odporuji. Pak jest mozno pri kazdé
realisaci téch axiomu, t. j. dime-li slovum bod, pfimka jakykoli konkretni
obsah, a definujeme-li ve shodé s témi axiomy mezi body a primkami étyfi
uvedené vztahy logickymi usudky stejného slozeni a sledu, jako jsou zmi-
néné usudky, odvoditi dvé tvrzeni, ktera si odporuji. Tedy zvlasteé pri ¢iselné
realisaci axiomu euklidovské geometrie, jak jsme ji poznali na modelu,
danem analytickou geometrii, je mozno odvoditi logickymi usudky dvé
tvrzeni, ktera si odporuji. AvSak jednak v analytické geometrii body jsou
dvojice a primky trojice Cisel, a zikladni vztahy ,prochdzi‘ a ostatni jsou
definovany pomoci obvyklych aritmetickych operaci. Vzpomenme na pr.
definice vztahu ,prochdzi“: 1 yrok, Ze prfimka a,b,c prochdzi bodem
X,y , md ten smysl, Ze éislo (zishané operacemi selitanim a nasobenim)
ax by c jest nula. Jednak v analytiché geometrn logicke usudky a
tvrzeni jsou logické usudky a tvrzeni o éislech. Je-li tedy mozno odvo-
diti z axiomu euklidovské geometrie logickymi usudky dvé tvrzeni, kterd si
odporuji, vedou obvyklé aritmetické operace ke dvema tvrzenim o ¢islech,
ktera si odporuji. Tedy 1 aritmetika obsahuje spor. Neni-li naopak sporu
v aritmetice, nemuze byti sporu v euklidovske geometrii. — Pan Um jest
presvédcen, ze v aritmetjce sporu neni, a povazuje tim svou otazku, zda
euklidovskd gcometrie neobsahuje sporu, za vyrkizenu v priznivém t. j.
zapornem smyslu. —

Druhé otizka, kterd pfi hloubini o axiomech pana Uma napadla, jest,
jak jsem Jiz podotkl, spise jenom estetického rizu, vede viak ve svych
dusledcich k dulezitému objevu — k objevu neeuklidovské geometrie. Je
to tato otazka: Veni soustava 15 aviomu euklidovské geometrie zbytecné
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sloZitd ¢ tom smyslu, Ze néktery z téchto axiomu je jiZ logickym du-
sledkem axiomu ostatnich?

Aby mél o axiomech prehled, roztridil si je pan Um do skupin —
celkem péti — a to tak, ze vzdy do téze skupiny dal axiomy obsahové
blizké. Axiomy prvni skupiny — celkem tri — popisuji vlastnosti vztahu
mprochdzi“; nazyvaji se axiomy incidence a patfi mezi né na pr. axiom
a, uvedeny na str. 70. Axiomy druhé skupiny — jsou étyfi — popisuji
vlastnosti vztahu ,mezi; nazyvaji se axiomy uspofdddni a jest mezi
nimi na pr. axiom b, uvedeny na str. 70. Axiomy tfeti skupiny — je jich
pét — popisuji vlastnosti vztahu ,shodny“ a ,kongruentni“; nazyvaji se
axiomy shody anebo axiomy kongruence a patfi.mezi né na pr. axiomy
¢ a d, uvedené na str. 70. Axiomy ctvrté skupiny jsou dva a rika se jim
axiomy spojitosti. A konecné v paté skupiné jest jenom jeden axiom
a to t. zv. euklidovsky axiom o rovnobézkdch. Tento axiom zni takto:
Ke kaZdému bodu A a kazdé primce a, kterd jim neprochdzi, existuje
nejoyse jedna primka @' takovd, Ze prochdzi bodem A, a neexistuje bod,
jimZz obé primky a, a' prochdzeji. Pro pohodlnéjsi vyjadfovani nazyva
pan Um dvé primky, k nimz neexistuje bod, jimz obé prochézeji, rovno-
béZnymi, takze euklidovsky axiom o rovnobézkich se da pohodlnéji vy-
sloviti takto: Ke kaZdému bodu A a kaidé primce a, kterd jim nepro-
chdzi, existuje nejoyse jedna pfimka &’ takovd, Ze prochdzi bodem A,
a primky a, a’ jsou rovnobézné.

Nuze. prdvé tento posledni axiom se zdd panu Umovi podezfely, ze je
logickym dusledkem axiomu prvnich étyr skupin. Podezfeni vzniklo
v ném hlavné ze dvou pri¢in. Jednak proto, ze se mu euklidovsky axiom
o rovnobézkich zd4 vedle velmi jednoduchych axiomu prvnich ¢tyr
skupin prilis slozity, a jednak proto, ze seznal, ze logickym dusledkem
axiomu jenom prvnich tfi skupin jest ndsledujici véta, velmi podobna
axiomu o rovnobézkich: Ke kaidému bodu A a kazdé primce a, kterd
Jim neprochdzi, existuje alespon jedna primka a’ takovd, Ze prochdzi
bodem A, a primky a, a’ jsou rovnobézné.

Pod tlakem svého podezfeni pokousi se pan Um odvoditi euklidovsky
axiom o rovnobézkich logickymi usudky z axiomu prvnich ¢tyr skupin.
Pokousi se znovu a znovu, avsak vzdy marné. A tyto neuspéchy oslabuji
¢im dile tim vice jeho podezreni a otizka: Kterymi logickymi dsudky
lze euklidovsky axiom o rovnobéZkdch odvoditi z ostatnich étrndcti axiomau,
meéni se mu znendhla v otdzku: Jest mozné, logickymi usudky tento
aziom odvoditi z ostatnich étrndcti? Po minoha marnych pokusech jest
pan Um )iz presvédéen, Ze to mozné neni.

Muze to vsak dokazati? Skutecné po dlouhém piemysleni to dokaze
a sice analysou toho, ze se {mu podatilo realisovati slova bod, primka
urfitymi pojmy euklidovské geometrie (totiz pojem bodu uvniti kruznice
a tétivy kruznice) a realisovati vztahy ,prochdzi*. ,mezi%, ,,shodny*, ,kon-
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gruentni* tak, ze jsou splnény vSechny axiomy prvnich étyf skupin, kdezto
euklidovsky axiom o rovnobézkich splnén neni a naopak jest splnén
axiom opacny. Jinymi slovy, Ze se mu podafilo nalézti model geometrie,
v niz plati viechny axiomy prvnich &tyF skupin, kdezto euklidovsky
axiom o rovnobézkich jest nahrazen axiomem opaénym. O tom jesté
uslySime.

Ta analysa jest obsazni a proto ji neuvadim. Jeji vysledek jest tento:
Je-li euklidovsky axiom o rovnobézkach logickym dusledkem axiomu
prvnich ¢étyr skupin. pak euklidovskd geometrie obsahuje spor. Avsak
vime s jistotou, jakou dnes muze dati aritmetika, ze euklidovska geo-
metrie sporu neobsahuje, takze s touze jistotou plati, ze euklidovsky axiom
o rovnobézkach logickym dusledkem ostatnich trndcti axiomu neni.

Timto znamenitym vysledkem otviraji se uvahiam pana Uma moznosti
pred tim netusené. Euklidovska geometrie jest, jak vime, soustava 15 axiomu
a dusledku odvozenych z nich logickymi usudky (str. 70. 15 axiomu
popisuje vlastnosti vztahu predpoklidanych mezi body a pfimkami. Po-
chopitelné muzeme se zajimati, kdyz chceme, o to, jak se zméni soustava
nasich dsudku a vysledku, kdyz se zméni jeden po pr. i vice axiomu;
jinymi slovy, jaké budou logické usudky a vysledky téchto dsudku o dvou
skupinach objektu, mezi nimiz predpokladame vztahy, které maji jiné
vlastnosti nez ty, které jsou popsiny v 15 axiomech euklidovské geometrie.

Abych smysl této poznidmky objasnil, uziji této analogie: Ve stité mame dvé skupiny
objektu, totiz osoby dospélé a nedospélé, a mezi objekty obou skupin jisté vztahy uréené
zikony. Tyto zdkony vedou k urlitym, tieba praktickym, dusledkum. Mysleme si, Ze
nékteré z téchto dusledku jsou jesté zvldsté vysloveny v uréitém zikonu a. Pochopitelné,
muzeme se zajimati, kdyZ chceme, o to, jak se zméni dusledky, kdyz bychom zménili
jeden anebo i vice nalich zdkonu. Takovd zména bude v3ak zcela jisté nerozumni, kdyz
bychom v3echny zikony ponechali beze zmény s vyjimkou zikona a, ktery bychom
nahradili zikonem opacnym non a. Nebot pak dusledky zikonu nezménénych budou
v kolisi 8 novym zikonem non a.

Nuze, vratme se opét ke dvéma skupindm jakychkoliv objektu a vztahum
mezi nimi, kterézto vztahy maji vlastnosti popsané v 15 axiomech eukli-
dovské geometrie. Mysleme si, Ze zménime tuto soustavu axiomu jenom
tak, ze z ni odstranime euklidovsky axiom o rovnobézkich a nahradime
jej axiomem privé opacnym. Tento novy axiom, ktery pro pohodlné vy-
Jadtovini budeme nazyvati neeuklidovsky axiom o rovnobéZkdch, zni takto:
Ke kaZdému bodu A a kaidé primce a, kterd jim neprochdzi, existuji
alesport dvé primky a', a” takové, Ze prochdzeji bodem A a jsou rovnobéZné
s primkou a (t. j. neexistuje bod, jimz prochéaze)i obé primky a, o, ani
neexistuje bod, jimz prochizeji obé primky a, a”). Tato zména systému
15 axiomu, spocivajici, jak jsem rekl, jenom v nahrazeni euklidovského
axiomu o rovnobézkach neeuklidovskym axiomem o rovnobézkich, muze
byti rozumna jenom v pripadé, ze euklidovsky axiom o rovnobéikich
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neni logickym dusledkem ostatnich étrnicti axiomiu, Nebot jinak by ta
novid, zménénd soustava 15 axiomu ~ fikeyme ji soustava axiomi ne-
euklidovské geometrie — vedla ke sporu a byla by, alespon se stanoviska
logiky, bezcennd. Avsak to jsem zduraznil jako znamenity vysledek, kdyz
pan Um ukazal, ze euklidovsky axiom o rovnobézkach logickym dusledkem
ostatnich ¢trndctt axiomu neni.

Pan Um vezme nyni v dvahu dvé skupiny objektu a predpokldda mezi
nimi vztahy — opét vyjadfované slovy ,prochdzi, ,mezi“, ,shodny~,
wkongruentni® — Jkteré maji vlastnosti popsané v 15 axiomech neeuklidov-
ské geometrie. Pro stru¢nost nazyva pan Um opét objekty jedné skupiny
body a objekty druhé skupiny primkami, avéak na rozdil od drivéjsich
neeuklidovskymi. Je si viak velmi dobre védom toho, ze nyni jiz nemuze
tyto body a primky a uvazované vztahy mezi nimi realisovati obvyklymi
. obrazci skladajicimi se z teek a primych d¢ar a to proto, Ze pri této
realisaci neni splnén pravé posledni axiom, totiz neeuklidovsky axiom
o rovnobézkich. Nebot, at pan Um nakresli jakoukoli tecku a jakoukoli
pfimou ¢aru, ktera tou teckou neprochidzi, muze nakresliti jenom jednu
pfimou é&iru — alespon se mu to zdd evidentni —, ktera tou teckou
prochazi a tu pfimou ¢&iru neprotne, t. ). jest k ni rovnobéznd. Naproti
tomu nic nestoji v cesté, aby pan Um podobné jako drive v pripadé
geometrie euklidovské logickymi dsudky neodvozoval z axiomu neeukli-
dovské geometrie nové a nové dusledky.

Jeho price je tentokrite obtiznéjsi, protoze o svych dsudcich nema
tak bezprostfedni realisace na obrazcich, jako mél v pfipadé geometrie
euklidovské. Naproti tomu pan Um ustaviécnym premyslenim vysoce
zdokonalil své rozumové schopnosti a mimo to, jak jsem se jiz zminil,
prece jenom dovedl nalézti pro své usudky realisaci — model — Jktery
mu pomohl, a to podstatné, pfi znamenitém dukazu, Ze euklidovsky
axiom o rovnobézkich neni logickym dusledkem ostatnich étrnacti.

Pan Um si nakresli kruznici a vezme v tvahu tyto dvé skupiny objektu:
teCky uvnitt kruznice a tétivy kruznice (t. ). useCky spojujici vzdy dva
body na kruznici) a definuje vaztahy ,prochdzi®, ,mezi®, ,shodny“, ,kon-
gruentni“. Na pf.: O uréité tétivé pravim, ze prochdzi uréitou teckou,
kdyz ta tétiva byla nakreslena podle pravitka tésné prilozeného k té teéce.
Nebo: Jsou-li 4, B, C tfi rizné telky, jimiz prochdzi tdZ tétiva, pravim
o teéce A, ze jest mezi teCkami B, C, kdyz jedna z tecek B, C jest jednomu
konci tétivy blize nez A4 a druha druhému konci tétivy blize nez 4.
Vztahy vyjadiované slovy shodny, kongruentni jsou slozitéji definovany
a proto jich neuvddim. Jenom zduraznuji, ze vztah ,shodny“ neni definovan
tak, ze se dvé useCky prohladsi za shodné, jestlize jejich délky ziskané od-
mérenim vzdalenosti koncovych bodu jsou stejné,nybrz jest definovin jinak.

A nyni pan Um konstatuje, ze pri této realisaci jest splnéno viech
15 axiomu neeuklidovské geometrie, takze obé skupiny objektu, totiz tecky
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uvnitf kruznice a tétivy kruznice realisuji neeuklidovské body a primky.
Tak jest na pr. zfeyjmé splnén axiom ze skupiny axiomu incidence:
Kazdymi dvéma neeuklidovskymi body prochdzi jedna a ne vic nez jedna
neeuklidovskd ptimka. Ziejmé jest také splnén neeuklidovsky axiomo rovno-
bézkach: Ke kazdému bodu A a kazdé primce a, kterd jim neprochdzi,
existuji alespont dvé primky &', a” takové, Ze prochdzeji bodem A a jsou
rovnobézné s pfimkou a.

Nuze, pan Um odvozuje z 15 abstraktnich axiomu neeuklidovské geo-
metrie nové a nové vély, a tato realisace je mu pri tom nazornou po-
muckou. Vybuduje tak
opét logickou sousta-
vu usudku a vysledku,
spocivajici na 15 axi-
omech neeuklidovské
geometrie, a tato sou-
stava spolu s axiomy 2
jest t. zv. neeuklidoy-
skd geometrie. Nékteré A
véty této geometrie a
usudky k nim vedou-
ci nelisi se pri vy-
sloveni vubec od vét
a prislusnych dsudkua
geometrie euklidovské,
le¢ ze se snad misto
bod, primka vyslovi
neeuklidoyvsky bod a ne-
euklido¢skd primka.Na
pr. véta: Ke kaZdym
dvéma ruznym primkdm existuje nejoyse jeden bod, kterym obé prochd-
zejt, Jest spravnd i v geometrii euklidovské i v geometrii neeuklidovské.
Jest zieymé, proé. Proto, ze obé soustavy po 15 axiomech, totiz soustava
axiomu geometrie euklidovské a soustava axiomu geometrie neeuklidovské
maji 14 axiomu spole¢nych, totiz viechny axiomy prvnich étyr skupin.
Proto vSechny véty v jedné geometrii anebo druhé, které jsou logickymi
dusledky axiomiu jenom prvnich ¢tyr skupin, znéji docela stejné, at jde
o geometrii euklidovskou nebo neeuklidovskou. Naproti tomu véty, pri
jejichz odvozeni se uzilo podstatné axiomu o rovnobézkach, znéji jinak
v geometrii euklidovské a jinak v geometrii neeuklidovské. Tak na pr.
v geometrii neeuklidovské plati tato véta: Soucet vthlu v kaZdém troj-
thelniku jest mensi nez dhel primy.

A nyni k uzavreni iivah o neeuklidovské geometrii chybi panu Umovi
uz jenom jistota, ze neeuklidovskd geometrie neobsahuje sporu. Dukaz
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pro tento fakt se povede snadno podle obdobného dukazu v pripadé
euklidovském.

Vybudovav takto neeuklidovskou geometrii dospél pan Um tam, kde
byl po prvé kolem r. 1816 slavny némecky matematik C. F. Gauss, ktery
v té dobé neeuklidovskou geometrii jiz znal, avsak — obavaje se nepo-
chopeni svych vrstevniku — ji neuverejnil. O slivu vybudovéni neeukli-
dovské geometrie déli se dva matematikové: Rus N. I. Lobadegsky
a Madar J. Bolyai, kteri nezdvisle a témér soucasné neeuklidovskou geo-
metrii poznali a okolo r. 1830 uverejnili.

x

Ctenéf, ktery neni odbornikem a ktery pozorné precetl predchézejici
¢linky, neshled4 patrné v objeveni neeuklidovské geometrie tak vynikajici
pocin, jakym ve skuteénosti byl. To proto, zZe jsem se od pocatku snazil
vyklad podati tak, aby prechod od geometrie euklidovské k neeuklidovské
se zdal co nejprirozenéjsi. Avsak 1 matematikové, v duchu modernich
metod odchovani a tudiz jako detektivové podezirajici viechno a ne-
vérici nicemu, co neni dokizino, chdpou velikost toho objevu uz jenom
pri zpétném pohledu na obrovskou a pri tom marnou prici, kterou béhem
tisicileti lidé vykonali ve snaze odvoditi euklidovsky axiom o rovnobéz-
kich z axiomu ostatnich. Zistupci snad vsech kulturnich nirodu, kteri
se v této souvislosti uv4déji, defiluji pfed nadimi zraky. Rekové: Posido-
nius, Geminus, Ptolemaeus, Proclus; Arabové Al Nairizi, Nasir I"J'ddin;
Italové: Commandino, Borelli, Vitale, Saccheri; Anglilan Wallis; Svycar
J. H. Lambert; Francouzi: D’Alembert, Lagrange, Carnot, Laplace,
Fourrier, Monge, Legendre. Pokusu, odvoditi euklidovsky axiom o rovno-
bézkach, o nichz se doéitime v déjinich matematiky, bylo straslivé
mnoho. ,Jako pisku u more“ stoji v jednom dile o neeuklidovské geo-
metrii. Je-li toto prirovnani prepiaté, jisté jest, ze v jednom seznamu
literatury jest takovych pokusu jenom za 17., 18., 19. stoleti uvedeno na
dvaceti kvartovych stranich. Vsechny tyto pokusy shoduji se v tom, ze
nahrazuji euklidovsky axiom o rovnobézkich néjakym jinym, jemu co do
dusledku ekvivalentnim axiomem, ktery vsak éasto neni vysloven (na
pr.: kazdym bodem v ostrém thlu prochdzi primka, kterd protne obé
ramena thlu). Patrné proto, ze tehdejsi matematikové byli prilis v zajeti
nézorné realisace kreslenymi obrazci a takové obrazce je svddély k dsud-
kam, v nichz byly logické mezery. Jest mozno fici, Ze problém eukli-
dovského axiomu o rovnobézkich byl jednim z nejslavnéjsich problému
v déjinich exaktnich prirodnich véd a jména Gausse, Lobacevského a
Bolyaie zuistanou na vééné Casy vryta do pomniku vyvoje lidského poznani.

Geometrie o nichz jsem psal, jsou t. zv. geometrie rovinné anebo dvoj-
rozmérné. Rozsitenim téchto geometrii jsou t. zv. geometrie euklidovska,
analytickd a neeuklidovskd trojrozmérnd a geometrie vicerozmérné.
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