
Kössler, Miloš: Scholarly works

Miloš Kössler
Über Potenzreihen mit beschränktem Imaginärteile

Věstník Král. čes. spol. nauk 1935, No. 2, 8 p.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501211

Terms of use:
© Akademie věd ČR, 1935

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the
project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/501211
http://dml.cz


I I . 

Über Potenzreihen mit beschränktem 
Imaginarteile. 

(Sur les fonctions holomorphes dont In partir, imaginairc reste bornee.) 

Vom \l . KOSSI.KII in l ' rag. 

(Vorgelegt atn 21. November 1934.) 

E s sei 
r_ 

f(z) = AnZn (1) 
n -\ 

eine in | s | < l reguläre Funktion, deren Imaginartei l I f ( z ) daselbst 
die Eigenschaf t 

— b<lf(z)<M-b (la) 
besitzt. Dabei sei 0 < h < r. Solehe Funktionen wollen wir als 
Funktionen der Klasse C bezeichnen. So entsteht die Frage: 
Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen f ü r 
die Zugehörigkeit einer Reihe zur Klasse C? 

Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist der folgende 
Satz I : 1 ) 

Es sei xj'(qi) eine beliebige reelle Funktion der ersten P>a i ro-
schen Klasse, welche in U < q o < 2 n bis auf eine Menge von Maß 
Null def inier t ist und die Eigenschaf ten 

2 71 

0 £ Ip(?) < f <l'(<p)dy = 2 nb 
(I 

besitzt. Dann gehört die Funkt ion f(z) zu der Klasse C, wenn 
und nur wenn 

,r J (>ir — z 
0 

d. h. wenn und nur wenn 

*) Alie Intégralo in dieser A b h a n d l u n g sind Lebesguesche Intograle. 
Vfistnik Ivrúl. Oes. Spol. Nauk. Tf. II. Roe. 1935. 



II. M. Kösslor: 

2? r 

0 

D a d u r c h i s t d e r V a r i a b i l i t ä t s b e r e i c h d e r K o e f f i z i e n t e n be-
s t i m m t . D i e s e I n t e g r a l b e d i n g u n g e n k ö n n e n d u r c h e i n f a c h e a r i t h -
m e t i s c h e B e d i n g u n g e n e r s e t z t w e r d e n ( s i e h e S a t z I I ) . D a s g e -
s c h i e h t m i t H i l f e d e r 0 a r a t h e o d o r y - s c h e n 2 ) E r g e b n i s s e f ü r 
F u n k t i o n e l l m i t p o s i t i v e m R e a l t e i l e . A l s N e b e n e r g e b n i s b e k o m m e n 
w i r so d i e n o t w e n d i g e n u n d h i n r e i c h e n d e n B e d i n g u n g e n f ü r d i e 
K o e f f i z i e n t e n d e r F o u r i c r s c h e n R e i h e e i n e r h a r m o n i s c h e n F u n k t i o n 

0 <n(r, q>)< r. 

I. D e r B e w e i s d e s S a t z e s I is t s e h r e i n f a c h . E s se i 0 < g < l , 
r < I . N a c h C a u c h y is t 

a i 
für welche 

o s 

D u r c h S u b t r a k t i o n b e k o m m e n w i r 
2?r 

0 

(4) 

o 

A n d e r s e i t s is t , w i e m a n le ich t b e r e c h n e n k a n n , 

z - é l 
o 

(5) 

S u m m a t i o n v o n (4) u n d 5 g i b t 
2.T 

O 
Da 

n J ér — 
o 

*) C. Ca ra théodo ry : M a t h . Ann . 15. 64. 1907. S. i)5—115. W. Kogosinski : 
Ma th . Zeitschr. B. 36. 1932. S. 93-121. 



Über Potenzreihe.il mit beschränkten ImaKinurteilc. 

so können wir auch schreiben 

fize) f j J M l L ^ d(p (6) 
.1 I piT— ? 0 

Da die Funk t ion f(z) in ¡ ^ | < 1 keinen Wer t , dessen Imaginar te i l 
g rößer als . r— b ist, annehmen kann, so gilt t'iir f(z) der folgende 
Sa tz von F a t . o u : 
lim f(oeir) ex is t ie r t f ü r a l le? ' des In t e rva l l s <><<y < 2 < mit Aus-1 

nähme einer Menge von Maß Null. E s exist iert also auch fas t 
überal l 

lim \lf(oe^) +• b\ = rpU,) 
e~* 1 

In der Menge vom Maß Null, wo dieser Grenzwort nicht exist ier t , 
wollen wir i/'(<p) gleich w setzen Diese Funk t ion ip(q>) ist also fas t 
überal l eine Grenz funk t ion von beschränkten stetigen Funkt ionen , 
denn nach Vorausse tzungen ist 

0< Ifige*?) 4 b<u 
solange q < 1 ist. E s ist also \p(<f) eine reele Funkt ion , weicht; in 
0 < <p < 7c de f in i e r t ist. Dabei ist 

0 <x{>(<p)lt (7) 
Auf Grund bekann te r E igenschaf t en von L e b e s g u e - s c h e n Inte-
gra len bekommt man aus der letzten Formel und aus (6) durch 
den Grenzübe rgang (>->1 

2 ,T 

xp(q?)d<) -2 nl> (7a) 

f(-) ... ™ f v((p)d<p ( vc J ei9 — z 
0 

Die im Satze I . ausgesprochene Bed ingung ist also f ü r die 
Funkt ionen der Klasse C notwendig. Diese Bed ingung ist aber 
auch h inre ichend. Denn es sei xjj(if) eine Funkt ion der oben er-
wähn ten Klasse, welche die Bedingungen (7) u n d (7a) e r fü l l t . Das 
Integral 

— / ' j M Ä - = F O b ) 
n J ¿T — Z eif. 

def in ie r t eine in | 2 | < 1 r egu lä re Funkt ion . E s is t 
o 



4 II. M. Küssler: 

1F(Z) ~ I 
2it J { ¿r — z e <•>— z 

o 

0 0 

Beze ichnen w i r z so b e k o m m e n w i r d u r c h Add i t ion 

i) 

A b e r es i s t 0 < i/i(</ ) < um 

0<lF(z) + I 
¿71 J 

-TT > 0. Also 

(I 
w a s zu bewei sen w a r . 

2. Die I n t e g r a l b c d i n g u n g e n (2) k ö n n e n d u r c h a r i t h m e t i s c h e 
R e l a t i o n e n e r s e t z t w e r d e n . Ks g i l t d e r Sa tz II: 

Die F u n k t i o n 

g e h ö r t z u r K l a s s e C, w e n n und n u r w e n n hei j edem gegebenen v 
die K o e f f i z i e n t e n in f o l g e n d e r F o r m d a r g e s t e l l t w e r d e n k ö n n e n 

.'In ist e ine f e s t e reel le Z a h l . 
U m diesen S a t z zu beweisen , b i lden w i r z u e r s t e ine beson-

d e r e F u n k t i o n d e r Klasse C, we lche d u r c h f o l g e n d e besondere 
F u n k t i o n tyiy) d e f i n i e r t ist . E s seien 9>i> <P2* • • • » </2* + i reel le 
Z a h l e n . E s sei 

(tpt — <p») I- (f/3 -— </>2) ( - • • • • + (qp2*+i'— q>%k) 2 b <2 n (9) 
Iii den In terva l len < < / i , <p2), < y 3 — g>*), . <5Pt*+i . 2 n) sei 

f ( z ) ^ Y AnZ 

i < / , _ «, o < y < w , 
0 - f f » < y , " " < < . . . < <p2y+ !("> < 2 

(<hW - Vn") + W » - W B ) ) + • • • • + W 1 " 0 - vW" ' ) - 2 b 

0 71« < ' / ] < <p% < • • • • < f/'2 M 1 < 2 ,7 



Über Potenzreihe.il mit beschränkten ImaKinurteilc. 

ip(<p) 0. I n d e n In te rva l l en < <p„, 9>i), < 9>2, <Pa) qn+i) 
sei ip(<p) ; = r. Diese Funk t ion gehör t zu der ers ten Klasse von 
B a i r e und e r f ü l l t die Bedingungen (7) und (7a). Die dazugehö-
rige Funk t ion der Klasse C ist nach (8) 

<l>*(z) 
'/'I 
f dj, , f J e^' — z 0 J <r« 

du 
'lik i 

ei<r. i- f - ^ M . 
./ — 2 j 
<rtk 

also 
k 

<n*(z) = V log 

k 

1 — 

-ze ^ 

1 . = _ ! V ( e - ^ - e ""^. O 

V 4' -" 
7 | -T » - 1 

M=1 

11 ;.=o 

E s gehör t also auch die Funk t ion 
oc 

<!n{z) = 4)*(zei9) - V Aasn, 

.n. k o>'1'r 
An v ( e ' "' ü — e "«'ti . ) 

(10) 

zur Klasse C. Dabei ist iT- eine beliebige reelle Zahl. 
Die in | s | < l r egu lä re Funk t ion 

xfjt(z) = e , / i t ( z ) = 1 + BiZ -f ß 2 z 2 + • • • • (11) 

ha t also die E i g e n s c h a f t 
— b < a r c rptiz) < n I - b, \z\<\ ( I Ia ) 

Die Relat ionen (9) bilden also eine h i n r e i c h e n d e Bedingung 
d a f ü r , dami t die Funk t ion (11) 

tH(z) = / / 
1 —ze »M i 

i=o 1 —ze 

die E i g e n s c h a f t ( I Ia ) besitze. 
Ks seien nun 1 + + y2z2 + • • • + ynZn, 1 + !>iz + .'>2s2 + ••• 

• • • + 0-n2n, 3'» =)= 0, ,'>« =)= 0 zwei Te i l e r f r emde Po lynome, deren 
Wurze ln sämtl ich auf dem Einhei t skre ise liegen. W i r werden 
untersuchen, un te r welchen Bedingungen die ra t iona le Funk t ion 

u ( z ) _ _ i + r i z + r*2+ I 
iU(Z) J + <hz + <hz2 + . . . + ;,nZn 

zur Klasse — b < a r c Rn(z) < n — b, | z | < l gehört . Es wird sich 
zeigen, daß Rn(z) die Fo rm (11) besitzen muß. 



II. M. Kass ie r : 

Der Beieich der Ebene w, welcher durch 
— fc < a rc w i—1> 

def in ier t ist,, wird durch die Funkt ion 

1 — eia " 
w - . , * , « = 11 — 2 b (12) 

1 -r Q 

konform auf den Kreis | C | < 1 so abgebildet, daß dem Punk te 
w - 1 der P u n k t 1 - 0 entspricht . 

Nach der L i n d e l ö f - s c h e u Veral lgemeinerung des S c h w a r z -
achen L e m m a ist also 

llniz) — 7 ; t"~T 
1 + (MS) 

wo | » ( 3 ) | < | s | in U | < 1 regulär ist. Q(Z) ist also eine Funkt ion , 
welche nach den Untersuchungen von 1. S c h u r r 8 ) die Form 

ii—i 
I \ ik IT Z ak ;.o\ 

haben muß, wobei | at | < 1 und ki reel ist. Nach der eben zitierten 
Abhandlung haben die Gleichungen 

Q(z) + P(z) = 0 («) 

Q(z) — e~iaP(z) - 0 (ß) 
nur e i n f a c h e Wurzeln, welche sämtlich auf dem Einheitskreise 
liegen. Dabei sind die Polynome («) und (¡i) te i le r f remd und 
zwischen zwei benachbarten Wurzeln der Gleichung («) liegt 
immer nu r eine einzige Wurzel von (¡i) und auch umgekehrt . 
Rniz) hat also die Form 

Q(z) ei(tP(z)  
Iin(Z> ~ Q(z) + P(z) ' 

Ibezeichnen wir mit .'I eine noch unbest immte reelle Zahl, so wird 
. „n i n ~m—1 _[_ i ,, - {)• a + nfr) 

lUze-i») - + h • • • + . 
zn + bl3

n 1 + . . . + bn—\Z -\ei(l + n9) 

Je t z t wählen wir .'> so, daß der Nenner die Wurzel ei>r° = 1 besitzt, 
was immer möglich ist. E s seien ei5Po, e^2, , eiTi" 3 die Wur-
zeln des Nenners und ei<rt ^ f ü e Wurze ln des 
Zählers. Dabei ist 

0 =? gp0 < ( f i < • • • • < (f2n—2 < 2 7T 

0 <q>i<wa< • • • • < (p2n—i < 2 7t 

') Crel le J o u r n a l , Bd. 147, S. 230. 
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Weiter ist 
(i(yi+<r— +</2» 1) fJ('. «+»•'/•) 

e ' (yn + '/s I -l-yvi 2) - . + 

also 
$ = (7)1 — + ('/'s — 7 2 ) + ••• + (</'2« 1 — <f2n—2) = ± (2 ki + 1) ir. — a, 
wo KI eine posit ive ganze Zahl oder Null ist. Nach (12) ist also 
diese S u m m e gleich ± 2 kir. + 2 b, wo k wieder eine positive ganze 
Zahl oder Null ist. Da 0 < b < it ist und <Sr posit iv und kleiner 
als 2 ;r sein muß, so muß k = 0. Daraus folgt, daß 

11 
h- -0 1 

was zu beweisen war . 
Es sei nun 

xfj(z) = 1 + BiZ + Ii2z2 + ... 
eine beliebige Reihe, welche in \z \ < 1 konvergier t und bei welcher 

— b<arc xp(z) < n — b 
Nach den Untersuchungen von C a r a t h e o d o r y ist es immer 
möglich eine solche Folge von Funkt ionen des oben be t rach tend! 
T y p u s (11) 

xjn-(z), (k= 1, 2, 3, •••) 
so zu kons t ru i ren , daß sie in jedem Kreise | s | < i » < l gleich-
mäßig zu \l>(z) konvergier t . Dabei sind die k ersten Koeff iz ienten 
von tf>t(z) den k ers ten Koeff iz ienten B\, li2, > Ih von !/<(s) 
gleich. Außerdem j e d e Funk t ion f(z) der Klasse V kann in der 
Form 

f(z) = log 1/Az) 
dargestel l t werden. Infolgedessen exist ier t für jede Funkt ion f(z) 
— AIZ + A2Z2 1 ••• eine Folge von Funkt ionen 

fkiz) - log xpt(z), (k-- 1, 2, 3, . . . ) , 
welche in jedem Kreise | a | < e < l gleichmäßig zu f{z) konver-
giert und dabei s t immen die k ersten Koeff iz ienten von ft(z) mit 
den k ersten Koef f iz ien ten von f(z) überein. Dadurch ist der 
Satz II bewiesen. 

Da raus folgt der Satz III. 
Es sei 0 < b < ,r. E ine in 0 < > < 1 harmonische Funkt ion 

00 
u (r, <f) = b + {an cos n'p + /<„ sin n<p) r" 

«-1 
hat die E igenscha f t 



8 Ü.bor Potcnzreihan mit beschränkten Imaginartoile. 

0 < w(r, <p)<7c, 
wenn und n u r wenn 

2 TT 

1 — r 2 

' (r,tp) 1 xp(;>)cl;> 1 — 2 r cos ( T — ;> ) + r2 

wobei ifj(O-) eine im Satze I. de f in ie r te B a i r e - s c h e Funk t ion ist. 
Nach dem Satze II . kann daß dann u n d nur dann e int re ten , 

wenn bei jedem gegebenen n die Koef f iz ien ten der Four ierschen 
Reihe in folgender pa rame t r i s chen F o r m dars te l lba r s ind: 

at \ \ ] | sin /, (,'/„ — ( / . 2 / " , ) ~ s i n k(,'ht — q'2rn°")\, 
' e J = 0 

V 
1 

/» • 

y 
Y \ ] \ cos k ( * , — q>2i(n)) — cos k (,% — <p2i+ 1<B))[, 

j--0 
1 k h, 0 < ? / • « , 

0 £ W " ' < </'l(n) < '/a"" < • • • • < <P2»1 1(H) < 2 ;r, 
(<pi(n) - (/o(,,)) + (f/'3(B> - <rén)l ( f* » • i(n) - <P2 u) = 2 h 

.'>n ist eine reelle Zabi. 

Résumé. 
Soi t 0 < b < : i ; soit a lors C la classe de toutes les fonct ions 

X 

! 

holomorphes p o u r | s | < ; i et telles que 
— b<tf(z)<n — b, pou r 131 < 1. 

On alors a le r é su l t a t su ivan t : 
P o u r qu 'une fonc t ion f(z) a p p a r t i e n n e à la classe C, il faut 

et il s u f f i t que l 'on ait1) 
i !>(<p)d<p 
e'T - e 

où xp((p) ( d é f i n i e p r e s q u e p a r t o u t p o u r 0 < ( ; < 2 , t ) est une fonct ion 
réelle de la l6"" classe de B a i r e au plus et telle que 

2 7T 

0 < Xp(<p) < 7t, I \f)(q>)dcp = 2 :r h. 

') L'intégrale étant dans le sens de M. L e b e s g u e . 
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