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11.

Uber Potenzreihen mit beschrianktem
Imaginarteile.

(Sur les fonctions holomorphes dont la partic tmaginaire reste bornée.)
Vom M. KOSSLER in Prag.
(Vorgelegt am 21. November 1934.)

Ks sei

-
_ ~
flz) = ,Ll Anz" (1)
eine in [ 2| < I reguliire Funktion, deren Imaginarteil 7£(z) daselbst
die Eigenschaft
—b=If(z2)Sn—b (1a)

besitzt. Dabei sei 0 <0 <2 . Solche Funktionen wollen wir als
Ifunktionen der Klasse € bezeichnen. So  entsteht die Frage:
Welche sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir
die Zugehorigkeit ciner Reihe zur Klasse (7

Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist der folgende
Satz I:1)

Es seiylg) eine beliebige reelle Funktion der ersten Baire-
schen Klasse, welche in 0<¢ <22 bis anf eine Menge von Mal}

Null definiert ist und die Kigenschaften

0= w(@) < 1, / W(@)dp = 2 b
.

besitzt. Dann gehort die Funktion f(z) zu der Klasse (!, wenn
und nur wenn

2x
)~ : I ) )
#(2) 2 / :.'((P)(h]‘ ’
wr . p"" —_—
0

d. h. wenn und nur wenn

1) Alle Integrale in dieser Abhandlung sind Lebesguesche Integrale.

Véstnik Kral. Ces. Spol. Nauk. T#. 1T. Roé. 1935.



o

1. M. Kossler:

27t

An = [ ptgle wdg, n=1,2,8, ) (@)

7t

Dadurch ist der Variabilitiitsbereich der Koeffizienten be-
stimmt. Diese Integralbedingungen konnen dureh cinfache arith-
metische Bedingungen ersetzt werden (siehe Satz 11). Das ge-
schieht mit Hilfe der Carathdéodory-schen?) Ergebnisse fiir
[funktionen mit positivem Realteile. Als Nebenergebnis hbekommen
wir so die notwendigen und hinveichenden Bedingungen  fiir die
Koelfizienten der Fourierschen Reihe einer harmonischen Funktion

0
ulry ) b E(dlu cosng — Fasinng) ", r <1, 0D <,
n==1
Fiir welehe
0 < ulr, {,) .
Der Beweis des Satzes 1 ist sehr cinfach. Fs sei 0<Zp <1,
|z = r<1. Nach Cauchy ist

a 2n

’ )"/ P
/.(:l\)) 3= , ul )Q’ ']'.'“ 0= ) l" / f(()(?i'/)l/il (3)

ul”’ — 02 .
= 0

Durch Subtraktion bekommen wir

2n

) A7)
flze) = —— / HeeTdg (4)

(:i'/' —_—

&~ 7

0
Anderseits ist, wie man leicht berechnen kann,

h g
.

2 _
/ 'm' i7') r/']

Summation von (4) und 5 gibt

2
. If(pe™
e 2 [ M g
0 J eir—2
Da
2x
L / bdy _,
wJ e’—z
0

2) (. Carathéodory: Math. Ann. B. 64.1907. S. 95—115. W. Rogosinski:
Math. Zeitsehr. B. 35. 1932, S. 93—121.
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so konnen wir auch schreiben

2

> (" Ifleel) 1 1)

f(zp) = — / itee®) b dy (6)

eir — =

0 -
Da die Funktion £(2) in |2 <1 keinen Wert, dessen Imaginarteil
orofer als 7 — b ist, annehmen kann, so gilt fiir f(2) der folgende
Satz von Fatou:
lim f(ge”) existiert fiir alle @ des Intervalls 0= <24 mit Aus-
0 -1
nahme einer Menge von Mall Null. Es existiert also auch last
iiberall

lim {If(g(}""') bt = lq)

o—1
In der Menge vom Mall Null, wo dieser Grenzwert nicht existiert,
wollen wir y(g) gleich s setzen Diese Funktion y(g) ist also fast
iiberall eine Grenzfunktion von beschriinkten stetigen Funktionen,
denn nach Voraussetzungen ist
O0<TIf(pc') 4+ b=u

solange ¢ <1 ist. Ks ist also y(g) eine recle Funktion, welche in
0 < ¢ < definiert ist. Dabei ist

0<yly) == (7)
Auf Grund bekannter Kigenschaften von Liebesgue-schen Inte-
eralen bekommt man aus der letzten Formel und aus (6) durch
den Grenziibergang ¢ —> 1

/ l/!(q')l[r] -2 2h (7a)
i
f(z) ',5 j »3-”,1/'11‘!'& (8)
7 cl" I
0

Die im Satze I. ausgesprochene Bedingung ist also fiir die
Funktionen der Klasse C notwendig. Diese Bedingung ist aber
auch hinreichend. Denn es sei w(g) eine Funktion der oben er-
withnten Klasse, welche die Bedingungen (7) und (7a) erfiillt. Das
Integral

iz /;_3/;(4/0(1(,- P
wJ ef—z
0

definiert eine in |z| <1 regulire Funktion. Ks ist
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2

11(2) ""1'“ /: p)dep Jr 2 —:_]
2 B /'lulln""—: He —y
0
b ",_ / wip)dy

. 0 i . AN
Bezeichnen wir 2 = 7+, so bekommen wir durch Addition

&~

2n
v [ 1 —

IF(e) +b == / Wiy T s — ) T 1

0
Aber es ist 0= uy(g) <4 und —— L ")'.2' ————> (. Also
s 1—27rcos (& — q) +r?
0<1F(2) 1 / Le=ip dp = 1
“)1: 1—27rcos (9 —e) 2

was zu beweisen war.
Die Integralbedingungen (2) konnen dureh arithmetische
Relationen ersetzt werden. Ks gilt der Satz 1l:
Die Funktion
: N
fle) = \‘_114
gehort zur Klasse €, wenn und nur wenn bei jedem gegebenen n
die Koeffizienten in folgender Form dargestellt werden kinnen

,,, = y‘ (n) (n)
PR | G
v j» 0
1=k<n, 0 y—n
== II"(’, < l '(”) ll‘2(") ‘\: e < (fgyi [‘") < 2 v}
('/'l(") o 4/‘0") t (‘]:x(") o 'I/".’.("’) 4F oooo Tr (([‘23/0 1(") 2 ,,(")) -2b

Ja ist eine feste reelle Zahl.

Um diesen Satz zu beweisen, bilden wir zuerst eine beson-
dere Funktion der Klasse ¢, welche durch folgende besondere
Funktion y(g) definiert ist. Es seien ¢q, @1, @2, -, @aii reelle
Zahlen. Ks sei

0 (""<4,‘1 < g << .... <(]v2kll<2,‘l,
(pr—qo) + (ps—q2) + -« + (pait1— @ar) =20 <27 9)
In den Intervallen <gi, ¢o), <g@s—qd), - -, <gorii, 272) sei
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St

Plp) = 0. In den Intervallen << @y, 1), <@y, @3), -+« < Pak, gari1)

sei Ylgp) == . Diese Funktion gehort zu der ersten Klasse von

Baire und erfiillt die Bedingungen (7) und (7a). Die dazngehi-
IFunktion der Klasse O ist nach (8)

( 71 I3 Pk i
A L A A N
D*(2) =1z} I——i(]i—-'l ,J’L— F oo AF / dy L
W] eir—z er—z J eir—2 |
0 72 g2k
also
k iV =
~ 1—ze 73" N,
D*(2) log ; = A'n",
o 11'2]
A=0 1 —ze & n=1
k
;'1"[ - _1_ E ( e uu/'?/: —e ’,i'/.'!/:' l>‘
no=
s gehort also auch die Funktion
Di(z) = D*(zel”) - L An2",
> . (10)
nit . s
An="L \” ( o e g ')
) ,,“
zur Klasse C. Dabel ist 9 eine beliebige reelle Zahl.
Die in [z|<<1 regulire Funktion
ten]
wi(z) = eP¥®) =1 + Bz + By2? + .... (11)
hat also die Kigenschaft
—bZareyr(z)<a—0b, |z| <1 (11a)

Die Relationen (9) bilden also eine hinrcichende Bedingung
dafiir, damit die Funktion (11)

l"., YEB

1 —2 s
wi(z) = [[ (: - (,/_} 7

A=0 <6

die Kigenschaft (11a) besitze.
Es seien nun 1+ y32 + 9222+ - .. + 2" 1+ Hz2 + F22 + ...
9 o F0, 9uF 0 zwei Teilerfremde Polynome, deren
Wurzeln sdamtlich auf dem Einheitskreise liegen. Wir werden
untersuchen, unter welchen Bedingungen die rationale Funktion

= 1+ 117 I }’222 F oo A me®
Ru(2) = 1+ %z + 992 1 g
zur Klasse —b<arcRulz) —n—Db, | 2| <1 gehort. Ks wird sich
zeigen, daB Ra(z) die Form (11) besitzen muB.
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Der Bereich der Kbene w, weleher durch
—b<Larcw=x—b

definiert ist, wird durch die Funktion
1 —e™;
1+
konform auf den Kreis [J[=21 so abgebildet, daf dem Punkte
w =1 der Punkt =0 entspricht.

Nach der Liindeld f-schen Verallgemeinerung des Sehwar z-
schen Lemma ist also

W == , a==u—20b (12)

1 —e'%o(2)

1 + o(2)
wo lo(z)[<|z] in |z] <1 regulidr ist. o(z) ist also eine Funktion,
weleche nach den Untersuchungen von 1. Schurr?®) die Form

n—1

o) ez [ £=2 20 18)

1— 2k &

haben mul}, wobel |ex| <1 nml k1 reel ist. Nach der eben zitierten
b
Abhandlung haben die Gleichungen

Q(Z) I I’(z) = (u)
O(z) — e *P(z) =0 ()
nur einfache Wuarzeln, welche samtlich auf dem Kinheitskreise
licgen.  Dabei sind die Polynome («) und (3) teilerfremd und
zwischen  zwel  benachbarten Wurzeln der Gleichung («) liegt
immer nur eine einzige Wurzel von (3) und auch umgekehrt.
Ra(2) hat also die Form
Qz) — e P(2)
(=) + P(2)

Bezeichnen wir mit 9 eine noch unbestimmte reelle Zahl, so wird
(; tu | Ih')‘)

Ru(z2) =

"l a2z —e "
2" 4 b ‘+ - buyz + o

Jetzt wihlen wir 9 so, daf der Nenner die Wurzel ¢i7° =1 besitzt,

Ra(ze—i") = glnta)i 2

was immer moglich ist. Es seien e, ei72 ... .. , e die War-
zeln des Nenners und e, ei?s, ....... , et die Wurzeln des
Zihlers. Dabei ist
O=po<ga<.- -+ <pan—-2<2mn
0<p<gs<--o <o <2u

3) Crelle Journal, Bd. 147, S. 230.
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Weiter ist

',I'(:/q } '[:|| 50009 Pan 1) o (,’,'.“.' aw- nit)
(.i(ql', Fopet- oo+ pan—s) (/,i(}, Fnd)
also
S = (l//l 7“’['0) f ((/‘3*‘([2) F ooo aF (ll‘gnr 17 (Pan— g) = + (2 /\'1 — l) 7T,

wo &y eine positive ganze Zahl oder Null ist. Nach (12) ist also
diese Summe gleich £ 2 ke 4+ 20, wo & wieder eine positive ganze
Zahl oder Null ist. Da 0 <b << ist und S positiv und kleiner
als 20 sein muB, so mull £ ==0. Daraus folgt, daf

Ll ok 1= )

~ 1 —ze
(~ .
Rn(z) // P - (o =)

k=0

was zu beweisen war.
[s sei nun
W(z) =1+ Bz + By2® +

cine beliebige Reihe, welche in [z <1 konvergiert und hei welcher

—b<arcy(z)<x—0>b
Nach den Untersuchungen von Carathdéodory ist es immer
moglich eine solehe Folge von Funktionen des oben hetrachtenen
Typus (11)

y(z), (k=1,2,3, ...)
so zn konstruiren, daB sie in jedem Kreise |z|<o<<1 gleich-
miBig zu w(z) konvergiert. Dabei sind die & ersten Koeflfizienten
von yi(z) den k& ersten Koeffizienten By, By, - ... , Brvon ap(z)
gleich. AuBerdem jede Funktion f(z) der Klasse € kann in der
[form

f(2) = log w(z) ¢
dargestellt werden. Infolgedessen existiert fiir jede I"unktion f(z2)
- Az + Ay2* - ... eine Folge von Fanktionen

fi(2) = log yn(z), (k=1, 2,3, ...),
welehe in jedem Kreise |2| <o < 1 gleichmiiBig zu f(z) konver-
giert und dabei stimmen die & ersten Koeffizienten von fi(z) mit
den % ersten Koeffizienten von f(z) iiberein. Dadurch ist der
Satz Il hewiesen.
Daraus folgt der Satz Il
Fis sei 0<b <. Eine in 0<r<1 harmonische Funktion

" .
u (7, ,,v) =ph + L (an cosngp + Busin nep) "

n=1

hat die Eigenschaft
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0=<w(r, (p)’_:ﬂ,
wernln Ull(l nur wenn

1 : g il =g
u (),ll,’) - 2”‘ j l,,’(1})dtf 1 _ X . ") ] }.2
0

=2 7rcos(p—9

wobei p(9) eine im Satze I. definierte Baire-sche Funktion ist.

Nach dem Satze Il. kann da dann und nur dann eintreten,
wenn bei jedem gegebenen n die Koeffizienten der Fourierscehen
Rethe in folgender parametrischen Form darstellbar sind:

()

ok '7 ) \lll k ( n —(]’gj(n)) — sin k (r’)‘n"— QP2 1("))},

v

1 \ { (n) a TR (G !
p’/-' E ] (()\/\ ( I — P2i )"‘" COS ]l (l)'n T2t )[,

(U

1<k~ n, 0=y=<nmn,
“ = Po () < 1/‘1(") < l/g(") < ... < P2t ](“) < 2 18
((ﬁ](n)____, ","(n)) ~ ((!’3()1) . '/‘2(")) + .... 4 (,/,2 v ,(u), - o ”) -9 I)

Ja ist eine reelle Zahl.

Résumé.
Soit 0 << b << 45 soit alors C la classe de toutes les fonetions

0
/(2) - XA,,:‘",
1
holomorphes pour |z|<<1 et telles que
—b 1) <a—b, pour |z]<1.
On alors a le résultat suivant:
Pour qu'une fonetion f(z) appartienne a la classe €. il fant
et il suffit que lon ait!)

2n

fioy = 22 [ _blokde

’

7T elr — z

0
ot P(g) (définie presque partout pour 0<¢ <2) est une fonction
réelle de la 17 classe de Baire au plus et telle que
. 2n
0= w(‘P) <, /‘l,[)(([')llq} =2 b.
0

1) I’intégrale étant dans le sens de M. Lebesgue.
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