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ROČNÍK XXVI. TRIDA II . ČÍSLO 48. 

O rekurrentním vzorci pro prvočísla. 
Napsal 

MlloS Kftssler. 

P ř e d l o ž e n o d n e 10. l i s t o p a d u 1917. 

Užijeme-li Eratosthenova síta, dovedeme z přirozené řady číselné 
postupně osamotniti libovolný počet prvočísel seřazených pcdle velikosti. 
Tomuto postupu lze dáti roucho analytické, to znamená, sestaviti formule 
pro k-té prvočíslo, když všechna předcházející pokládáme za známá. 
Vzorce takové byly sestrojeny;1) udávají vztah žádaný pomocí iterace 
určitých funkcí, které samy o sobě jsou dosti komplikované. Zákon 
závislosti k-tého prvočísla na předcházejících není v nich jednoduše a 
.zřetelně vyjádřen. Toto pojednání obsahuje pokus o poměrně jedno-
duché vyjádření jedinou formulí rekurrentní beze všech iterací. 

* * 
* 

Euler definuje funkci £ (s) pro reálné s > 1 nekonečným součinem 
» =00 

I»=l A rn 

zde značí plt p2, p9,... všechna prvočísla seřazená podle velikosti tedy, 
P\ = 2, ¿ 2 = 3, ¿a = 5 a t. d. 

Z toho vyplývá 

t (s) (1 - P r ) (1 - P ? ) . . . (1 - f t y - g , ' ( 1 ) 

na* 
Levou stranu této rovnice označíme O (s) + 1. V nekonečném součinu 
na pravé straně rozvineme každého činitele v geometrickou řadu 

l) B r a u n : Jahresbericht des Kónigl. Friedrich Wilhelms-Gymnasium zrn 
Trier 1800. I s e n k r a h e : Math. An. sv. 63. p. 42—44; dále Scfaapira: Jahresb. 
der D. Math. Vereinjgung, sv. 6, p. 80—72, 

Roipravy : RoC. XXVI. Tt. II. C. 48. 
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! = i + _ L + _ ! _ + 
i - P ? + *f + + ' 

tyto řady spolu znásobíme a seřadíme v součinu jednotlivé sčítance podle 
velikosti jmenovatelů v Dirichlet-ovu řadu 

*(S) + 1 = 1 + _ L + _L_ + . + (2) 

Oprávněnost tohoto postupu není zde nutno odůvodňovati, protože 
důkaz jest zcela analogický onomu, jenž se provádí pro formuli 

lan »00 
n 1 y 1 

1 1 1 A-« ¿ J ns Pn 

Ve vzorci (2) vpravo vystupují v počátečných členech řady všechna 
prvočísla obsažená mezi prvočíslem pk a jeho čtvercem, dále pak všechna 
čísla přirozené řady, která nejsou dělitelná žádným z prvních (k — 1) 
prvočísel. Podle (2) jest 

1 + i + 1 + ... 
*(S) Pk* 

+ + 
Pk + 2 

+ ... 
0 (s + 2) " " 1 + i + 1 + .... 0 (s + 2) + ^s+2 + 

rk+2 
+ .... 

čili 

v pk + i / ^pk + 2' 

Zaveďme stručnější označení 

* ( s ) = ( t Ž t ) ' + ( - • ' ' 

Patrně jest 

protože pak 
1 1 1 1 1 B.s 

/J>. /A. . • ,=* I 1 9 A* + 

(3) 

« + i ih*i + ! ) ' ( A * i » " 1 ) « á 2PUi 1 2 fít\ ' 
0 < * < 1 , 

bude 

w 
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Zvolíme-li s tak veliké, že 

s — l > 8 ^ + i , (4a) 

bude, jak snadno lze se přesvědčiti, splněna nerovnina 

J _ _ ý í ± l _ _ £ _ 
2 s — 1 12 Pk+i 

Tím změní se (4) na 

Pk+i ' 6 Pk+i 
čili 

(46) 

0 < « < 1 . 

P r o t o ž e p la t í s a m o z ř e j m ě 

pk+i>pk + 2, 
bude 

lim (p (s) =0 
s—® 

a tedy podle (3), vrátíme-li se k původnímu významu funkce <ř (s), 

,. i (*) (1 (1 - p ? ) • • • (1 -¿Cl) - 1 ... 
* = + <5> 

Formule tato řeší úlohu, kterou jsme si vytkli; vadí však, že jest to 
limita pro nekonečnou hodnotu proměnné s. Tato vada dá seodstraniti 
následujícím postupem. Podle (3) a (46) jest 

*(«) , P>*s ( P* V 
** < ® ( s + 2 ) < ** + i ^ r - fe; • 

Hledejme nyní takové číslo celistvé <J, aby bylo pro všechna 

s > tf 
splněno 

ph s 
6 <«> 

Jestliže takové o nalezneme, bude patrně 

pro všechna s > <r a tedy 

" m 
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kde znáči [x] největSí celistvé číslo obsažené v číslu x. 
Číslo 9 nalezneme takto. Podle (6) má býti pro jisté pevné 9 

* t < ( ^ r «» 
Samozřejmá nerovnina 

pk+i ^ pk + 2 
ph = pu 

spojená s nerovninou Cebyševovou 

ph< 2 pK-l 
vede k výsledku 

fai > 1 + 1 
pk Ph—i 

Bude-li tedy platiti pro ono pevné 9 nerovnina 

^ • M ^ r « 
bude tím spíše splněna i nerovnina (8). Pokládajíce pk—i za známé můžeme 
nyní z (9) takové o vypočítati. Logarithmováním1) získáme 

log A - l f . < (« + 1) log ( l + . 

To bude jistě splněno, když bude 

n - ^ o - i f c -
neboť pro 0 < x < 1 jest vždy 

log ( i + * ) > £ . . 

Do poslední nerovniny pro <s dosadíme zkusmo 

9 = 7 p„-i log pk-x (10) 
Tak si odvodíme 

log ( y • log pk-i) < 3-5 log p^i. 

Protože jest 

pk-i > i , 

můžeme místo toho psáti 

*) Zde a vfiude v dalším máme na mysli logarithmy přirozené. 
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3 log pk-i + log (log pk-i) < 3-5 log Pk—i, 
log (log pk-1) < 0-6 log pk—i. 

Tato nerovnina jest splněna pro 

pk-1 > 6. 

V tom případě vyhovuje tedy <f určené rovnicí (10) nerovnině (9)/ 
a následkem toho také nerovnin4 (8). Ježto pak výraz 

pro « > l a j > l s rostoucím« vzrůstá, bude nerovnina (8) a tedy i rov-
nice (7) splněna pro každé 

s ^ 7 Pk—i log pk—i (11) 
při předpokladu 

pk-1 > 6 . 

Během počtu jsme však učinili s a pk-1 závislé na nerovnině (4a). 
Musíme tedy zjistiti, za jakých podmínek hoví hodnota (11) léto nerov-
nině. Má býti 

7 pk—i log pk-i > 8 Pk+i + 1 (12) 

Především dá se zjistiti pomocí tabulek, že tato nerovnina jest: 
splněna pro všechna 

11 < 9 7 ; 
dále, užijeme-li nerovniny 

Pk+i < 4 Pk-1, 

vidíme, že (12) bude splněno jistě pro 

7 pk-1 log p^i > 32 Pk-i + 1, 

i ^ . 32 , 1 
log pk~i > - = - + 7 1 ' 

Každé 
pk-i > 97 

hoví této nerovnině. Ohmem tedy možno říci, že nerovnina (4a) platí pro-
každé s určené vzorcem (11) a pro každé 11. 

Zvolme nyní v rovnici (7) za s sudé číslo 2 m a užijme známého. 
vztahu pro číslo Bernoulli-ho B m 

22m-1Bmx*~ 
Z (2 m) = 

(2 m) \ 
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lak obdržíme konečné rovnici 

Pk» = [ ( 2 m + 1) (2 m + 2) . 

2«—i Bm (1 -ft-*») - (2 m) 1 i 

vázanou na podmínky 

pk-1 > 1 1 , w > 3 - 5 pk—i l o g pk—i. 

Bernoulli-ho čísla dají se, jak známo, rekurrenlní formulí počítati 
beze vší znalosti prvočísel. Určuje tedy rovnice (13) k-té prvočíslo, když 
pokládáme všechna prvočísla předcházející za známá. Z důvodu toho jest 
snad tedy přípustno nazvati rovnici turekurrentním vzorcem pro prvočísla. 
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