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КОМПАКТНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ СТРУКТУР 

ИВ. ПРОДАНОВ 

София 

А. Вейль доказал для непрерывных групп аналог теоремы Стоуна-Чеха 
о компактных расширениях. Мы обобщаем результат Вейля так, что из этого 
обобщения следует теорема Стоуна-Чеха. 

Пусть Е и I? — топологические пространства (ТП). Непрерывное отобра­
жение Х(г19..., гт; х19...9хп) пространства 1?(т) х Е(и) в Е называется непре­
рывной алгебраической операцией в Енад К. Числа тпп называются порядка­
ми операции X. Любое семейство А непрерывных алгебраических операций в Е 
над I? называется непрерывной алгебраической структурой (НАС) в Е над К, 

Пусть Е9 Е и К- ТП, А - НАС в Е над К и В - НАС в Е над К. Непре­
рывное отображение к пространства Е в Е называется представлением струк­
туры А в В9 если оно обладает следующими свойствами: 

а) множество к(Е) всюду плотно в Е; 
б) существует взаимно однозначное соответствие X <-» Хн между структура­

ми А и В, которое сохраняет порядки и удовлетворяет соотношению 

(1) кХ(г19..., гт; х19..., хп) = Хн(г19..., гт; к(хг)9..., к(хп)) 

для любых X е А9 г{ е К (г = 1, 2,..., т) и х] е Е (; = 1,2,..., п). Если простран­
ство Е компактно, мы говорим, что представление к и НАС В компактны. 

Пусть ЕяК - ТП, А - НАС в Е над К, Е1 - компактное ТП, В{ - НАС 
в Ег над К9жк{~- представление структуры А в Вь (г = 1,2). Мы говорим, что кх 

мажорирует к19 если существует представление х структуры Вх в В2 для которо-
г о ^2 = Х 1̂- В настоящей работе мы хотим доказать, что для любой НАС А су­
ществует компактное представление, мажорирующее все компактные пред­
ставления структуры А. 

Пусть ЕиК — ТП и А — НАС в Е над Я. Через А' будем обозначать пересе­
чение всех тех НАС В з А9 которые содержат все суперпозиции своих элементов. 
Функция / е С(Е) называется Л-почти-периодической (Л-ПП) если выполнено 
следующее условие: если Х(г19..., гт; х19..., хп)еА' и обобщенные последова­
тельности {г(а)} (г(а) е К, I = 1, 2,..., т) сходятся, то для каждого к = 0, 1,..., п 
и для каждых обобщенных последовательностей {х^} (х^ е Е9 ] = 1, 2,..., к) 
из последовательности с общим членом 

(2) 9а(
Хк+Ъ •'•' Хп) = ./УЧГ1 9 •••> гт •> Х1 ? •••? Хк , Хк+19 . . , , Хп) 
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можно выделить равномерно сходящуюся (относительно хк+19 ...9хп) обобщен*-
ную подпоследовательность. 

Лемма 1. Если/есть А-ПП функция и последовательность (2) сходится для 
всех хк+19..., хп е Е9 то эта последовательность сходится равномерно. 

Доказательство. Пусть д(хк+19..., хи) = Нт да(
хк+1.> ••> хп). Если после-

а 

довательность (2) не является равномерно сходящейся, то существует такое 
е0 > 0, что ко всякому индексу а можно подобрать индекс а' = а и элементы 
;>4+1,. •., х[а) е Е так, что выполняется условие 

(3) М - Й 1 4 в )) - 9(4"1и - , х?)\ -* *о • 

Мы получаем, таким образом последовательность {да>} вида (2). Так как / 
есть ЖПП функция, из последовательности {да>(хк+1,..., хп)} можно выделить 
равномерно сходящуюся подпоследовательность, чего не может быть в силу (3). 

Лемма 2. Пусть / — функция, определенная на Е. Если к каждому е > О 
можно подобрать такую А-Т1Т1 функцию ср, что для всех х е Е выполнялось 
неравенство \/(х) — (р(х)\ < г, то / есть А-ТШ функция. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность (2). Пусть 

(4) ла(хк+19..., хп) = Л(г1 ,..., гт ; хх ,..., хк , хк+1,..., хп), 

{Лар} "" универсальная подпоследовательность последовательности {1а} и г > 0. 
Обозначим через ф Л-ПП функцию, для которой \/(х) — ф(х)| < е. Так как 
функция ср ограничена, последовательность <р(Аа) сходится для всех хк+19..., 
..,,х„бЕ, В силу леммы 1 эта последовательность сходится равномерно. Сле­
довательно существует такой индекс /?0, что для всех у9 8 ^ /?0 и хк+19..., хп е Е 
выполняется неравенство |<р(Яау) — 9>(Явл)| < е. Отсюда следует, что 

\/(К) - / М ^ \АК) ~ <КЮ\ + \<Р(К) - <Р(Ы\ + 

+ \<р(к6) - Ж Л й Зг (у, 5^р0). 

Этим лемма доказана. 
Пусть ЕшК - ТПи А — НАС в Е над Л. Пусть I — полная относительно 

равномерной нормы и содержаящая все константы алгебра А^ТШ функций. Мы 
назовем алгебру I Л-модулем, если она обладает свойством: если / е Г , 
Х(г19..., гт;х19...9хп)еА'9 г(еК (I = 1,2,..., т)9х]еЕ (} = 1, 2,..., л) и к = 
= 1, 2,..., п, то функция 

(5) ^(х) = ]к(г19..., гт; х1 ?..., Х&-1, х, хй + 1,..., хп) 

принадлежит I. 

Теорема 1. Пусть Е и Р — ТП и А — НАС в I? я#д I?. Г0гд^ множество 1Л 

всех У4-ПП функций является А-модулем. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что ХА есть алгебра, содержащая все кон­
станты. В силу леммы (2) эта алгебра полная. С другой стороны, для всякой 
функции / е ХА функция д9 определенная равенством (5), есть Л-ПП функция, 
так как А' содержит все суперпозиции своих элементов. 

Пусть Е — ТП, I7 — компактное пространство и й - непрерывное отображение 
пространства Е в Р. Через 2/А будем обозначать множество всех функций вида 

(6) / = < р й (<реС(Т)). 

Очевидно, Хн — полная относительно равномерной нормы и содержащая все 
константы подалгебра алгебры С(Е). 

Теорема 2. Пусть Ей К — ТП и А — НАС в Е над К. Если к — представление 

структуры А в некоторой компактной НАС В, то ХИ естьА-модуль. Наоборот, 

для каждого А-модуля I существует такое компактное представление к 

структуры А, что Хп = I. 

Докажем сначала первую часть теоремы. Пусть I7 — то компактное про­

странство, в котором определена НАС Ви/еХн. Тогда 

(7) /=срк (среС(Е)). 

Покажем, что / есть А-ТШ функция. Пусть Х(г19 ..., гт; х19..., хп) е А!9 последо­

вательность {г<.а)} (г(

{

а) е К9 г = 1, 2, ..., т) сходится и 0 ^ к й и. Так как про­

странство Е компактно, то для любых последовательностей {х^} (х^ е Е9 

] = 1, 2,..., к) из последовательности 

{<рХн(г<?\..., г<->; й(х<«>),..., й(х<">), й(**+1). - . Ч*»))} 

можно выделить равномерно сходящуюся подпоследовательность. В силу (7) 

и (1) из этого следует, что из последовательности 

1 . М ( Г 1 ' • ••» Гт '•> Х1 ? • ••» Хк 5 хк + 1> • ••> Хп)) 

можно выделить равномерно сходящуюся (относительно хк + 1,..., хп) под­

последовательность. Следовательно, / есть Л-ПП функция. 

Остается доказать, что Хп — Л-модуль. Пусть / е ХН9 

Х(г19..., гт;х19 . . . , х п ) е Л ' , г(еК (г = 1,2,...,/и), 

х]еЕ () = 1, 2, ..., и), к = 1,2,..., п 

и # функция, определенная равенством (5). В силу (6) д = /X = <рйА (ср б С(Р)) 

и на основании (1) 

(8) д = уй 

(КО = фЛк(Г 1> •••> Г ^' ^1 ' '••' ^ - 1 ' & &+1» '••» ^и)) ' 

Так как у е С(^), то из (8) следует, что д е 2А. 
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Докажем вторую часть теоремы. Пусть I — Л-модуль. Так как алгебра Г 
является полной относительно равномерной нормы и содержит все константы, 
то существует компактное пространство Е и непрерывное отображение к 

пространства Е в Е9 для которого к(Е) всюду плотно в I7 и 1Н = I [3]. 

Теперь нам понадобится следующая лемма. 

Лемма 3. Пустъ Х(г19..., гт; х19..., хп) еА. Тогда для любых сходящихся 

последовательностей {г(а)} (г(а) е К9 I = 1, 2,..., ш), {И(х(/})} (х(^ е Е9 ; = 

= 1, 2,..., п) последовательность {НЦг^, ..., г(а); х(а)

9..., х(

п

а))} сходится. 

Так как Е компактное пространство, в силу (6) достаточно доказать, что 
для всякой функции / е ! последовательность {/Х(г(а)

9..., г(а)\ х(а)

9..., х(

п

а))} 

сходится. Докажем индукцией, что для каждого к = 0, 1, ..., п последователь­
ность с общим членом 

9а\Хк+1> • •••> Хп) ~ 7 ^ ( Г 1 ? * ••> Гт '•> Х1 ? • • •> Хк > Хк+1> • ••? Хп) 

равномерно сходится (относительно хк+19..., хп). При к = 0 это следует из 

леммы 1. Предположим, что утверждение верно для некоторого к = О, 1,..., 

..., я — 1 и докажем, что тогда оно верно и для к + 1. Пусть Нт да(хл + 1 9 . . . , хп) = 
а 

= д(хк+19..., х и ) и х к + 2 9 ...9хпеЕ. Рассмотрим функции Щ) = 0а(<*, х л + 2 , . . . , хп)9 

КО = в(%> хк+2> ••-, хп)- Т а к к а к / е . ! и Х" — Л-модуль, то 1а(^)е1. Но {/а(0} 
равномерно сходится к /(^) и, следовательно, / Е ! Тогда I = (рк (ср еС(Е)) 

и так как последовательность {к(х(

к+1)} сходится, последовательность {1(х(

к1х)} 

тоже сходится. Мы доказали, что последовательность {д(хк

а119 хк+29..., хп)} 

сходится. С другой стороны, из равномерной сходимости {да} следует, что 

\9а\хк+19 хк + 2> •••- Хп) ~~ 9\хк+1> Хк + 2> •> Хп)} ~* 0 • 

Следовательно, последовательность с общим членом 

9а\Хк+1> Хк + 2> • ••> Хп) = / / Ч Г 1 ? • ••> г

т ? Х1 > • • •? % + 1 ? хк + 2> • • -э * л ) 

сходится для любых х^+25 • ••> хпе Е. Из леммы 1 следует, что сходимость 
равномерная. Следовательно утверждение верно для к + 1 и лемма доказана. 

Из этой леммы следует, что для любых г 1 ? . . ., гт е К и < ,̂ ..., <*п е Е можно 
подобрать такой элемент Хн(г19..., г т; ^ 1 ? . . . , <*„) множества I7, что выполняется 
условие: если {г{я)} -> .г, (г ( /°е#, 1 = 1,2,..., т ) и {К*?0)}-> ^ (х(?еЕ9 

} = 1, 2, ..., и), то 

{Ы(г<а),..., г!а); х?>,..., *<">)} ~> \{ги ...9гт9 ^ ..., О . 

Так мы получили отображение Хп пространства Д ( т ) х Е(п) в Е. Из определе­
ния Хи следует равенство (1). Из (1) следует, что выполнено условие: если 
{г{">} - г, (г(а) еК9г = 1929...9 т)9 {#>} - ^ (#> е к(Е)9 ^ е Е9 } = 1,2,..., п), 
то 

{АА(г<«>, ..., г«?>; #>, • •., #>)} - Чги • •., гт; {„..., О • 
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Так как Н(Е) всюду плотно в I7, из этого следует, что отображение Хн непре­
рывно [1]. Следовательно, Хк — непрерывная алгебраическая операция в Р 
над К. Тогда множество В всех Хн (X е А) — НАС в Р над Я, для которой к 
является представлением А в В. Этим теорема доказана. 

Пусть Е и .К — ТП, А — НАС в Е над К, Рь — компактное пространство, 
В{ — НАС в Р1 над К и к1 — представление структуры А в В (г, = 1, 2). Можно 
доказать, что представление /.4 мажорирует представление к2 тогда и только 
тогда, когда ГЛ1 з 2Й2. Представления кх и й2 называются эквивалентными, 
если каждое из них мажорирует другое. Представления й, и к2 эквивалентны 
тогда и только тогда, когда ГЙ1 = 1Нг. 

Теорема 3. Пусть Ей К — ТП и А — НАС в Е над К. Тогда существует ком­
пактное пространство Р9 НАС В в Р над К и представление к структуры А в В, 
для которых выполнено условие: если кх — представление А в некоторую ком­
пактную НАС Ви то существует такое представление % структуры В в В1$ 

что к1 = %к. 
С точностью до эквивалентности это представление единствено. 

Доказательство. В силу теоремы 1 множество ХА всех Л-ПП функций 
в Е является Л-модулем. В силу теоремы 2 существует компактное простран­
ство Р, НАС В в Р и представление к структуры Аъ В, для которых 1к -= 1А. 

Пусть кх — компактное представление структуры А. В силу теоремы 2 
1Нх а 1А = 1Н. Следовательно, представление к мажорирует представление А,. 

Единственность следует из замечания перед теоремой 3. 
Если А — группа, эта теорема дает нам результат Вейля [2], а если А — 

пустая алгебраическая структура, то получаем теорему Стоуна-Чеха. 
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