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UvoD.

Laskavému ¢tendfi pripomindm predevsim, Ze tento
svazek Cesty k védéni tvofi logicky tésné spjaty celek se
svazkem 18., ktery vySel v bfeznu t. r. se stejnym ndzvem
jakoZto prvnf édst spisu a ktery obsahuje ve tfech kapitoldch
analytickou geometrii t. zv. itvara linedrnich (bod, primka
a rovina a utvary z nich sloZené).

Ve vnéjsf upravé této druhé édsti se zminénd souvislost
projevuje hlavné tim, Ze knizka zaéind kapitolou IV.,
odstavcem 18., navazujic tak na oéislovani kapitol, odstaveu,
rovnic a obrazed ¢édsti prvni. O obsahu celého spisu a o po-
uzitém zpusobu vykladu, o studiu a o jinych ucebnicich
analytické geometrie bylo pojedndno v tivodu k I. &dsti.
V poslednim, t. j. v 39. odstavei k tomu pripojuji nékolik
dopliika.

V celém spise bylo dbéno, aby — a¥ na nékolik dstupki —
k studiu nebylo pouZivino specidlnéjiitho druhu soufadnic
ne? uvaZovand ldtka vyZaduje. Tim byla zachovina
soumérnost odvozenych vzorci, jejichZ geometricky smysl
lze proto snadno postfehnouti.

Té% do této druhé Edsti spisu byly zafazeny cetné
priklady k cvideni (pottem 69), jakoZ i jisty polet typickych
piikladia s vypodty. Jejich rozfeSenim resp. studiem &tendf
si osvoji pracovni postup, vhodny k rychlé klasifikaci
a uréeni invariantu a polohy dané plochy druhého stupné,
stejné jako k uréenf jinych prvki. Je proto velmi duleZito
Po pochopeni textu vénovati vypracovéni priklada co nej-
véts{ pééi.

V Zamberku v kvétnu 1942.

Jifi Klapka.



IV.

0 PLOCHACH, ZEJMENA 0 PLOCHACH DRUHEHO
STUPNE V SOURADNICICH (TYRSTENOVYCH.

18. Pojem plochy. Nejjednodudsi plocha je rovina. Jak
vime, rovnice roviny je v linedrnich soufadnicich (étyrsténo-
vych, rovnobézkovych) linedrni. Pfi tom rovnici roviny —
nebo plochy vibec — rozumime podminku, kterou splnuji
soufadnice jen téch bodi, které ndleZeji ploge.

Je-li tato podminka algebraickd rovnice n-tého stupné,
pak téz plocha se nazyvd algebraické n-tého stupné.

V homogennich soufadnicich rovnice algebraické plochy
je vidy homogenn{; v nehomogennich soufadnicich tomu tak
obecné neni.

Piikladem je plocha druhého stupné, &ili struéneé
kvadrika, jejiZ rovnice v jakychkoliv homogennich sou-
fadnicich zni

(2, 2) = a;;2,% + ag2,2 + ass“’az;_!‘l‘ 2a,2,%, +

+ 2ay5%, 25 + 2059758y + 2a,47,2, + 205757, + ¢ (18,1)

+ 2a5,%3%y + @447 = 0.

V nehomogennich rovnobéikovych souradnicich rov-
nice kvadriky md tvar

1, 4,2) = a,2° + agyy?® + ag52? + 20,57y + 20,472 ‘|‘} (18,2)
+ 2a5592 + 2a,,T + 2054y + 2a3z +ayy = 0, ’
kde alespon jeden z koeficientu a;, které piedpokliddme
vesmés realné, nesmi byti roven nule.

Kromé ploch algebraickych existuji téZ plochy ne-
algebraické. V linedrnich soutadnicich je rozpoznime
snadno: jejich rovnice neni algebraickd. Piikladem na tako-
vou plochu je na pf. pfimd plocha Sroubova o rovnic

z
tg — — y = Q.
zga Yy



Plocha vSak nemusf byti déna pfimo rovnici; miZe byti
udina nékterd charakteristickd vlastnost jejich bodd (na
pt. vzdilenost jejich bodi od jiného bodu je rovna konstantni
délece a-— plocha je kulova o poloméru a), takZe plocha je
definovdna jako geometrické misto bodi. K tomuto druhu
uréeni plochy ndlezi téZ uddni zpasobu vytvofeni plochy,
na pf. translaci ¢ili posouvénim kfivky nebo jejim otdéenim
(plochy translaéni a rotaénf) a pod. Je-li takové defi-
nice plochy uplni; je moZno z ni usouditi, jakd je rovnice
plochy.

K dané plose piislusi nikoliv koneéné mnozstvi rovnic.
Nehledime-i ani k tomu, %e v ka%dé souiadnicové soustave
rovnice plochy obecné je jind, obdriime z jedné jeji rovnice
Hzx, y,z) = 0 v uréité soufadnicové soustavé kaZdou jinou
jeji rovnici v téZe soustave a pri nezménéné poloze ve tvaru

lf(l', y’z)=0»

kde 4 je od nuly razny faktor.
Poviimnéme si nyni rovnic nékterych druhia ploch.
f ) Chybi-li v nehomogenni rovnici plochy nékterd proménni,

na pf. z, obdriime — omezime-li se na rovinu (z y; —
rovinnou éiru. Ke ka?dému jejimu bodu, t. j. ke kaidé
dvojici (z; y¥) jeho soufadnic, muZeme prFipojiti vSechny
mo%né hodnoty z a viechny tak vzniklé trojice ¢isel (z; y; z)
jsou soufadnice bodud plochy, jeZ vyplhuji piimku rovno-
bé#nou s osou z. Plocha je tudiz vilec, jehoZ tvoffci

pfimky jsou rovnobéiny s osou z. Obdobny vyznam
ma, chybi-li v rovnici plochy % nebo y.

Podobné nevyskytuje-li se v homogenni rovnici plochy
jedna soufadnice, na pf. z;, plocha je kuzel (pi1 rovno-
bé¥kovych soufadnicich event. vilec) jehoZ vrchol se zto-
tozfiuje s vrcholem £; = O soufadnicového étyrsténu.

Téchto kuZeli event. vdlet ¢asto uZivame pfi zkouméni
pruméti Gar s vrcholu souf. &tyrsténu do protéjsi jeho
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stény. Je-li édra ddna na pi. v nehomogennich soufadnicich
jako prisetnd c¢dra dvou ploch o rovnicich f(x, y,z)=0
a f'(x, y, z) = 0, obdrzime z nich vyloutenfm jedné soufad-

nice, na pi. z, rovnici valce promitajiciho ¢aru ve sméru 2
& soudasné rovnici primeétu éiry v témz sméru do roviny
—_ —

(x y)-

Zvlastni pozornost vénujeme plochim rotaénim jiz
pro jejich prakticky vyznam, snadnou predstavitelnost
a nemaly pocet jejich modelu, které se vyskytuji v éasto
uzivanych predmétech denntho Zivota (povrch predméti
soustruhovanych, vizy, isolitory, pneumatiky atd.).

Rotaéni plochy vznikaji otdéenim rovinnych (oviem
i prostorovych ¢ar — muZeme se v3ak beze ztraty obecnosti
omeziti na rovinné ¢iry — proc?) car. Predpoklidejme, Ze
tato vytvofujici éara ¢ili polednik, nebo merididn

plochy lezi v roviné (; ;) pravoihlého kartézského troj-
hranu; osou rotaéni bud z Jsou-li y=0, F(z;z)= 0
rovnice merididnu, (z,; 0; z,} bod téZe ¢iry, takze
F(xo, 20) = 0, (1873)
vznikne jeho otd¢enim kruinice plochy (t. zv. rovno.
bézka) o rovnicich
z=1z, T4 yt= xz (18,4)
Vylouéenim #, a z, z rovnic (18,3) a (18,4) vychézi hledans
rovnice plochy rotaéni ve tvaru
Fll& 52 =0, (18,5)

z niz zpravidla jeSté odstranujeme odmocninu jejim isolo-
vinim a umocnénim (coZ ovSem vZdy nenf prakticky pro-
veditelné).
Na pi. otdéenim kruZnice
y=0 22+22—a®=0



okolo osy?vznikne — jak zndmo — kulové plocha, jejiZ
rovnice podle (18,5) zni

2+ y*+22—a® =0,
Otécenim stifedové kuZelosetky o rovnicich

x? 2%
y=0, T-l— —p——l—O, (18,6)

vznikaji rotaén( stfedové kvadriky (elipsoidy, kul. plp-
cha, hyperboloidy) o rovnici

z8 2 22
—j;lq--;—l:o. (18,7)
Podobné otéaenim paraboly
y=0 22—2pz=0 (18,8)
okolo osy Z vznikne rotadni paraboloid o rovnici
x4~ y? —2pz = 0. (18,9)

Rovina nikoliv s osou z rovnob&#na
z+ax+by+c=0 (18,10)
protind paraboloid v kuZelosetce (elipse nebo kruZnici), jejiZ
kolmy prumsét do roviny (;:17) obdrZime vyloud¢enim soufad-
nice z z rovnic (18,9) a (18,10), éimZ vychézi
2+ y* + 2p(ax + by +¢c) = 0.
Odtud plyne zndmé véta:

Rovina nikoliv rovnob&Zna s osou rotaéniho para-
boloidu protind jej (neni-li to te¢né rovina) v kuZelo-
selce, jejiZ kolmy primét na rovinu kolmou k jeho
ose je kruZnice.

Jako posledni piikled na plochu rota¢ni uvafme plochu vy-
tvorenou rotaci kruZnice ! v rovind (;;3 a o rovnicich
y=0,(x—m): 4+ 22 —a? = (18,11)
m>a>0,

otdéenim okolo osy-;:. Je to tak zv. anuloid, jehoi. rovnice
podle (18,5) zni

!+ y’+z’—a’+m’—2mvm= 0,
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a po odstrandni odmocniny
(2?2 + 9y + 22 —a? + m?)? —dm? (22 4 9?) = 0;  (18,12)
je to tudiZ algebraické rotadni plocha &tvrtého stupnd
(podrobnéji o anuloidu viz odst. 38).
ProtoZe v jeho rovmici se vyskytuji pouze sudé mocniny
soufadnic, je anuloid plocha kolmo soumérnd podle viech tif

stdn soufadnicového trojhranu. Proto téZ poddtek O je stfedem
soumdrnosti anuloidu.

Piklady k cvideni,

77. Jakou plochu vyjadfuje rovnice v pravouhlych. kartéz-
skych soufadnicich a) 23 4+ 22— 22 — 22 — 2 = 0, b) a2? |
+ b%y? — 2abzy = 0, c) x® — 2pz = 0, d) z,* — 3z,z, + 2z,*?

[a) Kruhovy vélec o ose II;. b) Rovinu prochézejici osou z.
c) Parabolicky valec rovnob&iny s ;17 d) Dvé& roviny rovno-

ey
b&%né s rovinou (y ?)].

78. Napiste rovnici kuZele o vrcholu v poéatku a o Fidici
kiivee o rovnicich

z=m, y:—2px=0! [my?— 2pxz =0.]

79. NapisSte rovnici kuZele o vrcholu v bod8 (1; 2; 3) a o Fi-
dici kfivee o rovnicich z = 0, z? + y? — 25 = 0! [82? + 9% —
— 2022 — 6zz — 12yz + 150z — 225 = 0.]

80. Jak se jevi na rovnici kvadriky, %e plocha prochézi
a) viemi vrcholy soufadnicového &tyrsténu, b) jednotkovym
bodem? [8) @), = Gy = Ggy = @4y = 0, b) @y + 43 + agy +
+ @ + 2045 + 2045 + 20y + 2045 + 204, + 2ay, = 0.]

81. Jak zni rovnice rota¢niho valce resp. kuZele vytvoreného

rotaci téchto pifmek okolo osy z: a) y=0, % + % =0,
z? 4 42
a?

b)y=0,-§-—%=0, ¢)y=0,z—a = 0?[a),b)

z2

—F= 0,¢c) z? + y? —a? = 0.]
82. Napiste rovnici plochy vzniklé otdfenim kfivky o rov-
nicich z = 0, xy — a? = 0 okolo osy = [z? (y® + 2z8) —at = 0.]
88. Zkoumejte kuZelosetku, ve které rovina £ + y + 2 = 0
protiné kvadriku z2? + y? + 2? 4 22y 4 22z —2yz — & — y—

—>—> S>> — =) R
—z 4+ m = 0! [Priméty do rovin (v y), (z 2z) & (y 2) maji
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rovnice: 4xy + 4y* + m = 0, 4xz + 422 + m = 0, dyz — m =
=0

——84.. Urdete prﬁseé.iky kuZele z,? + x,2 — x,2 = 0 s pfimkou
orovnicich a) , = 0,2, + 23 + 2, = 0! b))z, = 0,2, + 2, =
= 0! [a) body (0; 1; — 2; 1), (0; 1; 0; — 1), b) pfimky leZi na
kuZeli.]

19. Kvadriky singularni a nesingulérnf. Rovnici kvad-

riky (18,1) pifeme Gasto struénéji ve tvaru

f, 2) =D apziwy =0, (i, k=1,2,3,4), (19,1)
ik

kde a;. = ay; jsou ¢isla redlnd (z ¢ehoZ, jak pozdéji pozndme,
neplyne, ze kvadrika mé reilné body). Zavedme oznadeni

f1(@) = a @y + a15%y + 1%y + 0147,

[2(2) = a9, @) + AgeTy + BppTy + Ay Ty, (19,2)
f3(®) == g1%) + Aoy + AgaTy + 342y, ’
[o(®) = 041 T) + Qgoy + ag37y + agy7.

Determinant z koeficienti téchto étyf linedrnich forem

a1 Bz B3 Ay
Gyy Qoo Toy @
A= l aik[ = 21 %22 Y23 Y4 (19,3)
(3 Qgp A3z 3y
Gy Qg Agy Ogy
nazyvame diskriminantem rovnice kvadriky (19,1).
Je to determinant soumérny, nebot jeho prvky, poloZené
soumérné podle hlavni diagonsly, jsou si navzdjem rovny.

Plati identita
[(x, x) =z, f,(®) + 3 fo(®) + 2y f3(®) + 24 fo(x).  (19,4)

" Ka%d4 rovina proting kvadriku v kuZeloseéce. K dikazu
sta¢i uréiti fez kvadriky kteroukoliv sténou soufadnicového
ctyrsténu, ktery mé ke kvadrice polohu zcela obecnou.
Tak na pf. ve sténé (0; 0; 0; 1) lezici{ kuZelosetka kvadriky
mé rovnice
zy =0, f¥(=, )= a,,,* + 537" +agyy® + 24,7, 7, +(19 5)

+ 2a,37, 73 + 2a957,73 = 0. AT
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Rovnice kvadriky f obsahuje 10 riznych koeficientd a;.
K uréeni jejich pomeéru staci 9 nezivislych podminek, na
pt. 9 bodi lezicich na kvadrice, nebo ploSnd kuZelosetka
(kterd sama je uréena 5 body jedné roviny) a 4 body.
Kvadrika se nazyva nesinguldrni, nebo gingulirni podle
toho, je-li diskriminant
4 +0, (19,6)
nebo '
A=0. (19,7)

Jen v prvém pripadé ctyrl mnohotcleny (19 2) jsou linedrné
nezavislé a Cétyfi rovnice fi(z) = 0 nemaji spolecné ‘Tedeni
(nehledé k trividlnimu fedeni 0; 0; 0; 0). tyri roviny, defi-
nované témito rovnicemi, nendleZeji témuZ trsu rovin a tvoii
v prostoru étyrstén.

V druhém pripadé — a jen tehdy — étyfi mnohodleny
(19 2) jsou linedrné zivislé a soustava ctyr rovnic /z(a:) =0
mi alespon jedno nikoliv trividln{ fefeni, t. j. étyTi roviny,
rovnicemi této soustavy definované, maji alespon jeden
bod — oznadme jej ¥ (y;; ¥5; ¥s; ¥s) — spoleény. Je tedy

fly) =10, (i=12,3,4),
a — podle identity (19,4) —

Iy, ) =y h(®) + 92 1(9) + ¥ 15(y) + yafaly) = 0,
t.j. bod y je bodem kvadriky. Nazyvime jej jejim bodem
singuldrnim. Je vidy redlny, nebot jeho soutadnice, defi-
nované jako redeni soustavy linedrnich rovnic o redlnych
koeficientech, mohou byti jen redlné.

Je tedy nesmgularm kvadrlka prost& smgularnich bodu

larni.
“Jeli tento singuldrni bod pouze jediny, kvadrika
je kuZel nebo védlec druhého stupné s vrcholem
v onom bodé.

Nutnd a postacujici podminka pro to je, aby ¢étyfi roviny
fi = 0. nélezely jedinému trsu, nikoli v3ak svazku rovin,
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t. j. aby alespon jeden minor tfetiho fddu diskriminantu A
byl rizny od nuly, t. j. aby 4 byl hodnosti 3.

Skutetné, za tohoto predpokladu rovnice kvadriky f se
redukuje na rovnici kuzele nebo vélece; pro jednoduchost
predpoklddejme, Ze soufadnice singuldrniho bodu y jsou
(0; 0; 0; 1). Ze soustavy rovnic fi(y) = 0 pak vychédzi

Uy = Gy = @y = Ay = 0, (19,8)
takZe rovnice kvadriky neobsahuje z, a je to tudiZ kuZel
druhého stupné s vrcholem (0; 0; 0; 1), jak bylo dokézati.

Kvadrikami s vice neZ jednim singuldrnim bodem se
nebudeme zabyvati. Lze totiZ dokdzati, Ze takové
kvadriky jsou sloZeny z rovin, takZe jejich studium
lze prevésti na studium dvojice rovin. Skuteéné, je-li jeden
ze singuldrnich bodi opét bod (0;0;0;1), druhy bod
(0; 0; 1; 0), plati kromé (19,8) jeSté rovnice

N By = Ggg = Ggg = 0
a rovnice kvadriky se redukuje na

f(x, ) = a,2)® + 20,7, %, + ay1,* = 0;
lze ji nahraditi dvéma linedrnimi rovnicemi
aaZy —oyZy =0 8 P2 —py2, =0,
coZ jsou rovnice dvou rovin, jak bylo dokédzati. Tyto roviny
— stejné jako koeficienty o, oy, By, B, — nemusi byti redlné.

Hodnost diskriminantu 4 je v tomto pripadé 2 nebo 1,
coZ je soucasné potet ruznych rovin, z nichi je kvadrika
sloZena.

20. Kvadrika a pfimka. Zavedme dalsi oznaceni
1y, 2) = ay, 4,21 + Gg5¥52; + Aga¥a2y + 244Yazs +
+019 (9123 +Y221) +013 (Y123 +Y221) 014 (4124 +9421) +] (20,1)
+ @23 (Y223 +Ys22) 020 (Y224 T Ya2s) T4 (Y52 +Ya2a)-

Ztejmé jest
19, 2) = fz, y)- (20,2)

11



Snadno se presvédéime, Ze plati daldi identity
Hy,2) =2y fde) =2z fly), (=1,2,3,4). (203)
1 1

Hledejme nyni spoleéné body kvadriky. f a piimky, uréené
body , =.
Bod této primky
=MLy + Az (20,4)
nilezi kvadrice { jen tehdy, kdyZ

K&y + Az, Ay + 452) = 0,
t. j. kdyz
}‘12 f(!/, !/) + 211}'2 /(.’/’ Z) + 122 l(zs Z) = 0. (20)5)

Posledni rovnice obecné ma dvé riznd fefeni, jeZ ozna¢me
Ay, resp. A, : A, Obecné tedy pfimka (yz) protind
kvadriku f ve dvou riznych bodech x a ', z nichZ jeden je
dén vyrazem (20,4) a druhy je 2’ = A"y + A',2.

Jsou-li udavatelé obou pomérd, vypoétenych z (20,5),
realné ruzné, totoiné nebo sdruzené komplexni, jsou takové
i pruseciky z, «'.

Je-li soutasné — a jen tehdy —

4, 9) = [y, 2) = f(z,2) = 0, (20,6)
pak kazdy bod na (yz) ndlezi kvadrice f a primka
(y2) je tvofici ¢ili plodnou pfimkou kvadriky.

Nejsou-li splnény viechny 3 rovnice (20,6), je-li viak

f2(y’ Z) - f(y! y) /(z’ Z) = O’ (2077)
body = a z' se ztotoznuji. Primka (yz) se nazyva
te¢nou kvadriky f, bod z jejim dotykovym bodem;
je-li to singuldrni bod kvadriky, je ptimka (yz) jeji tec¢nou
v S8ir8im smyslu.

Tvorici primky kvadriky pocitdme k jejim tecndm.

21. Telny kvadriky, které prochizeji danym hodem.

a) Zkoumejme nejdiive mnoZstvi teten kvadriky, které
prochdzeji jejim nesinguldrnim bodem y.
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V dusledku rovmice f(y, ¥) = 0, vyjadfujici, Ze y je bod
kvadriky f, redukuje se rovnice (20,7) na

fly,2) = 0. (21,1)

Jen tehdy, vyhovuji-li soufadnice bodu z ({z} ¥ {y})
rovnici (21,1), je primka (yz) teénou kvadriky f.

V této rovnici y; jsou konstanty, z; soufadnice béiné.
Podle (20,3), ve tvaru uspofdadaném podle z;, je to rovnice
linedrni

2 1Y) +22foy) +23fa(y) +2faly) =0;  (21,2)
rovina, kterou rovnice (21,2) vyjadiuje, nazyvd se teé¢nd
rovina kvadriky f v jejim bodé y. Oznatme ji #;
bod y je jeji dotykovy bod a jeji rovinové soutadnice jsou
dény jednoznaéné dmeérou

Ny i s e = [i(Y) 1 fol®) : fo(®) < fuly). (2L,3)

M4 tedy kvadrika ve svém nesinguldrnim bodé y
jedinou a uréitou rovinu teénou 7. Je to rovina
svazku tec¢en plochy o dotykovém bodé y.

Je-li y bod singuldrni, je fi(y) =0 (1 =1, 2, 3, 4) a rov-
nice (21,2) a tudfz i (21,1) je splnéna pro kterykoliv bod z
v.prostoru. Viechny pfimky prochdzejici bodem y, které
nejsou primkami plodnymi, jsou teény kvadriky v 3ir8fm
smyslu.

Méme-li na pt. urditi teénou rovinu kvadriky
Nz, z) = 2,2 + x,° + 22,75 + 20,0 — 42,7, — 622, — 2,2 = 0
v jejim bod& y (— 2; 1; 3; 1), utvotime nejdfive &tyréleny

I(x) = @ + 23— 22y, [fo(x) = 23 + 3 — 37,
fax) = 2 + Ty, falx) = — 22 — B2, — 4

/1(1/) = 11 /2(?/) = 1) ls(y) = I) /4(?/) = 0;
rovnice tené roviny podle (21,2) zni

n

— 2+ 23—z = 0.
b) Nyni zkoumejme mnoZstvi teéen kvadriky f, které
prochazejf bodem y, nendlezejicim kvadrice, takZe f(y, y)3+0.
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Piimka (yz) je tetnou kvadriky jen tehdy, spliuji-li soufad-
nice bodu 2z rovnici (20,7), kterd je v nich homogenni
a druhého stupné. Je tedy (20,7) s konstantnimi soufadni-
cemi y; rovnic{ kvadriky @ v béinych soufadnicich z;
(t=1,2,3,4).

Tvrdime, Ze @ je kuZel druhého stupné o vrcholu y, je-li f
nesinguldrni.

Je-li f kuzel, je @ sloZena ze dvou rovin, coZ poklddejme
za znimé.

Uvedené tvrzeni dokdZeme nejsnadnéji, budeme.li pred-
poklidati, ze vrchol (0; 0; 0; 1) soufadnicového Ctyrsténu
se ztotoZnuje s bodem y.

Pak rovnice (20,7) kvadriky @ se redukuje podle (20,3) na

f42(z) — Qg I(Z, z) = 0. (21,4)

Tato rovnice v3ak neobsahuje z,, je tedy @ kvadraticky
kuZel o vrcholu y, coz bylo dokazati.
Je-li z pravé dotykovy bod teény (yz) kvadriky f, je téz

Hz,2) =0,
nacez z (20,7) vychdzi
Hy,2)=0; (21,5)
to vSak je rovmice linedrni v béinych soufadnicich z;.
Oznaéime-li rovinu o této rovnici opét %, plati veéta:
Rovina 7 je bud teénd rovina plochy f v jejim
nesinguldrnim bodé y nebo — nendleZi-li bod y
kvadrice — rovina kuZelosetky, podél které se
kvadriky f dotykd kuZel @ jejich teéen o vrecholu y.
Poviimnéme si, e rovina % je vidy redlnd, tedy
i v téch pripadech, kdy jeji priseénd kuZelosetka s f —
s tedy i kuZel @ — jsou imagindrni. KuZel ¢ umoZnuje
zavedend pojmu ,bod vné“ a ,bod uvniti*“ kvadriky f.
Je-li @ redlny kuZel pravime, %e jeho vrchol leZi vné
kvadriky f, je-li @ imagindrni, leZi jeho vrchol uvniti
plochy f. Tyto definice neztrdceji smyslu je-li f kuZel nebo
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valec, nahradime-li v nich kuZel teten dvojici rovin, vy-
tvorenych tetnami plochy f, které prochézeji bodem y.

22. Polarni rovina a &tyrstén. Jak je patrno z (20,5),
oba pruseéiky =z, 2’ piimky (yz) s kvadrikou | oddéluji
harmonicky dvojici bodu y,z jen tehdy, kdyz

(y,2) =0, (22,1)
t. j. kdyZ bod z leii v roviné #, pifsluiné k bodu y.

Pak body y, z nazyvdme navzdjem poldrné sdru-
Zenymi vzhledem ke kvadrice f.

Odtud vyplyvd na teéném kuZeli nezdvisld definice ro-
viny 7, piisludné k bodu y.

Rovina 7 je mistem bodd poldrné sdrufenych
s bodem y vzhledem ke kvadrice f. Nazyvidme ji
polarni rovinou bodu y, ktery jest jejim p6lem vzhledem
k f.

Polérni rovina nesingulérniho bodu kvadriky (vzhledem
k téze kvadrice) je jeho rovina tecna.

Rovinové souradnice polérni roviny  bodu y jsou ddny
imeérou (21,3). Je-li y singuldrnim bodem kvadriky, jeho
rovina poldrni neni definovéna.

Je-li kvadrika f nesinguldrni, je timérou (21,3) definovéna
oboustranné jednoznaéna korespondence mezi body prostoru
a jejich rovinami poldrnimi; nazyvame ji polaritou nebo
korrelaci vzhledem ke kvadrice {, kterd je t. zv. zdkladni
kvadrikou polarity. ’

Z tvaru umdry (21,3) lze snadno usouditi, Ze pfimé fad& bodo-
vé odpovidd rovinovy svazek, tedy piimece pfimka, trsu rovin
bodové pole rovinné a obrécend. Utvary slo¥ens z bodi, ptimek
a rovin polaritou se transformuji v itvary duélni; podotkn&me,
%e dvojpom&r &tyi prvkia se pfi tom zachovava.

Transformuje-li se polaritou vzhledem k nesingul. kvadrice f
atvar U v U’ a U’ znovu v U”, je U” = U, t. j. vysledek dvou
po sobé& nésledujicich polérnich transformaci vzhledem k téie
zékladni kvadrice je transformace identické, ponechavajici
prostor beze. zmé&ny.

Rovina polirni 5 prochézi svym pélem y jen tehdy, je-li
7 te¥nd rovina a y jeji dotykovy bod na zékladni kvadrice f.
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Skutedéns, z
Syy =0

. f(?/, ?/) =0,
coz bylo dokézati.

Spojnici p dvou bodu nesingulérni zékladni kvadriky kores-
ponduje prusednice jejich teénych rovin jako t. zv. sdruZené
poléara g. Ob& piimky obecn& jsou mimob&Zny; majf-li spoleény
bod y, je to nutn& bod zédkladni kvadriky, nebot viechny body
jedné z obou polar jsou sdruZeny se vSemi body druhé a obra-
cend. Polarni rovina 7 bodu y je tedy tefnéd rovina zdkladni
kvadriky v jejim bod& y a obsahuje jak p tak ¢, jeZ tvoii
dvojicit. zv. sdruZzenych teéen plochy v jejim bodé& y.
Je zFejmé, Ze tato dvojice teden oddé&luje harmonicky
dvojici obou tvoficich pfimek (redlnych nebo sdruZend
imagindrnich), prochézejicich bodem y, ve kterych teéné ro-
vina 7 protind zdkladni kvadriku. Je-li p = g, néleif tato
pfimka zdkladni ploSe jako jeji piimka tvofici.

Je-li zdkladni kvadrika singulérni, nazyva se tak i polarita,
které pak neni korespondenci oboustrann& jednozna&nou.
Skuteénd, je-li zdkladni kvadrika na pi. kuZel, polarni roviny
viech bodu, leZicich na pfimce prochézejici vrcholem kuZele,
se ztotoZiluji v jediné roving, c. b. d.

plyne podle (21,3)

Ctyrstén se nazyva polarnim dtyrsténem nesinguldrni
kvadriky f, kdyZ ka%d4 jeho sténa je polirni rovinou jeho
protéjsitho vrcholu. Z toho plyne, Ze protéjsf hrany poldrniho
¢tyrsténu jsou sdruZené poldry vzhledem k f.

Abychom v prostoru sestrojili polérni étyrstén dané nesingu-
larnf kvadriky f, volme prvni jeho vrchol zcela libovolns v pro-
storu v bod& P,,neleZicim na f; jeho polérnf rovina 7, obsahuje
dalsf tti vrcholy P, Py, P,, z nichZ Py zvolme v nf libovolné,
oviem tak, aby nelefel na f. Jeho polérni rovina 7y je dalsi
stdna &tyrstdnu, prochdzi bodem P, a protind z; v hrand étyr-
sténu Py P,. Pouze jeden z obou t&chto bodi, na p¥. Py, mGZeme
na nf voliti libovolng, ovlem tak, aby nendleZel kvadrice I
Jeho polarni rovina =y je dalsi stdnou &tyrsténu a protind
hranu P,P, v bod& P,, nebot, jak znimo, obsahuje vrcholy
P,P,P,.

Tim jsou vBechny vrcholy &tyrstSnu urdeny.

Z konstrukce je zfejmé, Ze existuje nekonetné mnozstv{
polérnich &tyrsténi dané nesinguldrnf kvadriky.
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Podotknéme jesté, Ze kaidé dvé stény poldrniho étyrsténu
kvadriky f maji tu vlastnost, Ze ka%d4 z nich prochdz{ pélem
druhé. Takové dvé roviny budeme nazyvati poldrné
sdruzené vzhledem k f.

VEechny zde uvedené pojmy maji své obdoby v rovinné pola-
ritd vzhledem k nesingulérni kuZelosece. Prochézi-li totiZ
rovina g bodem P a je-li p prisednice polédrni roviny = bodu P
s rovinou g, pak P a p jsou pél a polara vzhledem k prise&né
kuZelosedce f* roviny g se zdkladni kvadrikou f. Je-li g =P, P,P4
sténa polarnfho &tyrsténu P,P,P,P, plochy f, je P,P,P; polarni
trojahelnik kuZelosetky f*.

Je-li soufadnicovy ¢étyistén poldrnim étyrsténem kvadri-
ky f, projevuje se to na jejf rovnici charakteristickym zpu-
sobem. Pélu (1; 0; 0; 0) patrné koresponduje poldrni rovina
(1;0; 0; 0) a t. p.; z uméry (21,3) v disledku toho vychdzi

ag=0,

kdykoliv ¢ & k. Proto rovnice kvadriky f se redukuje na

rovnici
Kz, 2) = a1, 2,% + Ggp2° 1 Ggy%5* + 0402 = 0. (22,2)

Z ni plyne
A = 01,85503904;, (22,3)

takfe Zddny z koeficientd rovnice (22,2) neni roven nule,
je-li f kvadrika nesingularni..

Proto, je-li soufadnicovy &tyrstén poldrni, obsa-
huje rovnice nesinguldrni kvadriky pouze ¢tverce
vBech étyF soufadnic.

Je-li jeden z koeficientd rovnice (22,2) roven nule, kvad-
rika je kuZel (nebo valec), jejiZ vrchol se ztotoZnuje s jednim
z vrchola étyrsténu. Zbyvajici tii jeho vrcholy tvoi{ poldrn{
trojuhelnfk kuZelosetky, v niZz jeho rovina plochu f protfnA.

Je zfejmé, %e kvadrika (22,2) je redlnd jen tehdy, kdyZ
koeficienty a;; (1 =1, 2, 3,4) nemaj{ vesmés stejnéd zna-
ménka.
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PFiklady k cvideni.

85. Déna rovnice kvadriky f; rozhodnéte, je-li kvadrika
singulérni, kuZel nebo vélec (v tom pkipad® urdete jeho sing.
bod!), nebo je-li slofena z rovin (v kterémi pi"ipadé urdete
jejich rovnice!)

a) 64x,2+4 751,24 96z, 25+ 36242+ 30x,2,—29723 = 0. [A =
= 4 276 800, kvadrika nesingularni.)

b) 92%44y? 224 120y—62z—4yz+ 302+ 20y—10z+ 25 = 0.
[V8echny &tyii mnohoéleny f,, f,, f3, /4 se navzdjem li§i pouhym
konstantnim faktorem. Proto hodnost diskriminantu A4 je 1
a kvadrika f je dvakrat poditand rovina 3z + 2y —z + 5 = 0.]

c) 9x? + 9y® — 2022 — 6xz — 12yz + 150z — 225 = 0. [A =0,
soustava rovnic ;, = f, = f3 = f; = 0 ma spoleéné jediné feSeni
(1; 2; 3); jsou to soutasns soufadnice vrcholu kvadriky f, kterd
je ku¥el o Fidiei kruZnici z =0, z2? + y* — 25 = 0.]

d) 32— 5y% — 2z — 2xy — 2xz + 6yz + 22x— 42y + 10z —
— 16 = 0. [4 je hodnosti 2, kvadrika je sloZena ze dvou rovin,
atox+y—z+8=0 3x—5y+z2—2=0]

e) my: —2pxz =0 [A =0, rovnice f,=f,=f3=/,=0
ma)i jediné spol. feSeni (0; 0; 0). Plocha f je kuZel o vrcholu
v potatku. Rovina z = m (m = 0) jej protind v parabole
y*—2pr = 0]

f) 322 4 3y? + 322 + 4V2a:y + 2yz + 6z + 2y (2V2— 1)—
—6z—9=0[4 =0, rovnice f;, = f3 = f3 = f, = 0 v homog.
soufadnicich maji jediné spol. FeSeni (— 4; 3V2 — V2 0); jsou
to soudasn& homog. soufadnice nevlastniho sing. bodu kvadriky,
ktera je valec o Fidici kuZeloseéce (kruZnici) y = 0, x? + 22 4
+ 22— 2z —3 =0.]

86. Presvédéte se, Ze diskriminant 4 kvadriky (a,z; + agz, 4
+ ayzy + ayxy) . (b + byxy + byzg + byz,) = 0 je hodnosti
nejvyse 2!

87. Plocha (18,2) prochazi podatkem jen kdyZ a,, = 0. Na-
piste rovnici jeji teéné roviny v poéatku! [a;,& + agy + aGy4z =

88. Napiste rovnici te¢ného kuZele kvadriky (22,2) o vrcholu
v bodd jednotkovém! [a,,84, (2, — 25)? + @849 (2, — 23)° +
+ @by (21 — 29)® + G055 (23 — 25)° + %44 (22 — 24)* +
+ 054844 (23— 24)* =

9. DokaZte, Ze da.ny polérni &tyrstén kvadriky zastupuje
6 danych podmmek' [Z rovnice (22,2) nebo z jeho konstrukce!]

90, V co se transformuje Pascalav Sestitihelnik nesingulérni
kuZelosetky f* polaritou o zékladni kuZeloselce f*? [V jeji
Brianchoniv Sestithelnik.)
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23. Kvadrika v soufadnicfch rovinovych a pfimkovyeh.

Predpokliddejme, ze kvadrika f je nesinguldrni a Ze sou-
fadnicovy ¢&tyrstén je polarni, takZfe rovnice kvadriky je
(22,2).

Odvodme jeji rovnici v soufadnicich rovinovych, t. j.
odvodme nutnou a postadujici podminku pro to, aby rovina
E(&; &5; &, &,) byla teénou rovinou plochy f.

Za utinénych predpokladi umeéra (21,3) se redukuje na

T 72 M3 i Na = Al Qaslfs * Aaals * ByaYy
¢ili

/S R NP L W (23,1)
“11 Gyp Q33 Qygy
Rovina 7 je teénou rovinou plochy jen tehdy, kdyz

Syy =0,
t. j. podle (23,1) kdyz

Vi Yz Ys:

2 2 2 2
/)N N2 Uk N4
Doyl TR
a1 Qe O3y Oy
Nazveme-li teénou rovinu opét £, obdrZime hledanou
rovnici kvadriky f v soufadnicich rovinovych ve
tvaru

F(&, &) == Qpqy446\® + 011053000657 + 0110590445 4 (23,2)
+ 01,8958338% = 0. ’
Podotknéme, Ze pfi obecné poloze soufadnicového é&tyr-

sténu rovnice kvadriky v soufadnicich rovinovych je opét
druhého stupné tvaru

.maangmwp=m G,k=1,23,4), (233)

kde koeficienty A; maji vlastnost A;; = A a alespon
jeden z nich je rizny od nuly.

Jsou-li 4;; minory diskriminantu A4, pfisluéné k prvkim
a, je (23,3) rovnici kvadriky (19,1). Oznaéime.li k diskri-
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minantu 4 obdobny diskriminant rovnice (23,3)
a = I Aik |y
souviseji oba diskriminanty rovnici
a= A3 (23,4)
Vychdzejice z rovnice (22,2) nesinguldrni kvadriky f, od-
vodme jeji rovnici v soufadnicich pfimkovych. Hledans
rovnice bude vyjadfovati nutnou a postadujici podminku

pro to, aby pifmka p (pys; Pig; Pra; Pass Paz; Pas) byla tecnou

plochy f.
Kterymkoliv bodem v prostoru prochdzejici teény kvad-

riky f vytvofuji, jak zndmo, kvadraticky kuZel, ktery ve
zvlastnich pfipadech muZe byti nahrazen dvojici rovin ruz-
nych anebo ztotoZhujicich se.

Mnozstvi piimek v prostoru o této vlastnosti se nazyva
ptimkovy komplex druhého stupné.

Piimka p naseho komplexu bud uréena body (17,7), t. j.
kladme p = (yz), ¥y = p,, 2z = p,. Podminka, aby p byla
teénou kvadriky f vychdzi pak z (20,7) ve tvaru ponékud
nesoumeérném

(@33P19P2s + C44P1aP2a)* —
— (@ggP19® +B33Pra® +BguP1a®) (@11P12% +CagPog® +A4yPa?) = O,
ktery viak vlivem rovnice (17,4) se upravuje na tvar

(P, P) = 01 030P15% + AooBayPas® + Cpa@9sPys® + A1y0gePrs” +
+ 11044P1® + C35244P3s* = 0. (23,5)
Z (22,2), (23,2) a (23,5) je patrno, %e¢ jak v bodovych,
tak v rovinovych i v pfimkovych homogennich
soufadnicich rovnice kvadriky obsahuje pouze
étverce soufadnic, kdyZ (a jen tehdy) souradni.
covy étyrstén je polarni.
Mezi primkami komplexu (23,5) jsou obsaZeny téZ tvofici
piimky kvadriky f, které vyhovujf kromé (23,5) jesté dalsim
podminkédm, které uréime takto:
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Polarni roviny bodi p, a p, jsou roviny o souradnicich
(05 @g5P15; B33Pras QgaPra) T€SP. . (— @yyPyg; O AgaPag; BgyPyy);
jejich priseénd piimka ¢ je s p vzhledem k f sdruZend poléra

q (@33%44P3a5 C4a%22P12; ToollsaPass B11%aaP125 C11%93P1s; F1aaPra)s
kde v zivorce je uvedena uspofddand Sestice bodovych
(nikoli osovych!) soufadnic piimky g¢.

Jen tehdy, ztotoZnuji-li se piimky p, ¢, t. j. kdyz

{r} = {g} (23,6)
je p tvorici ptimkou kvadriky /. Z (23,6) plyne 5 rovnic mezi
soufadnicemi p;;; nejsou to v8ak rovnice navzdjem nezivislé
a jest jim v8em vyhovéno tehdy, kdy% rovnice

Gy B25P1s” — Bgg@aaDs® = 0, BppyyDgo® — G11053P18° = 0,
Q11044 P14% — BppggPay® = 0

jsou splnény tim zpisobem, Ze jest

V“u“zsz + V“asaupu =0,
Vaztupe F Vantwps = 0, (23.7)
V“naupu + V“zzasapza =0,
kde soucasné plati bud viechna horni, nebo vSechna dolni
znaménka,.

Obé soustavy rovnic (23,7) uréuji dvé obecné ruzné sou-
stavy pfimek plochy f, jeZ nazyvéme jejimi reguly.

Je tedy regulus mnoZstvi pfimek spoleéné tfem linedrnim
komplexum (23,7); dva reguly ndleZejici téZe kvadrice
nazyvejme komplementarni.

Je oviem zndmo, Ze na ploSe druhého stupné se nemusi
vyskytovati Zidné redlné piimky, jak tomu je na pf.
u koule, u rotaénich elipsoidi nebo u paraboloidu.

Aby soustavy rovnic (23,7) mély (po eventuelnim,kriceni
éislem -+ ]/ — 1) koeficienty reilné, k tomu je nutno
a stacf, aby diskriminant

A = 05504304,
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byl kladny. Je-li 4 < 0, pak v (23,7) se vyskytuji krdcenim
neodstranitelné imaginarni koeficienty.

V prvém pripadé nesinguldrni redlnd kvadrika f
mé dva ruzné reguly redlnych pfimek, v druhém
pfipadé na f neexistuje Zddna redlnd primka.

Podotknéme, Ze tento vyznam znaménka diskriminantu 4
je nezavisly na poloze soufadnicové soustavy k plose (viz
na pt. Bydzovsky, Uvod do anal. geometrie, str. 381); lze
podle ného snadno rozhodnouti, je-li nesinguldrni reilni
kvadrika, dand svou rovnici, pfimkové, nebo nepifimkova.

Z (23,7) snadno vyplyvd véta:

Dvé piimky, z nich% kaZdd ndleZi jinému z obou
(navzdjem komplementarnich) reguld kvadriky, jsou in-
cidentni, t. j. protinaji se.

Skutecéné, vyhovuje-li prva z obou ptimek, jeZ oznac¢me
P, ¢, svymi soufadnicemi soustavé rovnic (23,7) s hornimi
znaménky, druhd téZe soustavé s dolnimi znaménky, je

1 Pyhe + P1o3a = 0, Paadhs + P1adae = 0, PraGas 1+ Pastia = 0;
seCtenim téchto rovnic vychdzi Spg = 0, coZ bylo dokézati.

24. Jiné zjednoduSeni rovnice kvadriky. Predpokla-
dejme nyni, Ze dva vrcholy ¥V (0;0;0;1) a S,(0;0;1;0)
soufadnicového &ty sténu lezi na kvadrice f, kterd je ne-
singuldrni a redlnd. Jeho stény zvolme takto: sténa z, = 0
resp. £, = 0 bud teéna rovina kvadriky f v bodé V resp.
v bodé S, stény x, =0 a xz, = 0, prochdzejici hranou
(VS,), necht tvoii dvojici rovin polirné sdruZenych vzhle-
dem k ploe f.

Z této volby plyne, Ze hrana (VS,) je sdruZenou polarou
s proté¢jdi hranou soufadnicového étyrsténu a Ze pol roviny
z, = 0 resp. x, = 0 je jeho protéjsi vrchol (1; 0; 0; 0) resp.
(0; 1;0;0). Hrany e, a e, orovnicich z, = 2, = Oresp. z, =
= z, = 0 jsou dvé sdruZené teény plochy f v jejim bodé S,
podobné hrany », = ;=0 & z, = 23 = 0 jsou sdruZené
teény v bodé V.
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Pri této volbé souradnicového &tyrsténu v rovnici (19,1)
kvadriky f jest
Q1 == Q13 = Qg = Gy = gy = gy = Gy = 0.
Tato rovnice se proto redukuje na
f(x, ) = ay; 2,2 + ax,® + 203,747, = 0,  (24,1)
¢ili, jsou-li soufadnice rovnobéZkové, takie z, = 0 je ne-
vlastni rovina, na tvar nehomogenni
flx, 4, 2) = a,, 2% 4 a,y® + 2a4,2 = 0. (24,2)
Digkriminant rovnice kvadriky pak je
A = —ay,8.,042 F+ 0. (24,3)
Tecné rovina z, = 0 protind plochu v singulérni kuZelo-
sedce
a5 %y? + a5, = 0,

kterd je sloZena ze dvou tvoricich piimek ¢, a ¢, protinaji-
cich se v S,, o rovnicich

23 =0, Ja,z, + V— 35Ty = 0, (24,4)

a 2,=0, |a,z, — |/ =aguz,=0. (24,5)

Podle (24,3) jsou tyto pi{mky rizné a — protoZe se lisi

jen ve znaménkdch koeficienti pfi x, — skuteéné oddéluji

harmonicky hrany e,, e, soufadnicového étyrsténu, jez, jak
vime, jsou sdruZené teény v S,.

Tvotici piimky £, t, jsou reilné ziejmé jen tehdy, kdyz
@1,800 < 0, t. j. podle (24,3) kdyz 4 > 0, jak jsme zjistili
jiz dfive.

Teénd rovina z, = 0 protind kvadriku téz v singuldrn{
kuZelosedce, slozené ze dvou piimek, prochdzejicich bodem V,
o rovnicich

=0, V"'_n"ﬁ +V:a—22x2= 0, }

_— _ (24,6)
Zg =0, Van T — V_‘ By Ty = 0.
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Tyto pfimky jsou razné, reilné nebo sdruZené imagindarni
za téchie podminek jako pifmky ¢,,f,. Odtud lze usouditi,
Ze plati véta:

Prochézeji-li jednim bodem P kvadriky dvé jeji piimky
redlné, (sdruZené imagindrni), je tomu tak ve viech bodech
plochy.

Piedpoklidejme, Ze plocha je piimkovd, takZe piimky
t,, t, jsou redlné. Jeden z obou reguli pak obdriime jako
misto primek, ve kterych — k ¢, nehledé — kvadriku f
protinaji roviny, prochézejici pfimkou ¢, a vytvafejici sva-
zek rovin o rovnici

A (l/a_11 x, + V— Aoy Zy) — 22,7, = 0. (24,7)
V roviné (24,7) lezicf a od ¢, rizné tvorici piimka lezi podle
(24,1) té% v rovind
Ay Vay 2, — Y —agay) + Aagz, = 0. (24,8)
Méni-li se pomér A, : A, bez omezen{, vytvofuje prisecna
piimka rovin (24,7) a (24,8) jeden z obou reguld plochy f,
k némuz ¢, nendleii.
Obdobné svazek rovin o ose #,

151 (Va_n z, — V_ Qe %y) — 204 = 0 (24,9)
spolu se svazkem

Ha (V“u 7 + V_ Q5 T) + g3 =0  (24,10)
vytvofuji druhy regulus plochy f.
Vétu odst. 23 o incidenci pfimek dvou komplementédrnich
reguli miZeme nyni doplniti vétou:
Dvé pfimky jednoho regulu jsou mimobézky.
Abychom ji dokézali, predpoklddejme, Ze obé primky
néleZeji na pf. prvému z obou regull; jedna necht korespon-
duje poméru 4, : 4,, drubd jinému poméru 1, : 1, takie
MAy— A £ 0. (24,11)
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Nyni staci ukizati, Ze 4 roviny, z nichz dvé maji rovnice
(24,7) a (24,8) a zbyvajici dvé tytéZ rovnice, v nichZ pouze 4,
bylo zaménéno za A, A, za 1',, nendlefeji témuz trsu. Jen
v opatném pripadé totiz obé uvaZované ptimky maji spo-
leény bod ve vrcholu trsu. Mame tedy, jak z algebry je
zndmo, dokdzati, Ze determinant z koeficienti rovnic viech
étyr rovin je rizny od nuly. Tak tomu v3ak podle (24,11)
skuteéné jest, nebot hodnota téhoZ determinantu jest

44 (A x, — 02,
éimZ je uvedens véta dokazana.

Z obou vét o incidenci
tvoticich pfimek nesingu-
larni kvadriky lze vyvo-
diti nékolik dulezitych du-
sledk.

Regulus je tremi svy-
minavzajem mimobéZznymi
piimkami p’, p”, p"” jedno-
znaéné uréen. Vechny je-
jich spole¢né piicky — jichz
je nekoneéné mnoZstvi —
vytvotujiregulus komple- Obr.15.Dvojpomsr&tvetice piimek
mentédrni k danému; na- ¢, ¢”, ¢, ¢"* regulu hyperboloidu.
opak, viechny pfimky da-
ného regulu protinaji vSechny pfimky regulu komplemen-
tarniho.

Ka?dym bodem P’ piimky p’ prochézi jedna z piimek ¢’
regulu komplementdrntho, uréujic s p’ teénou rovinu
7' = (p'¢’) plochy f v bodé P’. Méni-li P’ na p’ svou polohu,
vytvofuje ' svazek rovin o ose p'.

Piimky p”" a p” protind (obr. 15) rovina @’ v téchie
bodech jako tvoiici ptimka ¢'. Ctvetice rovin =', n”", ", n"”,
dotykajicich se plochy f v bodech P’ resp. P", P”, P"" na
pHimce p’, protind pfimky p” a p” v étveficich bodd ¢,
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Q,Q", Q" resp. R, R", R", R"", jejichz dvojpomeéry jsou
podle znimé véty (odst. 16) stejné. Aviak spojnice (@'R’),
(Q"R"), (Q"R"™), (@""R"") jsou tvofici pfimky ¢',q", 4", ¢""
komplementarniho regulu, takie plati véta:

Ctvetice primek jednoho regulu protini viechny
pfimky komplementdrniho regulu v bodovych,
¢tveficich stejného dvojpoméru 4. (Tento dvojpomér
jmenujeme dvojpomeér étvefice pfimek regulu.)

Piimky ¢, ¢", ¢", q"" prochézeji také ¢tvefici boda P’
P", P", P"" na p’, jejiz dvojpomér 6 je tudiz roven dvoj-
pomeéru étvefice rovin n', ", n”, 7"". Tedy:

Dvojpomér &tvetice rovin, dotykajicich se ne-
singuldrni kvadriky v bodech jedné tvoiici pfim-
ky, je Toven dvojpoméru ¢tvefice jejich bodu do-
tykovych.

Piipojme jesté struénou tivahu o zménd diskriminantu 4 pfi
transformaci soufadnic (12,1). Necht po provedeni této trans-
formace, t. j. po dosazeni za =z;(: = 1,2, 3, 4) do rovnice
kvadriky (19,1) vznikne nové rovnice téZe kvadriky

f(a’, z') = Za’ikx’iz’k =0, (24,12)
k

kde i,k =1,2,3,4, 'y = a’,ki’ a jejiZ diskriminant je 4’ =
= | ¢’;, |. ProtoZe koeficienty a’y, nové rovnice kvadriky zfejm&
jsou homogenni mnohoéleny prvého stupnd v a; a druhého
stupné v ¢;;, je i A’ homogenni mnohoélen, a to stupng étvrtého
v ag & osmého v c;.

Z okolnosti, Ze rovnice A = 0 mé vyznam nezavisly na sou-
fadnicové soustavé (kvadrika je singuldrni), vyplyva, Ze sou-
asnd s A = 0 je i A" = 0 a obricens. Proto musi byti

A = MA,
kde M je od nuly razny faktor za pfedpokladu, Ze takovy je
i determinant C = |¢y, | rovnic transformace (12,1).

ProtoZe viak 4’ i A jsou homogenni mnohotleny &tvrtého
stupn& v koeficientech ay, muZe M obsahovati pouze koefi-

cienty ¢, transformace (12,1), tak¥e je homogennim mnoho-
¢lenem stupnd osmého v ¢y ’
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Ptihlédneme-li jestd k tomu, Ze znaménko diskriminantu A4
téZ ma vyznam nezdvisly na poloze soufadnicové soustavy
vzhledem ke kvadrice a Ze M se anuluje souéasn® s determinan-
temn transformace C (pfi C = 0 je totiZ f’(x’, ") rovnice kvadri-
ky singuldrni), miZeme usouditi, Ze plati vztah

A" =¢C2. 4, (24,13)

ktery lze stvrditi dvojndsobnym pouZitim véty o nasobeni
determinant*). Vyslovime jej v&tou:
Pfi linearni transformaci soufadnic diskriminant

rovnice kvadriky se nésobi étvercem determinantu
transformace.

Priklady k cvidenk.

91. Napiste rovnice sttedovych ploch rotaénich (18,7) v sou-
fadnicich rovinovyech i ptimkovych! [n (£ 4+ n?) + p{?2—1=0,
PP12* + 7 (Daa® + P12%) — P (Pa2® + P1a%) — 1Pyt = 0.]

92. Napléte rovnici kvadriky (24,1) v soufadnicich rovino-

vych'[ E’ + 253i= 0.]
Ay Gy Qg4

93. Jak zni rovnice kvadriky, kterd se dotykd vSech &tyt
stén soufadnicového &tyrsténu, v souiadnicich rovinovych?
[V (23,3) je 4y = Apy = Ayy = Ay = 0]

94. Dana pfimka p kvadriky f svymi soufadnicemi vzhledem
k soufadnicovému &tyrstdnu, ktery je polérni pro kv'adri-
ku f. Naplste rovnici kvadrlky' [P3aPasP2s®:? + PaaPraP1a%e® +
+ pupupmx, + P13P13Pes® = 0; k odvozeni pouZijte soustavy
rovnice (23,7).]

95. Jak zni rovnice pfimkové nesing. kvadriky, jsou-li dvé
jeji ptimky jednoho regulu protdjSimi hranami soufadnicového
Styrstdnu a jiné dv& pfimky komplementarniho regulu téZ pro-
t&)8imi hranami téhoZ &tyrsténu? [ag 2z, + ap,57, = 0, kde
i, k, I, m je jakékoliv permutace prvku 1, 2, 3, 4.]

96. Piimky protinajici st&ény étyrsténu v bodovych é&tveri-
cich daného dvojpoméru d, tvofit. zv. tetraedralni komplex
druhého stupn&. Napiste jeho rovnici pfedpokladajice, Ze zmi-
nény &tyrstén je soufadnicovy. [Podle (17,8) hledand rovnice je
P1aPes — EP1yP2y = 0.]

*) Viz na pt. J. Vojtéch, Projektivni geometrie, str. 614
nebo Staude, Anal. Geometrie atd. str. 773.
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V.
KVADRIKY YV SOURADNICICH ROVNOBEZKOVYCH.

26. Stfedové kvadriky. Nesingulirni kvadrika, kterd
se nedotyka nevlastni roviny, nazyvd se kvadrika stte-
dova.

P6l S nevlastni roviny vzhledem k stfedové kvadrice
proto neni bodem nevlastnim a nelezi na kvadrice. Protoze
s nim sdruZené poly jsou vesmés nevlastni body, je kvadrika
podle ného stfedové soumérnd. Proto pél S nazyvime
stfedem kvadriky a pfimky (tétivy) resp. roviny jim
prochézejici jsou priméry resp. primérové (diametralni)
roviny plochy. Kuzeloseéky lezici v rovindch diametralnich
jsou diametralni (primérové) Fezy plochy.

Nutnd a postadujici podminka pro to, aby kvadrika f.
o rovnici (18,1) resp. (18,2) v soufadnicich rovnobézkovych
homogennich resp. nehomogennich byla stiedova je, aby
kromé A 3 0 bylo téz

Ay +0, (25,1)

kde, jak zndmo, 4, je k a,, prisludny minor v diskriminan-
tu A.

Skutec¢né, jen je-li podminka (25,1) splnéna, nevlastni
rovina neni teénou rovinou plochy f protinajic ji v ne-
singuldrni kuZeloseéce f* o rovnicich (19,5). V&echny body
této kuzelosetky jsou oviem nevlastni; proto ji budeme
nazyvati nevlastni kuZeloseckou plochy f. Minor A4, je
zfejmé diskriminant kuZelosecky f* ve smyslu odst. 2, takZe
(25,1) skuteéné vyjadiuje, Ze f* neni singuldrni kuZelosecka.

K téze podmince (25,1) bychom dospéli z rovnice (23,3)
plochy f v soufadnicich rovinovych; vyjadiuje pak, Ze
soufadnice (0; 0; 0; 1) nevlastn{ roviny rovnici (23,3) ne-
vyhovuji, t. j. Ze nevlastni rovina neni teénou rovinou
plochy f.
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Soufadnice stfedu S kvadriky f o rovnici (18,1), nebo
(18,2), vypocteme jako souradnice pélu roviny (0; 0;0; 1)
pedle (21,3) feSenim soustavy rovnic

Ly =0, fily)=0, f(y)=0, (25,2)
z niz vyplyvaji soufadnice stfedu S
Y1: Y Ys:iYa= Ay Ayt Ay i Ay (25,3)

Prochdzejice pélem nevlastni roviny jsou roviny priime-
rové poldrnimi rovinami nevlastnich bodua. Je-li (I; m; n; 0)
jeden z nich, je

Lh(z) +m fo(2) +nfy(2) =0 (25,4)

rovnice roviny primeérové, kterd je jeho polérni rovinou g.
Smér o parametrech (I; m; n) nazyvéme sdruZeny se smérem
roviny p; primér r tohoto sméru je sdruZen s primeérovou
rovinou g a obrécené.

Vieobecné lze definovati: sméry dvou primek, dvou
rovin nebo pfimky a roviny jsou sdruZené vzhle-
dem ke kvadrice f, jsou-li jejich nevlastni prvky
poliarné sdruzené vzhledem k nevlastni kuzelo-
setce f* kvadriky f.

Teéné roviny v bodech diametralniho fezu, leZictho v g,
jsou vesmeés rovnobéiny s r cobalujice vélcovou plochu dru-
hého stupné. Obricené teéné roviny v prisecfcich primeéru »
8 kvadrikou jsou rovnobéZny s p.

Dva sdruZené pruméry stiredové kvadriky jsou sdruZeny
vzhledem k diametrilnimu fezu, lezicimu v jejich roviné.
Existuji té% trojice priméri navzdjem sdruZenych. Oznadéi-
me-li priméry takové trojice s jejich smérovymi parametry
r(l;m;n), 7 U';m';n), ¥ (I"; m"; n"), jsou jejich nevlastni
body vreholy poldrniho trojihelnika nevlastnf kuZelosecky f*
plochy £, coZ vyjadfuje rovnice

f¥(r, ') = ayll! 4 agomm’ + aggnn’ -+ a,, (Im' 4 'm)+ (25,5)
+ a5 (In" +1Un) + ay (mn’ +0'm)=10 ’
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a obdobné dvé rovnice
[¥(r,?"y =0 a f*@',»")=0.
Dvojice stén trojhranu 7, 7, 7" jsou sdruZené roviny pra-

mérové, t. j. prva obsahuje pramér sdruZeny s druhou
a obracené.

Rovina nevlastni dopliiuje trojhran r, 7', 7" na polarni
étyrstén kvadriky f.

Takovych ¢tyrsténd existuje celé mnoZstvi. Lze totiZ
prvy prumér r vésti stiedem 8 zcela libovolné, a prumér r
libovolné stitedem S v primérové roviné p sdruZené s r,
kdezto " je prvymi dvéma jednoznaéné uréen.

Plati véta:

Rovnici stfedové kvadriky f v homogennich
soufadnicich rovnobézkovych lze nekoneénéd mno-
ha zpisoby redukovati na tvar (22,2), a to tim
zpusobem, %fe za soufadnicovy étyrstén zvolime
jeden z polirnich é&étyrsténia kvadriky f, jejichz
jedna sténa je rovina nevlastni.

V nehomogennich soutadnicich rovnobézkovych tato redu-
kovani rovnice podle (5,2) zni

HZ, 4, 2) = @12 - agy? - agy2® - a4y = 0; (25,6)

z jejiho tvaru je obricené mozno usouditi, Ze soufadnicovy
¢tyrstén je poldrni étyrstén stiedové kvadriky f, jehoZ jedna
sténa je rovina nevlastni.

KuZel teten stiedové kvadriky, prochdzejicich jejim stfe-
dem 8, je t. zv. asymptoticky kuzel kvadriky f. Jeho
tvofici pfimky se dotykaji plochy f v bodech jeji nevlastni
kuZelosetky f*, ve kterych teéné roviny kvadriky se zto-
toZnuji steénymi rovinami kuZele asymptotického.

Jeho rovnici obdriime z (20,7), kam polozme z = «z,
yi= Ay (1 =1, 2,3, 4) podle (25,3), takze tato rovnice zni

/2(:’/: z) — f(y’ )] /(.’L‘, z) = 0, (2577)



kde

1y, @) = 2, fy(y) + 2 [oy) + 33 f3(y) + 24 foly) = 24 fu(y)
podle (20,3) a (25,2).
Stejnym zpisobem vychézi ‘

Ky, v) == ys o),
kde jesté

fdy) = ayd g + aydoy + agydy, +ady = A.

Rovnice asymptotického kuzele (25,7) plochy f po kriceni
vyrazem — A & 0 nabyvd tvaru

Ay flx, 2) — Az2 =0,
¢ili v souradnicich nehomogennich (25,8)
Ay f(z,y,2) —A = 0.

Libovolnd rovina ¢ protind kvadriku a jeji asymptoticky
kuZel v dvojici kuZeloseéek dotykajicich se navzdjem ve
spoleénych bodech roviny g a nevlastnf kuZelose¢ky f* plo-
chy f. Rovina diametralni protind asymptoticky kuzel
v asymptotich diametrilntho fezu plochy f, ktery v ni
lez{.

Rovina g seCe plochu f v parabole jen tehdy, kdyZ jeji
nevlastni pfimka je teénou nevlastni kuZelosecky f*, t. j.
jen kdyZ je rovnobéind s nékterou tec¢nou rovinou asympto-
tického kuZele. Muze ovSem nastati i ten piipad (odst. 33),
¥e pruseénd kuZelosedka takové roviny s plochou neni para-
bola, nybri je sloZena ze dvou rovnobéinych piimek.

Z nehomogennibo tvaru (25,8) rovnice asymptotického
kuzele vyplyva velmi dileZitd vlastnost minoru 4,, diskri-
minantu A. Predpoklddejme, %e jsme rovnobézkové sou-
fadnice z, y, z transformovali v jiné rovnobéikové soufad-
nice &', y', z’ podle soustavy rovnic (12,4), kde podle (12,5)
jest & & 0. Rovnice (18,2) kvadriky f necht se tak transfor-
movala v rovnici
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(@, y,2') =a’, @ +a'yy? +a'gy2’® +2a"1,5'y" +
+20',32'2" +20"53y'7 420" 148" +20py" +2a"352" -+’ = 0.
Tvrdim, Ze jest
A= 02 Ay, (25,9)
K dikazu staéi uvaZiti, Ze soustava rovnic (12,4) je zvlastni
ptipad soustavy (12,1) s determinantem
dll dl2 dla d14
dy dgp dyy dyy —

Cc = ,
d81 d32 dss da4

jak plyne rozvedenim tohoto determinantu podle posledniho
Fadku.
Pri této transformaci je tedy podle (24,13)
A = 824. (25,10)
Rovnice asymptotického kuzele kvadriky v novych sou-
Fadnicich podle (25,8) zni
A'uf(@,y,2)—A"'=0, (25,11)

odkud podle (25,10) a po dosazeni f (2, ¥',2') = f(=, y, 2)
vychdzi rovnice
A’M /(I, Y, Z) — 824 = 0.

Jejim srovninim s nehomogennim tvarem (25,8) vychazi
(25,9), coz bylo dokdzati.

Plati tedy véta:

Pfi transformaci rovnobézikovych soufadnic v ji-
né rovnobéikové soufadnice ndsobi se minor 4,
diskriminantu 4 rovnice kvadriky f ¢tvercem de-
terminantu transformace.

26. Nestfedové kvadriky. Nesingularn{ kvadrika, ma-
jici v nevlastni roviné teénou rovinu, nazyvd se kvadri-
kou nestfedovou nebo paraboloidem.
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Pél 85 roviny nevlastni vzhledem k paraboloidu f je proto
bod nevlastni.

Je to soucasné jediny existujici singuldrni bod nevlastni
kuZelosecky f* plochy f. Je tedy f* slofena ze dvou ne-
vlastnich pfimek ¢,, ¢,, které jsou tvoficimi pfimkami para-
boloidu a protinaji se v S,. Jsou vidy rizné, a to bud
redlné, nebo sdruZené imagindrni. V prvém piipadé para-
boloid se nazyvd hyperbolicky, v druhém elipticky.

Nutnd a postacujici podminka pro to, aby rovnice (18,1)
nebo (18,2) byla rovnici paraboloidu v soufadnicich rovno-
bézkovych je — jak z iivah predchoziho odstavce vyplyvd —

Ay =0. (26,1)

S ohledem na to pro soufadnice dotykového bodu S84
nevlastni roviny vychdzi z (25,3)

Y1 Ys i Ya:Ys= Ayq: Ayt Ay 0 0. (26,2)

Jsou tedy A,,, Ay, A3, parametry smeéru charakteriso-
vaného nevlastnim bodem §j; piimky tohoto sméru budeme
nazyvati primeéry a roviny s nim rovnobézné prumérové
roviny paraboloidu f.

Jsou tedy vSechny pruméry paraboloidu navzéjem rovno-
béZné; kaidy z nich protind paraboloid — nehledé k ne-
vlastnimu bodu 83 — jen v jediném bodé, ktery je vidy
redlny a vlastni.

Rovnici kaZdého paraboloidu v soufadnicich rovnobéz-
kovych lIze ddti tvar (24,1) resp. (24,2). Skuteéné, protoze
z, = 0 je rovnice roviny nevlastni, kterd je tetnou rovinou
paraboloidu, staéi ve shodé s odst. 24 zvoliti v nevlastnim
bodé 8, vrchol (0; 0; 1; 0) soufadnicového étyrsténu, dalsf
vrchol ¥V (0;0;0;1) v jiném ( lastnim) bodé paraboloidu,
nelezicim ani na ¢, ani na f,, sténu xy = 0 v teéné roviné
bodu V a koneéné stény z, = 0 a z, = 0 ve dvou poldrné
sdruZenych rovindch, prochéazejicich hranou S,V.

Je.li takto zvolen soufadnicovy ctyrstén — coZ je zfejmé
moZno nekoneéné mnoha zpisoby — vyhovuje viem nut-
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nym a postatujicim podminkim pro to, aby rovnice para-
boloidu v rovnobéikovych souradnicich méla tvar (24,1)
resp. (24,2).

Nikoliv primérovd rovina g je sdruzena s pru-
mérem r, kdyZ nevlastni pfimka roviny g a priameér r tvoii
dvojici sdruZenych polar paraboloidu f.

Podle vét odstaved 23 a 24 paraboloid je hyperbolicky,
nebo elipticky, podle toho, je-li diskriminant jeho rovnice

A >0 nebo 4 < 0.

V prvém piipadé, t. j. na hyperbolickém paraboloidu,
existuji dva reguly pfimek, z nichz prvy obsahuje nevlastni
piimku ¢;, druhy ¢,. Odtud je, pfipomeneme-li si, Ze primky
raznych reguli jsou incidentni, patrna véta:

KazZzdy z obou reguli hyperbolického paraboloi-
du m4é Fidici rovinu primérovou, s niZ jsou jeho
piimky rovnobézné. Obé fidici roviny jsou vidy
razné.’

Na eliptickém paraboloidu neni Zédnych redlnych piimek.

27. RoztFid&ni kvadrik podle redlnosti a podle druhu
nevlastni kuZelosefky. Nyni muZeme provésti roztiidéni
neginguldrnich kvadrik podle téchto znaki:

1. Nevlastni kuZelosetka f* je nesinguldrni, nebo singu-
larni (¢ili kvadrika f je stfedova, nebo paraboloid).

2. Nevlastni kuZelose¢ka f* je reilni, nebo imagindrni.

3. Na kvadrice | existuji, nebo neexistuji redlné body
(¢ili f je realnd, nebo imaginarni kvadrika).

4. Na kvadrice | existuji nebo neexistuji redlné primky
(¢ili struéné kvadrika f je, nebo neni primkova).

Tyto ¢étyti znaky nejsou oviem navzijem zcela nezdvislé.
Tak na pf. kvadrika primkové je téZ redlns, nebo na pr.
kvadrika se singulérni redlnou kuZeloseékou (hyperbolicky
paraboloid) je ptimkov4 i redlnd a t. p. Neexistuje proto 16,
nybrz pouze 6 podle téchto znaka riznych druht nesingu-
larnich kvadrik, a to:
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1. Jednodilny hyperboloid je reilnd pfimkovd stie-
dovd kvadrika s redlnou nevlastni kuZeloseckou. Je zde
A >0, 4, =+ 0 a rovnici plochy v rovnobézkovych soutad-
nicich lze redukovati na tvar (25,6) se dvéma koeficienty
kladnymi a dvéma zipornymi.

2. Dvojdilny hyperboloid je reilnd stfedovd kvadri-
ka, nikoliv pfimkovd, s redlnou nevlastni kuZelosekou.

Pro tento drub kvadrik je 4 << 0, A,, &0 a rovnici
Plochy v rovnobézkovych soufadnicich lze dati tvar (25,6)
8 koeficientem a,, kladnym a ostatnimi zdpornymi.

3. Elipsoid je redlnd stfedovd kvadrika, nikoliv piim-
kova, s imagindrni nevlastni kuZelosetkou. Je tedy 4 < 0,
A, + 0 a rovnice plochy v souradnicich rovnobézkovych
je redukovatelna na tvar (25,6) s jedinym koeficientem a,,
zdpornym.

4. Imagindrn{ elipsoid je stfedové, nikoliv pfimkové,
kvadrika, jejiZ nevlastni kuZelosetka je imagindrni, co% je
oviem obsaZeno v tom, Ze celd kvadrika je imaginarni.

V tomto pripadé je 4 > 0, 4,, + 0 a v rovnobézkovych
soufadnicich rovnici plochy je moZno uvésti na tvar (25,6)
s koeficienty vesmés kladnymi.

Imaginarni elipsoid zakonéuje skupinu kvadrik stfedovych.
Presto, Ze to jo plocha imagindrni, nelze ji pominouti jiZ z toho
divodu, %e s ni spojené geometrické utvary nejsou vesm$s
imaginidrni. Redlné je na pf. polarita vzhledem k ni. Redlnost
koeficienti rovnice kvadriky nemé totiZ vidy za nésledek
redlnost plochy, ale zaruduje realnost polarity vzhledem k ni
(pFi tom redlnou polaritou rozumé&jme takovou, ve které redl-
nym bodum koresponduji redlné roviny a obrdcend). V disledku
toho je stfed imagindrniho elipsoidu redlny.

Do skupiny nestfedovych nesingulérnich kvadrik nélezi

pouze dva ndm jiZz zndmé druhy kvadrik, a to:

5. Hyperbolicky paraboloid, redlnd piimkové kva-
drika s redlnou singulirni kuZeloseékou nevlastni. Je zde
A >0, 4,, = 0 arovnici plochy v soufadnicich rovnobézko-
vych lze redukovati na rovnici (24,2) s a,,a,, << 0.
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6. Elipticky paraboloid, reidlnd nikoliv piimkova
kvadrika se singuldrni nevlastni kuZeloseckou, sloZenou ze
dvou sdruZené imaginarnich nevlastnich primek. Pro ni jest
A <0, 4,, = 0 a jeji rovnici lze redukovati na tvar (24,2)
8 @8, > 0.

Tim je t. zv. afinni roztridéni nesinguldrnich kvadrik
ukonéeno. Dopliime jej stejnym roztiidénim kuzeli a vilcid
druhého stupné.

7. Kvadraticky kuZel reidlny mé redlny vlastni
singularni bod, t. zv. vrchol, kterym prochizeji vsech-
ny jeho tvoffci pPimky, vesmés redlné. Spojuji vrchol
kuZele s nevlastnimi body jeho nevlastni kuzelose¢ky, kterd
je nesinguldrni a realnd. V jeho rovmici v soufadnicich
rovnobézkovych je 4 = 0, 4,, + 0 a Ize ji redukovati na
(25,6), kde a,, = 0 a zbyvajici tfi koeficienty nemaji vesmes
stejnd znaménka.

8. Kvadraticky kuzel imaginidrni mi jediny bod
redlny, ktery je vlastni a singuldrnf a nazyvé se opét vrchol
kuZele. Primky tvofic{ jsou oviem imagindrni stejné jako
nevlastni kuZelosecka plochy, kterd je nesinguldrni. Koefi-
cienty jeho rovnice v rovnobézkovych soufadnicich spliuji
vztahy A = 0, 4,, & 0. T4Z rovnice je redukovatelna na
tvar (25,8) s ay, = 0 a se zbyvajicimi koeficienty vesmés
kladnymi.

9. Kvadraticky vdlec hyperbolicky mé nevlastni
kuZelosecku singularn{ a redlnou, sloZenou ze dvou redlnych
nevlastnich piimek. Jejich spoleénym nevlastnim bodem
prochazeji viechny tvofici pfimky plochy, které jsou tedy
rovnobéiné a redlné. Jeho rovnici lze redukovati na (25,6)
8 Ggy =0, a,,a,, <0, takie je A = A,, =0, coz plati
i u vSech daldich druhi.

10. Kvadraticky védlec elipticky se od hyperbolic-
kého lid{ jen tim, Ze jeho singuldrni nevlastni kuZelosecka
je sloZena ze dvou sdruZené imagindrnich pfimek nevlast-
nich, majicich spoleény redlny bod nevlastni, jimZ pro-
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chézeji viechny tvorici pfimky vélce. Jeho rovnici lze redu-
kovati na (25,6), kde agy = 0, a,,a,, << 0, @ga,, < 0.

11. Kvadraticky vdlec imagindrni m4 stejné jako
predchozi druh nevlastni kuZelosecku sloZzenu ze dvou sdru-
Zené imagindrnich pifimek nevlastnich, jejichz spoleény ne-
vlastni bod S je jediny redlny bod plochy. Je to oviem bod
singulérni a prochézeji jim vSechny ostatni tvorici pfimky
kuZele, které jsou oviem téZ imaginarni. V realnych rovindch
prochézejicich bodem S lezi dvojice téchto tvoficich piimek,
které jsou sdruzené imaginidrni a maji spoleény redlny
bod S. Rovnici plochy lze opét redukovati na (25,6), kde
Ay =0, 01,044 > 0, ag,ay > 0.

12. Kvadraticky vidlec parabolicky je jedind plocha
mezi nesinguldrnimi kvadrikami, kuZeli a véleci, kterd ma
za nevlastni kuZelose¢ku dvakrite potitanou redlnou ne-
vlastn{ pfimku ». Jinak feceno, nevlastni rovina se parabo-
lického vilce podél u dotykd. Plocha je vidy redlnd, nebot
roviny obsahujici # ji protinaji po druhé v redlné vlastni
primce. Rovnici parabolického vélce v rovnobézkovych sou-
fadnicich lze déti tvar (24,2) s a,, = 0.

Nevlastni kuZelovelka stiedové kvadriky a jeji asympto-
ticky kuZel jsou vidy soudasné redlné, nebo imagindrni; stied
kvadriky je tudiZ podle odst. 21 vnitinim bodem realného
elipsoidu, ale vné&jsim bodem obou hyperboloidi. Tim je dédno
rozdéleni bodi prostoru t€mito plochami na vnitini a vné&jsi.

Priklady k cvienf.

97. Uréete druh kvadriky dané rovnici v soufadnicich rovno-
b8%kovych (event. urdete stfed, smér pramérd, vrchol, nebo
smér tvoficich pfimek):

a) ¥ + y? 4+ Srxy — 2xz — 16 — 9y + 2z + 9 = 0, b) 22—
— 3y — 2% + 4oy —8yz + 62z + 20 — 8y — 11z — 2 = 0,
¢) 322 + 8y% 4 622 — 6z + 8y — 122 —24 =0, d) z,?  z,°—
— 22,2, — 2xyx, — 22,2 = 0, e) 4522 + 116y% | 96yz + 1442 —
— 30x + 92y — 24z — 689 = 0, f) Tx,® + 100z, — 48x,x, —
— T2 + 6222, — 100x,2, — 34x4x, + 982,%2 = 0, g) 31522 +
+ 216zxy + 66y? + 24xz + 240yz + 46422 — 216x | 882y —
— 5782 — 441 = 0, h) zy + z = 0, i) 64a2* + T5y% + 96xz |
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+ 3622 -+ 30y — 297 = O, j) 3u? 4 8xy — 3y* — 4wz — 2yz 4
+ 22— 8x + 6y + 2z = 0, k) 162* — 962y 4 144y% 4 24z —
— 72yz + 922 — 133z — 108y — 480z + 20} = 0. [Nejdiive
uréete hodnotu diskriminantu A4, nace% Feste soustavu tii rovnic
fi = fa = f3 = 0, 8im% uréite soufadnice stfedu, nebo vrcholu
kvadriky, po pf.smér prumérii, nebo tvoticich pfimek kvadriky,
nebo nevlastni ptimku kvadriky, vélce parabolického (po za-
vedeni homog. soufadnic)].

Vysledky.
a) Jednodilny hyperboloid o stiedu (1; 2; — 2). b) Dvojdilny
hyperboloid o stfedu (}; — 1; 0). ¢) Elipsoid o stiedu (1; —4; 1);

sméry os -; y,z tvoli trojici smérd navzijem sdruZenych.
d) Elipticky vélec s osou v rovindch t—1=0a2z—1=0.
e} Elipsoid o stiedu (}; —4;1). f) Dvojdilny hyperboloid
o stfedu (— 1;}; 1). g) Elipticky paraboloid o smérovych
parametrech pruméru (4; — 12;3). h) Hyperbolicky para-

boloid dotykajici se v po&atku roviny (; ;17), s prumérem

-
v ose z. i) Elipt. valec s osou o parametr. rovnicich x = 3¢,
y = — 3, 2 = — 4t. j) Hyperbalicky vélec s osou o parametr.
rovnicich © = 2¢, y =1+ ¢, 2z = 5t. k) Parabolicky vilec
s nevlastni tvofici pfimkou v roviné 4x — 12y + 3z = 0.
Tvorici pfimky jsou rovnobé&iny téZ s rovinou f, = 0, t. j.
s rovinou 133x 4+ 108y + 480z = 0.] '

98. Jaky je vyznam rovnice (25,8) v pfipadech 4 = 0,
Ay +=0resp. 4 +0, 4,4 =0 resp. 4 =0, Ay, = 0? [Je- li
kvadrika kuZel, asymptoticky kuZel se s ni ztotoZfiuje. Je-li kva-
drika paraboloid, rovnice (25,8) déavé nevlastni rovinu dva-
krat poéitanou. Pro parab. vilec rovnice je splnéna identicky.)

99. Jakym podminkdm vyhovuji koeficienty rovnice plochy
v souf. rovnob&ikovych, leZi-li jeji stfed a) v ndkteré roviné
soufadnie, b) na nékteré soufadnicové ose, ¢) v podatku?
[a) Jeden, b) dva, c) vSechny tfi z minorit A,,, d,,, 43, jsou
nuly (podle (25,4)).]

100, Jsou-li (xy, Yo z,) soufadnice stiedu kvadriky f, lze
rovnici jejiho asymptotického kuZele psdti ve tvaru

ay (T—2) + Boa (Y—Yo)? + B35(2—2)% + 2a,4 (x—,) (y—yp) +
+ 28,5 (2—x,) (2—20) + 2a53(y—Yy) (2—2,) = 0. (27,1)

Dokazte! [Bud dokaZte, Ze (27,1) je kuZel o vrcholu (y; ¥e; z,)
a o nevlastni kuZeloseGce totoZné s nevlastni kuZelosedkou
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kvadriky f, nebo dokaZte totoZnost kuZele (27,1) s kuZelem
(25,8) dosaedivSe za soutadnice stiedu podle (25,3)!]

101. Podle rovnice (27,1) piikladu 100 napiste rovnice asym-
ptotickych kuZeld kvadrik o rovnicich v piikl. 97 a), b), c),
6), f) (@) (x— 1)+ (y—2)+6(z—1) (y—2)—2(z—1).

£ =0 b 2E— o3y Dt A )
1)—8(y+1)z+6(x—3)z=20.¢) 3(z—1) 4+
+ 8(.1/ +3)?+6(z—1=0. e) 45 (x—4)* + 116 (y + §)* +
+144:—1)?+96(y + HE—H=0 ) T(x+ 1)+
+ 100(y —1)2—"7(z— 12 —48(z + 1) (z— 1) = 0.]

102. Uréete bod pulici tétivu elipsoidu ulohy c) ptikladu 97,
kterd leZi na pfimce o smérovych parametrech (2; 3; 4) a jde
bodem (1; 1; 1) aniZ urdite praseéiky piimky plochou. [Hledany
bod leZi v primé&rové roving (25,4), sdruZené s danym smérem
tétivy, jejiZ rovnice je x + 4y + 4z — 3 = 0, & m4d soufadnice

(24 4)]

108. Uréete rovnice priméra sdruZenych se sméry soufadni-
covych rovin! [Z (25,4) plyne, Ze smér. parametry priméru
sdruZeného s rovinou g = 0 (¢ = 1, 2, 3) vyhovuji dvéma rovni-
cim

Loy, + may, + ngag, = 0,
liay, + may, + nag, =0,

kde 7, # jsou ona z é&isel 1, 2, 3, kterd jsou od ¢ riiznd. Odtud
plyne
Ay, 9o, A3, .]
®1p g gy
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VL

KVADRIKY V PRAVOUHLYCH KARTEZSKYCH
SOURADNICICH. CAST VSEOBECNA.

28. Plocha kulovaA. V dalSim budeme stdle predpokla-
dati, Ze soufadnicovy trojhran je pravoihly kartézsky. Defi-
nujme znovu plochu kulovou, kterou jsme se jiz v odst. 18
zabyvali:

Plocha kulovd je mnoZstvi bodu, jejichz vzdéle-
nosti od bodu S (t. zv. stfedu plochy) jsou stejné.

BudiZ a tato vzdélenost, jiz nazyvime polomér kulové
plochy.

Je-li tedy (; y; 2) bod kulové plochy, vyjadfuje rovnice
Kz, 9,2) = (€ — 2ol + (¥ — %)’ + (2 —2)* —a® = 0, (28,1)
Ze jeho vzdilenost od stiedu S, (%y; y,; 2,) plochy jest a;
je tedy (28,1) rovnice kulové plochy.

Je to rovnice druhého stupné, proto kulovd plocha je
kvadrika. Z jejich koeficientd utvofené determinanty A
a A,, maji hodnoty

A=—a, Ad,=1, (28,2)
z nichZ je patrno, Ze pti @ # 0 kulové plocha je nesinguldrni
stredova kvadrika nepfimkova o stfedu S. Je-li @ = 0,
(28,1) kulova plocha je singuldrni, a to imagindrni kuzel
(viz odst. 27, druh 8) o vrcholu ve stiedu S, t. zv. kuzel
isotropicky.

Je-li sttedem kulové plochy poéatek (S = 0), rovnice
kvadriky se redukuje na’

ﬂxr Y, %) = x? +.7/2 +22_a2: 0,
kterda ma tvar (25,6) s jedinym koeficientem a,, zdpornym,
je-li @ 0.
Nesingularni kulovd plocha je tedy ve smyslu afinniho
roztiidéni (odst. 27, druh 3) elipsoid. Jej{ nevlastni kuZelo-
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setka je proto imaginirni; po zavedeni homogennich sou-
fadnic jeji rovnice vychdzeji
2,=0, o+ 22+ 22=0. (28,4)

Tyto rovnice zfejmé neobsahuj{ ani polomér kulové plochy
ani souradnice jejiho stfedu, takZze ka?dd kulovd plocha,
isotropické kuZele nevyjimaje, ji prochdzi. Nazyvidme ji
proto absolutni kruznice kulova. .

Asymptoticky kuZel kulové plochy (28,1) podle (25,8)
nebo (27,1) je isotropicky kuZel o vrcholu ve stfedu S.
Libovolns rovina diametralnf{ protina kulovou plochu v kruz-
nici o stfedu S a asymptoticky kuZel v asymptotdch oné
kruZnice, t. j. ve dvojici sdruzenych pfimek isotropickych,
které prochdzeji stfedem §.

Provedeme-li v (28,1) naznad¢ené umocnéni, obdrZime rov-
nici
z,y,2) =22 + ¥ +22 — 2292 — 29y — 22z + 72 + (28,5)

+9? +2*—a*=0, ’

jiz piSme strucnéji
f@,y,2) =2 +y* +22 + Lx + My + Nz + P=0. (28,6)

Vzhledem k obecné rovnici kvadriky maji tedy koeficienty
rovnice kulové plochy v pravoihlé kartézské soustavé sou-
Fadnic tyto zvlastni vlastnosti:

1. Koeficienty u zy, 2z, yz jsou nuly.

2. Koeficienty u 22, 2, 22 jsou od nuly rizné a rovnaji se
navzdjem (aby se rovnaly pravé jedné, jak je tomu v (28,6),
Ize dociliti ndsobenim rovnice vhodnym faktorem).

Tyto podminky vyjadfuje soustava péti rovnic mezi
koeficienty a;; rovnice kvadriky

Gy = O3 = Qgg = 0, @y = @y = g3 + 0. (28,7)

Je tedy kulov4 plocha uréena étyfmi nezévislymi podmin-
kami, na pf. étyfmi vlastnimi body neleZicimi v jedné ro-
viné (¢tyrsténu lze opsati jedinou kulovou plochu).
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Je-li plocha kulova (isotr. kuZel) ddna rovnic{ tvaru (28,6),
vznikd otdzka, jaké soufadnice mé jeji stfed a jaky jest
jeji polomér. Snadnym porovnanim koeficient rovnic (28,5)
& (28,6) vychdzi pro hledané veliciny

Tg=—4L, yo=—4M, z=—}N,
0 = 22 + yg? + 2.2 — P. (28,8)
Na pf. z rovnice kulové plochy
Keyy,z) =2+ y* + 22+ 40 —2y—32—5=0
vychézeji soufadnice stfedu
Xo=—2, Yo=1 2= 3
a dvojmoc poloméru
a?=4+1+32+8=4%,t j a=1
Stfedovy tvar (28,1) rovnice této kulové plochy proto zni
Hz,yo2) =(x + 2+ (y— 1P + (z—3P — 4 = 0.

Pii a* << 0 kulovd plocha je imagindrni (viz odst. 27,
druh 4). Jeji stfed a polarita vzhledem k nf jsou v3ak rediné.

Polarité vzhledem ke kulové plose zvlastni vyznam dava
véta:

Dveé primky, dvé roviny nebo piimka a rovina
jsou navzijem kolmé jen tehdy, kdyZ jejich sméry
jsousdruzené vzhledem ke kterékoliv kulové plode.

Jinak fedeno, takové utvary jsou kolmé jen tehdy, kdyz
jejich nevlastni prvky jsou polarné sdruZené vzhledem
k absolutni kulové kruZnici.

Vétu dokédZeme nejdiive pro dvé pifmky o trojicich smé.
rovych parametra (I;; m,; n,) resp. (Iy; my; n,). Nutnd a po-
statujici podminka jejich kolmosti, jak vime, je (7,3). Aviak
také podminka, vyjadfujici, Ze nevlastni body obou primek
(Z;; my; m; 0) resp. (Iy; my; ng; 0) jsou polirné sdruzené vzhle-
dem k absolutni kulové kruZnici (28,4) je zfejmé téZ (7,3),
coz bylo dokizati.

Odtud plyne, Ze nevlastn{ pfimka roviny kolmé k danému
smeéru je poldra nevlastniho bodu v tomto sméru leZiciho
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vzhledem k absolutni kulové kruZnici a obricené, osnova
kolmic k dané roviné m4 spoleény nevlastni bod (nékdy téz
zv. orthocentrum roviny), ktery je pélem nevlastni piimky
dané roviny vzhledem k téze absolutni kruznici. Stejné je
nyni ziejma sprdvnost uvedené véty pro dvojici rovin.

" PFiklady k cvideni.

104. Jak zni rovnice kulové plochy, ktera prochazi body
a) (0; 0; 0), (0; 0; 2), (0; 3; 0), (— 1; 0; 0;). b) (0; 0; 0), (1; 0; 0),
(0;1; 0), (0;0; 1)? [a) 2 + 9* 4+ 22 + . — By — 2z = 0.
b)z*+y*4+22—r—y—2=0.

105. Urdete soufadnice stiedt a poloméry obou kulo-
vych ploch piikladu 104 a napiSte stfedové tvary jejich!
() S(—4: 5 1), a = 414 b) S 43 4), @ = 413

106. Urdete rovnice teénych rovin obou ploch piikladu 104,
které se jich dotykaji v podatku! [a) = — 3y — 2z = 0.
b) x4+ y+2=0]

107. Kdy kulova plocha o rovnici (28,6) je realna, kdy singu-
lérni, kdy imagindrn{ a nesingularni? [KdyZ L? 4+ M?  N? —
— 4P = 0]

108. Je-li P, (x;; y,; 2,) libovolny bod, f(x, ¥, z) = 0 rovnice
H(zy, 1, 21)
a1

kulové plochy f, -je t. zv. mocnost bodu P,

vzhledem k plose f.

UkaZte, %o jeji vyznam je tyZ jako vyznam mocnosti bodu ke
kruZnici!

109. Urdete geometrické misto bodi stejné mocnosti ke
dvéma kulovym plocham. V dem toto geometrické misto pro-
tind ob& plochy? [Rovina, zvanéd poten¢ni, kolmé na stfednou;
ob& plochy protinéd v jejich pruseéné kruZniei.]

110. DokaZte, Ze roviny potenéni t¥i kulovych ploch ndleZeji
Jjednomu svazku. Jaké je poloha jeho osy? [Kolmé na rovinu
tii stiedu.]

111. DokaZte, %e roviny potenéni &étyi kulovych ploch na-
le%eji jednomu trsu, jehoZ vrchol (t. zv. potenéni stfed) urdete!

112, Napiste rovnici geometrického mista sti‘edt’t kulovyech
ploch, které se dotykaji a) kulové plochy z* + y* + (z + €)? —
— 4a® = 0 a prochézeji bodem (0; 0; ¢); b) roviny z—}p = 0
a prochazep bodem (0; 0; 3p)! [a) Stredové rotadni kvadrika

2
m +a_.— 1 = 0. b) Rot. paraboloid (18,9).]

a? —e?
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29. Charakteristicka rovnice kvadriky. Hlavni sméry
a roviny. Bud (18,1) homogenni a (18,2) nehomogenni
rovnice kvadriky f v pravouhlych kartézskych soufadnicich.
Nevlastni kuZelosedka f* kvadriky f m4 rovnice (19,5) a je
totoZna s absolutni kulovou kruZnici (28,4) jen tehdy, kdy%
f je kulové plocha. Neni-li tomu tak, obé kuZeloseCky v ro-
viné nevlastn{ jsou rizné a uréuji t. zv. charakteristicky
svazek kuZelosetek (viz odst. 2) o rovnicich

X, = 0, }I(x, xz) = f*(.’l?, z) — 9(x12 + xzz + xaz) =0,
neboli

xy =0, h(z, 2) =(a;,—@) 2,*+(a—0) 2,° +(a5—0) % +
+ 2a,,%, %, + 20,357,235 + 20597575 = 0. (29,1)

Jsou-li ABCD body base charakteristického svazku —
oviem imaginarni, nebot na absolutni kruZnici nenf redlnych
bodi — pak singulirnim kuZeloseckdm, vzniklym spojo-
vénim dvojic téchto bodu, nélezejici hodnoty g jsou kofeny
rovnice (srovnej s 2,18)

G —0Q Oy ay
D(p) = @y Gyp— 0 Qg =0, (29,2)
a3 Q3 Qg3 — @

¢ili rovnice
— D)= —Ip* +Jg— Ay =0, (29,3)
kde
I=ay +ay + ag,
J = 0055 — a15° + gyt — Bpp® + 54053 — 0,57
a A, je znimy minor diskriminantu 4.
Rovnice (29,3) se nazyvd charakteristickou rovnieci
kvadriky f. Jeji duleZitost je patrna z véty:

Kofeny charakteristické rovnice nezdvisi na
poloze pravouhlé kartézské soustavy soutradnic
vzhledem ke kvadrice f.
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Jinak Tefeno, na kofeny charakteristické rovnice nemé
vlivu ortogonélni transformace (12,4) s koeficienty (12,8)
asd= 41

Abychom to dekédzali, uvaime, %e D(g) je mino' A,
diskriminantu rovnice kvadriky

(@1, — @) 2 + (a3 —0) ¥* + (a33— @) 2* + 2a,52y +
+ 24,922 + 2a55yz + 20,47 + 209,y 1+ 205,72 + a4 = 0.

Zméni-li se vlivem uvaZované transformace koecifienty
a; v @'y, zni charakteristickd rovnice v novych soufadnicich

(29,4)

’ ’ 7
, ‘1,11 — 0 a"12 a,ls
D'(p) = a"21 ‘1,22 —0 a’zs =0,
a9 a 39 @33 —0

&ili
—Dpy=p®—I'g* +Jp—A'yy=0.
Je viak D'(g) minor 4’,, diskriminantu 4’ rovnice vzni-

kajici z (29,4) uvaZovanou ortogondlni transformaci (viz
12, 13!), takZe podle (25,9) jest
D'(g) = D(p), (29,5)
a to pii kazdé hodnoté p. Proto musi byt
I'=1, J =J, A,=A4,
Posledni z téchto rovnic jsme poznali jiz difve za obecnéj-
8ich predpokladi, stejné jako rovmici 4’ = 4.

Vyrazy 1,J, 4,, 4, na jejichi hodnotu nemd vliv orto-
gondlni transformace soufadnic, nazyvaji se ortogondlni
invarianty kvadriky f. Jimi jest kvadrika jednozna¢né
uréena aZ na svou polohu vzhledem k soufadnicové soustave.
Kazdy dalsi ortogondlni invariant kvadriky f jest jejich
funkef; plat{ to i o kofenech g,, g,, o3 charakteristické rov-
nice (29,3). UkaZme nyni daldi vlastnost téchto koteni, jiZ
vyjadfuje véta:

Kofeny charakteristické rovnice jsou realné.
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Abychom ji dokdzali, uvaZme, Ze” D(p) == 0 je nutni
a postacujici podminka pro to, aby soustava linedrnich
rovnic

f*1(@) = 0@y, [*o(x) = 0%y, [*3(@) = 0%, (29,6)
kde f* (z) atd. jsou z kvadratické formy f*(x, z) (viz 19,5)
utvorené trojcleny
1*2(®) = ay,%) + a2, + gy,
[*o(%) = ag @) + GTy + AagTs,
*3(2) = a3, %) + agyTy + gy7s,
méla FeSeni (x,; x,; %,) Thzné od (0; 0; 0).

Provedeme dikaz nepifmy. Predpoklddejme, Ze v sou-
stavé (29,6) p je komplexni kofen rovnice D(g) = 0. Pak
oviem nutno predpoklddati, Ze i FeSeni (z,; x,; 3) této sou-
stavy je trojice ¢isel komplexnich. PoloZme proto

=Y Tz, Ty=Y, 12, x3=1y;tiz,
¢ili symbolicky
=y +1z
Necht dédle 2, = y, — iz, atd. je ‘trojice komplexnich ¢isel
sdruzenych s x,, ,, x5, t. j. symbolicky
= y—iz
Podle identity (20,3), pFizpisobené pro formu f*(x, z), je
F¥(@, 2) = 21 [*1(2) + 25 [*o(@) + 25 [*5().  (29,7)
Z této identity spojenim se soustavou rovnic (29,6) vy-
chézi rovnice

[*(@, ) = e(Ty2; + Tz + Tyy). (29,8)
Levs strana této rovnice je reilnd, nebot '
¥z, 2) = Xy +1iz, y —i2) = [*(y, ¥) + [*(z, 2).
Avsak i koeficient pfi ¢ v rovnici (29,8) je ¢islo redlné
a kladné, nebot ziejmé jest
Ty + T2y + Tary = Y T2 + Y + 20 + ¥ + 2k
takfe ¢ nemuze byti komplexni é&fslo, proti predpokladu.
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Dikaz véty je tim proveden. Soudasné je ziejmé, Ze i fe-
Seni (z,; z,; =3) soustavy (29,6) je trojice redlnych éisel.

Oznaé¢me h; singulirni kuZelosetku charakteristického
svazku (29,1), jejiz rovnice obdriime dosazenim kofene
g: (¢ =1, 2, 3) rovnice (29,2) do (29,1). ProtoZe viechna g;
jsou redlnd, jsou redlné i rovnice téchto singularnich kuZelo-
setek. Z toho plyne, Ze kaZd4 ze singuldrnich kuZeloseéek 7;
m4 alespon jeden redlny singuldrni bod S;, t. j. tato kuZelo-
sedka je sloZena ze dvou nevlastnich ptimek redlnych a riz-
nych nebo sdruzené imagindrnich nebo redlnych a ztotoZnu-
jicich se.

Tvrdime, Ze trojice smérovych parametra (I;; m;; n;) bodu
S; je totoZna s Fefenim soustavy rovnic (29,6), kde o = g;
je kofen rovnice charakteristické, t. j. plati rovnice

auli + oMy + AygNi = Qili,
Aoyl + agym; + agyn; = ogmy, (29,9)
agli + agym; + aggn; = giny.

Skuteéné, bod S; je dotykovy bod nevlastni roviny
(0; 0; 0; 1) 8 nestfedovou kvadrikou, v jejiZ rovnici (29,4)
je ¢ = p;- Podle (21,3) vyhovuji soufadnice bodu S; préve
soustave (29,9), coZ bylo dokdzati.

Sméry charakterisované singularnimi nevlastnimi body S;
qmgularmch kuZelosedek charakteristického svazku nazy-
vime hlavni sméry kvadriky f.

Plati véta:

Jsou-li g;, p, dva rdzné kofeny charakteristické
rovnice, pak body §,, S, jsou poldrné sdruzené jak
vzhledem k absolutni kulové kruZnici, tak vzhle-
dem ke kvadrice f.

Jinak tedeno, dva hlavni sméry, korespondujici dvéma
riznym kofenim charakteristické rovnice, jsou kolmé a vzhle-
dem ke kvadrice f sdruzené.

Ze oba hlavn{ sméry jsou kolmé, dokéZeme z obou sou-
stav rovnic (29,9), s s = 1 resp. + = 2. Ndsobme prvoun

47



rovnici prvé soustavy faktorem /,, druhou faktorem m,,
treti faktorem n,, nadeZ ndsobme prvou rovnici druhé sou-
stavy faktorem [, druhou m,, tfeti n,, nacei viech Sest
rovnic sectéme!
Vychézi
(01— 02) (hls + mymy + mymy) = O;

za ucinéného predpokladu g, ¥ g, -je roven nule pouze
druhy z obou é¢initeld, t. j. plati rovnice (7,3), vyjadiujici
kolmost obou hlavnich sméri, éimZ prvi Cast véty je do-
kézéna.

Druhou ¢dst dokdZeme z rovnice polérni roviny bodu
8, (I;; my; ny; 0), kterd podle (20,3) zni

(@nly +a1amy + aggng) 2 + (@yly + agemy + ay9ny) 25 +
+ (@gly + agemy + aggny) Ty + (@gyly + a49my +ageny) 2, =0,
t. j. podle (29,9)

01l @, 1Ty +1,28) +-(agyly +a45my +agn,)r, =0, (29,10)

jiz viak — podle jiZz dokdzané prvé ¢ésti véty — souradnice
smgulémiho nevlastniho bodu 8, (I; m,; ny; 0) vyhovuji,

7 vz

¢im% je i drubd ddst véty dokazana

Z ni plyne (srovnej s piikl. 11, kapit. I.):

Jsou-li v8echny tfi kofeny charakteristické rov-
nice ruzné, jsou singulirni body 8,8,8, vrcholy
spoleéného polarniho trojihelnika nevlastni kuze-
loseéky f* plochy f a absolutni kulové kruinice.

Polérni rovina (29,10) bodu S, se nazyva hlavni rovina
kvadriky f, sdruzend se smérem (I;; m,;n,), je-li to
rovina vlastni. Stoji na sdruZeny smér kolmo a kvadrika
je podle ni kolmo soumérni.

Dosud jsme piedpoklidali, Ze kofeny charakteristické rov-
nice jsou ruzné. Nyni naopak predpoklédejme, Ze g, = g,,
o3 + 0,, takie g; je dvojndsobny, g, jednoduchy kofen.
Pak charakteristickd rovnice mé tvar

— D(g) = (0 —01)* (0 — @) = 0. (29,11)
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ProtoZe kofeny této rovnice nezdvise ji na poloze soufad-
nicového trojhranu vzhledem ke kvadrice, miZeme pfed-

poklédati, Ze osa Z mé smér totoZny s hlavnim smérem
korespondujicim jednoduchému koieni g3, Pro ¢ =3 ze
soustavy (29,9) nutné tedy plyne ly=my;=20, ny =0,
tak?e musi byti
@13 = g3 = 0, a5 = gy

S ohledem na tyto hodnoty koeficientt je

0y —@Q Oy 0

Dig)=| ap @ap—e 0 |,
0

0 o—¢
t. j.

— D(g) = (0 — @3) [0 — (ay; + ans) @ + a5 — a15%)].
Je-li g, = g,, je vyTaz
0* — (@ + @3) @ + 81485 — a,° (29,12)
uplny étveree, proto diskriminant
(@11 + Gg)® — 4 (83185 — a15%) = (ay; — ape)® + 4a55°

je roven nule. To je v8ak moZno — protoZe koeficienty a;;
jsou redlns éisla — jen tak, Ze

Gy — 8y =10, a,,=0. (29,13)
Pak vyraz (29,12) skutec¢né je vplny étverec
(e —ay)?
takze
Q1= Q0 = Gy (29,14)

S ohledem na (29,13) a (29,14) soustava rovnic (29,9)
pro i = 1 se redukuje na soustavu g,l, = p,l,, oy, = oym,,
037y, = P17y, jejiz prvni dvé rovnice jsou identity a z tiet{
vychdzi n;, = 0. Lze tedy vysloviti vétu:

Ma-li charakteristickd rovnice jeden kofen dvoj-
nisobny a jeden jednoduchy, ndleZi dvojnédsobné-
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mu kofeni mnoZstv{ hlavnich sméru; jsou to véech-
ny sméry kolmé na hlavni smér naleZejici kofeni
jednoduchému.

Vlivem rovnic (29,13) a (29,14) rovnice kvadriky f se
redukuje na rovnici
[(@, 9, 2) = o)(2* + 97) + 052® + 28147 + 285y + 2052 +
+a,=0. (29,15)
Je-li 9,04 & 0, transformuje se tato rovnice translaci

=z M gy tm_y m
& & 03
vV rovnici
01(®"? + ¥'?) + gg2'? +a'yy = 0. (29,16)

Srovndnim s (18,7) snadno zjistime, %e pfi a’,; 5 0 je to
rovnice rotaéni stredové kvadriky, pfi a’y, = 0 rotac-

niho kuZele; v obou piipadech rotaéni osa plochy je 2

Je-li g, = g3 == 0, plocha (29,16) je nesinguldrni ku.
lové (pii a'y & 0), nebo isotropicky kuzel (pfi o'y = 0).
Pak oviem — a jen tenkrdte — charakteristickd rovnice m4,
trojndsobny od nuly rizny kofen.

Jelli g, £0, g3=0, ag & 0 transformuje se rovnice
(29,15) translaci

T ¢ Qg ' Oyq 0s® + g
r=a —-=, y=y —-2, =2 — —
& =19 & 2ay, 20,094

Vv rovnici

0:1(%'% + y'%) 4 2a52' = 0,
ze které srovnanim s (18,9) snadno pozndvame, ze kvadrika f
je rotaéni paraboloid o rotaéni ose g
Je-li g, £ 0, g3= 0, az, = 0, pak translaci

a a
r=1 —2 y=y -2 =

?
41 0
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rovnice (29,15) se transformuje v rovnici
o(x? +y?) +a'y =0,

coZ je rovnice rotaéniho valce o ose z (pfi a’y, = 0), nebo
dvojice sdrufenych imaginarnich rovin (t. zv. rovin
isotropickych), jejichZz imagindrni nevlastni primky jsou
teény absolutni kulové kruznice (pii a’,, = 0).

Koneéné pti o, = 0, g3 == 0 vychdzi po zavedeni homogen-
nich soufadnic do (29,15), Ze nevlastni kuZelosetka f* plochy
[ je dvakrat po¢itand nevlastni pfimka z, = z, = 0; plocha
je parabolicky vélec, je-li alesponi jeden z koeficientd
@44, g 0d nuly razny. Pii e,y = a,, = 0 plocha je sloZena
ze dvou rovnobéZnych rovin riznych nebo splyvajicich.

Pii g,'= p3 = 0 kvadrika je sloZena ze dvou rovin,
z nichz alesponn jedna je nevlastni.

Vyznam dvojndsobného kofene charakteristické rovnice
miZeme nyni, doplhujice posledni vétu, vyjddiiti v celku
takto:

Je-li g, = p, dvojndsobny kofen charakteristické
rovnice kvadriky f, nikoliv sloZené z rovin, je f plo-
cha rota¢ni, a to stfedova, nebo kuzel pfi g, + 0,
o3 £ 0 (pfi g, = g3 =0 plocha kulovd, nebo isotrop.
kuzel), rotaéni paraboloid, nebo rotaéni vdlec pfi
o, =0, o= 0, parabolicky védlec pri g, =0, g5 +0.

Smér rotaéni osy plochy je vidy totoZny s onim
hlavnim smérem, ktery koresponduje jednoduché-
mu kofeni charakteristické rovnice.

Ukondivée rozbor priipadu s dvojndsobnym kofenem,
uvaZme obecné vyznam nulového kofene charakteristické
rovnice. Nutnéd a postadéujic{ podminka toho, aby
jeden z kofenu charakteristické rovnice (29,3) byl
nula, zfejmé je 4,4, =0, t. j. kvadrika je nestfedova
(paraboloid, vilec).

30. Prva redukce rovnice kvadriky na tvar seminor-
malni. O reidlnosti eyklieckyeh rovin. Z rozboru od-
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stavce 29 vyplyvd — at f je jakdkoliv kvadrika —
%e vidy existuje alespon jedna trojice navzijem
kolmych hlavnich sméra plochy f.

Jen jedna takova trojice existuje u kvadriky, jejiz cha-
rakteristickd rovnice mé pouze jednoduché kofeny. V pii-
padé jednoho kofene dvojnisobného je pouze onen hlavni
smer, ktery koresponduje kofeni jednoduchému, jednoznaéné
uréen. Za dalsi dva hlavni sméry trojice je moZno voliti
kterékoliv dva sméry, kolmé k prvému a navzijem. Konec¢né
v piipadé od nuly rizného kotene trojniasobného kvadrika
je kulovd plocha (isotropicky kuZel); tu patrné kterékoliv
tfi navzijem kolmé sméry lze poklddati za trojici sméri
hlavnich.

Proto muZeme predpoklddati, aniz bychom tim nékterou
kvadriku vyluéovali, Ze rovnice kvadriky f byla ortogonéln{
substituci (12,4) 8 0 = + l a s d;, = dy, = d,, = 0 transfor-

movéana tak, Ze sméry novych soufadnicovych os ', ¥/, 2’
se ztotoznuji s hlavnimi sméry kvadriky (pootoceni sou-
fadnicové soustavy okolo poéatku).

V odst. 29 jsme zjistili, Ze jen tehdy smér osy z se ztotoZ-
nuje s hlavnim smérem korespondujicim kofeni gz, kdyZ
@y = Qgq = 0, dgy = p5. Odtud lze usouditi, Ze v nové sou-

— - —
Fadnicové soustavé z', ¥, z', jejiz osy maji sméry totoZné
s hlavnimi sméry kvadriky, korespondujicimi kofenim p,,

resp. 0, TesSP. oy, Tovnice charakteristické, redukuje se rov-
nice kvadriky na rovnici

(&, y,2') = 0,22 + 029" + 042"t + 20", 2" + 2a'py" +
+2a'g2 +a'yy =0, (30,1)
kde a'yy = a4y

Budeme ji nazyvati seminormalnim tvarem rovnice
kvadriky f. '
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Z ni vychézi hodnoty ortogondlnich invarianti

I=1=¢, +0;: + 05
J' =J" = 003 + 0103 + 0102 Aaa = A"ss = 0,020
o0 0 0 ay (30,2)
A=4'=|0 9, 0 a'y|=a 44919293_a 14 9293
0 0 gy a'y| —0a'3%0,05—0"3%0:00

! ’ ’ !
BT EYE YR T

K tomu pripomenme, Ze jsme jiz odivodnili, pro¢ se budeme
zabyvati pouze kvadrikami nikoliv sloZenymi z rovin, t. j.
takovymi, jejichi rovnice md diskriminant A hodnosti
alespon 3.

Danou rovnici kvadriky f lze transformovati (redukovati)
na seminormélni tvar (30,1) pouhym pootodenim soustavy
soufadnic okolo-jejiho- poddtku, nebot tim lze dociliti, aby
smeéry novych os byly totoZny s hlavnimi sméry kvadriky f.

Pak rovnice (29,1) jejiho charakteristického svazku kuZe-
loseéek v roviné nevlastni se zjednodusuji na

2'y=0, (01—0) 7'\* +(0:—0) ¥+ (es-—0) @'y*= 0, (30,3)
nebot’ rovnice nevlastni kuZeloseCky plochy (30,1) jsou

Hy=0, [H&,2) =2+’ +o¥st =0, (304)
kdezto rovnice absolutni kulové kruZnice v disledku rov-
nice (12,13) podriuji svij tvar

2,=0, a2+a2+232=0.

Oznacime-li p;, ¢; obé nevlastni pfimky, z nichZ je slozena
singuldrni kuZelosetka k; (¢ = 1, 2, 3) svazku (30,3), jest jejich
prusetik S; = (pigi), jak zndmo, vidy redlny nevlastni bod.

Rovnice téchto singuldrnich kuZeloseéek patrné jsou
¥y =0, hy(2', &) = (ea—01) #'5* +(e3—0) 2'* =0
resp.

z'y =0, hy(', "3') = (01— 02) Z'1* + (05—02) Z'3* =0 { (30,5)
resp

@'y =0, hy(z', 2') = (0,—03) ¥’,® + (02— 04) ¥'2* = 0.
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Kterdkoliv z Sesti nevlastnich pfimek p;, g; mé zrejmy
geometricky vyznam: je nevlastni pifmkou rovin, které
protinaji kvadriku f v kruZnicich, po piipadé v dvojicich
piimek isotropickych, oviem za predpokladu, Ze uvaZovand
nevlastni pfimka neni ani tvorfci pffmkou kvadriky f ani
teénou absolutni kulové kruZnice.

Takové roviny budeme nazyvati cyklické.

Bez ohledu na redlnost lze tedy Fici, Ze na kvadrice
existuje obecné 6 soustav kruznic, vytatych na ni Sesti
osnovami cyklickych rovin.

Podet téchto osnov se zmenéi jen tehdy, kdyZ obé piimky
Pi, ¢i, sklddajici singuldrni kuZeloseGku hk;, se ztotoznuji.
To viak podle (30,5) nastane jen tehdy, kdyZ dva z kofent
charakteristické rovnice jsou si rovny, na pf. kdyz g, = g,.
Pak se v8ak ztotoZnuje celd kuZelosecka b, s h,, t. j. piimky
D1 41 Po» 92 splyvaji v jediné piimece ¢ o rovmicich z'y =
= 2’y =0, t. j. v nevlastni piimce roviny (—:::’-g;’).

Plocha f je pak — jak jsme v odst. 29 zjistii — bud

rotaéni kvadrika o ose z', nebo parabolicky vélec.

V prvém z obou piipadi v seminormilnim tvaru (30,1)
rovnice plochy f je g, &0 a — po zavedeni homogennich
soufadnic — rovnice nevlastni kuZelosetky plochy f jsou

e=0, g(x®+ 2,2 + gg2's2 = 0. (30,6)
Z nich je patrno, Ze nevlastni kuZelosetka plochy f se do-
tyka absolutni kruznice ve dvou bodech piimky ¢.

Obricené, rotaéni kvadriky jsou ony, jejichz ne-
vlastni kuzelosetky se dotykaji absolutni krui-
nice kulové ve dvou sdruzené imagindrnich bodech.

Kazdy bod nevlastni pfimky ¢ charakterisuje jeden z hlav-
nich smért rotaéni kvadriky, néleZzejici dvojndsobnému ko-
feni charakteristické rovnice. Primka ¢ je vidy redlné a jeji
POl — soudasné tyZ vzhledem ke viem kuZelose¢kdm charak-
teristického svazku — uréuje hlavni smér (isolovany)
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naleZejici jednoduchému kofeni g;. Je to sou¢asné singu-
lérn{ bod S, kuZelosetky kg, kterd je slofena z obou sdrufensd
imagindrnfch teéen ps, g, absolutni kruZnice v jejich bodech
na ¢. Nevlastni piimky p,, g3 proto neurduji zédné osnovy
cyklickych rovin. Na rotaéni kvadrice existuje tudiZ jedind
soustava kruznic a to v redlnych rovinich kolmych na ro-
taénf osu.

V piipadé parabolického vilce (o, = 0, g4 = 0) nevlastni
rovina se dotykd vilce podél nevlastni a rediné jeho tvoifei
primky #, s niZ se p;, ¢,, Pa, g2 Opét ztotoZiuji. Aviak roviny
o nevlastni primce ¢ nejsou cyklickymi rovinami vélce,
nebot jej protinaji kromé v nevlastni pfimce ¢ v jiné jeho
piimce tvofici, vidy redlné. Singuldrni kuZelose¢ka hy je
i zde sloZena ze dvou sdruZené imagindrnich teden absol.
kruZnice v jejich bodech na ¢. Na parabolickém vilei ne-
existuji tudiZ kruznice a plocha nemé Zidnych cyklickych
rovin.

Pravym opakem tohoto piipadu je plocha kulova, resp.
kuZel isotropicky; pro tuto plochu kaZdé redlna rovina jest
cyklicka.

Pristupme nyni k otdzce redlnosti osnov cyklickych rovin
obecné kvadriky f.

Z (30,5) lze snadno vyéisti nutnou a postadujici podminku
pro to, aby nevlastni piimky p;, g;, sklddajici singuldrni
kuZelosetku k;, byly redlné. Jsou-li viechny tfi kofeny cha-
rakteristické rovnice navzdjem ruizné a tak uspofddiny, Ze

01 << 0y

jsou oba koeficienty u étverci soufadnic v rovnici (30,5)
kuZelose¢ky h, kladné, kdeZto v rovnici kuZelosecky hy
zdporné. Pouze v rovnici singulirni kuZelosecky 4, je prvy
koeficient zdporny, druhy kladny, proto pouze nevlastni
piimky p,, g, jsou redlné mezi Sesti piimkami p;, g;.

Nejsou-li ptimky p,, g, tvoricimi pfimkami kvadriky f,
kazdd rovina prochézejici jednou z nich je cyklickd rovina
plochy f. Lze tedy vysloviti vétu:

ot
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Kvadrika, kterd neni ani hyperbolickym para-
boloidem ani hyperbolickym valcem, jejiZ charak-
teristickd rovnice mé pouze jednoduché koteny,
mé dvé soustavy kruZnic, jejichZ roviny tvofi dvé.
osnovyrealnych cyklickych rovin plochy. VSechny
tyto cyklické roviny jsou rovnobéiny s hlavnim
smérem, ktery koresponduje kofeni stfedni veli-
kosti rovnice charakteristické.

Kolmou soumérnosti podle kterékoliv hlavni ro-
viny kvadriky vznikd z jeji kruZnice opét kruiz-
nice.

V pripadé hyperbolického vilce nebo hyperbolického pa-
raboloidu obé reilné nevlastni piimky p,, ¢, singuldrni
kuZelosetky h, jsou tvorici pfimky plochy. Rovina esnovy,
uréené na pf. nevlastni pfimkou p,, protind plochu — kromé
v p, v jiné reilné tvorici primce r. Dvojice piimek p,,r
tvoli singuldrni kuZelose¢ku, prochazejici kruhovymi body
a bylo by ji (jak néktef{ autofi éini) moZno poklidati za
singuldrni kruznici a jeji rovinu za cyklickou rovinu plochy.
Ponévadz my tak neuéinime, miZeme vysloviti vétu:

Kromé parabolického vdlce téZi hyperbolicky
valec a hyperbolicky paraboloid nemaji Z4dnych
redlnych rovin cyklickych a tudiz ani kruZniec.

Na v3ech ostatnich nesinguldrnich kvadrikach,
kuzelich a valcich existuji kruZnice (po pfipadé jen
imagindrni — na pf. na imagindrnim elipsoidu) v redlnych
cyklickych rovindch uspofddanych ve dvé osnovy,
které splyvaji jen tehdy, je-li kvadrika rotaéni.

Vyjimku tvofi kulova plocha a isotropicky ku-
zel, pro néi kaida readlna rovina je cyklickd.
V téchto vétich je obsaZeno:

Kazdy nerotacéni kuzel a kazdy nerotaéni vilec
elipticky lze poklddati za kruhovy dvéma riznymi
zpisoby; u rotaé¢nich kuzeld a vilcl je tento zpu-
sob jediny.
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UvazZme jeSté geometrické misto stfedi kruznic plochy f
jedné soustavy; jsou-li to kruZnice v cyklickych rovinich
osnovy, uréené jednou z obou realnych nevlastnich piimek
singuldrni kuzeloseéky h,, na pt. ptimkou p,, je toto geo-
metrické misto poldra sdruZend s p,, ¢ili primér
plochy f.

. Protind-li primér » kvadriku f v redlném a nesinguldrnim

bodé R, pak obé sdruZené isotropické piimky, prochézejict
bodem R a leZici v jeho teéné roviné, jsou tvorici piimky
plochy f. Bod R se pak nazyva kruhovym bodem kvad-
riky.

Takové body se zfejmé mohou vyskytovati pouze na ne-
singuldrnich redlnych kvadrikich nepfimkovych, t. j. na
elipsoidu, dvojdilném hyperboloidu a eliptickém para-
boloidu.

Na redlné kulové plose je kazdy jeji bod kruhovy. Ve
viech ostatnich ptipadech poéet kruhovych bodu je ko-
neény, obecné 4.

31. Druha redukce a normalni tvary rovnice kvad-
riky. Seminormalni tvar (30,1) rovnice kvadriky, ke kte-
rému jsme dospéli z rovnice (18,2) ortogonslni transformaci
(12,4), kterd vyjadfuje pootodeni pravouhlé kartézské sou-
fadnicové soustavy okolo pocitku, lze dile redukovati na
tvar s je§té méné ¢leny, a to translaci souradnicové soustavy,
ktersd je vSak pro kazdy druh kvadriky jinak definovina.

1. Je-li f kvadrika stfedovd a nesingularni (4 = 0,
A, + 0), transformujme seminormdlni tvar jeji rovnice
translaci, po které podtek nové soustavy soufadnic leii ve
sttedu S (xy, ¥y, 7o) kvadriky. V nové soustavé rovnice plo-
chy f zni

01 X% + 0,Y? + 032% +a"yy = 0, L)
nebot translace soufadnicové soustavy — jak snadno zjisti-
me — nemd vlivu na koeficienty kvadratickych ¢lent ne-

homogenni rovnice kvadriky a vymizeni élent linedrnich
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je charakteristické pro pocdtek souradnicové soustavy legici
ve stfedu plochy.

e nové rovnice plochy mé tvar (31,1) lze odtivodniti té%
okolnosti, Ze souradnicovy étyrstén SS,S,5; je pro plochu f
poldrni.

ProtoZe diskriminant rovnice (31,1) mé hodnotu

A = 010050 44 (31,2)
kde%to jeho minor

A= Ay = 010505 (31,3)
neni za naSich predpokladi Z4dny z koeficientid rovnice
(31,1) roven nule.

Koeficient a”,, 1ze vypoéisti z pivodni rovnice f(z, ¥,z) =0
kvadriky f vypottem jednoho ze t¥ vyrazi

” A
04y = A_“_ = %y, Yo» 20) = [1(Tos Yo» Z0)s (31,4)

kde (g, ¥y 2p) jsou opét souradnice stfedu kvadriky v pi-
vodn{ soufadnicové soustave a kde fi(x, y, 2) = a;x + apy+
+ aigz + aiy.

Prvy z vyraza (31,4) pro a’,, plyne z (31,2) a (31,3).
K druhému dospéjeme z nehomogenni rovnice (25,8) asym-
ptotického kuzele, vyjadiime-li, Ze stfed S (zy; yy; 2) nNa Ném
lezi. Skuteéné, dosazenim soufadnic stfedu S do rovnice
(25,8) vychézi

Ay [(%o, Yor 20) — A =0,

odkud plyne f(xy, Yo, 2o) = f:, ¢imZz je tvrzeni dokézéno.

Treti z vyraza (31,4) pro a”,, plyne z okolnosti, Ze sou-
fadnice =x,, ¥y, 2y, jak zndmo, vyhovuji soustavé rovmic
fl(x! Y, Z) = I‘z(z: Y, z) = fs(z’ Y, z) =0 (srovnej 8 25’2')
Kromeé toho plati identita (19,4), t. j. v nehomogennich sou-
fadnicich jest

/(Z, ?/, Z) = w’fl(xv ?/, z) + y/z(x: !/: z) +z/$(x’ ?/, Z) +
+f¢(2:, Y, z);



odkud po dosazeni soufadnic stiedu S vychdzi

o Yo, 20) = 4(%o, Yo» 20)s
coz jsme méli dokizati.

Jsou-li v8echny tii kofeny g,, gy, 03 Tizné navzijem i od
nuly, kvadrika se nazyvd trojosé; osami kvadriky pfi tom
rozumime prisednice jejich navzdjem kolmych hlavnich
rovin, pfisluinych k isolovanym hlavnim sméram. Osy troj-

osé kvadriky (31,1) se patrné ztotoznuji s osami },_17,_’2.

«) Ve shodé s roztiidénim kvadrik v odst. 27 plocha
(31,1) je trojosy hyperboloid jednodilny, kdy% jeji
nevlastni kuZelosecka

Xi=0, 0X;® 4 0.X,* +0.X* =0,
je redlnd a kdyz diskriminant (31,2) je kladny. Tak tomu
je jen tehdy, kdyz dva z kofenu p,, g,, o3 maji znaménka
opatnd nei a”,, a jeden shodné.

Jsou-li ony dva kofeny se znaménky opaénymi ne? zna-
meni ¢lenu a”y, stejné, jednodilny hyperboloid je ro-
taéni a jeho rotadni osa m4 smér totozny s hlavnim smérem
korespondujfcim jednoduchému kofeni.

B) Uvazujeme-li obdobnym zpiisobem nalezneme, Ze nutné
a postacujici podminky pro to, aby (31,1) byla rovnici
trojosého hyperboloidu dvojdilného jsou: dva z ko-
fenu charakteristické rovnice maji znaménka shodnd s a”,,,
treti znaménko opacné.

Jsou-li prvé dva koteny stejné, dvojdilny hyperboloid
je rotaéni a smér jeho osy rotace je hlavni smér korespon-
dujici tfetimu, jednoduchému kofeni.

y) Jsou-li znaménka vSech kofend charakteristické rov-
nice opatnd neZz znaménko prostého ¢lenu a”,,, kvadrika
(31,1) je trojosy elipsoid. Jsou-li dva z kofeni stejné,
elipsoid je rotadni. Je-li absolutni hodnota jednoduchého
kofene mensi n z korene dvojnisobného, rotaéni elipsoid se
nazyvd prodlouZeny, v opa¢ném piipadé zplodtély. Jsou.li
viechny tii kofeny stejné a rizné od nuly, plocha je kulovi.
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6) Jsou-li znaménka viech kofeni charakteristické rov-
nice shodni se znaménkem é&lenu a”,,, kvadrika je imagi-
narni elipsoid; i ten je trojosy nebo rotaéni nebo imagindrni
plocha kulovd podle toho, m4-li charakteristickd rovnice
viechny kofeny ruzné, nebo dva &i tti stejné.

2. Je-li kvadrika paraboloidem (4 + 0, 4,, = 0), je zna-
mo — a plyne z (30,2) — Ze jeden z kofent charakteristické
rovnice je nula. Bud g3 = 0 tento kofen. Seminormélni
rovnici (30,1) lze jesté viée zredukovati translaci, po které
pocitek nové soufadnicové soustavy se ztotoZnuje s vrcho-
lem V paraboloidu, t. j. s onim bodem plochy, jehoZ teénd
rovina stoji kolmo na hlavni smér korespondujici kofeni
03 =0.

ProtoZe pocdtek nové soustavy je bodem kvadriky, bude
v jeji nové rovnici a”;y, = 0. Rovnice teéné roviny v poéatku
(srovnej s pifkl. 87)

a" WX +a"Y +a"yZ =0,

se v dusledku polohy bodu V redukuje na Z = 0, takze jest
a"p=10a"p =10, a’y +0,

a rovnice paraboloidu v nové soustavé zni
01 X2 + 0.1 + 2a"3,Z = 0, (31,5)

kde je moZzno pFedpoklidati o, = g,. Je to tvar shodny
s (24,2), coz dokazuje, Ze souradnicovy étyrstén ma vzhle-
dem k paraboloidu polohu popsanou v odst. 26, takze

osy )_(), ¥ soustavy soufadnic jsou sdruZzené teény para-
boloidu v jeho vreholu V (t. zv. hlavni teény).
Protoze z (31,5) plyne

A = — 0,040"’
lze koeficient a”,, vypocisti ze vzorce
4 A
V= |- = il/— = (31,6)
34 €102 J

60



Nevlastni kuZelosetka paraboloidu je singuldrni a jeji
z (31,3) odvozené rovnice jsou

Xy=0, 0,X;* + 0, X,* = 0.

Je redlnd pfi g,0, < 0, imagindrni pfi g,0, > 0; v prvém
pripadé plocha je pfimkovd — paraboloid hyperbolicky
(4 > 0) — v druhém nepfimkovd — paraboloid eliptic-
ky (4 < 0). Je tedy podle (31,6) v obou piipadech koe-
ficient a”yy redlny. Aby rovnice (31,5) byla uréena jedno-
znaéné, volme znaménko v (31,6) tak, aby bylo g,a”,, < 0.

Je-li paraboloid rotaéni, je nutné elipticky, nebot z g, = g,
plyne A = — g,%a"3%, t. j. A < 0. Hyperbolicky paraboloid
rotatni{ neexistuje.

3. Je-li kvadrika kuZel (4 = 0, 4,, + 0), lze jeho semi-
normdlni rovnici (30,1) jedté vice redukovati translaci sou-
fadnicové soustavy; po niZ potitek nové soustavy lezi ve
vrcholu kuzele. Pak jeho rovnice — jak plyne z odst. 22 —
se redukuje na tvar

01 X2 + 0,Y2 40,22 =0, (3L,7)

kde p,0,04 + 0. Maji-li viechny tii kofeny g, g,, 03 stejni
znaménka, kuZel je imagindrni, jindy je redlny. Podle n4-
sobnosti kofenu charakteristické rovnice miZe opét byti
trojosy, rotacni nebo isotropicky.

Vrchol kuZele je v kazdém pfipadé redlny; u 1m&g1né,mich
kuzela je to jediny jejich redlny bod.

4. Vélec je charakterisovdn rovnicemi A =10, 4,, =
= 0, diskriminant 4 oviem musi byti hodnosti 3. Rovnice
charakteristickda md jeden kofen nulovy; budiz to kofen
3= 0. V rovnici (30,1) je a'yy = 0, jak vyplyva z (30,2)
a z A = 0. Seminorméln{ tvar rovnice vilce proto zni

(&, 9, 2) = 0,22+ 05y +20a' 42" + 205y -0’ 1,=0. (31,8)
Jeho tvorief primky jsou rovnobéiny s osou -2_7, a jeho fidici

——
kuZelosetka v roviné (x'y’) md téZ rovnici (31,8).
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Je to stfedova kuZelosecka, je-li g0, + 0, a vilec je
neparabolicky; je-li jeden z kofenu g,, g, nula, Fidfcf
kuZelosecka je parabola a vilec je parabolicky.

V prvém pripadé je mozno provésti takovou translaci
soufadnicové soustavy, Ze jeji novy potatek se ztotoinuje
se stfedem Fdici kufeloseéky a nové rovnice valce nabude
tvaru

0, X% + 0.Y% +a"y =0, (3L,9)
ktery jiz vice redukovati nelze, nebot g,0,a", 3+ 0, protofe
A je hodnosti 3. .

Prosty élen a”,, rovnice (31,9) lze vypoéisti z koeficienti
pivodnf rovnice kvadriky podle nékterého ze vztahi*)

Q" = Ay, — Ag _ Asgy

Qppllgy — gy’ Gy Ggy — @yg®  Gyylgy — @97
— All + A22 + Ass: (31,10)
€192

Alespon dva z téchto vyrazu pro a”y, jsou k jeho vypodtu
pouiitelny, t. j. nemaji v Citateli i jmenovateli nuly.

Z rovnice plochy je patrné, Ze pfi g,0, << 0 vilec je
hyperbolicky, pfi g,a",, < 0, 0,8"4 < O elipticky (je-li
kromé toho g, = g, je to redlny vilec rotacéni), koneéné
pii 0,@" > 0, 0,8"4, > 0 imagindrni (je-li jesté g, = g,
rotaé¢ni imagindarni).

Zbyva jesté pripad, kdy jeden z kofena p,, o, je té%
nula, na pt. g, = 0. Charakteristickd rovnice mé pak dvoj-
ndgsobny kofen g, = g = 0 a rovnici kvadriky lze redu-
kovati na tvar

0.Y? + 22", X =0, (31,11)

a to translaci soufadnicové soustavy, po niZ novy pocitek
lezi ve vrcholu Fidiei kuZeloseéky (31,8), kterd — vzhledem
k g, = 0 — je parabolou.

*) Viz no pi. Staude, Analytische Geometrie atd., str. 515
a 530. ’

62



Koeficient a”;, rovnice (31,11) lze vypocisti z koeficientl
puvodn{ rovnice kvadriky podle vzorce*)

a'y, = :tl/ Ay +A22 +Ass (31,12)

dvojimu znaménku koresponduji dva shodné parabolické
valce, z nichZz jeden prechdzi v druhy pootodenim okolo

osy Y o piimy thel.

Rovnice (31,1), (31,5), (31,7), (31,9) a (31,11) stfedové
kvadriky, paraboloidu, kuZele, vilce neparabolického resp.
parabolického, nelze jiz vice redukovati, t. j. nahraditi rovni-
cf s men&im poétem ¢lent. Z nich obdriime normélni tvary
rovnic téchto druhi kvadrik ndsobenim vhodnym faktorem.

V dalsim je sestaven piehled té&chto normélnich tvard podle
druhu kvadriky. V rovnicich se vyskytujici koeficienty a, b,
¢, p,q jsou vesmés realné a kladné.

1. Sttedové nesingularni kvadriky.

a«) Trojosy hyperboloid jednodilny:

Xz y2 Z2
wtE—
Rotaéni hyperboloid jednodilny o rotaéni ose z:

2 2 2
u_i_]_o (31,14)
a? ct

— 1 =0, (a® + b?). (31,13)

B) Trojosy hyperboloid dvojdilny:

2 2 2
X X2 o prxe (31,15)

Rotaénif hyperboloid dvojdilny o rotaéni ose X:

X yr4 ze
N i 1=0. (31,16)
y) Trojosy elipsoid:
2 2 2
X, r.zZ ,_, (31,17)

@ T e T @
(Z&dné dvd z é&isel a? b% ¢ se nerovnaji.)

*) Viz pozn. na str. 62.
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Rotaéni elipsoid o rotadni ose Z:

2 2 2
X-—:;—Y + %—l =0, (31,18)
(a® & c?; pFi ¢ > a? prodlouZeny, pti ¢® < a® zploité&ly).
Kulova plocha:
X4 Y24 2Z2—q?=0. (31,19)
) Imaginédrni elipsoid:
X2 Y2 72 .
FtEptati=0 (31,20)
(piia? b2 ¢ navzdjem raznych trojosy, pti a® = b =+ ¢?
rotaéni o rotaéni ose Z, pii a® = b = ¢? imaginarn{
plocha kulovai).
2. Paraboloidy.
a) Hyperbolicky paraboloid:

X2 y?

———_2Z =0, (31,21)
p q
p) Elipticky paraboloid:
X? Y?
S 4 —2Z=0, (p+9. (31,22)
P q
Rotaéni paraboloid o rotadni ose Z:
2 2
.‘?‘_:_Y _9z—o. (31,23)

3. Kvadratické kuzele. (Cisla a® b? c¢? jsou urdena
plochou aZ na faktor imérnosti.)

a) Trojosy redlny kuZel kvadraticky:
X2 y? Z2
FrtmE—==0 (a? = b2). (31,24)

Rotalni redlny kuZel o rotaéni ose z:

2 2 2
X_+_Y_ _ 2z = 0. (31,25)

a? c?
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f) Imagindrni kuZel kvadraticky:
X2 y? Z2
@ b T e

(pti a?,b% ¢? vesmé&s ruznych trojosy, pFi a? = b? % ¢?

=0, (31,26)

rotadni o rotaéni ose Z, pfi a® = b% = c? isotropicky).
4. Kvadratické vélce.
«) Hyperbolicky viélec:
D G 4

w—m—1=0 (31,27)
B) Elipticky vilec:

Xz Y2

Tt Ep—1=0 (a+b). (31,28)

Rotaéni védlec s rotadni osou -2:
X2 4 Y2

= 1=0. (31,29)

) Imagindrni véalec kvadraticky:

D. N 4

+ 35 +1=0 (a® +b?) (31,30)

a*
(p¥i a® = b? rotadni o rotadni ose Z)
d) Parabolicky vélec:

Y2 —2pX = 0. (31,31)

32. NEkolik pfikladi na transformaci rovnice kvadriky
na normalnf tvar. Velmi béZny v matematickych aplikacich
jest ukol, z dané rowvnice plochy druhého stupné 1. rozpo-
znati, jakého je druhu; 2. napsati jeji rovmici ve tvaru
normilnim; 3. eventuelné napsati i rovnice ortogondinf
transformace, kterd transformuje danou rovnici kvadriky
v jeji tvar normdlni.

UkdZeme na nékolika typickych piikladech, jak tyto
ukoly fedfme.
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Piiklad 1. Déana rovnice kvadriky

f(z, y,2) = 1122 — 4y? 4 1122 4- 20y — 402z — 20yz + 168x 4
+ 84y — 114z + 315 = 0.

Jeoji charakteristickd rovnice

11—op 10 — 20
D(g) = 10 —4—p —10|=0,
— 20 — 10 11—p

¢éili

0% — 18p% — 5679 — 2916 = 0,
mé kofeny g, = g, = — 9, 9, = 36. ProtoZe Z4dny z nich neni
nula, kvadrika miZe byti jen bud nesinguldrni stfedovad nebo
kuZel, a to rotaéni, nebot dva kofeny se rovnaji. Jeji rovnici
1ze redukovati na tvar (viz (31,1) resp. (31,7))

—9(X2 4 Y% 4+ 36Z% - a"yy = 0,
kde a 4 zbyvé urditi (pfi @’y = 0 by plocha byla kuZelem,
pfi a”y, + O je nesingularni). ReSeni z,, y,, 2, soustavy rovnic

hi(z, y,2) =11z 4 10y — 20z 4~ 84 = 0,
fa(® v, 2) =10z — 4y — 10z + 42 = 0,

ls(2, y,2) = — 20z — 10y 4 11z — 57 = 0,
jsou soufadnice bud stiedu nebo smgulérnjho bodu kvadriky.
Vychédzi jediné feSeni zy = — ¢, =—4%, zp=1%. Nyni

konelnd urdime a”y, = fu(%s Yo» Zo) podle (31,4). Je fulz, v, z) =
= 84x + 42y — 57z + 315, takZe a”,, = 36 a kvadrika je ne-
singulérni. Z jejf redukované rovnice — 9 (X2 4+ Y2) + 3622 +
+ 36 = 0 obdr#ime kricenim &fslem — 36 tvar normalni
X2+ Y2
4
Je to podle (31,14) rovnice rota&niho hyperboloidu

—Z2—1=0.

jednodilného o rot. ose Z; at=0b2=4, ¢2=1.

Abychom jeSté urédili rovnice transformace, kterd danou
rovnici f(z, y, z) = 0 pfevadi na pravs nalezeny tvar normalni,
urleme smérové parametry rotaéni osy vzhledem k pavodnf
soustav® soufadnic. Nalezneme je z kterychkoliv dvou rovnic
soustavy (29,9) pro ¢ = 3, na pf. z rovnic

— 25l + 10my — 20n, = 0,
100, — 40mg — 10n, — 0,
odkud
ly :mg : na_“-5 _i :‘;H,
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t. j.lg:mg:ing=2:1:—2 Podle (4,6) uréime smérové ko-
siny rotaéni osy

cosog = %, cos iy = §, cosyy = — .

Jeji smér je hlavni smér isolovany, korespondujici jednodu-

chému kofeni g3, a nové soustava soufadnic mé osu Z tohoto

sméru. Sméry os X) a ? mtZeme voliti libovolnd, oviem tak,

-
aby byly kolmy navzéjem i k ose Z. Determinant & ze smérovych
kosimi os [viz (12,5), (12,7), (12,8)] musi miti hodnotu + 1.
Tomu vyhovuje volba, patrnd ze schematu (12,7), k n&muZ
je praktické pripojiti soutadnice z,, ¥, z,, takZe toto schema
pro nas pifklad jest

zlvlz

X |3 3|

v |3 3|4

Z§| 3|t

—i ¥

Podle n&ho snadno napiSeme hledané rovnice transformace

(124 T —3X +4¥ + 32— %,
y= §X+3i¥Y+4Z— 4
z=— X +3Y —3Z + 4.

Dosadime-li podle nich za x, y, z do dané rovnice kvadriky,
vychézi nalezeny normaélni tvar rovnice plochy, &mZ je po-
tvrzena spravnost jak jeho, tak rovnic transformaénich, t. j.
smérovych kosini osy i soufadnic stfedu.

Piriklad 2. Déna kvadrika rovniei
f(z, ¥, z) = 22% 4+ 2y% + 322 — 2xy +V§ . xz —V§. Yz —
—VzZ.2—V2.y+1=0.
Jeji charakteristickd rovnice
2—e —1 )2 |
12— —iJ2[=0,

D(p) =| —
2 —42 3—0
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t. j. *—T0%* + 149 —8 =0, mé kofeny g, =4, g, =2,
o3 = 1. ProtoZe Zédny z nich nenf nula, kvadrika muZe byti
jen bud nesingulérni stfedové nebo kuZel. Jeji rovnici lze redu-
kovati na tvar [viz (31,1) resp. (31,7)]

4X? 4+ 2Y2 + 22 4+ a"y =0,
kde a”,, zbyva uréiti. K tomu cfli — stejné jako v minulém

piikladé — Fesme nejdfive soustavu rovnic
’l(x, yv Z) = 2;7:_‘ y + '%VEZ-—%VE = 0,
fo@ v 2) = —a + 2y — 22— )2 = o,

fsl®, ¥, 2) = %Véz — %Vﬁy + 3z =0,

majici jediné ieSeni x, = 1V§ Yo = \}VZ 2,=0.2 fi(x,y,2) =

_ — }V2x — 11/zy + 1 vypotteme podle (31,4) a"y =
= fo(®» Yo» %) = O, tak¥e kvadrika je kuZel s rovnici o nor-
méalnim tvaru (srovnej s 31,26)

X2 4 3¥Y? 4 122 = 0.
Je to trojosy kuZel imaginarni.

K urdeni transformace, pfevaddjici danou rovnici kvadriky
na pravé nalezeny normalni tvar vychézeji z prvych dvou
rovnic soustavy (29,9) s ¢ = 1, t. j. z rovnic

— 2, —m, + §)2n, =0,

— Il —2m; — ;VEnl =0,

smérové parametry prvniho hlavniho sméru I, i, =
= V2 —YV2:2, a podle (4,6) jeho sm¥rové kosmy
cosx; =4, cosff, = —14, cosy, = %VE.

Stejnym zpusobem obdrzime pro dali dva hlavni sméry ze
soustav rovnic (29,9) s ¢ = 2 resp. ¢+ = 3 trojice smé&rovych
kosinl

cosoy =13, cosfly =—1%, cosy, = — %VE
a €oS ;xg = J,LV2, cos fl, = %V—i, cos yy = 0.
Kdyby determinant  ze sm&rovych kosintt mél hodnotu —1,
staéf — a je dovoleno — zmé&niti znaménka vSech kosini

jedné trojice, nageZ bude § = + 1. V nafem pfipads tato pod-
minka je splnéna.
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Nalezené smérové kosiny a soufadnice vreholu opdt sestavine
v schema

rE
X| 3 | —1|42
Y| g | -3yl
Z |24z o

Wz | 4hz2 | o |,

z ndho¥% snadno sestavime hledané rovnice transformace
31X +4Y + 422 + 413,

— X —4Y + 422 + 4l

= 1J2x —3)2vy,

o nich% se snadno pfesvddéime dosazenim za z, y, 2 do dané
rovnice kvadriky, Ze jsou spravné stejnd jako nalezeny tvar

normélni.
Ptiklad 3. Déna rovnice kvadriky f(z, ¥, 2) = 22y + 2y +
+2z=0.

Jeji charakteristickd rovnice

I

T
Yy
z

—0p 1 0
Do)=|1 —p 0 [=0
0 0 —op
md kofeny g, = 1, g = — 1, py = 0, jejichZ oznadeni je tak

voleno, aby bylo g, > g,, jak je tomu v (31,56). ProtoZe jeden
z kofeni je nula, kvadrika — neni-li sloZena z rovin — je bud
paraboloid, nebo neparabolicky vélec. To musime rozhodnouti
nejdiive. Za tim ulelem urfeme hlavni smdry néleZejici kote-
nim g,, g,. Parametry prvého z nich vyhovujf soustav® rovnic
(29,9) s 2 = 1, z nichZ posledni dv§ jsou I, —m, = 0, n, = 0,
odkud I, : m; :n; = 1:1:0. Stejnd ze soustavy (29,9) s ¢ = 2
vychézi Il :mg:ng=1:—1:0. (Zkontrolujte, jsou-li oba
hl. sméry kolmé!) Hlavni roviny kvadriky ndleZejici t&mto
hlavnim smériim jsou poldrni roviny nevlastnich bodd (1; 1;
0; 0) resp. (1; — 1; 0; 0), t. j. roviny f,(z, ¥, z) + fs(x, ¥, 2) = O.
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Odtud vychdzeji jejich rovnice
zr+y+1=08 z—y+1=0.

Spolu s danou rovnici kvadriky tvofi rovnice téchto hlavnich
rovin soustavu, jiZ feSiti znamend urditi spoleény bod V prt-
seénice 0 obou hlavnich rovin — t. j. osy kvadriky — s plochou.
Smér této osy je patrné tieti hlavni smér kvadriky, odpovidajici
kofeni p; = 0. Proto jeden z pruseéiki osy o s kvadrikou je
nevlastni bod &;, singularni bod singuldrni kuZelosedky kg
charakteristického svazku.

Druhy prisedik, jak feSenim zmindné soustavy vychézi, je
bod V (— 1;0; 0). Kdyby i ten byl nevlastni, kvadrika by
byla neparabolicky véalec. V naSem piipads je tedy rozhodnuto,
%e dana kvadrika je paraboloid o ose o a vrcholu V.

Jeho rovnici lze redukovati na tvar (31,5), t. j. na
X2 —Y?+ 22", Z =0,
kde a”3; vypoiteme podle (31,6).

ProtoZe 4 = 1, je a"yy = — 4, kde znaménko je zvoleno
opaéné, neZ znaménko kofene g,. Nédsobime-li je§td reduko-
vanou rovnici paraboloidu dv&ma, obdrZime jeji normélni
tvar

2 2
T,
? 2

z ndho¥ srovnanim s (31,21) je patrno, Ze paraboloid je
hyperbolicky (s p = ¢, coZ je t. zv. rovnostranny para-
boloid).

K uréeni transformaénich rovnic vypodtéme nejdiive smé-

rové kosiny osy o == Z. Dosazenim i = 3 do (29,9) vznika sou-
stava rovnic, z nichZ prvé dvé jsou

ayly + ayamy + agny = 0,
Qyaly + @My + aggng = 0.
Zavedeme-li oznadeni
(ygpg — Uagllyg = Uy, Uyl — Oy Ugg = g, @) gy — G1p° = dy,
vychézi z téchto rovnic smé&rové kosiny osy o
cos ag = Aa,, cos fy = Aa,, cosy; = da,,

1

kde A = + ————
Vay + ap* + ay*

Znaménko faktoru A zvolme
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shodné se znaménkem koeficientu a”y,, t. j. opatné neZ zna-
ménko kofene p,.*)
Tak obdrZime v naSem pifpad$
cosag =0, cosflz =0, cosy;=—1.

Vypoltéme jesté trojice smérovych kosini hlavnich smérd,
ndleZejicich kofentim g, a g,, z jiZ zndmych trojic jejich smé&ro-
vych parametri; znaménka volme opé&t ta.k aby bylod = + 1,

Tak nalezneme schema

EXEA
2|z 4z o
7|z |48 o
Z]o]| o |1
v |—1] o | o],

kde v poslednim f4dku jsou pfipojeny soufadnice vrcholu V
paraboloidu.

Podle ndho snadno napifeme hledané rovnice ortogonélnf
transformace _

e=42(X+ V) —1,
y=4#zZEx—7),
z = —2.

Neopomerime nikdy zkontrolovati sprdvnost vypodtu do-
sazenim za z, ¥, z podle rovnic transformace do dané rovnice
kvadriky.

Ptiklad 4. Déna rovnice kvadriky
K, y,2) = Bx? + 20y? 4 1722 — 8xy — 202z + 28yz + 24y +

+ 12z — 316 = 0.

deji charakteristickd rovnice
8—p —4 —10
D)=| —4 20—p 14 | =0,
—10 14 17—p
&ili @® — 4502 + 3249 = 0, mé koteny g, = 9, g, = 36, g3 = 0.

*) O vyznamu této volby viz na pf. Bydzovsky, Uvod do
anal. geometrie, str. 356 a 366.
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ProtoZe pouze jeden z nich je nula, kvadrika — neni-li
sloZena z rovin — je bud paraboloid nebo neparabolicky vélec.
To musime rozhodnouti nejdfive.

Za tim tielem urdeme hlavni sméry néleZejici ob&ma od nuly
riznym kofenim g, a g,. Ze soustavy (29,9) s ¢ = 1 vychdzi
(stag¢l prvé dvé& rovnmice) I, :m, :ny = 2:2:— 1, kde¥to pro
1+ = 2 tdZ soustava davéd [, :my:n, = — 1:2: 2. Hlavni ro-
viny, kolmé na tyto sméry, jsou polérni roviny bodd (2; 2;— 1;
0) resp. (— 1; 2; 2; 0), t. j. roviny

2/1(1:’ Y, Z) + 2]!(:5’ Y, Z) - fa(z; Y, Z) =0

resp. _fl(x! Y Z) + 2’2(1:’ Y, z) + 2/3(1:' Y, z) = O;

protoZe jest

hz, y,2) =8x— 4y — 10z, fy(x, y,2) = —4x + 20y + 142 +12,
li(z, y, 2) = — 10z + 14y + 17z + 6,

zni rovnice t&chto hlavnich rovin po zkréceni
20 +2y— z2+2=0

resp. T—2y—2z2—1=0.

Jejich prusefnice — osa o kvadriky — protind rovinu (:_r:) ;)

v bods 2 (— 1; — 2; 0) a jeji stnérové parametry jsou Iy : my :

ing = 2:—1:2. Podle (6,6) parametrické rovnice osy o jsou
rT=—3+2, y=—%—1t, 2= 2t

Abychom uréili jeji pruseéiky s kvadrikou (o jednom vime
napfed, Ze to je jeji dotykovy bod s rovinou nevlastni Sj),
dosadme podle t&chto parametrickych rovnic za z, y, z do dané
rovnice kvadriky, éimZ obdrZime obecn® rovnice druhého stupns
v t. V naSem piiklad® v8ak koeficienty pfi ¢2 i pfi¢ v této rovnieci
jsou nuly, zatim co prosty ¢élen mé hodnotu — 324. K tomuto
sporu jsme dosli, protoZe 24dny z obou priseéiki osy o s kvadri-
kou neni vlastni bod, nybrZ oba jsou nevlastni a ztotoZiiuji se
v S;. Kvadrika je proto neparabolicky vélec o ose o.
(Je tedy A = 0.) Jeho zredukovand rovnice (31,9) zni

9X? 4 36Y% + a”,, = 0,

kde a”y, uréime podle na pt. tfetfho ze vzorca (31,10). Je
Agy = — 46 656, a,,a,, — a,,* = 144, proto a”y, = — 324 a re-
dukovand rovnice zni 9X? 4 36Y%? — 324 = 0, t. j. po kré-
ceni &islem 324
Xz y?
36 79

coZ je podle (31,28) norm&lni rovnice eliptického valce.

—1=0,
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Transformace pfevédéjici danou rovnici valce na préavé na-
lezeny normélni tvar je slo¥ena z pootoleni okolo poéatku
a z translace, po které poldtek nové soutfadnicové soustavy
se ztotoZni s kterymkoliv bodem osy vélce, na pf. s bodem £.
Schema této ortogondlni transformace proto je

€ Yy | z
%] 3]s
Y |—34 3|3
Z | 3|-3l 3
2 |—3]—z2l o

Podle ného hledané rovnice transformace jsou

= 33X LY +3Z—1,
y= JX+iv—iz—&
z = —13X + §Y+§Z,

0 jejichZ spravnosti se dosazenim do dané rovnice snudno pie-
svédéime.

Piiklad 5. Dana rovnice kvadriky
(@, y,2) = 2% + y*—2zy + 2x + 2y—2V§.z——8 = 0.
Jeji charakteristickd rovnice

1—eg —1 0
D) = —1 1—op 0=0,
0 0 —p

&ili g® — 202 = 0, ma dvojndsobny kofen g, = g3 = 0, a jedno-
duchy ¢, = 2. Kvadrika je proto bud parabolicky vélec, anebo
je sloZena ze dvou rovnob&inych rovin. To musime vySetfiti
nejdfive.

Nenulovému koteni g, = 2 naleZi hlavni smér, jehoZ para-
metry podle (29,9), kde ¢+ = 2, vyhovuji rovnicim I, + m, = 0,
n, = 0, tak¥e lze klasti I, :my:n, = 1:—1:0. Hlavni ro-
vina, naleZejici k témuZ hlavnimu sméru, t. j. polarni rovina
bodu (1; — 1; 0; 0), mé rovnici f,(2, ¥, 2) — fo(®, ¥, 2) = 0, t. j.
z—y=0

Podle priisetné &ary této hlavni roviny s danou plochou lze
rozhodnouti o jejim druhu. Je-li totiZ prusednéd Géra sloZena
ze dvou piimek, z nichZ jen jedna je nevlastni, plocha je para-
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bolicky valec; jsou-li ob& tyto pfimky nevlastni, nebo je-li
uvaZovand hlavni rovina &asti kvadriky, jedné se o plochu
sloZenou z rovin.

V naSem piiklad® praseénd éara hlavni roviny 2 —y = 0
s danou kvadrikou, jejiZ rovnici lze psiti (x —y)* + 2(x +
+ y ——21/2 —4) = 0, je — jak by po homogenisaci obou rov-
nic bylo zfejmo -— sloZena z nevlastni ptimky této hlavni
roviny a z pfimky vlastni, leZici téZ v roviné z + y — z]/2 —
— 4 = 0, kterd zfejmé je na rovinu x — y = 0 kolma.

Danéd plocha je tedy parabolicky valec, jehoZ hlavni
rovina * — y = 0 jej protina v t. zv. vrcholové tvorfici
pfimece, podél niz se joj dotyka rovina = + y —zl/z —4=0.
Z rovnic obou rovin, které urduji vrcholovou pfimku, snadno
vypoéteme jeji smérové parametry

Iyimging=1:1:)2,
odkud vychézeji jeji smérové kosiny
cosxg =4, cosflyg =1, cosy, = ».}VE,
coZ je v souhlase s (29,9). Ve vrcholové tvofici pfimee zvolime
novou osu 2, kdeZto osu ¥ zvolime v onom hlavnim sméru,
ktery néle%i kofeni jednoduchému, jehoZ smé&rové parametry

ly :my :my jiZ dfive byly vypoéteny. Z nich vyché,zeji jeho
smérové kosiny

€os xy = 2],/2, cos fl, = — 721/2, €OoS Y, = i
Tieti hlavni sm&r volime k obdma prvym kolmy, tak¥e jeho
smérové parametry lze vypodisti zpisobem patrnym z (7,4)
a z nich smérové kosiny

cosx; = — 4, cosf=—1%, cosy = ;VE,

jejichZ znaménka byla zvolena tak, aby bylo 6 = - 1.
Rovnici plochy lze podle (31,11) a ve shod& s volbou novych
os soufadnic redukovati na tvar

2Y2 + 2a",X = 0,
kde a”,, vypolteme podle (31,12).

ProtoZe je A = —2, Ay =—2, Ay =—4, je ¢’y =
= 4+ V4 a — rozhodneme-li se pro dolni znaménko — je
a’,, = —2 a normélni tvar rovnice daného parabo-

lického valce zni
Y2 —2X = 0.
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Je ovSem téZ moZno k této rovnici dojiti skuteénym pro-
vedenim ortogondlni transformace soufadnicové soustavy.
K napséni rovnic transformace potfebujeme k jiZ zndmym
smérovym kosinim novych os uréiti soufadnice kteréhokoliv
bodu na vrcholové tvoiici pfimce.

Z rovnic rovin 2 —y =0, ¢ + y—z)/2— 4 = 0, jimi% je
tato piimka urdena, vyplyvé, Ze bod £ (0; 0; — 2)/2) na ni
le#i. Lze tedy rovmice transformace napsati podle =chematu

| —_ —_
|—=v” Yy l z
X —4 —1 |42
Y |#Vz| 42| ©
ARRIREEL
Q10 0 |[—2)2|,
t. )
v =—4X + §J2Y + 4%,
y=—13X —3|2Y + 12

z

1/2x + )2z — 2)2.
Priklad 6. Dana rovnice kvadriky
flz,y,2) =2 —y* + 22 + 222 - -2y — 1 = 0.
Jeji rovnice charakteristické
1—o 0 1
D)=| 0 —1—p 0 |=0,

1 0 1—op
&ili
00— —20=0,

mé kofeny 9, = 2, g = — 1, g3 = 0. Neni-li dand kvadrika
slofena z rovin, je proto bud paraboloid nebo neparabolicky
vélec. Abychom o tom rozhodli, uréeme oba hlavni sméry
a k nim p#islusné hlavni roviny, korespondujici kofeniim g,
8 g, Zndmym zplisobem nalezneme FeSenim soustavy (29,9)
pro ¢ = 1 resp. ¢ = 2

Limy:n, =1:0:1resp. ly:my:ng =0:1:0.

Hlavni rovina naleZejici k prvému resp. druhému z nich
je poldrni rovina nevlastniho bodu (1; 0; 1; 0) resp. (0; 1; 0; 0);
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je tedy rovnice prvé hlavni roviny f,(x, ¥, 2) + f3(x, y,2) = 0,
druhé fo(z, ¥,2) =0, t. j. +2=04a y+ 1= 0. O druhu
kvadriky nyni rozhodnou praseéiky osy o — kterd je spole&-
nou piimkou obou urdenych hlavnich rovin — s kvadrikou.
Snadno zjistime, %Ze po dosazeni y = — 1, 2 = — x do dané
rovinice kvadriky vznikne identita, t. j. vSechny body osy
naleZi ploSe, které je proto nutné sloZena z rovin osou o pro-
chézejicich. Obé tyto roviny, naleZejice svazku o ose o, maji
rovnice tvaru

Mz4+2)+ A(y+1)=0
a mlz+2z)+pu(y+1)=0.

Znésobenim obou rovnic a porovndnim koeficientii soudinu
levych stran s koeficienty dané rovnice kvadriky — nebo
jinym zpisobem — zjistime, Ze jest A, =4, =1, g, =1,
#s = — 1 a dand kvadrika je sloZena z rovin o rovni-
cichz—y+z—1=0az+y+z+1=0.

P¥iklady k cviéeni. V piikladech 118—121 urdete z dané
rovnice kvadriky jeji druh, napiSte normaélni tvar jeji rovnice,
jakoZ i rovnice prisluéné ortogonélni transformace!

118, 7x% 4+ 6y% + 522 — 4zy — dyz — 22x + 24y + 2z +
+ 30 = O [trojosy elipsoid $X2 4 Y2 4 38Z? —1 = 0, transfor-
mace z=4X + $Y —3Z2 + 1, y=3X +}Y + 3Z—2,
z2=3%X—3Y—3}Z—1].

114, 7x% + 100y*—482xz—72% + 620—100y—34z + 98 = 0
[dvojdil. hyperboloid trojosy X2 — Y2 — 423 — 1 = 0; transf.
roviice r =4X +4Y —1, y=2+ 4, z2=4X—31Y 4+ 1]

115. 22% + 2y% + 4xz + 4yz— 8x — 12y + 1 = 0 [trojosy
kuZel }X?%4 Y2 —1Z2 = 0, transf. rovnice x :—;VEX + ;}VﬁY +
+ 46z — 1, y=1)2x + 33y + 416z +4, z=¢)3¥+
+14/62 + 3]

116. 31522 4 216xy + 66y® 4 24xz + 240yz + 46422 —216x
+ 882y — 578z — 441 = 0 [elipt. par~holoid X2 4 $Y?—
—-2Z = 0, transf. rovnice * = %X — 1}Y + %2 — 1§, y =
= X —AY —HZ +§ 2= BX + £5Y + 42 + 4]

117, 3 (22 + y% + 22} L 4V§xy + 2yz + 6z + 2y (2V§—1)—-
— 6z — 9 = 0 [elipticky valec 3X2 + 3$Y2 — 1 == 0, transform.
rovnife r = }_X +3Y+3Z2—1,y= %VE(Y —Z), z = —
—i2X +3l2¥ + 2) + 1.
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118. 16x2 — 96zy + 144y® 4 24wz — 72yz + 922 —- 1332 —
— 108y — 480z + 201 = O [parabolicky vilec Y* — 3X = 0,
transf. rovnice £ = 7 (3X 4 4Y + 12Z), y = 5 4 X —12Y +
+32) — 5 z = 75 (12X + 3Y —42) + 2],

119. 4z2? 4+ 6y* + 622 + llaxy + l4xz + 13yz + 172 + 14y +
+ 11z + 4 = 0 [dv& raznobdi. roviny = + 2y + 3z + 4 =0
a d4x + 3y + 2z + 1 = 0].

120, x% + y? + 2% + 22y + 22z 4+ 2yz— 1 = 0 [dv& rovno-
b&.roviny 2 + y+z+1=0azx+y+2—1=0].

121, 42® + y? + 42 — 4oy + B8xz —dyz—4dx + 2y — 4z +
+ 1 = 0 [dvakrat poéitanéd rovina 2z —y + 22— 1 = 0].

122, Determinant D(g,) mé v3echny minory druhého Fadu
rovny nule, jestlife g, = g, je dvojndsobny kofen rovnice
D(p) = 0. — Dokazte tuto vStu alespori za predpokladu, Ze

hlavni smér néleZejici jednoduchému koteni g4 je smér osy?
(viz odst. 29). [Za tohoto pFedpokladu je a,3 = @3 = a3 = 0
@y, = @3y = 0y, @33 = 04 & V determinantu D(g,) je pouze jeden
prvek od nuly ruzny, éim# v&ta dokézana.]

128. Jaké jest kvadrika, v jejiZ rovnici souhrn kvadratickych
élentt @,,2? + agy® + age2® + 2a,,xy + 2a,372 + 2a4,yz lze roz-
loZiti v soudin dvou linedrnich trojélend [paraboloid, vélec
neparabolicky, nebo dvé nikoliv rovnob&Zné roviny, nelii-li
se oba &initelé pouhym konstantnim faktorem — v opa¢ném
piipadd plocha je parabolicky vélec, dv® roviny rovnobé&Zné
nebo rovina dvakrdt poditana].
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VIIL.

KVADRIKY VPRAVOUHLYCH KARTEZSKYCH SOU-
RADNICICH. POPIS JEDNOTLIVYCH DRUHU.

33. 0 jednodilném hyperboloidu.

a) Z normilniho tvaru rovnice jednodilného hyperboloidu
trojosého
2 22

x2 Y
f(z, y, z) g;ﬁq_ﬁ—?—l:o (33,1)

nejsnadnéji odvodime jeho hlavni vlastnosti. Je ziejmé, Ze
viechny tfi stény soufadnicového trojhranu jsou jeho ro-
viny soumérnosti a jejich priseéné piimky, hrany trojhranu
soufadnic, jsou osy soumérnosti plochy. Nazyvdme je osy
hyperboloidu.

Stejné je tomu u vSech stiedovych kvadrik, mdme-li na
mysli jejich rovnice v normalnim tvaru. '

Priuseéiky kvadriky s jejimi osami jsou jeji vrcholy.
Pouze ¢tyri z Sesti vrcholi trojosého hyperboloidu jedno-
dilného jsou reilné; dva z nich (4 a;0; 0) leZi na ose _a;,
jiné dva (0; 4 b; 0) na -;17 Na ose z lezici vrcholy (0; 0; - ic)
jsou sdruZené imagindrni.

Délky a, b, ic jsou poloosy plochy (obr. 16).

Rovihly rovnobéiné s (—z>_y)) o rovnici z =k, kde k je
redlnd konstanta, protinaji plochu (33,1) v elipsdch o rov-
nicich

x2 3/2 k2

dili o rovnicich

k= 2 AN 2
" ) T T FETE 0. (33.2)
(;2 - —Cz__ 7



Pomér poloos téchto elips zfejmé nezdvisi na k. Z toho
lze souditi, Ze osnova rovin rovnobéinych s hlavni rovinou

(x y) protin jednod{lny hyperboloid (33,1) v soustavé elips
podobnych, promitajici se kolmo do téze hlavni roviny

v soustavu homotetickych elips, jejichZ osy leZi v oséch

a ; (obr. 16).

x
Obr. 16. Jednodilny hyperboloid trojosy s hlavnimi hyper-
bolami a elipsou.

Se zvétSujicim se | k | zvétuji se i poloosy priseéné elipsy;
svého minima tedy dosahuji pro k = 0; tuto nejmens3i ze
viech elips soustavy (33,2)

x2 2
2 =0, aTerZ_z_l:O’ (33,3)

nazyvame hrdlovou elipsou jednodilného hyperboloidy
trojosého. Teéné roviny plochy v bodech hrdlové elipsu
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jsou rovnobéZny s osou Za obaluji elipticky vélec, v jehoZ
vnitin{ ¢dsti nenf redlnych bodi hyperboloidu.

Vrcholy elips soustavy (33,2) leZi po dvou (protéjsich) na
t.zv. hlavnich hyperboldch plochy v hlavnich rovindch,
o rovnicich

x? 22

y=0 S _1-0 (33,4)
resp.
2 22
z =0, %—c—z—lzo. (33,5)

Hrdlova elipsa a obé hlavni hyperboly jsou souéasné
obrysy kolmych primétd plochy do rovin téchto kuzelo-
setek, t. j. do rovin hlavnich.

b) Z rovnice hyperboloidu (33,1) vychdzi 4 = — 4,, =
= ‘%262 > 0, proto jednodilny hyperboloid je kvadrika

ptimkova. Asymptoticky kuZel (obr. 17) mi podle (25,8)
rovnici

LR R

StE— == 0, (33,7)
a zfejmé je redlny. Z jeho rovnice je patrno, Ze jeho roviny
kolmé soumérnosti (roviny hlavni) se ztotoZhuji s rovinami
soumeérnosti hyperboloidu, proto i osy obou ploch se ztotoZ-
nuji.

Jen u jednodilného hyperboloidu muZe nastati piipad,
predvidany v odst. 25, kdy diametrilni fez plochy je singu-
larni kuZelosecka, slozend ze dvou rovnobéinych tvoricich
pfimek p, ¢ hyperboloidu. Rovina g tohoto fezu musi
pak byti teénou rovinou kuiele asymptotického
a dotykati se jej podél ptimky, kterd je rovno-
béina s ptimkami p,q.

Ze vztahu plochy k jejimu asymptotickému kuZeli dale
Plyne, Ze na jednodilném hyperboloidu existuji kuzelosecky
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viech druhti; mezi nimi paraboly leZ{ v rovindch rovnobéz-
nych s teénymi rovinami asymptotického kuZele. Mdme-li
rozhodnouti o druhu priseéné kuZelosetky dané roviny
s hyperboloidem, sta¢i misto ného uvazovati kuzel asympto-
ticky. S vyjimkou Fezi rovinami diametrélnimi obdrzime na
asymptotickém kuZeli kuZelosetku tého% druhu, soustfed-
nou a podle spoleéného stiedu homotetickou, nebot asym-
ptoty — at jiZ redlné nebo sdruzené imagindrni — obou
kiivek jsou tytéz.

Obr. 17. Jednodilny hyperboloid s regulem piimek a kuZelovou
plochou asymptotickou.

Vsechny dosud Fecené vlastnosti m4 té2 jednodilny hyper-
boloid rotacni (a? = b2). Misto elips soustavy (33,2) mdme
zde ovéem kruZnice (rovnobézky) hyperboloidu, z nich% nej-
mendi polomér m4 hrdlovd kruinice v jeho hlavni roviné

(_xhg)/). Obé hlavni hyperboly jsou zde shodné, nebot plochu

lze vytvorliti rotaci kterékoliv z nich kolem rotaéni osy 2

6-23 81



Rotaci jejich asymptot vznikne asymptoticky kuZel plochy,
ktery tudiZ je téZ rotaéni.

Charakteristickd rovnice trojosého jednodilného hyper-
boloidu (33,1) ma kofeny

1 1 1
O0=—p 0= 6= (33.8)
Je-li @ > b, pak g, je kofen prostfedni velikosti a podle
odst. 30 pouze singuldrnf kuZelosetka h, charakteristického
svazku
A X 1

a? + T e (2, +2,* + 7% = 0, (33,9)

2, =0, o o

je sloZena z redlnych primek nevlastnich. Jiimi jsou uréeny
dvé osnovy redlnych rovin cyklickych, které jsou vesmés

-
rovnobéiny s osou r a poloZeny soumérné podle hlavnich

Tovin (; 37) a (; ;) Z (33,9) vychdzi, ze kazdd z obou rovin

cfa? b2 . y 4 b)fa* ¥ &2 .z, (33,10)
uréuje svym smérem jednu z obou osnov cyklickych rovin.
Stredy kruznic kazdé z obou soustav vypliuji prameér

hyperboloidu, leZici v roviné (__1;;) a sdruZeny vzhledem
k hlavni hyperbole (33,5) s primérem (33,10). Tak vychdzeji
rovnice obou pruméru

e
r=0, z= 4 %V%ﬁ% y. (33,11)

Na jednodilném hyperboloidu, jak vime (odst. 30), neni
realnych kruhovych bodi a Zidny z priméru (33,11) nemd
s plochou redlnych bodd spoleénych. Prumér kruZnice se
s polohou cyklické roviny oviem méni; délky priméru
(33,10) hyperboly (33,5) jsou stejné a rovny priméru obou
shodnych nejmensich ploSnych kruZnic.
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Je-li jednodilny hyperboloid rotaéni, obé soustavy jeho
kruznic se ztotozhujf v soustavé kruZnic (rovnobézek)
hyperboloidu.

¢) Z normélntho tvaru (33,1) rovnice trojosého hyper-
boloidu jednodilného vychdzi podle (23,5) jeho rovnice
v piimkovych soufadnicich

@PPgy® 10201 gP—c2p1® +0%c?p, -+ a%cP Pyt —a?hPpyP= 0. (33,12)

Soufadnice pifmky ¢ jednoho z reguli (obr. 17) vyhovuji
podle (23,7) trojici rovnic

- abgyy + cgyy = 0, acqyy — bgyy = 0, begyy — agey = 0, (33,13)
kdeito soufadnice primky r druhého regulu vyhovuji rovni-
cim
abrg, — cryy = 0, acry, + bryy = 0, beryy + aryy = 0. (33,14)

Primka p je tvorici piimkou asymptotického kuzele (33,7),
kdyZ jeji soufadnice splnuji soustavu rovnic

2 2 2
Pr2= P13 = Pa=0, %:';" + % - B:':_ =0. 3315

Je-li jednodilny hyperboloid (33,1) rotaéni, sviraji tvorici
primky jeho asymptotického kuzele s osou ;tﬁ dhel ¢,0némz
plati tge = %. ProtoZe tvorici ptimky hyperboloidu jsou
rovnobéiny s tvoficimi pi{mkami jeho asympt. kuZele,
sviraji s osou 2 tous odchylku ¢, jsou s ni viak mimobézny.

Je-li ¢ jedna z tvoricich piimek rotaéniho hyperboloidu,
obdrzime kaidou jinou z primek téhoZ regulu pootodenim

primky ¢ okolo osy z Abychom stejnym zptuisobem vytvo-
fili i druhy regulus, postaéi zndti jednu jeho pfimku, na pi.
onu, kterd je s g soumérné polozena podle kterékoliv ro-

-
viny prochdzejici osou z.
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Pri otdéeni piimky ¢ okolo z jeji body opisuji kruZnice
plochy, z nichZ nejmensi polomér m4 ona, kterou opisuje

od osy ;nejméné vzdileny bod pifmky ¢. Jest to, jak zn4-
mo, pata spoleéné kolmice (osy) obou mimobézek q,_g

a kruZnice jim opsand je hrdlovd kruZnice hyperboloidu.
Z toho plyne, Ze osa mimobéZek q,;.) lezi v roviné (; ;_;)
a protind osu Zv pocétku. Plati tedy véta:

Otacenim pfimky g okolo osy o s ni mimobéZné,
nikoli v$ak k ni kolmé, se vytvotuje jednodilny .
rotaéni hyperboloid; souhrn v3ech pifimek, jez pfi
tomto pohybu zaujme pifimka ¢, tvofi jeden regu-
lus tvoficich pfimek hyperboloidu. Druhy obdrzi-
me zrcadlenim podle roviny kteréhokoliv meri-
didnu, nebo otdtenim jedné z jeho primek okolo 0.
Hrdlovad kruinice je vytvofena otdéenim onoho
bodu primky ¢, jehoZ vzdédlenost od o je nejmensi.

Je tedy rotaéni hyperboloid jednodilny jednoznaéné uréen
svou rotaéni osou a s ni mimobéZnou tvofici primkou.

Jeho vytvofeni otitenim piimky jest podkladem pro
jeho modely z pruinych vldken. Mysleme si rotaéni vilec,
omezeny dvéma kruhovymi podstavami, které na modelu
jsou realisovany dvéma shodnymi kruhovymi kotouéi, oté-
¢ivymi okolo hmotné osy vialce. Jsou-li tvofici primky
vdlce pruZnd vldkna, napjatdi mezi obvody obou kotouéu,
zméni se po pootodeni jednoho z obou kotouéu — které
oviem mé svou hranici — celd soustava tvoficich piimek
vélce v jeden z reguli rotaéniho hyperboloidu jednodilného
(obr. 17). Komplementarni regulus vznikd pooto¢enim tého%
kotouce z jeho pivodni polohy o ty% dhel, ale v opa¢ném
smyslu.

Pri zvétSovani dhlu pootodeni zmensuje se polomér hrdlové
kruZnice a pfi uréité jeho velikosti vznikne kuZel. Pfi jedté
vétSsim pootoceni vlakna se ve stfedu vélece lomi.
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d) Nazorné je vytvofeni jednodilného hyperboloidu troj-
osého z rota¢niho transformaci, jiZ nazyvéime kolmou per-
spektivni prostorovou afinitou.

Polozime-li v (31,14)
X—z Y= %y Z .=z, (33,16)

obdrzime pravé (33,1).

Z rovnic (33,16), vyjadfujicich uvedenou afinitu, je jeji
geometricky vyznam patrny na prvy pohled. Dva kores-
pondujici body se shoduji v prvé i v treti souradnici, pouze

b ——
drub4 se ndsobi kladnym ¢islem - Body roviny (xz) jsou ne-

proménné (invariantni), proto ji nazyvidme samodruZnou
(invariantni) rovinou afinity. Libovolny bod v prostoru se
transformuje v jiny, lezici s pivodnim na spoleéné kolmici
k samodru?né roviné. Vzdilenost transformovaného bodu

od této roviny jest % nasobkem vzdilenosti bodu pavod-

niho (% = pomér a.finity). Lze tedy vysloviti vétu:

Kolma perspektivni afinita, jejiZ samodruzna
rovina ¢ prochdzi osou o rotaéniho hyperboloidu’
jednodilného, transformuje jej v soustfedny troj-
o8y hyperboloid jednodilny, s jednou hlavni rovi-
nou a hlavni hyperbolou v roviné ¢ a s osou o. Pri
této transformaci hrdlové kruZnice rotaé¢niho hy-
perboloidu se transformuje v hrdlovou elipsu hy-
perboloidu trojosého.

Jak je z (33,16) patrno, pouZitd transformace je linedrni,
takZe rovina se ji transformuje v rovinu, pfimka v pfimku.
Oba reguly rotacniho hyperboloidu se ji transformuji v oba
reguly hyperboloidu trojosého.

Jak vime, Ziddny z téchto reguld neobsahuje piimek ne-
vlastnich. Takové reguly se nazyvaji hyperboloidické.
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Pri transformaci (33,16) pSél a polirni rovina plochy
(31,14) prechazeji v pél a polarni rovinu plochy (33,1).
TotéZ plati o bodu na ploSe a jeho roviné teéné. Rovnici
teéné roviny plochy (33,1) v jejim bodé (z,; y,; 2,) dovedeme
oviem napsati pfimo podle odst. 21 ve tvaru

T | YY% 2%
a? b2 c?

neni-li (x,; ¥; z,) bodem plochy, je to rovnice jeho roviny
polarni.

Priklady k cvideni.

124. DokaZte: Obé& polarni roviny libovolného bodu nevlast-
nfho vzhledem k jednodilnému hyperboloidu a jeho asympto-
tickému kuZeli se ztotoZfiujf. [Napiste rovnice obou rovin
podle odst. 21, homogenisujice napfed rovnice (33,1) a (33,7)!

125. DokaZte: Obd& usetky, omezené dvojicemi bodu, které
ne libovolné seénd vytind jednak hyperboloid, jednak jeho
asymptot. kuZel, maji spoleény pilici bod. Jak tedy lze sestro-
jovati daldf body hyperboloidu, je-li dén jeho jeden bod a kuZel
asymptoticky ? [Plyne z v&ty pfikladu 124.]

126. DokaZte: Teéna asymptotického kuZele v jeho bods P
protind hyperboloid v dvojici bodt, jejichZ vzdélenost bod P
puali. [Plyne z véty ptikladu 125.]

127. Doka%te: Teénd rovina ¢ asymptotického kuZele v bo-
dech jeho tvofici pfimky p protind hyperboloid ve dvou rovno-
b&Znych ptimkéch, jejichZ vzdélenost pfimka p puali. [Plyne
z vty prikl. 126.]

128. Doka¥te, Ze pfimka g je jen tehdy tvofici pifimkou
rotadniho hyperboloidu jednodilného (31,14), kdyZ jeji soufad-
nice vyhovujirovnici ¢,,4;3 — ¢339,3 = 0! [Vychézi bud z (33,13),

—1=0;

kde a = b, nebo piimo jako podminka, aby osa mimobéZek q,;
prochézela poéitkem.]

129. Jak zni rovnice rotaéniho hyperboloidu (31,14), dana-li
jeho tvofici ptimka g, jejiZ soufadnice splfiuji rovnici pfi-
kladu 128? [Viz priklad 130.]

180. Jak zni normélni rovnice (31,13) trojosého hyperboloidu

- = =
jednodilného, urdeného osami X, Y, Z a pfimkou ¢? [Podle

86



(33,13) nebo (33,14) vypoctéte a?, b?, c?! Hledana rovnice je aZ
na faktor

T23080902 T + G13934914Y° + G129020147% + €1201928 = 0]
131. DokaZte, Ze ti¥i pfimky téhoZ hyperboloidického regulu
nejsou komplanérni (t. j. rovnob&’ny s jednou rovinou)! [V opaé-
ném piipads by komplementarni regulus obsahoval spoleénou
nevlastni pfi¢ku danych piimek a nebyl by hyperboloidicky;
pak by v3ak nebyl hyperboloidicky ani ptivodni regulus.]
132. Dokazte, Ze kulova plocha z? + y% 4 z? — b% = 0 pro-
tind jednodilny hyperboloid trojosy (33,1), pfi @ > b ve dvou
shodnych kruZnicich v rovinach (33,10)! [Vylu¢te = z rovnic
obou ploch!]

34. 0 dvojdilném hyperboloidu. a) Pouze dva z Sesti
vrcholu trojosého hyperboloidu dvojdilného (obr. 18)

z_J_ 1=0 (34,1)

18. Dvojdilny hyperboloid trojosy s asymptotickou kuZelovou
plochou a hlavnimi hyperbolami.
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jsou redlné a to vrcholy (4 a; 0;0) na ose ;, jiz Fikdme
redlnd osa hyperboloidu. Naproti tomu na jeho imagi-
ndarnich osich :«Z—z)leifci vrcholy (0; 4- 4b; 0) a (0; 0; 4-éc)
jsou sdruZené imagindrni.
Protoze
A=—A“=—'a—c<0, (34,2)

neni na ploSe piimek. Pfes to asymptoticky kuZel dvoj-
dilného hyperboloidu je reilny a mé podle (25,8) rovnici

Roviny rovnobéiné s (?; ;3 ve vzddlenosti k& protinaji
hyperboloid v soustavé kuZeloseéek o rovnicich

2 22
e —1=0; (343)

x—k=0, :
E(kz_az) E(kz_az)

realné z nich jsou patrné jen ty, pro né% | k| > a. Pak jsou
viechny kuZelosecky soustavy (34,3) elipsy (obr. 18) a to
2

podobné, nebot pomér étverci jejich poloos gz' nez4vis{
na k. S rostoucim k rostou i poloosy priseéné elipsy a to
tak, Ze dva jeji protéjsi vrcholy vytvoruji hlavni hyperbolu
plochy v hlavni roviné (; .17) o rovnicich

12 y2
at” bt

2= 0, 1=0, (34,4)

kde#to zbyvajic{ dva vrcholy vytvofuji hlavni hyperbolu
v roviné (; ;S o rovnicich

2 22

y=0, S—5—1=0. (34,5)
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Obé hlavni hyperboly jsou soudasné obrysy kolmych prii-
méti plochy do svych rovin.

Pro | k| = a prusecnd kuZelosecka je singuldrni; jsou tedy
roviny z T a = 0 teéné roviny plochy v jejich redlnych
vrcholech. Mezi nimi neni redlnych boda plochy.

Z uvedenych vlastnosti lze si uéiniti pfedstavu o tvaru
plochy, kterd, jak nizev naznaduje, je sloZena ze dvou od-
délenych &dsti.

Z redlnosti asymptotického kuZele (34,2) lze usouditi, Ze
téZz na dvojdilném hyperboloidu existuji kuZelosecky viech
druht. Rezy hyperboloidu a jeho asymptotického kuZele
nikoliv diametralnf rovinou o jsou kuZeloseéky téhoz druhu.
Jsou-li stfedové, jsou soustiedné a homotetické podle spo-
leéného stfedu, nebot’ maji spoleéné asymptoty, at jiz redlné,
nebo sdruZené imagindrni. Parabolické fezy vzniknou na
obou plochich jen tehdy, je:li rovina ¢ rovnobéing s né-
kterou teénou rovinou asymptotického kuZele.

Na rozdil od jednodilného hyperboloidu leZi viechny body
hyperboloidu dvojdilného uvniti jeho asymptotického
kuZele.

Je-li b = ¢, dvojdilny hyperboloid (34,1) je rotaéni o ose

rotace ;:: coz plati i o jeho asymptotickém kuZeli.

Rotaéni hyperboloid dvojdilny lze definovati jako geo-
metrické misto bodua v prostoru, které maji od dvou riznych
bodi F, @ stdly rozdil vzdilenosti. Spojnice F@ je rotaéni
osa plochy, body FG jsou spoleénd ohniska viech jejich
merididni, jeZ jsou shodné hyperboly.

b) Na trojosém hyperboloidu dvojdilném existuji dvé
soustavy kruZnic. ProtoZe charakteristickd rovnice plochy
(34,1) mé kofeny

1 1 1

leaii 92:_‘627 93:_;;2’

je pii ¢ < b koren g, stiedni velikosti. Jen singuldrni kuzelo-

89



secka h, charakteristického svazku-je redlnd a ms rovnice

FAN A 1
x, =0, .;_2—b_22_6_32+l§(x12 + 22 + 34%) = 0.
Obé osnovy cyklickych rovin jsou proto uréeny rovinami
cha2 + b2 + zal/b2 —ct=0, (34,6)

prochédzejicimi osou 3_/: takie vSechny cyklické roviny jsou
8 touto osou rovnobéiny. Geometrickym mistem stiedd
kruZnic oné soustavy, jeZ odpovidd hornimu znaménku
v (34,6), je pramér hyperboloidu

y =0, :t:cl/b2 —c? + zal/a2 + 62 =0, (34,7)
kdeZto kruznice druhé soustavy maji své stfedy na priméru
y =0, :z:cl/b2 —c?— zaVa2 + b2 = 0. (34,8)

O sprivnosti téchto rovnic se snadno presvédéime na pr.
uréenim poldrnich rovin nevlastnich bodi obou priméri;
lze je oviem téZ odvoditi jako rovnice k (34,8) sdruzenych
praméra vzhledem k hlavni hyperbole (34,5).

Na rozdil od jednodilného hyperboloidu existuji zde redlné
body kruhové. Dva z nich leZi na praméru (34,7), dal3f dva
na primeéru (34,8). Jejich soufadnice jsou dédny vyrazy

a® + b* b2 —¢?

P V—: y=0 z=xclmre (49
kde je dovoleno znaménka jakkoliv kombinovati. Uréuji
tudiz kruhové body dvojdilného hyperboloidu obdélnik
v hlavni roviné, kolmé k rovindm cyklickym, a to kolmo
soumérny podle os hyperboloidu, leZicich v téZe roviné.

Rovnice poldrni roviny, resp. te¢né roviny plochy v jejim
bodé (x4; yo; 2o) zni

LTy YYo 229 .
e 1=0; (34,10)
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odtud vychdzi, Ze rovnice teénych cyklickych rovin (proti-
najicich plochu v dvojicich sdruZenych isotropickych pfi-
mek), t. j. teénych rovin v kruhovych bodech, jsou

+ = Va2 bt = Vb2—c2 Va2 + =0, (34,11)

kde opét jest kombinovati znaménka viemi zplsoby. Roz-
hodovdni o tom, v kterém kruhovém bodé se néktera
z rovin (34,18) dotyka plochy a na kterém z obou primeéra
(34,7), (34,8) néktery z kruhovych boda (34,9) lezi, necini
Zédnych obtizi.

Stejné jako trojosy hyperboloid jednodilny lze i dvoj-
dilny vytvoriti kolmou perspektivni afinitou z dvojdilného
hyperboloidu rotaéniho. Skutetné, transformaci

b
X=2 Y=y Z= 7 (34,12)
rovnice (31,16) prechazi v (34,1). Odtud je patrno, Ze za
invariantni rovinu afinity lze zvoliti rovinu kteréhokoliv
merididnu rota¢niho hyperboloidu dvojdilného.

Piiklady k cvideni.

138. DokaZte, Ze véty piikladu 124, 125 plati i pro hyper-
boloid dvojdilny! Jak je nutno pozméniti vétu piikladu 126,
aby platila pro jednodilny hyperboloid? [Zaméniti hyperboloid
s asympt. kuZelem.]

184, Kdy obdélnik o vrcholech v kruhovych bodech dvoj-
dilného hyperboloidu (34,1) s ¢ < b je &tverec? Kolik kruho-
vych bodu mé rotadni hyperboloid dvojdilny a kde tyto body
1911‘7 [KdyZ a* 4 ¢t + a?b? — b%% = 0. — Dva; na ose rotace
plochy.]

35. O elipsoidech. a) Z norméilni rovnice trojosého real-
ného elipsoidu

+ + =0 (35,1)

je patrno, Ze ma Sest vesmés realnych vreholu (4- a; 0; 0),
(0; £ b; 0), (0; 0; + c). Délky a, b, ¢ jsou poloosy elipsoidu.
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ProtoZe jest
1
T azhc?

jsou elipsoidy plochy nepiimkové.

4=— A“ = < 07 (35’2)

Nevlastni kuZelosecka plochy o rovnicich
x4?
Y

R A
R
zfejmé nemd %idnych bodi redlnych a je imaginadrni stejné
jako asymptoticky kuZel

22

22
Je-li a = b, elipsoid je rotacni. Z jeho rovnice (31,18) je
patrné, Ze vznika rotaci elipsy (srovnej s 18,6)
X  Z?

Y=0, S +5—1=0 (35,5)

okolo osy Z.

Kolmé perspektivni afinita

X=n, Y=%—y, Z =z, (35,6)

jejiz samodruznd rovina je merididn (322) rota¢niho elipsoidu
(31,18) jej transformuje v trojosy elipsoid (35,1). Rovnik
rotadniho elipsoidu pti této transformaci prechézi v hlavni
elipsu £ (obr. 19)

- v — —> s _ 2
v roviné (z y) o rovnicich

12 y2

kdeZto merididny rota¢niho elipsoidu v rovindch (_Z)?) resp.
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(_Zj’( ) se transformuji v dalsi dvé hlavni elipsy trojosého elip-
soidu. Posledné uvedeny merididn zastava transformaci ne-
zménén, nebot lezi v roviné invariantni, takZe je to spoletnd
kiivka obou ploch; kromé toho se obé plochy podél ni dotykaji.

Z vytvoreni trojosého elipsoidu kolmou perspektivni afi-
nitou vyplyvi, Ze i trojosy elipsoid — stejné jako rotaé¢ni —
je plocha uzaviend; vSechny jeji fezy rovinami nikoliv

Obr. 19. Trojosy elipsoid s hlavnimi elipsami.

teénymi jsou elipsy, redlné oviem jen tehdy, lez{-li pél jejich
roviny vné elipsoidu, t. j. v opadné ¢asti prostoru nez stied
elipsoidu.

Z rovnice (35,1) vychézi

2 2
2= icl/l—f-—%-_ (35,7)

a2
Aby tedy z bylo redlné, musi byti
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t. j. pouze bodim uvnitf elipsy E (obr. 19) pfislusi redlné
soufadnice z, coZ je patrno i z okolnosti, Ze hlavni elipsy jsou
obrysy kolmych priméta elipsoidu.

Ka#da rovina, prochézejici nékterou osou, na pi.—;, protind
elipsoid v elipse, jejiz dva protéjsi vrcholy se ztotoZnujf

s vrcholy elipsoidu na_z: zatim co zbyvajiei dva vrcholy
pruseéné elipsy lezi na E. Soustava elips v téchto rovinich
umoznuje piedstavu plochy.

Je-li @ > b > ¢, oba vrcholy elipsoidu na ose z lexici
ndlez{ kulové plofe o poloméru a, soustiedné s elipsoidem,
a vSechny ostatni jeho body lezi uvniti téZe kulové plochy.
Obracené, viechny body elipsoidu aZ na dva jeho vrcholy

na z lezi vné kulové plochy soustfedné o poloméru ¢. Odtud

plyne: Oba vrcholy na z resp. naz jsou ony body elipsoidu,
jejichz vzdilenost od jeho stiedu je maximalni resp. mini-
malnd.

b) Na trojosém elipsoidu existuji dvé soustavy kruZnic;
Pprotoze 5 je za jiz uéinéného predpokladu o velikosti poloos
kofen charakteristické rovnice prostiedni velikosti, singu-
larni kuZeloseéka charakteristického svazku

z,2 x,2 42 1
ry =0, a_12+b_2+?:——ﬁ(1’12+x22+”32)=0(35’8)

je sloZena z dvojice redlnych nevlastnich primek cyklickych
rovin obou osnov. Odtud vyplyva, Ze kaidd z obou osnov
je uréena jednou z rovin

zcla® —b? + zal/b? — ¢ = 0. (35,9)

Obé kruznice v téchto rovindch lezi téZ na kulové plose,
opsané ze stiedu elipsoidu polomérem rovnym poloose pro-
sttedni{ délky. Skuteéné, vyloufenim y z rovnice (35,1)
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a z rovnice
x? + Y 22— b =0,
vychdzi rovnice (35,9), éimZ tvrzeni je dokdzino.

Cyklické roviny, rovnobézné s rovinou (35,9), protinaji
elipsoid v kruinicich, jejichZ stfedy vyplnuji jeho primér
o rovnicich

y=0, zafa?—b® F )bz —c2=0, (3510)

pii ¢emZ v (35,9) a v (35,10) jest brati soudasné bud horni
nebo dolni znaménka. Oba praméry jsou sdruzeny s pri-

meéry (35,9) hlavni elisy v roviné (; :) a protinaji ji v étyfech
kruhovych hodech elipsoidu o soufadnicich

[y 2 2 .2
a?—b b2 —¢ _
xr = :t a\l/az—_—c—z, Yy = 0, z = :t CVaz——Ei (30,11)

V rovindch (35,9) lezici kruZnice jsou shodné a maji ze
viech nejvétsi polomér. S rostouci vzdalenosti cyklické ro-
viny od stfedu elipsoidu, klesd polomér kruZnice; teénd
rovina v kruhovém bodé protini plochu v dvojici sdruzenych
isotropickych primek, cyklické roviny jesté vzdalenéjsi od
sttedu protinaji elipsoid v kruZnicich imagindrnich.

Z rovnice poldrni (pffpadné teéné) roviny

ToX | Yoy | %

w T ta =0
a ze soufadnic kruhovych bodu snadno lze napsati rovnice
teénych rovin v kruhovych bodech elipsoidu.

¢) Je-li elipsoid rotaéni (¢ = b, rotaéni osa —z>) obé
osnovy cyklickych rovin se ztotoZiuji v osnové rovnobéz-
kovych kruZnic plochy. Podet bodi kruhovych se redukuje
na 2 body, ztotoZnujici se s vrcholy plochy na rotaéni ose.
Je-li ¢ >a = b, viechny merididny elipsy maji spoleénd

ohniska F, G na rotaéni ose e Elipsoid se pak nazyva
prodlouzeny a body F, G jsou jeho ohniska.
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ProdlouZeny elipsoid rotadni lze definovati jako geomet-
rické misto boda v prostoru, jejichz vzdédlenosti od dvou
bodé F, @ maji stdly soucet 2c.

Je-li ¢ << a = b, nazyvi se rotaéni elipsoid (35,1) zplos-
tély. Vznika otddenim elipsy okolo jeji vedlejsi osy. Ohniska

jeho meridiant vyplinuji kruZnici v roviné z ;, 8 elipsoidem
soustfednou, o poloméru ]/'a,z_ —c. .
Piklady k evicent:
135. Uréete kruhové body elipsoidia:
a) #52% + oby? + Fe2 — 1 =0 [+ 6/13; 0; & 12JA).
b) da + dyt 22 —1=0[x 3F 0 £ V.

186. DokaZte, %o rovnice tedné roviny elipsoidu (35,1), kolmé
ke sméru o kosinech (cos «;cos f§; cos y) mé tvar

x cos x+y cos f+z cos y:};l/a" cos?x +b? cos? f+c? cos? y = 0.

187. DokaZte: Geometrickym mistem vrcholti pravouhlého
trojhranu, jehoZ stny jsou teénymi rovinami elipsoidu (35,1),
jest kulova plocha x? + y? 4 22— a2 — b2 — ¢ = 0. [UtZijte
rovnice te¢né roviny udané v piikladé 186.]

138. Vypoétste soufadnice stfedu elipsy, ve které rovina
a,x + a,y + agz + a, = 0 protind elipsoid (35,1). [Stfed leZi
na primeéru s danou rovinou sdruZeném, t. j. na poléfe sdruZené
s jeji nevlastni{ pfimkou.]

189. Ukaite, %e elipsoid (35,1) lze parametricky vyjadFiti
rovnicemi

z=asinycosp, y=>bsinysing, z=rccosy

s parametry @, y. Jaké jsou &ary na ploSe, pro néz jeden z obou
parametrii je konstantni? [y = const. jsou elipsy v rovinach

rovnobéZnych s (; ;), @ = const. jsou elipsy v rovinéch pro-
chéazejicich osou_z).]

140. Napiste rovnice sttedovych kvadrik v soufadnicich
rovinovych a pfimkovych, vychézejice z normélnich tvart jejich
rovnic [podle (23,2) resp. (23,5)].
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36. 0 hyperbolickém paraboloidu.
a) Z rovnice plochy ve tvaru normélnim
a2 y2

L %=, (36,1)
P g

je ziejmé, Ze pouze soufadnicové roviny (_5::) S (_;1;;) jsou
hlavniroviny, t. j. roviny kolmé soumérnosti plochy (obr. 20),

§

i

Obr. 20. Hyperbolicky paraboloid s hlavnimi parabolami.

—_

kterd m4 proto jedinou osu z. Rovina (; y) se plochy do-
tykd v jejim vrcholu, ktery se ztotoZnuje s potdtkem O;
nazyvime ji proto vrcholovou teénou rovinou para-

boloidu. Osy z a._g; jsou sdruZené a sou¢asné kolmé teény
paraboloidu v jeho vrcholu.

To vie zustivd v platnosti i pro paraboloid elipticky,
méme-li na mysli normdlni tvar jeho rovnice.
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Nevlastni kuZelosecka hyperbolického paraboloidu (36,1)
je slofena ze dvou redlnych nevlastnich tvorfcich pfimek
t;, t, o rovnicich

z,=0, gz £ V=, (36,2)
jejich priseéik je nevlastni bod osy paraboloidu.

Ka?dé rovina protind nevlastni kuZelosecku plochy
redlné, proto na hyperbolickém paraboloidu neni ani elips
ani kruZnic, takZ?e kaZda nikoliv teénd rovina jej protind
v hyperbole, nebo v parabole. Posledni piipad nastdvs
patrné jen tehdy, kdyZ rovina fezu je rovnobéini s osou
paraboloidu. Na pi. obé jeho roviny hlavni jej protinaji
v t. zv. hlavnich paraboldch o rovnicich

y=20, 22—2pz=0, (36,3)
resp.
x=0, y2+4+2¢z=0. (36.4)

Je ziejmé, %e body hlavni paraboly (36,3) maji soutad-
nice z 2> 0, kde#to body hlavni paraboly (36,4) naopak maji
z < 0. Le{ tedy hlavni paraboly na opaé¢nych strandch teéné
roviny vrcholové.

Roviny kolmé na osu paraboloidu jej protinaji v hyper-
boléch o rovnicich
22 y?
z2—k=0, . gk o —
(k = konst. 3 0).

1=0 (36,5)

Tyto hyperboly tvofi soustavu o asymptotédch v rovinich

Vaz £ Vpy =0, (36,6)
uréenych osou paraboloidu a jeho tvoficimi piimkami v teéné
roviné vrcholové z = 0. Kazdéd z hyperbol soustavy (36,5)
m4 své vrcholy na hlavni parabole (36,3) resp. (36,4) podle
toho, je-li k > 0 nebo k<< 0. -

Z téchto vztahd je moZno si uéliniti pfedstavu o tvaru
plochy. K jesté nazornéjsimu vytvofeni hyperbolického pa-
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raboloidu vede studium fezii plochy rovinami rovnobéznymi
8 hlavnimi rovinami plochy.
Na pf. rovina y —d = 0, rovnobéZnd s hlavni rovinou

(_a;_z,) protind hyperbolicky paraboloid (36,1) v parabole
o rovnicich

x? d?
—d=0, ——2:——=0, (36,7)
y p q
jejimZ vrcholem jest bod
d2
W (0, d, -_— E‘)’

lezici na hlavni parabole (36,4).

Priseénd parabola (36,7) md tyZz parametr p jako hlavni
parabola (36,3), je s ni tedy shodnd, vznikajic z ni rovno-
béZnym posunutim, po némz vrchol O hlavni paraboly (36,3)
se ztotoZni s bodem W hlavni paraboly (36,4). Plati tedy
véta:

Hyperbolicky paraboloid lze vytvoritirovnobéi-
nym posouvanim kterékoliv z jeho hlavnich para.
bol, pfi kterém jeji vrchol opisuje druhou jeho
hlavn{ parabolu.

b) Tvotici pfimky hyperbolického paraboloidu jsou uspo-
fddény do dvou reguli, které — na rozdil od reguli hyper-
boloidickych — obsahuji po jedné z nevlastnich piimek ¢, ¢,
paraboloidu. Jinak Feéeno, piimky ka¥dého z téchto reguli,
jez nazyvdme paraboloidickymi, jsou rovnobéiny s jistou
rovinou, t. zv. fidiei rovinou regulu.

Podle (24,7) a (24,8) piimky jednoho z obou reguli jsou
prusecnice rovin

Al(i_+,l_)—212=o, l
Ve Ve (36,9



a idici rovina o, téhoZ regulu zfejmé mé rovnici :cl/q_ +
+ yVE: 0 a ztotoZnuje se s jednou z rovin (36,6).

Pfimky komplementdrniho regulu jsou podle (24,9)
a (24,10) prisecnice rovin

a jeho Fidici rovina g, je druhd z rovin (36,6).

Nevlastni pfimky Fidicich rovin ¢y, o, jsou nevlastni tvo-
fici primky ¢, ?, hyperbolického paraboloidu. Priseénice
obou Fidicich rovin, které jsou soumérné poloZeny podle
kterékoliv roviny hlavni, je osa paraboleidu.

Rovnice poldrni roviny bodu (y; yq; 2,) zni (podle odst. 22)

% __ Y%
P q
je-li to bod plochy, je (36,10) rovnice teéné roviny, obsahu-
jici obé tvoric{ pfimky obou reguli, které prochézeji jejim
dotykovym bodem (z,; y,4; 2o)-

Dvé rizné piimky a, b jednoho regulu a dvé jiné ruzné
primky ¢, d komplementédrniho regulu tvoii t. zv. prosto-
rovy étyfihelnik, jim% je hyperbolicky paraboloid jedno-
znaéné uréen. Kazdd z dvojic jeho protéjSich stran uréuje
smér Fidici roviny jednoho z obou reguli, ¢fm% i smér osy je
uréen.

Je-li na pf. fidici rovina ¢, rovnobéina s a i 8 b, pak
kaZdd rovina s ni rovnobézni protind piimky ¢, d v dvojici
bodi, jejichZ spojnice je tvofici piimkou onoho regulu,
k nému% nileZeji @ a b.

Odtud je patrno, %e trojice pfimek jednoho regulu
vytind na viech pfimkdch druhého regulu bodové
trojice stejnych délicich poméri.

(36,9)

—2—2,=0; (36,10)
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Na tomto vztahu jsou zaloZeny t. zv. nitové modely
hyperbolického paraboloidu (obr. 21). Dvé protéjsi strany
prostorového &tyrihelnika rozdélime na stejny pocet dili;
spojenim délicich boda nitémi obdrzime model jednoho pa-
raboloidického regulu.

Jsouli vSechny strany
prostorového ¢tyrihelnika
stejné dloubé, je to t. zv.
prostorovy kosoctve-
rec. Na ka?dém hyperbo-
lickém paraboloidu existuje
mnoZstvi prostorovych ko-
sobtvercu. Kolmi pricka
(0sa) dvou protéjsich stran
kosodtverce je patrné jedna
z obou tvoficich pfimek pa-
raboloidu, které lezi v jeho
teéné roviné vrcholové. Tak

iz‘?d “r‘?“li ,"’.ct“’,l parabo- o 91. Reguly hyperbolického
01dY, JakKoz 1 LeCNou ToVl- napraholoidu daného prostorovym
nu vrcholovou, osu a Fidiei dtyrahelnikem.

roviny. Roviny soumérnosti
jejich uhld jsou hlavni roviny paraboloidu.

37. 0 eliptickém paraboloidu.
Z rotatniho paraboloidu (31,23) [viz téz (18,8) a (18,9)]
vznikd elipticky paraboloid

2 2
oY _9—0 (37,1)
4 q

kolmou perspektivni afinitou (p > 0, ¢ > 0)

X=z Y= %y Z =z (37,2)

At jsou z,y jakdkoliv redlnd &isla, piisludi k nim podle
(37,1) soufadnice z > 0. Le#i tudf viechny reilné body
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paraboloidu na téZe (positivni) strané roviny (; _;;), t. j.
teéné roviny vrcholové. Z ‘jeho vytvofeni afinitou z rotad-
niho paraboloidu plyne, Ze tomu tak jest i pro kteroukoliv

jinou teénou rovinu plochy. Je zde 4 = — %, takie na

ploSe neni redlnych primek.
Nevlastni kuZelosetka eliptického paraboloidu (37,1)

2 2
2, =0, fHz, z)= % T x—; =0 (37,3)

je sloena ze dvou sdruZené imagindrnich nevlastnich pifmek

z,=0, Yz, +ilpz,=0, (37,4)
jejichz spoleény bod je redlny nevlastnf bod osy paraboloidu.

Na eliptickém paraboloidu neni proto jinych kuZelosedek
ne? elipsy, kruZnice a paraboly, z nich% posledni lezf v rovi-
nach rovnobéZnych s osou plochy.

Rovina rovnobézng s teénou rovinou vrcholovou ve vzda-

lenosti k protind plochu (37,1) v elipse o rovnicich
I2 yz
Z—-k—O, m—*—z—qk—l—o, (37,5)

odkud je patrno, Ze v3echny elipsy soustavy (37,5) jsou po-
dobné a Ze se do roviny (; ;) kolmo promitaji do soustavy

homotetickych elips o osdch z, _17

Vrcholy v3ech elips soustavy (37,5) lezi na obou hlavnich
parabolich v hlavnich rovindch paraboloidu o rovnicich

y=0, 2*—2pz=0, (37,6)
& x=0, y*—2¢qz=0; (37,7)
obé tyto paraboly jsou téz obrysy kolmych priméta parabo-
loidu do hlavnich rovin. Z uvedenych vztahi je moZno si
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uéiniti pfedstavu o tvaru plochy (obr. 22). Kromé toho
v odst. 36 uvedend véta o vytvofeni paraboloidu translaci
hlavn{ pa.ra.boly plati i pro elipticky paraboloid a dokazuje
s6¢ stejnym zptsobem.

"Charakteristickd rovnice plochy (37,1)

1 1
—_ — )= 37,8
Q(Q p)(Q q) 0 ( )

m4 kofeny 0 Je-li na pi. p < ¢ ]e —- kofen stiednf

1 1
g

Obr. 22. Elipticky paraboloid s hlavnimi parabolami.

velikosti, takZe jedind reilnd singuldrni kuZeloseéka charak-
teristického svazku plochy (37,1) je

x?  x,? 1
7=0, — +L—— (2 + o+ =0,
4 P q q 1 2 3
t. )
:::ZL ! 112—0 (37,9)
\e qf ¢ 7 ’
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Proto obé& roviny
glg—p+z)p=0 (37,10)
jeou cyklické a uréuji svymi sméry dvé osnovy cyklickych
rovin paraboloidu. Mistem stfedli kruZnic jsou dva prameéry
paraboloidu v roviné (; ;)
y=0, =£|plg—p =0. (37,11)

Kruhové body plochy jsou obecné dva. Kazdy z nich lezi
na jednom z priméra (37,11), takZe jejich souradnice jsou

(? Vola—p: 0 q_Tp).
Polérni resp. tednd rovina bodu (o5 Yo 2p) M4 rovnici
Y%
+ 20
P q
proto rovnice obou teénych rovin v kruhovych bodech jsou

== xl/q_T” —— q;—p — 0. (37,13)

Jen ty cyklické roviny protinaji plochu v reilnych krui-
nicich, které leZf na téze strané teéné roviny (37,13) jako
paraboloid. S rostouci vzdilenosti cyklické roviny od této
roviny teéné roste i polomér priseéné kruznice bez omezeni.

% z—zy=0, (37,12)

Priklady k cvideni.

141. Je-li v rovnici (36,1) p = ¢, jsou ob& Fidici roviny
hyperbolického paraboloidu, t. zv. rovnostranného, navzéjem
kolmé. Dokaite, ¥e po otodeni soufadnicové soustavy kolem

osy_z’ o tithel — 45° rovnice (36,1) se transformuje v rovnici
z'y — pz’ = 0!

142, NapiSte normalni tvar rovnice hyperbolického para-
boloidu, jehoZ iIdici roviny sviraji dhel 60° a jehoZ hlavni

parabola v roving (.:_v’ ?) mé parametr p = 1! [22 — 3y?—22=0.]
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148. Je dén  hyperbolicky paraboloid x% — 332 — 2z = 0.
Jak znf rovnice jeho a) tedné roviny v bods (1; 1; — 1), b) po-
ldrni roviny bodu (1;1;1)? [a) x —3y—2+ 1 =0, b) x —
—3y—2z2—1=0]

144. Urdete kruhové body eliptického paraboloidu 4x? +
+ 2 — 2 =0 [£]5;0; 4.

145. Jak zni rovnice a) hyperbolického paraboloidu (36,1),
b) eliptického paraboloidu (37,1) v soufadnicich rovinovych?

1 1 2
[Podle (23,3) < &2 F > &2 — 7 &6, = 0]



VIIL
DODATEK.

38. 0 anuloidu. Definice a rovnice anuloidu byly podany

v odst. 18. Jeho rovnici (18,12)
(* +4* +22—a® +m)?—dm?(2® +y?) =0, (38,1)
(m >a > 0),
upravme na tvar homogenni
[x,2 42,2+ x4 +(m2—a?) x,2]? — 4m?(z,2 +2,°%) 2,2=0. (38,2)

Z ného je zfejmo, Ze praseénd kfivka anuloidu s rovinou

nevlastni (nevlastni kfivka plochy) mé rovnice

2, =0, (1?4 22 + 23 =
a je to dvakrdt poditand absolutni kruZnice kulova (proto
anuloid patii mezi t. zv. cyklidy, t. j. plochy étvrtého
stupné s dvojnou kuZelosedkou v absolutni kruZnici).

Nejjednodussi rovinné rezy anuloidu lei jednak v rovi-
nich prochdzejicich jeho rotaéni osou, jednak v rovindch
k ni kolmych (obr. 23).

V prvém piipadé rovinny rez je sloZen ze dvou shodnych
vytvofujicich kruZnic (jeZ tvoli t. zv. iplny merididn
plochy); jejich polomér jest a, vzddlenost stfedu — ktery
lei v roviné (z y) — od potétku O je m.

V druhém piipadé roviny kolmé na rotaéni osu, o rovnici
z = k, protinaji plochu (38,1) v dvojicich kruZnic, nebot
levéd strana rovnice

(22 + 9* +m? K — a2 — dm? (2 + ) = 0
je rozloZitelna, takze ji 1ze dati tvar
(2 + y*—m? —a® + k% + 2mV¢§_——k”) .
(224 P —m?:—a? —|—k2—2ml/a2—72) = 0.

Z ného je ziejmo, %e obé kruZnice se ztotoZnuji v téZe
kruZnici k, resp. k, jen v tom pripadé, kdyZ jest k = +a
resp. k = — a. Roviny z = 4 a se dotykaji anuloidu podél
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téchto kruznic, které jsou shodné a jejichz polomeér je m,
t. j. rovny poloméru kruZnice opsané stredem kruznice vy-
tvotujici.

Jeli |k|>a, je |[/a® —k* imagindrni stejné jako obé
pruseéné kruZnice roviny z — k = 0 s anuloidem. Jen pro
| k| < @ obé kruinice v této roviné jsou reilné a rizné
a jejich poloméry jsou dény vyrazy

Ty0=m+ l/a2 — k.
Pro &k = 0 obdrzime proto dvojici kruZnic, slozenou z kruz-

- -

- — - -

Obr. 23. Kolmsé priméty anuloidu s lemniskatou Bernoulliovou.

nice nejvétd{ (rovnik) a nejmensi (hrdlovd kruznice),
jejichz poloméry jsou m + a. Rovnik a hrdlovd kruZnice

tvoli téZ obrys kolmého primétu plochy do roviny (;; _;;);
tecné roviny plochy v jejich bodech jsou rovnobéiny s ro-

v rd g
tacni osou z.
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Rovina v obecné poloze protind anuloid v kfivee étvrtého
stupné, kterd ma v kruhovych bodech roviny body dvoj-
nisobné (kfivky bicirkuldrn{). Priseénd kiivka nemusi
miti ani jeden bod redlny.

ProtoZe plocha je rotadnf, postaéi pti studiu jejich rovin-

nych fezil se omeziti na roviny kolmé k roviné (;:) ;3, nebot’
do takové polohy lze premistiti kaZdou rovinu otofenim
okolo osy plochy o vhodny ihel.

Pro ptrehlednost nazyvejme body vnéjsi édsti anuloidu

ony, jejichz vzdilenost od osy ;je vétsi nez m. Je-li tato
vzdalenost mensi nez m, pravime, Ze bod ndlezi vnitini
¢ésti anuloidu. Obé ¢dsti jsou navzdjem oddéleny kruZnicemi
k, a k,, na vnéjsi éasti lezi rovnik, na vnitin{ hrdlové kruz-
nice anuloidu.

Je-li déna rovina o, nikoliv kolméd na osu anuloidu, pak
existuji étyfi teéné roviny s ni rovnobézné. Dvé z nich se
jej dotykaji v bodech vnéjsi, dvé dalsi v bodech vnitini jeho
¢asti, proto je nazyvame vnéjsi resp. vnitini teéné ro-
viny anuloidu. Obé vnitfni teéné roviny jsou stiedové
soumérné poloZeny pod.le pocétku, t. j. sttedu anuloidu,
stejné jsou poloZeny i obé rovnobéiné vnéjsi teéné roviny
anuloidu. Rez plochy rovinou ¢ je jen tehdy reé,lny, kdyz
Tovina o lezi mezi obéma vnéjsimi teénymi rovinami, které
8 nf jsou rovnobéiny.

UkaZme, %e kromé soustavy kruZnic v rovindch kolmych
k ose a soustavy vytvofujicich kruZnic, existuje na anu-
loidu jedté tfeti soustava kruznic. Plati totiZ véta:

Rovinao dotykajici se anuloidu ve dvou riznych
bodech jeho vnitini ¢4sti jej protind ve dvou shod-
nych kruznicich o poloméru m.

Pii této zvldstni poloze s rovinou ¢ se ztotoinuji obé
vnitini tetné roviny s ni rovnobézné. Pri dikazu véty stadi
se omeziti na piipad, kdy dvojndsob teéné rovina o je kolma
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na rovinu (; ;), takZe jeji rovnice je
az —z|/m? —a® = 0, (38,3)
a jeji kolmy prumét do téZe souradnicové roviny jest jedna
ze spoleénych vnitinich te¢en obou vytvorujicich kruznic,
které tvoli uplny merididn plochy v roviné (; ;)
Vylouéime-li z rovnic (38,3) a (38,1) soufadnici z, vychéai
rovnice
(m2x2 + m2y2 — a2y2 — mi _|_ 014)2 P
— dm? (2% + y?) (m? — a%)2 = 0. (38,4)
Snadno lze ovériti, Ze leva strana této rovnice je rozloZitelna
a Ze ji lze déti tvar
[m?a? + (m* — a?) (y — a)® — m?® (m? — a?)] .
[m*e® + (m? —a?) (y + ) — m? (m? — a?)] = .
Je tedy kolmy primét praseéné kiivky anuloidu s rovinou ¢

do roviny (.7; Z;) sloZen ze dvou shodnych elips

2 a2
=T _ L W—ar
1 me — q? m?
3 ” (y + ay? (38,5)
a E2—_—:52_a2—|— me —1:0,

jejich poloosy a poloha jsou zfejmy z rovnic (38,5).

Av3ak na pf. k prvé z rovnic (38,5) dospéjeme té% vylou-
éenim 2z z rovnice (38,3) roviny ¢ a z rovnice kulové plochy

22 +(y—a) +22—m?2=0.

ProtoZe rovina ¢ prochdzi stfedem (0; @; 0) této kulové
plochy, je tim dokdzdno, %e E, je kolmy prumét kruznice
anuloidu o poloméru m v roviné ¢. Stejnym zpusobem to
lze dok4zati o elipse E,.

Oba dotykové body rovmy o se ztotoznuﬁ s pruseéiky
obou kruZnic, které v ni lezi. Soufadnice téchto bedu, jak
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Fefenim soustavy rovnic (38,3) a (38,5) vychdzi, jsou

m? — a? av;n-z’—aa_2
(:l: m 0; + T) (38,6)

Vnitinf dvojndsob teéné roviny anuloidu (38,1) obaluji
rotaéni kuZel, jehoZ osa resp. vrchol se ztotoZiuji s osou
resp. sttedem anuloidu. Jeho rovnice je podle (38,3)

a? (2? + y?) — (m? —a?) 22 = 0, (38,7)
a jeho tvorici pfimky jsou stiedné dvojic kruZnic, ve kterych
jeho teéné roviny protinaji anuloid.

Z ostatnich rovinnych fezii poviimnéme si jeité nékte-
rych, jejich% roviny jsou rovnobéiny s osou anuloidu. Bud
y = ¢, kde ¢ je redlnd konstanta, rovnice takové roviny.
Jeji priseénd kiivka s anuloidem (38,1) ma rovnice
y—c=0, (£?+224+m?+c2—a?)>—4m2(224c?) = 0; (38,8)
je to t. zv. spirickd kfivka Perseova, kterou po prvé
uvaZoval Perseus jif v 2. stoleti pred Kristem. Pro c=a
se druha z rovnic (38,8) specialisuje na rovnici

(22 + 22 + m?)? — 4m? (2 4 a?) = 0. (38,9)

Lze ji psdti téZ ve tvaru

[(x —m)? + 2. [(z + m)? + 2] = da?m?,
ktery vyjadiuje, ze kazdy bod na kiivce (38,9) v roviné
y—a =0 mé od boda (m;a;0) a (— m; a; 0) vzddlenosti
d,, dy, o nich plati,

d,d, = 2am. (38,10)
Promité se tudiZ prisec¢na kfivka roviny y — a = 0 s anu-
loidem (38,1) kolmo do roviny (z z) do kfivky, jejiz body

maji od stfedi obou vytvofujicich kruZnic v roviné (; _z))
vzddlenosti o konstantnim souc¢inu. Takové kiivky jsou
kitivky Cassiniovy, a oba zminéné stfedy vytvofujicich
kruZnic jsou jejich ohniska. Jsou tedy Cassiniovy kiivky
zvladtnim piipadem spirik Perseovych.
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Ukazme, Ze pfi zvlaStnich anuloidech se uvaZovana krivka
Cassiniova dile specialisuje na lemniskatu; je to v tom
pripadé, kdy m = 2a. Rovnice prisecné kfivky roviny y = a
s takovym anuloidem pak jsou

y—a=0, (22 +22)% + 8a% (22 — 2?) = 0. (38,11)
a hodnota stdlého soudinu je
d,d, = 4a?,
jak plyne z (38,9) a z (38,10).
Z Cassiniovych kiivek pouze lemniskata ma redlny singu-

larn{ bod a to v pocétku. Kiivka mé v ném dvé redlné tecny,
jejichZ rovnice podle (38,11) jsou

z-+-x=0.
Singuldrni bod se proto nazyvéd dvojny bod uzlovy.

Priseénd lemniskata v roviné ¢ uréuje svym uzlovym
bodem dotykovy bod roviny ¢ na hrdlové kruZnici plochy.

Plati tedy véta:

Je-li primér vytvorujici kruznice anuloidu ro-
ven priméru jeho kruznice hrdlové, pak teéné ro-
viny v bodech hrdlové kruZnice jej protinaji
‘v lemniskatdch Bernoulliovych.

39. O studiu a ulebnicich analytické geometrie, Existuje
-mnoho udebnic analytické geometrie, lisicich se jak .obsir-
nosti, tak zpusobem vykladu.

Jak i z tohoto spisku je patrno, k studiu geometrie me-
todou analytickou, ¢ili soufadnicovou je nutno ovlddati
alespon nékteré ¢dsti algebry, zejména nauku o determi-
nantech. Proto je doporuéeni hodno pfed studiem vétéich
dél o analytické geometrii prostudovati nauku o determi-
nantech a osvojiti si jejich praktické uiivdni. K tomu cili
znamenité se hodf kniha B. BydZovsky, Zdklady teorie
determinanti z r. 1929, nebo alespon struény spisek (lito-
grafie) Zahradnik, O determinantech, 1903—1904.
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K soustavnéjdimu studiu analytické geometrie v Geském
jazyku nutno pfedeviim doporuditi knihu dr. Boh. BydZov-
sky, Uvod do analytické geometrie, str. 404, z r. 1932.
Vétsi jeji ¢ast (226 str.) je vénovéna analytické geometrii
rovinné, zbytek analytické geometrii prostorové v pravo-
uhlych kartézskych soufadnicich se struénymi dopliiky o koso-
ihlych soufadnicich v prostoru a historickém prehledu.

O kuZeloseckach, algebraickych kiivkdch vy3sich stupnu,
rovinnych i prostorovych, o algebraickych plochdch druhého
1 vy§8ich stupnu, o pfimkovych komplexech a jinych utva-
rech, lze se pouéiti z velkého dila Jan Vojtéch, Geometrie
projektivni (880 str.) z r. 1932.

K dvodnimu studiu se hodi téz tyto zcela elementdrni
ucebnice:

Studnitka, Uvod do analytické geometrie v pro-

storu, 1876.

.Zahradnik, Analytickd geometrie, 1902,
Zahradnik, O plochdch druhého stupné, 1911.

Struéné poudeni o analytické geometrii v prostoru, véetné
ploch druhého stupné, nalezneme téz ve viech predniskich
o matematice na vysokych Zkolsch technickych, pokud byly
vydény tiskem. Z nich nejlépe vyhovuje kniha Jan Vojtéch,
Ziklady matematiky (dil 1. z r. 1939, dil I1. z r. 1940),
v niZz nalezneme i ¢etné priklady s vysledky.

Na konec uvedme, Ze analytickd geometrie itvara linedr-
nich, kuZeloseéek a ploch druhého stupné je jiz do nejmen-
Sich podrobnosti propracovana. Existuji velik4 dila, v nichZ
je sneseno takika vie, co lze o téchto vtvarech fici. Takové
je na pi. tiisvazkové dilo Staude, Analytische Geomet-
rie des Punktes atd., 1905 2 Analytische Geometrie
des Punktepaares atd., dil I. a II. z r. 1910. Stejné
podrobn4, je i piisluind stat v Enzyklopiadie der math.
Wissenschaften. K rychlé informaci ¢asto dobtfe poslouif
znimé dflo Pascal, Repertorium der Mathematik.
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