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PREDMLUVA

Vyklady o polynomech (mnohoélenech) tvofi podstatnou
Cast Skolni algebry: s polynomy pracuji Zici vlastn& od
okamZiku, kdy zalnou zapisovat ¢isla pomoci pismen.
Mnohoclen se tu zpravidla chape jako funkce jedné nebo
i vice promé&nnych, i kdyZ se to n&kdy vyslovné nezdiraz-
fluje. Bylo tedy moZzné postavit se na toto stanovisko
a ulinit pfedmétem tvah né&které dalsi vlastnosti funkci
zvanych mnohocleny, které navazuji na litku probiranou
ve_Skole.

Ale takto zamé&feny obsah kniZky by neodpovidal tomu,
co tvofi podstatu soucasné algebry (oznalované téZ nizvem
moderni algebra), kterd se zabyvd studiem mnoZin, ne
nutné iselnych, v nichZ jsou definoviny urcité operace.
Chtél-li jsem tedy sestavit kniZku, ktera by ukdzala Cte-
nafi ¢asteCny obraz toho, &im se dnes algebra zabyva, ne-
zbyvalo mi nic jiného neZ uéinit osou vykladu mnoZiny
s operacemi (zvané téZ algebraické struktury). Pak bylo
oviem nutné opustit i funk&ni definici polynomu, jak ji
zname ze $koly, a definovat mnoZinu polynomi algebraicky
jako mnoZinu s jistymi operacemi. Tim se otvird rendfi
novy pohled na nékterd fakta, s nimi se setkal jiz dfive
v jinych souvislostech. V&Fim, Ze se tim roz$iti jeho obzor.
Zejména pak prosim ¢tendfe, aby bedlivé sledoval logickou
stavbu celého vykladu, kterd chce byt bez mezer.

Vychodiskem kaZdé matematické teorie je urdity poet
definic. Pro snaz$i orientaci jsou viechny duleZité definice
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v této kniZce vyrazné uvedeny a pojmy v nich zavedené
jsou vytiStény kurzivou. Z definic odvozujeme véty, za
jejichZ znénim pak nasleduje diikaz vyslovené véty. K ilust-
raci definic a vét je pfipojena fada pkikladd v textu a ke
kontrole pochopeni probrané litky jsou na konci kazdého
€lanku uvedena cvifeni. Ukolem vé&t§iny z nich je dit
Ctendfi moZnost, aby si ov&fil, do jaké miry porozumél
vyslovenym definicim a vétdm, a jen men$i ¢ast z nich
procviCuje poltafskou pohotovost a zb&hlost. Na konci
knizky jsou pfipojeny vysledky téchto cvieni, popf. vice
& méné podrobné nivody k jejich feSeni. Snad ani neni
tfeba pfipominat, Ze se ma ¢tenaf nejprve pokusit o feSeni
sim, a teprve nebude-li si védét rady, uchylit se k navodu.

Nakonec je tfeba uvést jesté jednu poznadmku tykajici se
terminologie. V kniZce se uZivd ndzvu pfirozena ¢isla pro
Cisla 0, 1, 2, 3, 4, ... V nékterych uebnicich 1 v jinych
matematickych knihdch se vsak ¢&islo 0 za pfirozené ¢islo
nepovaZuje. Patfi-li Cislo O mezi pfirozend Cisla ¢i nikoli,
to se nedd dokdzat, to je v&ci umluvy. Lze najit dostatek
divodi pro jedno i pro druhé a také proti jednomu i proti
druhému. Sam povaZuji za nejpidné&jsi divod pro to,
aby se Cislo 0 od ostatnich pfirozenych Cisel neodtrhovalo,
fakt, %e se dé&ti seznamuji s Cislem O spolu s ostatnimi
ptirozenymi &isly hned od politku $kolni dochizky. Aby
viak nevznikl u ¢tenife zmatek, je vidy zfetelné uvedeno,
jde-li o mnoZinu viech pfirozenych &isel i s nulou (ozna-
&eni N,), ¢i bez nuly (oznadeni N).

Karel Hrusa



1. kapitola

OPERACE V MNOZINE

Ve $kole se hodn& zabyvime pocetnimi vykony ¢ili ope-
racemi, mezi né% patfi napfiklad s¢itdni, od¢itdni, ndsobeni,
déleni aj. V tomto ¢ldnku budeme definovat pojem operace
pon&kud obecnéji, a proto si nejprve viimneme nékterych
spoleénych vlastnosti, které maji operace, s nimiZ jsme
se ve Skole setkali. Pfi sCitdni, od¢itani, niasobeni i déleni
jsou vzdy ddna dvé& &isla a urditym postupem, jemuZ jsme
se ve Skole ufili, k nim hledime tfeti &islo, které je ob&éma
danymi Cisly jednoznacné uréeno. Ke kaZdé dvojici danych
Cisel tedy hledime jedno jediné tfeti ¢islo. Pfitom
(aspoii v nékterych ptipadech) zleZi na pofadi obou Cisel
v dané dvojici (napf. x — y znamend zpravidla néco ji-
ného neZ y — x). Jde tu tedy o uspofddané dvojice,
tj. o dvojice, u nich? je podstatné, kterd jejich sloZka je
prvni a kterd je druhd.

Je-li d4na mnoZina M, budeme mnoZinu vSech uspofa-
{anych dvojic [x, y], kde x € M, y € M, oznaovat symbo-
lem M X M. Dv& uspofddané dvojice [x,y] €M X M,
[z, 4] €M X M povaZujeme za sob& rovné, shoduji-li se
ve svych prvcich i v jejich uspofadéni, tj.

[%, ¥] = [z, u] prdvé tehdy, kdyZ x = 2 a zdrovell y = w.
Naproti tomu
[x, ¥] # [z, u] privé tehdy, kdyZ x # z nebo y # u (nebo
oboji).

Abychom pracovali s jasnymi pojmy, uvedeme nejprve
definici zobrazeni v mnoZiné.



Definice |. Budi? dina mnoZina M. MnoZinuf =M x M
nazyvame zobrazen{ v mnoziné M, ma-li tuto vlastnost:

Jestlize v dvojicich [x,, y,], (x5 ¥,] z mnoZiny f je
Xy = Xy, pak také y, = y,.

Jsou-li x, y prvky téZe dvojice [x, y] <f, pak prvku x
fikime wzor prvku y a prvku y tikdme obraz prvku x
v zobrazeni f a piSeme y = f (x).

Casto tu mluvime také o pfifazeni a fikime, %e obraz
y € M je ptifazen vzoru x € M.

Z definice 1 vyplyvi, e kazdy prvek mnoZiny M miiZe
byt vzorem nékterého prvku této mnoziny v zobrazeni f.
Nikde v3ak neni feeno, Ze mnoZina viech vzori musi
mnoZinu M vycerpdvat; muZe se stit, Ze v mnoZin¢ M
existuji prvky, které nejsou vzory Zidného prvku mnoZiny
M. Jestlize viak néjaky prvek mnoZiny M je vzorem nékteré-
ho prvku této mnoZiny v zobrazeni f, je vzorem pravé
jednoho prvku mnoZiny M.

Také kazdy prvek mnoZiny M muZe byt obrazem nékte-
rého prvku této mnoZiny v zobrazeni f, ale ani tady neni
feeno, Ze mnoZina viech obrazii musi mnoZinu M vy-
Cerpavat; miiZe se stit, e v mnoZiné M existuji prvky,
které nejsou obrazy Zidného prvku této mnoZiny. A také
neni nikde feleno, ¥e kaZdy prvek mnoZiny M, ktery je
obrazem né&kterého jejiho prvku, musi byt obrazem jen
jednoho prvku této mnoZiny; miZe se stdt, Ze jeden a tyz
prvek mnoZiny M je obrazem vé&tsiho poltu prvku této
mnozZiny v zobrazeni f.

Podminku uvedenou v definici 1 miZeme vyslovit
v tvaru:

Jestlize v dvojicich [x,, y,], [*2 ¥.)] z mnoZiny f je
Y1 # Yo, pak také x; # x,.

Jsou-li tedy dva riizné prvky mnoZiny M obrazy néja-



kych prvki této mnoZiny v zobrazeni f, jsou to obrazy dvou
ruznych prvki.

Situace je schematicky znizornéna na obr. 1, kde mno-
Zina vSech vzori je oznalena pismenem A a mnoZina
viech obrazi pismenem B.

Obr. 1.

S pojmem zobrazeni v mnoZiné M jsme se setkali jiZ
mnohokrit ve §kole; tu byla mnoZinou M zpravidla né;akzi
tiselnd mnoZina (tj. mnoZina, 1e112 prvky jsou ¢isla) a misto
ndzvu zobrazeni jsme uZivali nizvu funkce. MnoZina A se
pak nazyvala obor funkce a mnoZina B obor funkénich
hodnot. NaSe definice v3ak je ponékud obecné&jsi, protoZe
M midZe znamenat zcela libovolnou nepriazdnou, nikoli jen
¢iselnou mnozinu. DalSi rozdil mezi nasi definici a definici
bézné& uZivanou ve Skole je zavedeni mnoZiny M, ktera ma
tu vlastnost, Ze obsahuje jak mnoZinu A (obor funkce), tak
i mnoZinu B (obor funk&nich hodnot), tak?e A UB < M.
Pro naSe ulely je totiZ vhodné pfipustit i tu moZnost, Ze ne
kazdy prvek mnoZiny M je vzorem nékterého prvku této
mnoZiny v zobrazeni f.

Po této prupravé budeme definovat operaci v mnoZiné¢ M
jako jisté zobrazeni v mnoZiné (M x M) u M. Tato mno-
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Zina obsahuje jednak uspofidané dvojice z mnoZiny
M X M, jednak jednotlivé prvky z mnoZiny M.

Definice 2. BudiZ d4na mnoZina M. Zobrazeni f v mno-
%in¢ (M x M) U M, v né¢mZ mnoZinou vzori je &ist mno-
2iny M X M a mnoimou obrazt éést mnoZiny M, nazy-
vame operace v mnoginé M.

Je-li v operaci f prvek z € M obrazem prvku (x, 3] €
€ M X M, pifeme z = f (x, y).

Operace f je tedy zobrazeni, v n€émZ je vzorem uspofi-
dand dvojice [x, y]) € M X M a obrazem prvek z e M;
mnozina f je tvofena uspofddanymi dvojicemi, jejichZ slo-

Zeni je toto:
[[x ], 2] € f.

Proto bychom méli podle definice 1 spife psit z =
= f ([x, y]); tento zdpis by vSak byl zbyteéné sloZity.

PFiklad 1. S¢itdni je operace v mnoZin& N, vSech
pfirozenych d&isel (v&etn€ nuly), nebot ke kazdé dvojici
[x, ¥] € Ny X N, ptislusi jako obraz &islo x + y € N0 a toto
Cislo je, 1ak vime ze §koly, jediné. MnoZinou vzorci je tu
celd mnoZina N, X N,, mnoZinou obrazi je mnoZina N,.
Znadi-li tedy pismeno fsCitdni, je f (x, ¥) = x + y. Obdob-
né tvrzeni plati i pro ndsobeni v mnoZin& N, které je ddno
vzorcem f (%, ¥) = xy. Také od¢itdni je operace v mnoZing&
N,, kterou miZeme vyjadtit vzorcem f (x, y) = x — 3. Tu
ma kaZd4 uspofddani dvojice [x, ¥] € Ny X No, kdex 2 y,
za obraz &islo x — y € N;. MnoZinou vzori je mnoZina
viech takovych dvojic [x, y] € Ny X Ny, v nichZ je x = y.
Vezmeme-li v§ak v uvahu od¢itdni jako operaci v mnoZiné
C viech celych &isel, pak mnoZinou vzoru je celd mnoZina
C x C, nebot ke kazdé dvojici [x,y] e C X C existuje
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obraz z = f (x,¥) = x — y € C. Také déleni (beze zbytku)
je operace v mnoZiné N, i v mnoZin& C, pro kterou plati
f(x,y) = x : y; mnoZinou vzorl je mnoZina viech takovych
dvojic [x, y] z mnoZiny Ny X N, popf. C x C, v nichZ je
x = ky, kde % je prvek mnoZiny N, popt. C,a y # 0.

Pfiklad 2. Operace viak nemusi byt definoviny pouze
v &iselnych mnoZinich. BudiZ napfiklad M mnoZina vSech
bodi roviny ¢ a pfifadme ke kazdé dvojici X, Y riiznych
bodt této roviny stfed S usecky XY; pro X = Y poloZme
S = X =Y. Také tu je ke kaZdé dvojici [X, Y] eM x M
(tj. ke kaZdé dvojici bodu roviny o) pfifazen privé jeden
bod § € M (tj. pravé jeden bod roviny g), takZe jde skutecné
o operaci f v mnoZiné M viech bodi roviny g, pfifemz je
f (X, Y)=S.Protuto operaci neexistuje Zidny mezinirodn¢
zavedeny symbol; nic ndm vSak nebrdni, abychom si pro
nai potfebu takovy symbol zavedli; miZeme psit napf.
f(X,Y)= XeY. Také miizeme pro tuto operaci zavést
i zvl4$tni ndzev, budeme ji fikat tfeba operace st¥ed.

Abychom pfibliZili nae zipisy co nejvice zdpisim
operaci zndmych ze $koly, budeme radé¢ji misto pismene
znadiciho zobrazeni v mno%iné¢ (M x M) UM pouZivat
néjakou znalku, napf. O, * aj., kterou umistime mezi ob&
slozky dvojice [x, y] € M X M, jeZ je vzorem v uvedeném
zobrazeni, podobné jako to &inime ve $kole se zna¢kami 4,
— aj. Budeme tedy psit napf. f (x, ¥) = x O y apod.
A také operaci f budeme v tomto pfipad€ ozna&ovat nizvem
operace O.

Definice 3. a) Necht O znadi operaci v mnoZin& M.
Jestli¥e pro kazdé dva prvky x, y mnoZiny M, pro néZ
existuji prvky x Oy € M, y O x € M, plati

X0y=y0x,
nazyva se operace O komutativni.



Jestlize pro kazdé tfi prvky x, y, 2 mnoziny M, pro néz
existujf prvky (x 0 ) 0 z e M, x O (¥ 0 2) € M, plati
(x0y)Cz=x0C(y02),
nazyva se operace O asociativni.
b) Nechf O, + znali operace v mnozin¢ M (které ne-
musi byt navzidjem rizné).

Jestlize pro kaZdé tti prvky x, y, 2 mnoZiny M, pro néZ
existuji prvky (x O y) * ze M, (x x 2) O(y » 2) € M, plati
xoy)*rz2=(x*20(y+ 2),

nazyva se operace » distribution{ vzhledem k operaci ©.

Ptitom zivorky jako obvykle znadi, kterou operaci midme
provadét napfed.

P¥iklad 3. S¢itdni v mnoZin& N, vSech pfirozenych Cisel
(vEetné nuly) je operace komutativni, nebot pro kazdd dveé
disla x, y mnoZiny N0 e)ustu]l obé &isla x + v,y + x a vime,
%e pro kazd4 dv& pfirozena Cisla x, y je

x+y=y-+=x
Je to také operace asociativni, nebot pro kazda tfi ¢isla
x, ¥, 2 mnoZiny N, existuji &isla (x 4+ y) + 2z, x + (y + 2),
pfifem? plati
x+tWN+z=x+u+2)
Také ndsobeni v mnoziné N, je operace komutativni

1 asociativni, nebot jestlize v definici 3a) za operaci O
vezmeme nisobeni, dostaneme

xy = yx, (xy)z = x(y2),

ale to je spravné pro kazda dvé, popf. pro kazda tfi pfiro-
zend Cisla. Ndsobeni pfirozenych Cisel je distributivni
vzhledem ke séitini: vezmeme-li v definici 3b) za operaci
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_ stitani a za operaci » ndsobeni, dostaneme

(x + y)z = x2 + y=,
a to je spravné pro kad4 tfi pfirozena isla x, y, 2. Naproti
tomu scitdni pfirozenych Cisel neni distributivni vzhle-

dem k nasobeni. JestliZe totiZ v definici 3b) vezmeme za
operaci O ndsobeni a za operaci + sitdni, vyjde rovnost

x+z=(x+2)(y+2),

ale ta neni splnéna pro kaZda tfi pfirozena ¢éisla x, y, 2, jak
se snadno pfesvédéime (tfeba na pfikladé x = y = 2 = 1).

Pfiklad 4. Odcitani v mmnoZin€ N, vSech pfirozenych
Cisel (véetné nuly) je operace komutativni. V této mnoZiné
existuji obé Cisla x -- y, y — x pouze tehdy, je-li x = y;
pak je

x—y=y—x=0.
Naproti tomu od¢itdni v mnoZiné C vSech celych cisel
neni operace komutativni, nebot v této mnoZiné existujf
pro kazdé x € C a pro kazdé y e Cobé lislax — y,y — x,
ale pokud je x % y, jetaké x —y # y — x.

Priklad 5. Operace ® v mnoZiné M vSech bod roviny g,
popsana v pfikladu 2 na str. 9 (operace stfed), je komu-
tativni, nebot pro kazdé dva body X, Yrovinypoje X @ ¥ =
= Y e X. Jsou-li [x;, x,), [¥15 ¥} soufadnice bodid X, Y,

pak
XoY =[x +3)0+ )l
Yo X=[0+ x) 33+ x)]

ale to je jeden a tyZ bod. Operace @ viak neni asociativni.
Je-li X = [x}, %], Y = [y, 32)s Z = [21, 2], pak

(XoeY)eZ=[3Fx+y)+2)3F G+ )+
L z)] = [ (e + 31+ 22), } (2o + 32 + 229)],



Xoe(YoZ)=[}(x;+30n+20h 3 (xa+ (3 +
+ 2))] = [} 2%, + 31 + 20, 1 (2% + 32 + 2)];
tyto dva body vSak mohou byt riizné. Operace @ v3ak je

také distributivni vzhledem k sob& samé, tj. pro kaZdé tfi
body X, Y, Z mnoZiny M plati

(XoeY)eZ=(Xe0Z)e (Yeo2)
Oznalime-li opét X = [x;, %], ¥ = [y 32l Z = [21, 23],
je podle pfedchézejiciho

(XoY)e Z=1[}(x + 3+ 2z) } (% + 32 + 225)]

a kromé¢ toho
(XoZ)e (Yo Z)=[3( (x + 2) + (0 + 2))s
(G (x + 29) + 3 (32 + 2))] = [} (01 + 1 + 220)s
1 (xe + 32 + 225)]
Oba vysledky davaji jeden a tyZz bod.

Cvigeni. |. BudiZ R+ mnoZina vSech kladnych (redlnych)
disel. Zjistéte, jsou-li komutativni a asociativni tyto ope-
race v mnoZiné R*: a) f(x, y) = }(x + ) (aritmeticky
pramér), b) f(x, ¥) = Jxy (geometricky primér), c)

2xy

flx,y) = gy (harmonicky pramér).

2. Budiz R+ mnoZina viech kladnych (redlnych) disel.
Zjistéte, jsou-li komutativni a asociativni tyto operace
v mnoZing¢ R+;

V@) = ;25 B ) =VF T4 Of () =

= - _xy_" .
Va® + 52
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3. Budi? Q* mnoZina vSech kladnych raciondlnich &isel.
UkaZte, Ze v této mnoZiné je umoctiovdni distributivni
vzhledem k ndsobeni (déleni).

4. M je mnoZina viech pfemisténi roviny g, jimiz se re-
produkuje rovnostranny trojihelnik ABC leZici v roviné p.
Tato mnoZina se sklada z Sesti prvkﬁ, které oznadime takto:

486)~ 489)=% (4E9)-
(ﬁ€§)=6» (429)-e (f29)-e.

(Pfi tomto oznaceni jsou pod sebou napsany vrcholy troj-
thelnika, které si odpovidaji v uvedeném pfemisténi;
3 je identické pfclmstém, Ry N j jsou rotace kolem stfedu
trojihelnika, &,, S,, S, jsou osové soumérnosti.) V mno-
%in& M definujeme operaci * takto: X + QB je pfemisténi,
které vznikne tak, Ze provedeme nejprve premisténi X
a po ném pi‘emlsténi B, napt. R, » S, = S, Vylettete,
je-li operace » komutativni a asociativni.

5. Cvifeni 4 opakujte pro pfemisténi roviny g, jimiZ se
reprodukuje a) étverec ABCD, b) obdélnik ABCD.

6. a) V roviné ¢ jsou ddny dvé riznobézky p, ¢. V mnoZi-
né M viech bodi roviny ¢ je ddna operace O takto:
obrazem uspofidané dvojice [X, Y] € M X M je ten bod
XoY = Z roviny o, pro ktery plati XZ || p, YZ | q.
Vysetfte, je-li tato operace komutativni a asociativni.
b) Ukaite, %e operace @ z pfikladu 2 na str. 9 je distribu-
tivni vzhledem k operaci O ze cvi¢. a).

7. V roving ¢ je ddn bod O. V mnoZiné M viech boda
roviny ¢ je ddna operace O takto: Jsou-li X, Y dva rtzné
body roviny ¢ a neprochdzi-li pfimka XY bydem O, je
Z=X0Y é&vrty vrchol rovnob&inika XOYZ; leZ-li
body X, Y na polopfimce p s politkem O, je Z = X0 Y
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ten bod polopfimky p, pro ktery plati OZ = OX + OY;
jsou-li OX, OY opaéné polopfimky a je-li OX = OY, je
Z = X ¢ Y ten bod polopfimky OX, pro ktery plati
0Z = OX - OY; jsou-li OX, OY opalné polopfimky
aje-liOX = OY, je Z= X Y ten bod poloptimky OY,
pro ktery plati OZ = OY — OX; je-lli X =Y = O, je
Z = X0Y = 0. Ukazte, Ze je operace ~ v mnoziné M
komutativni a asociativni.

8. Budi M mnoZina, jejimiz prvky jsou redlna ¢isla
(vSechna nebo jen néktera). DokaZte, Ze

xje-lix = . je-li x =
max (x,y) = {y: }e—lix <?v)’ min (x, ) = {%: %e-lix <§

jsou operace v mnoZiné M, které jsou ob& komutativni,
ob¢ asociativni a ka¥dd z nich je distributivni vzhledem
k druhé.

9. BudiZz dina mnoZina Z a oznaéme M systém vSech
jejich podmnoZin. Je-li A e M, B e M (tj. je-li A < Z,
B = Z), oznalme A UB =S, An B = P. Ukazte, e U
a n jsou operace v mnoZiné M, které jsou ob& komutativni,
obé asociativni a kazdd z nich je distributivni vzhledem
k druhé.

10. Je-li D (x, y) nejvétsi spole¢ny délitel a n (x, y) nej-
mensi spoleny ndsobek pfirozenych &isel x, y, ukaZte, Ze
D, n jsou operace v mnoZiné N viech pfirozenych ¢isel
(bez nuly), které jsou ob& komutativni, ob& asociativni
a kaZd4 z nich je distributivni vzhledem k druhé.



2. kapitola

NEUTRALNI{I A INVERZNIf PRVEK.
GRUPA

Je-li v mnoZiné definovina néjaki operace, miZe se stit,
Ze existuji v této mnoZin&¢ prvky, které maji vzhledem
k této operaci urcité specialni vlastnosti.

V&ta |. Budi? M mnoZina, v niZ je definovina operace ©.
Existuji-li v mnoZin& M prvky m, n, které maji tu vlastnost,
Ze prokazdé x e Mje

mox=x, xOn=x,

pak m = n, a takovy prvek existuje v mnoZiné M jen jeden.

Dikaz. PonévadZ obe napsané rovnosti jsou splnény pro
kazdé x € M, dosadme do prvni z nich x = n a do druhé
x = m. Dostaneme

mon=mn moOn=m

a odtud vyplyvd, Ze n = m. JestliZze n¢jaky dalsi prvek »" e M
mad tu vlastnost, Ze pro ka?dé x e Mje x O n’ = x, pak podle
toho, co jsme priavé dokdzali, je n° = m. Obdobn¢ z pfed-
pokladu existence dal$iho prvku m’ € M, ktery md tu
vlastnost, Ze pro kazdé x e M je m' O x = x, plynem’ = n.
Jetedym = n = m’ = n’; nejde tu o tyfi razné prvky, ale
o0 jediny.

Viimnéme si toho, Ze ve vété¢ 1 nepfedpoklidime Zidnou
specidlni vlastnost operace O kromé toho, Ze pro kazdé
x € M existuji oba prvky m © x i x O n; zejména tedy ne-
pfedpokliddme, Ze operace C je komutativni.



Definice 4. Je-li v mnoZin& M definovina operace O, pak
prvek n € M, ktery mé tu vlastnost, Ze pro kazdé x € M je

nox=x0n=zx,
nazyvame neutrdlni prvek operace O.

Véta 1 Fika, Ze v kazdé mnoZin& M, v niZ je definovina
operace O, existuje nejvySe jeden (tj. jeden nebo
#4dny) neutrdlni prvek této operace.

Priklad 6. V mnozin& N, viech pfirozenych &isel (véetn
nuly) existuje neutrilni prvek s¢itani a je jim ¢islo 0, nebot
pro kazdé x € N, je

O+x=x+0=x.

V téZe mnoZiné existuje také neutrilni prvek nisobeni,
jimZ je Cislo 1, nebot pro kazdé x € N, je

l.x=x.1=x.

T4z tvrzeni plati i pro mnoZinu C viech celych ¢&isel, pro
mnoZinu Q vSech raciondlnich ¢isel, pro mnoZinu R viech
redlnych &isel i pro mnoZinu K vSech komplexnich &isel.
Naproti tomu v Zidné Ciselné mnoZiné M neexistuje
neutrdlni prvek od¢itdni, nebot sice pro kazdé x € M je
x — 0 = x, ale neexistuje 2ddné n € M, aby pro kazdé
x € M bylo n — x = x. Na ptikladu od¢itani je vidét, Ze
z existence ,,neutrdlniho prvku zprava® (x — 0 = x) nikte-
rak nevyplyva existence ,,neutrdlniho prvku zleva®.

Vé&ta 2. BudiZ M mnoZina, v niZ je definovina operace o,
ktera je asociativni. Existuji-li k prvku @ € M v mnoZiné¢ M
prvky b, ¢, které maji tu vlastnost, Ze

a0b=mn cOa=mn,
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kde 7 je neutrdlni prvek operace O, pak b = ¢ a takovy
prvek existuje v mnoZiné M jen jeden.

Dikaz. Ponévad? a O b = n, c O a = n, je podle vlast-
nosti neutrdlniho prvku

b=n0b=(c0a)0b, c=con=co0(aob),

pfi¢emzZ oba prvky (c0a) 0 b, ¢O (a0 b) v mnoZiné¢ M
existuji, nebot existuji prvky nO b i ¢ O n. Vzhledem
k tomu, Ze operace je asociativni, je
(coa)ob=co(a0b)

a odtud vyplyvi, Ze b = c. JestliZe n&jaky dalsi prvek ' e M
m4 tu vlastnost, Ze a O b’ = n, pak podle toho, co uZ bylo
dokdzano, je & = c. Obdobné z ptedpokladu existence
dalsiho prvku ¢’ € M, pro ktery plati ¢’ O a = n, vyplyvi,
Zec’ =b. Jetedy b = ¢ = b’ = ¢’; nejde tu o Ctyfi razné
prvky, ale o jediny.

Tentokrit je v dikazu véty 2 podstatny pfedpoklad, Ze
operace O je asociativni; bez tohoto predpokladu véta
neplati.

Definice 5. Je-li v mnoZin& M definovina operace O, pak
prvky a, d, které maji tu vlastnost, Ze

a0da=4d0a=n,
kde 7 je neutrdlni prvek operace O, nazyvidme navzdjem
inverznf proky operace O. O prvku g tikdme, Ze je inverzni
k proku a a o prvku a fikime, Ze je inverznf k proku a@
v operaci O.

Véta 2 fikd, Ze v kaZzdé mnoZin& M, v niZ je definovina
asociativni operace O, existuje ke katdému prvku
a € M nejvyse jeden inverzni prvek d € M této operace.
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Inverzni prvek k prvku a budeme zisadn& oznaCovat d;
podle toho také oznadime inverzni prvek k prvku 4 sym-
bolem a.

Z véty 2 vyplyva, Ze v asociativni operaci O je inverznim
prvkem k inverznimu prvku & pivodni prvek a, tj. Ze

a=a.
Je-li totiZ 4 inverznim prvkem k prvku a, pak
a0d=d0a=n.
Je-li ddle g inverznim prvkem k prvku 4, pak
doa=a0d=n.
Oba posledni vzorce viak fikaji, Ze a i @ jsou inverzni prvky
k prvku 4, ale takovy prvek je podle véty 2 nejvySe jeden.
Musi tedy byt a = a.

P¥iklad 7. V mnoZin& N, viech pfirozenych &isel (véetné
nuly) existuje inverzni prvek s¢itdni pouze k ¢ishu 0 a je jim
zase Cislo 0, nebot 0 + 0 = 0 (neutrdlnim prvkem sé&itini
je tu ¢islo 0). K 2idnému jinému &islu a € N neexistuje
v této mnozing inverzni prvek séitini 4, nebot podminku
a + d = 0 Ize v této mnoZiné splnit jen pro a = @ = 0.
V té%e mnoZiné€ existuje inverzni prvek ndsobeni pouze
k &islu 1 a je jim zase &islo 1, nebot 1.1 = 1 (neutrdlnim
prvkem ndsobeni je &islo 1). K Zidnému jinému &islu
a € N, neexistuje v této mnoZin& inverzni prvek ndsobeni 4,
nebot podminku a.d =1 lze v této mnoZiné splnit jen
pro a = @ = 1. Naproti tomu v mnoZiné¢ C viech celych
Cisel existuje ke kazdému a € C inverzni prvek séitdni
4 a je jim opaéné islo — a, nebot

at+(—a)=(—a)+a=0.

V mnoZiné C existuje inverzni prvek ndsobeni pouze
k &islim 1 a —1, nebot rovnost a.d = 1 Ize v této mnoZin&
splnit jen tehdy, je-li 2 = @ = 1 nebo ¢ = d=—1. Rovné&z
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v mnoZiné Q viech raciondlnich ¢isel, v mnoZiné R viech
redlnych Cisel i v mnoZin&€ K vSech komplexnich ¢isel
existuje ke kazdému prvku a inverzni prvek séitini 4, pro
ktery plati d = — a. Ve vSech téchto mnoZinich také
existuje ke kazdému prvku a # 0 inverzni prvek ndsobeni

d, jim% je pfevracené islo —‘l; » nebot pro kazdé a £ 0 je

a.—l— = l.a = 1.
a a
V %4dné Ciselné mnozin& viak neexistuje inverzni prvek
néasobeni k &islu 0, nebot v Zidné &iselné mnoZin& neexistuje
takové &islo x, aby 0.x = 1.

PFiklad 8. Budi? M mnoZina vSech pfemisténi roviny g,
jimiZ se reprodukuje rovnostranny trojihelnik ABC leZici
v této roving. V této mnoZiné, kterd m4 $est prvki: 3, R,,
Ry S, Sy Sy, definujeme operaci » jako postupné
sklddani téchto piemisténi — viz cvié. 4 na str. 13. Operaci
» vyjadfuje nisledujici tabulka.

¥«P=3[xF 3 || R| & || &
A EEIEAE e
R | R | Re| 3| & | & | &
Re | Re| S| R| G| & | S
G |6 |G| G| 3| R|R
S |G |G |& | R| S| R
G [ | & |G| R| Ru| B
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Z ni je vidét, Ze neutrdlnim prvkem této operace je prvek 3,
nebot pro kazdé X € M je

X+»3=[+X=9%,
a e ke kazdému prvku X € M existuje v této operaci
inverzni prvek X € M. Z tabulky totiZ vyéteme
IJ«x3J=3, R« R,=Ry* R, =3,
S*G =3, G*xS=3, G*xG=3
a to znamena, Ze
5253 ®=%2s §2=m1, Cgl=61, €2=62’ 6.'4:63-

Pfiklad 9. VSimn&me si jeSt& operace A v mnoZiné R
viech redlnych (isel, kterd je ddna vzorcem

xAy=x+3 1A+ x).

MnoZinou vzorl je tu mnoZina viech d&iselnych dvojic
[%, ¥] € R x R. Tato operace neni asociativni, nebot napt.

AIADA2=02.2A2=4A2=6.9=54,
1A1A2))=1A03.3)=1A9=10.10 = 100.
Jejim neutrilnim prvkem je &islo 0, nebot pro kazdé x € R je
xA0=0Ax=x+01+x.00=x.1=nx.

PonévadZ operace A neni asociativni, nemtzeme ocekdvat,
%e by pro ni platila v&ta 2 a Ze by ke kazdému ¢&islu x € R
existovalo nejvyse jedno takové éislo % € R, Ze

x ANE=xAx=0.

Pro kazdé &islo x € R, které je razné od Cisel 0, 1, —1,
existuji v mnozin& R takov4 {isla dvé a obé jsou navzijem

riznd: jsou to &isla — xa — —Jl?, pro né&Z je
xA(—x)=x—-x)1—x.x)=0



ca(-H=(-H(- e L=o

Prox=1laprox = — | jeoviem — x = ——x—aprox=0

[y

, 1 .
&islo — > neexistuje.

Definice 6. MnoZina M, v niZ je definovdna operace O,
se jmenuje grupa vzhledem k operaci O, ma-li tyto vlast-
nosti:

1. Ke kazdému prvku [x, y] € M x M existuje prvek
xO0yeM

2. Operace O je asociativni.

3. V mnoZin€ M existuje neutrdlni prvek n operace .

4. Ke kazdému prvku x € M existuje inverzni prvek
% € M vzhledem k operaci O.

Operace O se v tomto piipadé nazyva grupovd operace.

V definici grupy nepfedpokliddme, Ze je grupova ope-
race komutativni (ale nevyludujeme to). Je-li grupovi
operace O komutativni, nazyvéd se mnozina M komutationi
grupa vzhledem k operaci C.

Z definice 6 vyplyva, Ze prdzdnd mnoZina @ neni grupou
vzhledem k Z4dné operaci, nebot v kaZdé grupé musi podle
bodu 3 existovat asponi jeden prvek, totiZ neutrdlni prvek n
grupové operace O.

Pfiklad 10. MnozZina N, viech pfirozenych Cisel (véetné
nuly) neni grupa vzhledem ke s¢itini ani vzhledem k ndso-
beni, nebot tu neni splnén poZadavek 4 z definice 6. Mno-
%ina C v8ech celych Cisel je komutativni grupa vzhledem
ke s¢itini, nenf to viak grupa vzhledem k nisobeni, nebot
nésobeni v mnoZiné C opét nespliiuje poZadavek 4 z defi-
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nice 6. MnozZina Q vSech raciondlnich &isel, mnoZina R
viech redlnych isel 1 mnoZina K vSech komplexnich &isel
jsou komutativni grupy vzhledem ke séitdni; 24dn4 z nich
viak neni grupou vzhledem k ndsobeni, nebot k ¢&islu O
neexistuje v 2adné z téchto mnoZin inverzni prvek ndso-
beni. Naproti tomu mnoZina Q" viech kladnyjch racio-
ndlnich &isel, mnoZina R+ vech kladnych redlnych Cisel,
mnoZina Q’ viech nenulovych raciondlnich isel i mnoZina
R’ viech nenulovych reilnych &isel jsou komutativni grupy
vzhledem k ndsobeni, ale Zddna z nich neni grupou vzhle-
dem ke scitdni, nebot nespliuji poZadavek 3 a v dusledku
toho ani poZadavek 4 z definice 6. MnoZina M viech pfe-
misténi roviny ¢, jimiZ se reprodukuje rovnostranny troj-
tthelnik ABC v roviné p (viz pfiklad 8 na str. 19) je grupa
vzhledem k operaci + ; neni to viak komutativni grupa.

Véta 3. Je-li mnoZina M grupa vzhledem k operaci O
a jsou-li a, b libovolné prvky mnoZiny M, existuje pravé
jeden prvek x € M a prave jeden prvek y € M, pro n&Z plati

a0x="5byoa=2>b

Dikaz. a) Pfedpoklidejme, Ze hledany prvek x existuje;
aplikujeme-li na rovnost a O x = b operaci O s inverznim
prvkem & ,,zleva“, dostaneme

do(@aox)=a0b.
Levou stranu lze na zdklad¢ asociativnosti upravit takto:
d0@anx)=(@0a)0x =n0x=x,
takze
XxX=40b.
Spliiuje-li tedy n&jaky prvek x danou rovnost, muaZe to byt
jen pravé nalezeny prvek x, ktery je jediny, nebot k prvku a
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existuje jediny inverzni prvek 4 vzhledem k operaci ©
a vysledek operace O je rovn&Z jediny. Je tfeba jelt vy-
zkouset, zda tento prvek danou rovnost skute¢né spliuje.
To vSak je zfejmé, nebot
a0(@ob)=@oa)ob=nob=>a.

b) Obdobn¥ dokdZeme, Ze druhou roynost spliiuje jediny

prvek
y=boada;

pfi diikazu v§ak musime aplikovat operaci O s inverznim
prvkem 4 ,,zprava“.

Jde-li o grupu, kterd je komutativni, je oviem x = y;
neni-li grupa komutativni, miiZe se stat, Ze x #* y.

Pfiklad 11. Hleddme-li v grup& M vSech pfemisténi
roviny g, jimiZ se reprodukuje rovnostranny trojihelnik
ABC, vzhledem k operaci + (viz pfiklad 8 na str. 19) takové

prvky X, 9B, pro néZ je

%1*%=%2: CZ}* g21___922,
dostaneme

%=§1*9{2 Ry * R =Ry,
B=Ro+ Ry =R, » R, = Ry;
tu je ¥ = V. Hleddme-li viak v téZe grupé prvky 3, 4l tak,

aby
*3=0, UxR, =6,
vyjde .
3 9{1*61—9{2*6l=63,
u 61*%1 61*%2—62’
v tomto pfipadé je 3 # . Nalezené vysledky miZeme
oviem ové&fit i pfimo v tabulce operace * v pfikladu 8.

V definici 6 jsme mohli misto poZadavki 3 a 4 poZadovat
existenci takovych prvka x, y, aby bylo a0 x =25,
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y O a = b pro kazdé dva prvky a, b mnoZiny M. To vyply-
va z nésledujici véty.

Vé&ta 4. Necht je v mnoZin€ M definovdna operace O,
kterd ma tyto vlastnosti:

a) Ke ka?dému prvku [x, y] € M X M existuje prvek
xoyeM,

b) Operace O je asociativni.

c) Ke kazdému aeM a ke kazdému b e M existuje
(aspori jeden) prvek x € M a (asponi jeden) prvek y e M,
ktery spliiuje rovnost ¢ © x = b, popf. y O a = b.

Pak je mnoZina M grupa vzhledem k operaci O.

Dikaz. Musime ukézat, Ze operace O md viecky vlast-
nosti z definice 6. PoZadavky 1 a 2 z definice 6 jsou totoZné
s poZadavky a) a b) nasi véty. Splnéni poZadavku 3 doki-
Zeme takto: Vezméme né&ktery prvek z € M a ozname n
a m ty prvky mnoZiny M, pro néz je

zOon=2 mOz=a2z.

Takové prvky podle vlastnosti c¢) existuji. Je-li x zcela
libovolny prvek mnoZiny M, existuji podle téZe vlastnosti
takové prvky u e M, v e M, Ze

u0z=1x, 20v=nx.
Pak je
xon=mM02)0n=u0(z0n)=u0z=21x,
mox=mo(zov)=(mMO2)0v=20v=x.
Proto podle véty 1 je m = n, takZe pro kaZdé x e M je
xOn=no0x=x

a prvek »n je tedy neutrdlnim prvkem operace O. Zbyvi
dokdzat splnéni poZadavku 4. Je-li a € M, pak podle bodu
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c) existuji takové prvky b e M, c e M, Ze
aob=mn cOa=n,

kde 7 je neutrdlni prvek operace ©. Odtud podle véty 2
plyne, Ze b = ¢ a Ze tedy tento prvek je inverznim prvkem
a k prvku a v operaci O.

Poznimka. V definici grupy nebylo tfeba poZadovat
existenci neutrilniho prvku a existenci inverzniho prvku.
Misto pozadavkd 3 a 4 z definice 6 stadi tyto pon&kud
slab$i poZadavky:

3'. Existuje takovy prvek n' €M, %e xOn = x pro
kazdé x e M.

4'. Ke kaZdému a € M existuje prvek a’ € M, pro né&jZ
jeaCa =n'.

Tyto poZadavky se li$i od poZadavki 3 a 4 tim, Ze poZa-
duji ,,neutrdlnost™ a ,,inverznost* prvki »’ a a’ jen ,,z jedné
strany”. DokdZeme, Ze také n' O x = x pro kazdé x e M
a %e a’ Oa=n'; tim bude dokdzdno, Ze #n' je neutrdlni
prvek operace O a e a’ je inverzni prvek k prvku a
Vv operaci O.

Nejprve dokdZeme, Ze a’ O a = n'. Ozname a” ten
prvek mnoZiny M, pro ktery plati a’ © a’’ = n’. Takovy
prvek podle bodu 4’ existuje. Pak plati

adoa=do@on)=ad0o[ao(@oad))=
=ad' 0[l@aocd)oadl=adoMmoad)=
— (afonl)oall=aloall=nl.
Ptitom jsme nejprve pouZili toho, e @ = a O n’, pak toho,
Ze n' = a’ 0 a”, dile asociativnosti operace O, potom
toho, Ze a O a’ = n’,naleZ op&t asociativnosti operace O, pak
toho, Ze a' O n’ = a’, a konefné znovu toho, %e @' O @’ =

= n’. Tim je dokdzéno, %e a4’ je inverzni prvek k prvku a
v operaci O.
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Na zékladé toho uZ snadno vyjde, Ze také n' © x = x.
Oznalime-li x’ ten prvek mnoZiny M, pro ktery plati
x0x' =n', pak podle toho, co jsme pravé dokazali, je
také x" O x = n'. Proto

nox=(xcx)ox=x0(x O0x)=x0n ==x.
Pfitom jsme nejprve pouZili toho, %e n’ = x O x', pak
asociativnosti operace O, déile toho, Ze x' © x = n’, a ko-
nené toho, Ze x C 7’ = x. Je tedy skute¢né »’ neutrdlni
prvek operace O.

Cvi&eni. I1. VmnoZiné C vSech celych Cisel jsou dany
operace O, * vzorci xOy=x+y+1, x*xy=
= x + y — xy. VySetfte, maji-li tyto operace neutrdlni
prvky a ke kterym prvkim mnoZiny C existuji inverzni
prvky téchto operaci. Jak se zméni vysledek, vezmete-li
misto mnoZiny C mnoZinu R vSech redlnych Cisel?

12. VySetfte, mé-li operace stfed v mnoZin¢ M viech
bodi roviny ¢ (viz pfiklad 2 na str. 9) neutrdlni prvek.

13. V mnoziné M redlnych &isel (n&kterych nebo viech)
jsou ddny operace max, min tak jako ve cvi¢. 8 na str. 14.
Vy3etfte, za jakych podminek existuji neutrdlni prvky
t&chto operaci a zda k n&kterym prvkim mnoZiny M existuji
inverzni prvky vzhledem k témto operacim.

{4, BudiZ dina mnoZina Z a ozna¢me M systém vsech
jejich podmnoZin. V mnoZin€ M jsou didny operace U
a n (sjednoceni a prinik). VySetfte, maji-li tyto operace
neutrdlni prvek a ke kterym prvkum mnoZiny M existuji
v t&hto operacich inverzni prvky.

I5. V mnoZiné N vSech pfirozenych Eisel (bez nuly) jsou
dény operace D a n (nejvétsi spoledny délitel a nejmensi
spoleény nisobek). Vysetfte, maji-li tyto operace neutrélni
prvek a ke kterym prvkiim mnoZiny N existuji v t&chto
operacich inverzni prvky.
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16. DokaZte, 2e inverznim prvkem asociativni operace
o k prvku a0 b je prvek 50 4, kde &, b jsou inverzni
prvky k prvkim a, b vzhledem k operaci ©.

17. V mnozZing¢ M = {a, b, ¢} je dina operace * touto

tabulkou:
x*y N a b c

a a b ¢

b b c a

¢ ¢ a b

Vysetfte, je-li mnoZina M grupou vzhledem k této operaci,
najdéte neutrilni prvek této operace a ke kaZdému prvku
mnoZiny M udejte inverzni prvek vzhledem k této operaci
(pokud existuje).

18. Tutéz tlohu feSte pro mnoZinu M = {q, b, ¢, d},
v niZ je definovina operace + tabulkou

x*yNa b c d

a a a a a

b a b c d
c a c d b

d a dlb c

19. a) Doka¥te, ¢ mnoZina M vSech pfemisténi roviny
0, jimiZ se reprodukuje obdélnik ABCD, je grupa vzhledem
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k postupnému sklddini » téchto plemisténi. Najdéte
neutrdlni prvek operace + a ke kazdému prvku mnoZiny M
udejte inverzni prvek vzhledem k operaci *. b) Ulohu
opakujte pro mnoZinu M vSech pfemisténi roviny g, jimi%
se reprodukuje ¢tverec ABCD.

20. Je ddna mnoZina M = {q, b}. V mnoZin& M udejte
operaci O tak, aby M byla grupou vzhledem k této operaci.

ohu opakujte pro mnoZinu M = {a, b, ¢} a pro mnoZinu
M= {a,b,¢,d}.
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3. kapitola

MNOZINY SE DVEMA OPERACEMI

Nejvétsi dileZitost pro nds budou mit mnoZiny, v nich?

jsou definoviny dv& operace. Jednu z téchto operaci bu-
deme nazyvat s¢itdni a druhou ndsobeni.

Definice 7. Necht jsou v mnoZiné M definovany operace
® a O, které maji tyto vlastnosti:

1. Pro kaZdé [x,y] e M X Mexistue x dyeMix o
oyeM.

2. Ob& operace jsou komutativni a asociativni.

3. Operace O je distributivni vzhledem k operaci @.

Pak se operace @ nazyvd scitdni a operace © se nazyva
ndsobenf v mnoZiné M.

Neutrélni prvek s¢itdni se nazyvé nulovy proek a neutrlni
prvek nisobeni se nazyva jednotkovy proek. Inverzni prvek
séitdni se jmenuje opaény prvek a inverzni prvek ndsobeni
se jmenuje pfevrdceny proek.

MnoZina M, v ni? je definovino séitini a ndsobeni, se
nazyvé polookruh.

Pro takto definované operace jsme zavedli symboly @
a O, aby nidm to pfipominalo b&Zné uZivané symboly + a .
pro s¢itdni a ndsobeni &isel. Uvedené operace viak nemusi
mit se s¢itdnim a nidsobenim &isel nic spoledného.

Polookruh miiZe byt grupou vzhledem k séitini ®, miZe
byt také grupou vzhledem k ndsobeni ©, ale nemus{ tomu
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tak byt, protoZe nemusi obsahovat ani nulovy prvek, ani
jednotkovy prvek a také ke kaZdému prvku polookruhu
nemusi existovat ani opalny prvek, ani pievriceny prvek.
O existenci t&chto prvki se v definici 7 nic nepfedpoklada.
PoZadavky uvedené v definici 7 miiZeme rozepsat takto:
Pro kazdé x € M, pro kazdé y € M a pro kazdé z e M je

xDy=y®x X0y =y0x
xdyoz=xd(ye@z), x0Yoz=x0(yO02),
x®yoz=(x02®(yo2).

Pro uplnost miZeme poznamenat, %e se v n&kterjch
knihdch komutativnost a asociativnost ndsobeni nepfed-
pokldda a pak se polookruh, v némz je ndsobeni komuta-
tivni, oznauje nizvem komutativni polookruh a polo-
okruh, v ném?Z je ndsobeni asociativni, ndzvem asociativni
polookruh. My se viak budeme zabyvat pouze polookruhy,
které jsou komutativni a asociativni, a nebudeme si proto
zbyteén& komplikovat nazvoslovi.

PFiklad 12. Mnozina N, viech pfirozenych &isel (vEetné
nuly) s obylejnym sCitdnim a ndsobenim, jak je zniame ze
$koly, je polookruh, nebot ke kazdé dvojici [x, y] € Ny X N,
jsou definovina &isla x 4 y € Ng, xy € N, a pro libovolna
&isla x, y, 2 mnoZiny N, je

xt+y=y+% Xy = yx,
xt+ty+z=x++2), (z==xy2),
(x + )z = xz + y=.

Nulovym prvkem je tu &islo 0 a jednotkovym prvkem je
Cislo 1, nebot pro kazdé x € N, je

x+0=0+x=x,x.1=1.x=2x.
Opatny prvek existuje pouze k &islu 0 a je )i.m zase Cislo 0;
pfevriceny prvek existuje pouze k &islu 1 a je jim zase
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islo 1. Také mnoZina N vSech pfirozenych &isel (bez
nuly) je polookruh. Ten viak nemd nulovy prvek; jednot-
kovym prvkem je opét Cislo 1. Rovn&Z mnoZina S vSech
sudych ptirozenych ¢isel (bez nuly) je polookruh; v ném
viak neexistuje ani nulovy, ani jednotkovy prvek. Také
mnoZina C viech celych &isel, mnoZina Q viech racionil-
nich &isel, mnoZina R viech redlnych &isel a mnoZina K
viech komplexnich ¢&isel jsou polookruhy. Ve vSech t&chto
polookruzich je nulovym prvkem ¢&islo 0 a jednotkovym
prvkem dislo 1.

Ukéazeme si jesté dva piiklady polookruhii, v nichZ jsou
operace @ a O definoviny jinak neZ obvykle.

Pfiklad 13. BudiZ L mnoZina vSech lichych kladnych
Cisel. V mnoZiné¢ L budeme definovat operace @ a ©
takto:

tdy=x+y+1, xoy=3(x+1D(»+4+1)—L
Méme ukdzat, Ze mnoZina L s takto definovanym s¢itdnim
a nisobenim je polookruh.

Ke kazdé dvojici [x, y] e L x L pkislusi ¢&isla x @ y,
x Oy, kterd patfi také do L. To je zfejmé, nebot soucet
x + ydvoulichych &isel jesudélisloa x @y =x+y + 1
je tedy liché &islo; Cisla x + 1, ¥ + 1 jsou obé& sud4, jejich
soulin je ndsobek &tyf a polovina tohoto souinu je nédso-
bek dvou, takZe &islo xoy=3(x+ 1Dy +1)—1 je
liché. Jsou-li dile Cisla x, y kladnd, jsou i &isla x @y,
x O y kladna a patfi tedy do L.

Operace @ a © maji i dal$i vlastnosti uvedené v de-
finici 7.

a) Komutativnost: Plati

x@y=x+y+1, yox=y+x+ 1.

Odtud vsak je vid&t, Ze pro kazdd dve Cisla x, y mnoZiny L
jex ®y =y @ x. Podobné
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x0y=4x+DH+D-1
yox=3(Qy+DEx+1—1,
takZe pro kazd4 dv& &isla x, y mnoZinyL jex 0y =y 0 x.
b) Asociativnost: Plati
oy)oz=+y+D+2z+1,
x@(y@)=x+@+z+1)+1,
takZe pro ka%da tfi &isla x, y, zmnoZiny L je (x @ y) @ 2 =
= x @ (y @ 2). Podobn¢
xoyoz=(3+DH+D-1+1E+1) -1,
x0(02)=3C+DE@+DE+D-1+1)—1

a odtud po velmi snadné dpravé vyplyva, Ze pro kazd
tfi ¢isla x, y, z mnoZiny Lje (x 0 y)0 2 =x0(y© 2).
¢) Distributivnost operace © vzhledem k operaci @:

Plati xey)oz=3@x+y+1+D@E+1)—-1,
(xo02)0(yo2)=3x+DE+1)~1+
+3+DE+1)—-1+1L

Lehko ovéfime, Ze obé tato {isla jsou si rovna, takZe pro
ka%d4 tfi &isla x, y, z mnoZiny L je (x @ y) 0 z =
=xo2®(yo 2).

Je tedy vskutku operace @ scitdni a operace © nasobeni
v mnoziné L. Podle nasi definice je tedy napf. 3 ® 5 =9,
565=1,305=11,505=17atd.

Nulovy prvek v polookruhu L neexistuje, nebot ne-
existuje takové n € L, aby pro vieckax e Lbylox @ n = x,

cili x+n+1=x

Jednotkovym prvkem polookruhu L je &islo 1, nebot pod-
minku x © n = x, neboli

1+ D+ —-1=uy
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miZeme upravit na tvar
x4+ 1Dn-—-1)=0,
coZ plati pro » = 1 a pro kaZdé x € L.

MozZn4, %e by &tendfe zajimalo, jaky rozumny smysl
miZeme dit operacim @ a © v mnoZin€ L. PonévadZ je
&islo 1 jednotkovy prvek polookruhu L, hraje &islo 1 v polo-
okruhu L tutéZ dlohu jako ¢&islo 1 v polookruhu N viech
pfirozenych ¢&isel (bez nuly). Pon&vad: dile 1 @1 =
=1+ 1+ 1= 3, m4d &slo 3 v polookruhu L tutéZ dlohu
jako ¢islo 1 + 1 = 2 v polookruhu N. Z toho, Z2e 3 ® 1 =
= 341+ 1 =5, soudime, Ze &islu 5 € L odpovida &islo
2 + 1 =3 e N atd. Matematickou indukci se d4 dokézat,
Ze kazdé &islo x = 2u — 1 € L odpovida &islu € N. Ob-
dobné &isloy = 2v — 1 € L odpovid4 &islu v € N. Pak také
&islo

x@y=x+y+1=2u—-14+20—-14+1=
=2m+v)—1lel
odpovidd &islu u + o € N a ¢&islo
x0y=3x+ D+ D-1=
=3Q2u—14+1DRvo—14+1)—1=2uw—1€l

odpovid4 &slu uv € N. MnoZina L tedy vznikne z mnoZiny
N pouhym pfejmenovénim prvki: misto # € N piSeme
2u — 1 € L. Ob& mnoZiny se li§{ pouze oznaCenim svych
prvki. Kdyby se byl historicky vyvoj matematiky odehral
tak, %e by se k zapisovani pfirozenych &isel uZivalo pouze
znaki, jimiz dnes zapisujeme prvky mnoZiny L, museli
bychom pocitat podle pravidel platnych v polookruhu L.
Pak by vypolty 3@5=9, 5@5=11, 305= 11,
50 5= 17 znamenaly toté% jako nase obvyklé vypolty
24+3=5,3+3=6,2.3=6, 3.3 =9 atd. Nahléd-
neme to napfiklad z tabulky
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N 1,2]34ls5]| 6| 7| 8] 9|10]...

L 11 3|5|7(9[11]13/15{17|19]...

v niZ jsou pod sebou uvedeny ty prvky mnoZin N a L,
které si navzijem odpovidaji. Podle ni miZeme kaZdy vy-
pocet v mnoZiné N ,,pfeloZit do mnoZiny L tak, Ze prvky
mnozZiny N nahradime odpovidajicimi prvky mnoZiny L
a operace + a . v mnoZiné N operacemi ® a © v mnoZiné&
L. M4 tedy vypolet 2 + 3 = 5 v mnoZiné N tyZ vyznam
jako vypocet 3 ® 5 = 9 v mnoZiné L apod.

Umluva. V daldim textu budeme zapisovat s&itdni v po-
lookruhu M znakem + a nidsobeni znakem . (popf. budeme
znak ndsobeni viibec vynechdvat). Nulovy prvek budeme
oznaCovat znakem 0 a jednotkovy prvek znakem 1. Opalny
prvek k prvku a budeme oznafovat — a a pfevraceny prvek
k prvku a budeme oznacovat a-1.

Tohoto oznafeni budeme uZivat i tehdy, nebude-li mit
s¢itdni a ndsobeni v polookruhu M nic spoleéného se sitd-
nim a ndsobenim &isel. Kdyby vSak mohlo nastat nedoro-
zuméni, vratime se k dosavadnim znakim @ a ©.

PFiklad 14. Budiz M mnoZina sklddajici se z prvki 0, 1,
tj. M= {0,1}. V mnoZiné¢ M budeme definovat s¢itdni
a nisobeni takto:

04+0=0,0+1=1+0=14+1=1,
0.0=0.1=1.0=0,1.1=1.
Abychom mohli tvrdit, Ze mnoZina M s takto definovanym
s¢itdnim a ndsobenim je polookruh, musime ovéfit, Ze jsou
splnény viecky poZadavky z definice 7.
Oba vykony jsou definoviny pro viecky dvojice [x,
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y] € M x M, jak je patrné z jejich zavedeni. Také komuta-
tivnost sCitdnf i nidsobeni odtud bezprostfedn& vyplyva.
Asociativnost téchto operaci ovéfime tak, Ze vy3etfime
postupné viecky piipady, které mohou nastat:

0+0)+0=04+0=0,0+0+0)=0+0=0,
0+0+1=0+1=1,0+(0+1)=0+1=1,
0O+1)+0=1+0=L0+(1+0)=0+1=1,
14+0+0=140=1,140+0=1+0=1,
O+N+1=14+1=1,04+(1+1)=0+4+1=1,
14+0+1=14+1=1L14+0+1)=14+1=1,
14+D+0=14+0=1141+0=14+1=1,
I+D+1=14+1=L14+(0+D=14+1=1
Obdobné bychom ovéFili i asociativnost nasobeni. JeSte je
tfeba ukdzat, Ze ndsobeni je distributivni vzhledemke s¢i t:in i:
0+ 0).0=0.0=0, 0.0+00=0+0=0,
(04+0).1=0.1=0, 0.1+-0.1=04+0=0,
0+ 1).0=1.0=0, 0.0+1.0=0+0=0,
(14+0.0=1.0=0, 1.04+0.0=0+0=0,
oO+D.1=1.1=1, 0.1+1.1=0+4+1=1,
14+0.1=1.1=1, 1.140.1=14+0=1,
1+ 1.0=1.0=0, 1.041.0=04+0=0,
Qd4+1).1=1.1=1], 1.14+1.1=141=1L

Uvedeny postup jsme mohli ponékud zkritit, nebot tu
jde o komutativni operace a neni tfeba znovu provadét
vypolty, které vzniknou pouhou zdménou prvki; tspora
takto vznikld viak je jen nepatrnd. To tedy znamend, Ze
mnozina M je opravdu polookruh, v némZ je operace
séitdni a operace . niasobeni. (Bylo by moZné také ukazat,
%e v polookruhu M je s€itini distributivni vzhledem k niso-
beni, ale to nds v tomto okamZ¥iku nezajim4.)
Prvek 0 je nulovym prvkem polookruhu M, nebot

0+0=0,1+0=04+1=1,
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a prvek 1 je jeho jednotkovym prvkem, protoZe
0.1=10=0,1.1=1

Opaény prvek existuje pouze k prvku 0 a timto opanym
prvkem je zase prvek 0, nebot 0 4+ 0 = 0, takZe — 0 = 0.
Pfevriceny prvek existuje pouze k prvku 1 a timto pfevra-
cenym prvkem je zase prvek 1, nebof 1.1 = 1, takZe
1-1 = 1. K prvku 1 neexistuje opaény prvek a k prvku 0
neexistuje pfevriceny prvek, protoZe neexistuje Zidné
x € M tak, aby 1 4 x = 0, popf. 0.x = 1.

Ctendf se asi ptd, jaky smysl ma toto podivné poitni.
Oznalme Z né&jakou mnoZinu vyroku (pravdivych i ne-
pravdivych), kterd ma tu vlastnost, e ke kazdym dv&ma
vyrokim A, B z mnoZiny Z patfi do Z i jejich alternativa
A nebo B a konjunkce A a ziroveii B. MnoZinu Z mi-
%eme rozloZit do dvou tfid: do jedné, kterou oznalime
symbolem 0, zaFadime vSecky nepravdivé vyroky z mnoZiny
Z a do druhé, kterou oznaime symbolem 1, zafadime
viecky pravdivé vyroky z mnoZiny Z. Oznalme ddle
M = {0, 1}. Patfi-li vyrok A do tfidy xe™M a vyrok B
do tfidy y € M, patfi vyrok A nebo B do tfidy x +-y e M
a vyrok A a zéroveii B do tfidy xy € M. Uvedené definice
s¢itdni a ndsobeni v mnoZiné M nejsou nic jiného neZ
pravidla zndma4 z logiky:

Jsou-li dva vyroky nepravdivé, je i jejich
alternativa nepravdivi,
je-li aspoii jeden ze dvou vyrokii pravdivy,
je jejich alternativa pravdiva;
je-li asponi jeden ze dvou vyroku nepravdivy,
je jejich konjunkce nepravdiva,
jsou-li dva vyroky pravdivé, je jejich konjunkce pravdiva.

Zavedené politini nim dovoluje zcela mechanicky roz-
hodnout o pravdivosti &i nepravdivosti kaZdého vyroku zce-
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la libovolné sloZeného z alternativy a konjunkce vyroki.

UkaZme si to na této tloze: Jednoho cestovatele zajali
divo$i a uvéznili ho v mistnosti se dvéma vychody pod
dozorem dvou straZcl. NaCelnik kmene fekl zajatci: ,,Jeden
vychod vede na svobodu a druhy na smrt. Tvoji striZci
védi, kam ktery vychod vede, a miZes se jich na to zeptat.
Smi viak poloZit jen jedinou otdzku a jen jedinému z nich
a nesmi§ se ptat, co by fekl ten druhy. Ale upozoriuji t&,
Ze jeden ze striZct mluvi vidycky pravdu a druhy stile
1Ze.* Cestovatel chvili pfemyslel, pak vyslovil otidzku a na
zakladé odpovédi, kterou dostal, spolehliv& rozhodl, ktery
vychod vede na svobodu. Jak znéla ta otizka?

VZijme se do situace ubohého cestovatele. Zajima ho
pravdivost dvou vyrokii:

A: Tento vychod vede na svobodu.

B: Ty mluvi§ pravdu.
Z téchto vyrokii musi sestavit takovy sloZeny vyrok X,
aby kladnd odpovéd na otizku: ,,Je pravda, Ze X ?“ zna-
menala, %e vyrok A je pravdivy, a aby zdpornd odpovéd
znamenala, Ze vyTok A je nepravdivy, a to bez ohledu na
pravdivost ¢i nepravdivost vyroku B. Sestavi-li vSecky
moZnosti, které mohou nastat, do pfehledné tabulky,
dostane:

A B | X* X
1 1 1 1

o | o
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Ve sloupcich oznacenych A, B jsou zapsiny pravdivostni
tfidy, do nichZ patfi vyroky A, B, ve sloupci oznaeném
X* je uvedena odpovéd, kterou cestovatel dostane (znak 1
znadi ,,ano0“, znak 0 znadi ,,ne“) a ve sloupci nadepsaném
X je uvedena skuteénd pravdivostni tfida, do niZ patii
vyrok X. Kromé vyrokd A, B zavedeme je§t& dva dalsi
vyroky, které jsou jejich negacemi:

A’: Tento vychod vede na smrt.
B': Ty lzes.
Potom tloze vyhovuje tento vyrok X:
(A a zdrovei B) nebo (A’ a zirovei B').

Oznadime-li pravdivostni ttidy vyroka A, B, A’, B, X
po fadg pismeny aq, b, o', b, x, pak
x=ab+ a'b';

pfitom pro a=1 je a’ =0, pro a =0 je a’' = 1, pro
b=1jed = 0aprob=0jed = 1. Lehko se pfesvéd-
¢ime, Ze takto vypodtena tfida x splfiuje podminky vyjadfe-
né vyse uvedenou tabulkou. Otdzka, kterou cestovatel po-
loZi, zni tedy takto: ,,Je pravda, Ze tento vychod vede na
svobodu a ty pfitom mluvi3 pravdu nebo Ze vede na smrt
a ty pfitom lZe§ >‘*)

Podle véty 1 existuje v ka?dém polookruhu M nejvyse
jeden nulovy prvek 0 a podle véty 2 existuje ke kazdému
prvku a € M nejvyse jeden opaény prvek — a € M. Mezi
viemi polookruhy jsou nejdilezitéjsi takové, v nichZ existu-

*) Podminku, Ze se nesmi ptit Ziddného ze striZci na to, co by
fekl druhy strdZce, polozil na&elnik cestovateli proto, aby mu zabrénil
polozit otdzku: ,,Co by mi odpovédél tvidj kamaridd, kdybych se ho
zeptal, vede-li tento vychod na svobodu?*‘ Odpovéd na tuto otdzku
totiZ vyjadfuje negaci skuteéného stavu bez ohledu na to, kterému
straZci byla poloZena, nebot jeden z nich — lhostejno ktery — mluvi
pravdu a druhy lZe.
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je pravé jeden nulovy prvek a v nich? ke kaZdému prvku
existuje pravé jeden opalny prvek, tj. polookruhy, které
jsou vzhledem ke s¢itdni (komutativnimi) grupami.

Definice 8. Polookruh M, ktery je (komutativni) grupou
vzhledem k séitdni, se nazyva okruh. Tato grupa se jme-
nuje aditivni grupa okruhu M.

Podle véty 3 existuje ke kazdym dvéma prvkim a, b
okruhu M privé jeden prvek x € M, pro ktery plati

a+x=5b
a v disledku komutativnosti s¢itdni také x + a = b. Tento
prvek miZeme podle téZze véty vyjadfit v tvaru
x=b+(—a),
kde — a je opaény prvek k prvku a. '

Definice 9. Prvek x, pro ktery plati
a+ x=2b,
oznafujeme nizvem rozdil prvku b, a (v tomto pofidku)
a pifeme x=b—a.

Operace, kterd k prvkiim b, a mnoZiny M pfifazuje nej-
vy3e jeden rozdil b — a € M, nazyva se odéitdnd.

Z véty 3 tedy vyplyvd, Ze ke kaZdym dvéma prvkim b, a
okruhu M existuje jediny rozdil 6 — a e M a Ze

b—a=b+(— a),
takZe rozdil prvki b,  miZeme nahradit souétem prvku b
a opa¢ného prvku — a. Je-li b = 0, plyne odtud
0—a=04+(—a)= —a;
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miZeme tedy opaény prvek — a povaZovat za rozdil 0 — a.
Je-li b = a, pak
a—a=a+(—a)=0;
rozdilem dvou sobé rovnych prvki tedy je nulovy prvek 0.
Na zdklad¢ v&ty 4 miZeme Fici toto: Existuje-li ke kaz-
dym dv&ma prvkim b, a polookruhu M irozdilb —a e M,
péa-;t1 polookruh M je okruh tj. je to grupa vzhledem k s&in
JestliZe polookruh neni okruh, miZe se stt, Ze k n&kte-
rym jeho prvkam &, ¢ rozdil & — a neexistuje, popf. neni
urlen jednoznalné.

Priklad 15. MnoZina C vSech celych &isel je okruh, nebot
ke kazdym dv€ma jeho prvkum b, a existuje rozdil b —
— a € C. Tento rozdil je jediny a plati

b—a=0b+4 (—a).

Obdobné tvrzeni miZeme vyslovit i 0 mnoZin& Q vsech
raciondlnich ¢&isel, o mnoZin€ R vSech redlnych (isel
i o mnoZing K viech komplexnich &isel. Naproti tomu
mnoZina N, vSech pfirozenjch &isel (vEemé nuly) neni
okruh a v ném existuje rozdil b — a pouze tehdy, je-li
b 2 a, ale v piipad€ b < a rozdil b — a neexistuje. Ani
mnozina M = {0, 1} z piikladu 14 neni okruh; je sice
0—0=0,1—0=1, ale rozdil 0 — 1 neexistuje, pro-
toZe neexistuje %4dné x € M, pro které by bylo 1 + x = 0,
a rozdil 1 — 1 neni v mnoZiné M urlen jednozna¢ng, pro-
toZe podminku 1 + x = 1| spliuje x = 0ix = 1.

Vé&ta 5. Pro kady prvek x okruhu M plati
0.x=0; )
pfitom 0 je nulovy prvek okruhu M.
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Dikaz. Zvolme né&ktery prvek a € M. Podle definice
nulového prvku je
a+0=a

Odtud na zikladé¢ distributivnosti ndsobeni vzhledem
k sditdni vyplyvé, Ze pro kazdé x e M je

ax =(a+ 0)x =ax + 0.x,
O.x=ax —ax=0.

To tedy znamend, Ze souin dvou prvka okruhu M,
z nichZ aspon jeden je nulovy, je roven tomuto nulovému
prvku. Nesmime se viak nechat svést k ukvapenému zivéru,
Ze také obricené z rovnosti

xy=20

vyplyvd, Ze musi byt bud x = 0, nebo y = 0. Existuji
okruhy, v nichZ xy = 0 pfesto, Ze x # 0 i y # 0. DHve
viak, nez uvedeme ptiklad takového okruhu, vyslovime
definici:

takze

Definice 10. Prvky x # 0, y # 0, pro né% je
xy =0,
nazyvaji se délitelé nuly.

PFiklad 16. Budiz C mnoZina viech celych &iselam > 1
pfirozené ¢{islo, které budeme nazyvat modul. Délime-li
libovolné ¢islo x € C modulem m, dostaneme netplny
podil ¢ a zbytek r, pfiCemZ

x=mqg+nr,0=r<m,
kde g, r jsou &isla z mnoZiny C. Uvedenymi podminkami
jsou Cisla ¢, r stanovena jednoznatné. VSech moZnych
zbytki je celkem m; jsou to &isla

0,1,2,3,...,m-- 1
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V8ecka celd (isla, kterd pfi déleni modulem m dévaji tyZ
zbytek r, tvofi mnoZinu, kterou budeme nazyvat zbytkovd
t¥{da podle modulu m. Viech zbytkovych tiid podle modulu
m je pravé tolik, kolik je riznych zbytki, tj. m, a kazdé
celé Cislo patfi pravé do jedné z nich. Zbytkovou tfidu,
do niZ patfi Cislo x, budeme oznalovat {x}; tento symbol
znamena mnoZinu vSech celych Cisel, ktera pfi déleni
modulem m davaji tyZ zbytek jako Cislo x. Dava-li ¢islo
x pti dé€leni modulem m zbytek r, pak Cisla x,, x, patfi do
tridy {x} pravé tehdy, existuji-li takova cela Cisla g¢,, ¢s,

xy=mq +71, %, =mq, + 1,
a to nastane pravé tehdy, kdy2

X, — X = m(gy — gs) = mq,
kde ¢ je celé é&islo, ¢ili kdyZ je jejich rozdil nisobkem
modulu m.

Vezmeme-li nyni dvé zbytkové tiidy {x}, {y} a zvolime-li
libovolnd ¢isla x, € {x}, x, € {x}, y, €{¥}, ¥, €{y}, pak
podle toho, co uZ vime, jsou rozdily x; — x5, ¥; — ¥, Da-
sobky modulu m, tj.

Xy — Xy =mg, y1 — Y, = mq’,
kde g, ¢’ jsou vhodna cel4 &isla. Odtud vychazi
(1 +31) — (X2 +32) = (01— %) + (5 —32) =
=mq+mq =m(q+ ¢
tak¥e &isla x, + y,, x, + y, patii také do téZe zbytkové
tfidy podle modulu m. Podobné dostaneme
=) — (e =)= (01— %) — ()1 — ) =
=mg—mq =mq— q)
a proto i &isla x, — y,, x, — ¥, patfi do téZe zbytkové tfidy
podle modulu 7. A kone¢né
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X1 — %Yy = (%) — Xy + X1 — y2) =
= mgy, + xymq’ = m(qy, + ¢'%s),
a to znamend, Ze Cisla x,y,, x,y, patfi rovné&z do téZe zbyt-
kové tfidy podle modulu m.

Odtud plyne: Zvolime-li zbytkové t¥idy {x}, {y} a vy-
bereme-li zcela libovolné v kazdé z téchto tfid po jednom
Cisle, pak zbytkové tfidy, do nichZ patfi soucdet, rozdil
a soufin téchto vybranych ¢isel, zavisi jen na volb& zbyt-
kovych tfid {x}, {y} a nezdvisi na tom, kterd &isla z tfid
{x}, { y} jsme zvolili k vypoltu. Soulty x; + y;, x2 + »
patfi oviem do téZe tfidy jako soudet x + y, tj. do tfidy
{x + y}, a podobni tvrzeni plati i o rozdilu a soudinu.

To ndm umoZni definovat v mnoZin& C, viech zbyt-
kovych tfid podle modulu m operace takto:

{2} + {3} = {x+} {x} {3} = {x -y} {x} {3} = {}-
MutZeme Fici, Ze soultem zbytkovych tfid {x}, {y} podle
modulu 7 rozumime tu zbytkovou tfidu podle modulu m,
do niZ patfi souCet x + y, a podobné maZeme interpretovat
1 dalsi napsané definice operaci. S&itdni a ndsobeni t¥fid ma
vlastnosti poZadované v definici 7, jak se d4 snadno ovéfit.
To tedy znamend, Ze¢ mnoZina C, s uvedenym scitdnim
a nasobenim je polookruh. PonévadZ dile ke kazdym dvéma
zbytkovym tfidim podle modulu m existuje i jejich rozdil,
je mnoZina C, s uvedenymi operacemi dokonce okruh;
fikdme mu okruh zbytkovych tiid podle modulu m.
Nulovym prvkem je tfida {0}, nebot pro kazdou tfidu

b je () + {0} = {x + 0) = {x).
Viimnéme si nyni dé&liteld nuly, tj. ptejme se, za jakych
podminek miZe v okruhu C,, byt

{x} {3} = {0}

To lze pfepsat v tvaru

{xy} = {0},
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ktery ik, Ze &islo xy musi patfit do t¥idy {0}, tj. musi ddvat
pti déleni modulem m zbytek 0 a musi tedy byt ndsobkem
modulu m, takZe xy = myq,

kde ¢ je vhodné celé &islo. Mohou nastat dva pfipady:

a) Je-li m prvocislo, pak aspofi jedno z &isel x, y musi byt
nasobkem disla m,*) a to znamend, Ze bud {x} = {0}, nebo
{y} = {0}.V okruhu zbytkovych t¥id podle prvociselného
modulu tedy neexistuji délitelé nuly.

b) Je-li viak m sloZené d&islo, tj. je-li m = mym,, kde
1<m <my 1 <my, <m, miZe se stit, Zze Cislo x je
nisobkem ¢isla m; a &islo y ndsobkem é&isla m, a 24dné
z nich neni nisobkem modulu m. Pak {x} + {0}, {y} + {0},
a pfitom {x} {y} = {0}, takZe ob¢ tfidy jsou déliteli nuly.

Okruh C, zbytkovych t¥id podle modulu 2 obsahuje dvé
tfHdy {0}, {1}. T¥idu {0} tvofi viecka sud4 &isla a tfidu
{1} vSecka lich4 Cisla. S&itini a ndsobeni v okruhu C, je
definovéno takto:

{0} + {0} = {0}, {0} + {1} = {1} + {0} = {1},
{1} + {1} = {0},
{040} = {OK1} = {1}{0} = {0}, {1}{1} = {1}
Tyto rovnosti oviem neznamenaji nic jiného neZ znima
pravidla: Soucet dvou sudych d&isel je sudé &islo, soucet
dvou disel, z nichZ jedno je sudé a druhé liché, je liché
Cislo atd. Pon&vad? je &islo 2 prvodislo, neexistuji v okruhu
C, délitelé nuly. Prvek {0} je nulovym prvkem a prvek
{1} jednotkovym prvkem okruhu C,, takZe — {0} =
= {0}, — {1} = {1}, {1}7* = {1}, ale pfevriceny prvek
k prvku {0} neexistuje.

*) PouZivime tu zniamé véty: je-li soudin xy dvou celych &sel
nésobkem prvodisla m, pak aspoil jedno z &sel x, y je ndsobkem prvo-
&sla m, tj. bud x = mgq,, nebo y = mg,, kde ¢;, q, jsou celd dsla.
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UkdZeme jesté ptklad okruhu C, zbytkovych tfid podie
modulu 6. Tento okruh m4 3est prvkd, jejichZ s¢itini a na-

sobeni je ddno ndsledujicimi tabulkami.

{x} + {3}

N
{x}Qf

{0}

{1

{2

{3}

{4

{5}

{0}

{0}

{1}

{2

3

{4}

{5}

{1}

{1}

{2}

{3}

{4}

{5}

{0}

{2}

{2

{3}

{4

{3}

{0}

{1}

{3}

{3}

{4

{5}

{0}

{1}

{2}

{4}

{4}

{5}

{0}

{1}

{2}

3}

{5}

{5}

{0}

{1}

{2

{3}

{4}

{x} {y}

7

{0}

{1}

{2}

{3}

4

{5}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{0}

{1}

{0}

{1}

{2}

3}

{4}

{5}

2

{0}

{2

{4}

{0}

{2

{4}

{3}

{0}

{3}

{0}

{3}

{0}

{3}

{4}

{0}

{4}

{2}

{0}

4}

2

{5}

{0}

{5}

{4}

{3

2

{1
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Odtud je vidét, 2e v okruhu C, zbytkovych tfd podle
modulu 6 je {2} {3} = {0}, {3} {4} {0}, takZe tHdy {2},
{3}, {4} jsou délitelé nuly v tomto okruhu. Také v okruhu
Cq je prvek {0} nulovym prvkem a prvek {1} jednotkovym
prvkem; proto — {0} = {0}, — {1} = {5}, — {2} = {4},
- {3} =03 — {4 =1{2, - 5} = {1, 1) = {1y,
{5} = {5} a pfevricené prvky k prvkam {0}, {2}, {3}, {4}
neexistuji. Z toho je vidét, Ze v okruhu miZe podminku
a = — g spliiovat i jiny prvek neZ nulovy a podminku
a = a~' i jiny prvek neZ jednotkovy.

P¥iklad 17. Mame zjistit, pro ktera celd Cisla » je islo
3n% 4 2n + 7 niasobkem péti. Ulohu miizeme formulovat
tak, Ze se ptame, je-li moZné, aby Cislo 3n? 4 2n 4 7 pattilo
do zbytkové tfidy {0} podle modulu 5, ¢ili aby {3n* +
+ 2n 4+ 7} = {0}. Podle pravidel o poéitini v okruhu C;
zbytkovych tfid podle modulu 5 je

{(3n* + 2n + T} = 3} {n}* + (2} {n} + {2}.
Dosadime-li sem za {n} postupné viecky zbytkové tfidy
podle modulu 5, dostaneme

{3}{0}* + {2} {0} + {2} = {0} + {0} + {2} = {2},

{3H{1}2 + {2} {1} + {2} = {3} + {2} + {2} = {2},

{3}{2)> + {2} {2} + {2} = {2} + {4} + {2} = {3},

{3} {3} + {2} {3} + {2} = {2} + {1} + {2} = {0},

B+ 8 +{2=03+ {3+ {2} =3}
Odtud je vidét, Ze ulohu Fesi viecka celd &isla n € {3}, tj.
viecka Cisla n = 5k + 3, kde k& je celé &islo.

Pfiklad 8. Znali-li pismeno 7n libovolné celé (Cislo,
mime dokazat, Ze z Cisel #3 — 1, n3, n® + 1 je privé jedno
nisobkem sedmi. Budeme vySetfovat, do které zbytkové
thidy podle modulu 7 patf ¢&isla 72 — 1, #3% »® + 1.
Ponévad#

{m*— 1} = {n3 - {1}, (n®} = (n}3, (B® + 1} = (n}® + {1},
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stall za {n} brit postupné viecky zbytkové tHdy podle
modulu 7:

{0}3 = {0}, {0}° — {1} = {6}, {0}> + {1} = {1},
13 = {1}, {1}* — {1} = {0}, {1}* + {1} = {2},
{21 = {1}, {21* — {1} = {0}, {2}* 4 {1} = {2},
{312 = {6}, {3)° — {1} = {5}, {31* + {1} = {0},
{412 = {1 },{ 22— {1l = {0, {4 + {1} = {2

1>
{512 = {6}, {5} — {1} = {5}, {5} + {1} = {0},
16} = {6}, {6}° — {1} = {5}, {6}* + {1} = {o}.

Patfi-li tedy cislo » do zbytkové tiidy {0}, je &islo #2 na-
sobkem sedmi; patfi-li &islo n do n&které ze zbytkovych
tiid {1}, {2}, {4}, je Cislo »* — 1 ndsobkem sedmi; patfi-li
Cislo 7 do nékteré ze zbytkovych td {3}, {5}, {6}, je Cislo
n® + 1 ndsobkem sedmi.

Definice Il. Okruh, v némZ neexistuji délitelé nuly, se
nazyva obor integrity.

PFiklad 19. MnoZina C vSech celych &isel, mnoZina Q
viech raciondlnich Cisel, mnoZina R v3ech redlnych &isel
i mnoZina K v3ech komplexnich &isel jsou obory integrity,
nebot jsou to okruhy, v nichZ je podminka xy = 0 splnéna
jen tehdy, kdyZ bud x = 0, nebo y = 0. MnoZina S viech
sudych ¢isel (kladnych, zépornych i nuly) je rovnéZ obor
integrity. Také kaZdy okruh C, zbytkovych tfid podle
prvodiselného modulu p je obor integrity. Oborem integrity
neni napfiklad mnoZina N, viech pfirozenych &isel (vietné
nuly), nebot to neni okruh, nebo okruh C, zbytkovych
tfid podle sloZzeného modulu m, nebot v ném existuji déli-
telé nuly.

V oboru integrity plati tato véta:
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Vé&ta 6. Jsou-li x, y prvky oboru integrity a je-li ¢ £ 0,
pak z rovnosti

vyplyva rovnost

Dukaz. Rovnost ax = gy muZeme pfepsat v tvaru
ax — ay = 0 a tu zase podle cvi. 22¢) na str. 52 v tvaru
a (x — y) = 0. Ponévadz jde o obor integrity, v némZ ne-
existuji délitelé nuly, a ponévadZ podle predpokladu je
a # 0, musi byt x — y == 0, &li x = y.

Véta 6 neplati v okruhu, ktery neni oborem integrity,
nebot tam se miZe stt, Ze prvek a je délitelem nuly, a pak
miZe byta (x —y) =0,1i kdyZx — y # 0.

Vétu 6 Casto formulujeme v tvaru: V oboru integrity lze
rovoost ,kritit“ nenulovyim prvkem tohoto oboru in-
tegrity.

Vratme se vSak zase k polookruhtim. Podle véty 1 existuje
v ka¥dém polookruhu M nejvyse jeden jednotkovy prvek 1
a podle véty 2 existuje ke kaZdému a € M nejvyse jeden
pfevriceny prvek a—! € M. ZvliStmi pozornost si zasluhuji
polookruhy, v nichZ existuje pravé jeden jednotkovy prvek
a v nichZ ke kazdému nenulovému prvku existuje pravé
jeden pfevriceny prvek, tj. polookruhy, jejichZ nenulové
prvky tvofi vzhledem k nisobeni (komutativni) grupu.
Ptitom oviem do pojmu polookruhu zahrnujeme i okruhy.

Definice 12. Tvofi-li vSecky nenulové prvky polo-
okruhu M (komutativni) grupu M’ vzhledem k nésobeni,
nazyvé se tato grupa multiplikativni grupa polookruhu M.
Okruh, jehoZ nenulové prvky tvo¥ multiplikativni grupu,
nazyva se téleso.
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Multiplikativni grupu polookruhu M budeme oznalovat
M’
Podle véty 3 existuje ke ka’dym dvéma prvkim a, b

multiplikativni grupy M’ polookruhu M pravé jeden prvek
x € M', pro ktery plati

ax =b
a v disledku komutativnosti nisobeni také

xa =b.
Tento prvek miZeme podle téze véty vyjadfit v tvaru
x = ba’l,

kde a-! je pfevriceny prvek k prvku a.

Definice 13. Prvek x, pro ktery plati
ax = b,

oznatujeme nazvem podil prvka b, a (v tomto pofidku)
a piSeme

x= %nebotakéxz b:a.
Operace, kterd k prvkim b, a polookruhu M pfifazuje

nejvyse jeden podil % € M, nazyva se délent.

Z véty 3 tedy vyplyvi, Ze ke kaZdym dvéma prvkam b,
e multiplikativni grupy M’ polookruhu M existuje jediny
n b ‘o
podil — € M’ a Ze
* b

— -1
= bal,
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takZe podil prvki b, ¢ miZeme nahradit souinem prvku b
a pfevriceného prvku aL. Je-li b = 1, plyne odtud

1

—=1l.g!=al
a
mitizeme tedy pfevriceny prvek a—! povaZovat za podil —
Je-li b = a, pak

a

—=a. -1 —1:

” a.a 1;
podilem dvou sob& rovmych prvki tedy je jednotkovy

prvek 1.
Je-li M obor integrity a je-li b =0, pak pro kaidé

a #0je % = 0, nebot podminku ax = 0 v oboru integrity
spliiuje jediny prvek x = 0. Aviak i v mnohych polo-
okruzich, které nejsou obory integrity, je% = 0 pro kazdé

a # 0. Naproti tomu pro a = 0 podil % nedefinujeme

v zddném polookruhu pro Zidné b.
Je-li M t&leso, pak z pfedchézejicich uvah vyplyvd, Ze

v ném existuje podil gkter}"chkoh' dvou prvki b, a # 0.

Je-li @ — 0, podil g neexistuje.

Na zdklad€¢ véty 4 muZeme fici toto: Existuje-li ke

kazdym dv&ma prvkim b, a # 0, polookruhu M podil %,

pak nenulové prvky polookruhu M tvol multiplikativni
grupu, a je-li M okruh, je to téleso. Kazdé té&leso tedy
obsahuje dv€ grupy: jednak aditivni grupu, kterou tvok
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viecky jeho prvky bez vyjimky, jednak multiplikativni
grupy, kterou tvofi v3ecky jeho nenulové prvky. Kaidé
téleso T obsahuje nulovy prvek O a jednotkovy prvek 1,
ptiemZ 0 = 1; kdyby bylo 0 =1, pak by pro kaZdé
x €T bylo x = x.1 = x.0 = 0 a multiplikativni grupa by
neexistovala, nebot téleso T by v tomto pfipadé obsahovalo
jediny prvek 0 a po jeho vynechini bychom dostali
prizdnou mnoZinu, ktera viak nemtZe byt grupou.

Pfiklad 20. MnoZina Q viech raciondlnich {isel, mno-
Zina R v3ech redlnych Cisel i mnoZina K vSech komplexnich
isel s obvykle definovanym séitdnim a ndsobenim jsou
télesa, nebot jsou to aditivni grupy a vSechny jejich nenu-
lové prvky tvofi multiplikativni grupu. MnoZiny Q' vech
nenulovych raciondlnich &isel, R’ véech nenulovych redl-
nych ¢&isel a K’ viech nenulovych komplexnich <{isel
nejsou télesa; jsou to sice multiplikativni grupy, ale nejsou
to aditivni grupy, nebot v nich chybi nulovy prvek 0.
TotéZz plati i o mnoZin& Q+ viech kladnych raciondlnich
gisel a o mnoZing R+ viech kladnych (redlnych) &isel.
Mnozina C viech celych &isel rovn&Z neni téleso; je to sice
aditivni grupa, ale po vynechdni nulového prvku z ni ne-
vznikne multiplikativni grupa. MnoZina C, viech zbyt-
kovych tfid pole modulu 7 je téleso, nebot je to aditivni
grupa a vynechdnim nulového prvku {0} vznikne multipli-
kativni grupa (viz cvi¢. 27 na str. 53). TotéZ plati pro
kaZzdou mnoZinu C, viech zbytkovych tfid podle prvo-
iselného modulu p. Naproti tomu mnoZina Cg viech
zbytkovych tfid podle modulu 8 neni t&leso, nebot po vy-
nechdni nulového prvku {0} nevznikne multiplikativni
grupa (viz cvic. 28 na str. 53), TotéZ plati o kaZdé mnoZin&
Cnm zbytkovych tfid podle sloZeného modulu m.

Vé&ta 7. V télese neexistuji délitelé nuly.
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Dukaz. Necht pro prvky x, y télesa T je
xy =0,

kde 0 je nulovy prvek. Je-li y = 0, nejsou prvky x, y déli-
telé nuly. Je-li y +# 0, existuje k nému pfevriceny prvek
y~L Pak
x=x.1=x(yy =@y '=0y"1=0

takZe x, y nejsou délitelé nuly ani v tomto pfipadé.

To vSak znamend, Ze kaZdé téleso je také oborem in-
tegrity a Ze tedy okruh, ktery neni oborem integrity, ne-
miiZe byt télesem.

Cvi&eni. 21, Za pfedpokladu, Ze existuji napsané sym-
boly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky x, y libovol-
ného polookruhu:

A—E+y=>0x+(—
b)—(x—»=(—x+y
Qx(—y)=(—2)y=—(), H(—»D(—y)=x.
22. Za pfedpokladu, Ze jsou jednoznaéné definoviny

napsané symboly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky
x, ¥, 2 libovolného polookruhu:

Ax+y)—z=x+(—2)
b)x—(y+2)=x—-3—2
Ax——2)=@x—3+2
dE+2)—+a)=x—y x(y—2)=x — 1z
23. Za pfedpokladu, Ze existuji napsané symboly, do-
kate nasledujici rovnosti pro prvky x, y libovolného
polookruhu:
a) ()t =x"7, b)(x: )t =xy, )(—x):y=
—xi(—)=—(x:3), (=H:(—»==x:y.

52



24. Za ptedpokladu, Ze jsou jednoznalné definoviny
napsané symboly, dokaZte nisledujici rovnosti pro prvky
%, ¥, z libovolného polookruhu:

a)(xy):z2=x.(y:2), b)x:(y2)=(x:3):3
Ox: (y:2)=(x:y).2, d)(x2):(y2)==x:)y.
25. Za pfedpokladu, Ze jsou jednoznatné definoviny

napsan¢ symboly, dokaZte nasledujici rovnosti pro prvky
X, ¥, u, v libovolného polookruhu:

* _ % prs - Ly _vitw
a) o= v,pravé kdyZ vx = uy, b) » + 0 =
x VX — U x x x xXv_ox
c);—%= Y @t LY oY _2?_7
uv u v u v uy w

26. Ovétte, Ze operace definované vzorci {x} + {y} =
= (x + 9} {x} — {9} = {x — ¥} {#} {3} = {xy} v mno-
ziné C,, viech zbytkovych tfid podle modulu m (viz str. 43)
jsou opravdu séitdni, od¢itani a nasobeni.

27. V télese C, zbytkovych tfid podle modulu 7 najdéte
a) nulovy prvek, b) jednotkovy prvek, c) ke kaZdému
prvku opacny prvek, d) ke kazdému nenulovému prvku
pievriceny prvek a ovéfte tak, Ze C; je téleso.

28. Pokuste se o totéz v okruhu C, zbytkovych tfid
podle modulu 8 a ukaZte, Ze Cq neni téleso.

29. Dokazte, Ze Cislo n® + n + 2 neni pro Zidné celé
Cislo » ndsobkem patnicti.

30. Necht mnoZina M je komutativni grupa vzhledem
k operaci ® (sCitini). Definujeme-li v mnoZin¢ M dalsi
operaci O vzorcem x Oy =0 pro kaZdé xeM a pro
kazdé y € M, je operace © ndsobeni. DokaZte.

31. V intervalu N = (0,10 ) jsou diny operace max
(sCitdni) a min (ndsobeni) — viz cvil. 8 na str. 14. Najdéte
nulovy a jednotkovy prvek tohoto polookruhu. Je tento
polookruh okruhem ¢
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32. V mnoZiné M viech podmnoZin mnoZiny Z jsou dany
operace U (s¢itdni) a n (nasobeni) — viz cvi¢. 9 na str. 14.
Najdéte nulovy a jednotkovy prvek tohoto polookruhu. Je
polookruh M okruhem?

33. V mnoZin& N vSech pfirozenych (isel (bez nuly) jsou
diny operace: nejvétsi spole€ny délitel (s¢itini) a nejmensi
spoleény nisobek (ndsobeni) — viz cvi¢. 10 na str. 14.
Vysetfte existenci nulového a jednotkového prvku tohoto
polookruhu.

34. V mnoZiné C vSech celych &isel jsou ddny operace @
(stitdni) a O (ndsobeni) vzorci: x®@y=x+y+ 1,
x0y=uxy+ x+y. UkaZte, Z¢ mnoZina C s takto
definovanymi operacemi je obor intengrity. Najdéte jeho
nulovy a jednotkovy prvek.

35. Opakujte cvi¢. 34 pro mnoZinu Q vsech racionalnich
Cisel a pro operace ® a © dané vzorci: x @y =x+y —
—1L,x0y=x+y— xy. Je mnoZina Q s operacemi
® a O téleso? Ktery je jeho nulovy a jednotkovy prvek?

36. Jak je tfeba definovat s¢itini a ndsobeni v mnoZiné&
M, kterd ma prdvé dva rizné prvky, aby vznikl obor in-
tglgrity? s jednotkovym prvkem? Je tento obor integrity
téleso

37. Jak je tfeba definovat s¢itdni a ndsobeni v mnoZiné
M, kterd m4 prévé tfi rizné prvky, aby vznikl obor in-
tglgrity? s jednotkovym prvkem? Je tento obor integrity
téleso

38. Reste obdobnou tilohu pro mnoZinu M, kterd mi
pravé &tyfi navzijem rizné prvky.

39. Ukaite, Ze jednoprvkovd mnoZina M = {0}, v niZ je
definovano s&itdni 0 + 0 = 0 a ndsobeni 0.0 = 0, je obor
integrity. Pro¢ to neni té&leso?

40. Jsou-li a, b raciondlni &sla, pak mnoZina M viech
&sel tvaru a + b |/2, v niZ je definovdno séitini a nisobeni
obvyklym zpusobem, je téleso. DokaZte.
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4. kapitola

VNEJSf OPERACE

Dosud jsme se zabyvali operacemi v mnoZiné M, tj. ope-
racemi, jichz se zufastnily pouze prvky mnoZiny M.
Oznacime-li takovou operaci napf. symbolem O, jde tu
o tfi prvky mnoZiny M: xeM, ye M, x 0y e M. Tyto
operace budeme nazyvat vnmiténi. Jsou viak mozné i operace
vnéj$i, tj. operace, jichZ se zalastni jednak prvky mnoZiny
M, jednak prvky jiné mnoZiny N, kterd nemusi mit s mno-
Zinou M viibec nic spoletného. Jde tu vlastné o operaci
v mno%in&€ M U N. Uvedeme ptiklad jedné takové operace.

Definice 14. BudiZ M mnoZina, v niZ je definovdna ope-
race O, kterd md neutrdlni prvek . BudiZ ddle N, mnozZina
viech pfirozenych ¢isel (véetné nuly). V mnoziné M u N,
definujeme operaci O takto:

Je-lix e M, r € Ny, pak x O r € M a plati

1. xO00=mn,

2.x0@+1D)=(x0orox
za pfedpokladu, Ze prvek (xOr)O x € M existuje pro
kazdé r € N,.

Pfitom nevylutujeme, Ze N, = M.

Operace O je v definici 14 definovina indukci: V bodu 1
je vysloveno, co mdme rozumét symbolem x 0 0, 2 bod 2
udévd rekurentnim vzorcem, jak se vypolitdi prvek x O
O (r + 1) na zdkladé (uZ zndmého) prvku x O r.
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RozepiSeme-li podle definice 14 prvky x (J » pro nékolik
malych &isel, 7, dostaneme:

x00=mn,
x01l=(x000x=nCx=1x,
x02=(x0lox=x0%,
x03=x02)0x=(x0x)0x,
xO04=(x0O3)ox=[x0ox)0x]Ox

atd. Je-li operace O asociativni, miZeme v konelnych
vysledcich zdvorky vynechat, nebot na jejich umisténi ne-
zaleZi. Pak je

xO00=mn x0l=x, x02=x0%x,
x03=x0x0x, x04=x0x0x0x

atd., takZe se prvek x O r pro r = 2 jevi jako vysledek
operace O aplikované postupné na r prvki vesmés rovnych
prvku x.

P¥iklad 21. Vné&jsi operaci [, ktera byla zavedena v de-
finici 14, dobfe zndme ze $koly i z praxe. Je-li M é&iselny
polookruh a vezmeme-li za operaci O ndsobeni v tomto
polookruhu, daji se podminky 1 a 2 z definice 14 pfepsat
Vv tvaru

1.x00=1,
2. x0@F+ 1) =(x0Cr).x

nebot neutrilnim prvkem nasobeni je &islo 1. Je v3ak
zfejmé, Ze Cislo x O r € M neni nic jiného neZz mocnina
xr € M, jejimZ exponentem je ptirozené &islo r € Ny, nebot
mocniny s pfirozenym exponentem se definuji rekurentné
takto:

1. x° =1,

2. xrtl = x7 . x,

ale to je totéZ jako ptedchazejici vzorce. Ponévad? je néso-
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beni asociativni operace, miiZeme nékolik mocnin s nej-
mensimi pfirozenymi exponenty rozepsat takto:

=1 xt=x x2=x.x, ¥=xx.x rr=xx.x.x
atd., jak je dobfe znidmo ze Skoly. Uvedené vzorce plati pro
kazdé (komplexni) &islo x.

Pf¥iklad 22. Jiny neméné dobfe znamy ptiklad vnéjsi
operace [J je tvofeni tzv. prirozenych ndsobkiu, které vznik-
nou tak, Ze v Ciselném polookruhu M vezmeme za operaci
O sCitani a za prvek n neutrdlni prvek sCitani, tj. ¢islo 0.
Dostaneme vzorce

l.x00=0,
2.x0(F+D=(xar) + x
Je-li N, © M, mizeme poloZit x [ r = xr a méme dobfe
znamé vzorce
l. x.0=0,
2. x(r+ 1= xr+x,
z nichZ vyplyva, Ze
x.0=0, x.1=1x, x.2=x+4 x,
x3=x+x+x x4d=x+x+x+x
atd. Také tyto vzorce plati pro kazdé (komplexni) &islo x.

Priklad 23. Jako dalsi phklad vezmeme mnoZinu M viech
piemisténi roviny o, jimiZ se reprodukuje rovnostranny
trojihelnik ABC, s operaci «, jiZ je postupné sklddani
téchto pfemisténi (viz pfiklad 8 na str. 19). PonévadZ je
operace * asociativni a ma neutrdlni prvek 3, dostaneme
pro kazdé X € M postupné
XD0=3,¥01=%%02=X+X, X003 = XxX+X
atd. Speciilné& je

J00=3,301=3,302=8+3=3;
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matematickou indukci se dd dokazat, Ze pro kazdé r € N, je
30 r= 3. Dile je

61D0=3,61D1=61,61D2=61*61=3

a odtud opét matematickou indukci plyne, Ze pro kazdé
sudé r e N; je &, 0r = a pro kazdé liché r e N, je
S, 0r = &,. Obdobnd tvrzeni plati i pro S, a G,.
Konelné

921!:'023, CRIEIl:'“Rl, 921.[:]2:921* 921—'—-%2,

921[]3:922[]921:8

a pro kazdé r = 3k, kde k e Ny, je R, O0r = 3, pro kazdé
r=3k+1je R, 0r=NR,; a pro kazdé r =3k 4+ 2 je
R, 0r = R,. Obdobné pro kazdé r = 3k je N, 0r =3,
pro kazdé r=3k+1 je R,0r=R, a pro kazdé
r=3k4+2jeR,0r =NR,.

V&ta 8. Je-li operace © v mnoZin& M asociativni,
spliuje operace O, kterd k ni pEislu§i podle definice 14,
tyto vzorce:

a) xOrno@xas)=xa((r+s),

b) (xOrOs=x0 (rs)
pro kaZzdé r € N, a pro kaZdé s € N,; je-li nadto operace O
také komutativni, pak

c)(xoryo(yar)=(xoy)ar
pro kaZdé r € N,,.

Dikaz. VSechny tf vzorce dokiZeme matematickou
indukci.

a) Zvolme libovolné ptirozené &islo » € N,.

I. Podle bodu 1 z definice 14 a podle vlastnosti neutral-
niho prvku # je

xonoxoO=xaron=x0r==x0( + 0).
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II. Jestlize pro n&jaké s € N, plati
xoro(xOs)=xa{ + ),
pak
xonoxo@+ D)=xornNo[(xas)ox] =
=[xorno(xos]ox=[xO0r+s)ox=
=x0@r+s+4 1)

Nejprve jsme pouZili bodu 2 z definice 14, potom asocio-
vanosti operace O, dile pfedpokladu uvedeného na po-
&atku bodu IT a nakonec opét bodu 2 z definice 14.

Z bodi I a II vyplyva na zdklad€ principu matematické
indukce, Ze vzorec a) plati pro kaZdé libovolné zvolené
r € N, a pro kaZdé s € N,

b) Zvolme opét libovolné pfirozené Cislo r € N,

1. Podle bodu 1 z definice 14 je

(x0rnNO0=n=x00=x0(r.0).

IL. JestliZe pro né&jaké s € N, plati
(xOr)Os=x0(rs),
pak
xonoG+ D=[(xonrnDsjloxor =
=[xO@)oxDr)=x0@s4r)=x0[r(s+ 1)

Nejprve jsme pouZili bodu 2 z definice 14, dile ptedpokladu
uvedeného na pocitku bodu II, potom vzorce a) a nakonec
toho, Ze rs + r =r(s + 1).

Z boda I a II vyplyva na zdkladé principu matema-
tické indukce, Ze vzorec b) plati pro kazdé libovoln€ zvo-
lené r e N, a pro kazdé s € N,.

c) L. Podle bodu 1 z definice 14 a podle vlastnosti ne-
utrdlniho prvku 7 je

(xa0)o(yp0)=non=n=(x0y)00.
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I1. Jestlize pro néjaké r € N, plati

xoro(oanrn=(xoy)ar,
pak
xo@+Dlolyor+Dl=[xanox]ol(ynr oyl=
={{xzonoxlowonNioy={xonolxo(yonl} ¢
oy={xonolyonoxlicy={lxono(yaono
oxjoy=[xono(yonloxoy =I[xoynric
o@xoy)=(xoy)a(+ 1.
Pfitom jsme pouZili nejprve bodu 2 z definice 14, potom
asociativnosti operace O, pak je$t€ jednou asociativnosti
operace O, dile komutativnosti operace C, naleZ opét
asociativnosti operace O a potom jest€ jednou asociativ-
nosti operace O, dale pfedpokladu uvedeného na podatku
bodu II a nakonec opét bodu 2 z definice 14.

Z bodii I a II vyplyvé na zéklad& principu matematické
indukce, Ze vzorec c) plati pro kazdé r € N,,.

Pfiklad 24. Pro mocniny s pfirozenym mocnitelem (viz

pfiklad 21 na str. 56) dava véta 8 znamé vzorce

a) x7.x% = xT3,

b) (xr)s = X%,

) x7.y" = (o),
které plati vzhledem k tomu, Ze nédsobeni je operace aso-
ciativni a komutativni. Z obdobného divodu plati pro pti-
rozené nasobky (viz pfiklad 22 na str. 57) vzorce

a) xr + xs = x (r + 5),

b) (xr)s = x(rs),

c) xr + yr = (x + y)r.
Naproti tomu pro operaci ] vznikajici opakovanym po-
uZitim operace * v mnoZin¢ M viech pfemisténi roviny o,

60



ktera reprodukuji rovnostranny trojihelnik ABC (viz
piiklad 23 na str. 57), plati jen vzorce

a) (Xon+x (Xos)=Xo @+ ),

b) &Xor) as=%X0(s),
nebot operace * je asociativni. Tato operace viak neni
komutativni, a proto neplati vzorec c), jak je vidno na-
pfiklad z toho, Ze

(m1D2)*(61D2)=9‘{2* S:mg,

(ml*el)ﬂ2=62[]2=3.

Poznémka. V definici 14 jsme pfedpokladali, Ze operace
<> md neutrdlni prvek n. Kdyby tomu tak nebylo, nebylo by
moZné pouZit definice 14 k definovani prvku x J 0. Mohli
bychom to obejit napfiklad tak, Ze bychom poloZili
x00 =y, kde y je néaky vhodny prvek mnoZiny M.
Pro takto definovanou operaci O oviem neplati véta 8,
nebot pfi jejim dikazu bylo podstatné, Zze x 0 0 = n.

Druhd moZnost, jak Ize neexistenci neutrdlniho prvku
operace O obejit, je ta, Ze v definici 14 nahradime bod 1
podminkou x 0 1 = x. Pak vSak mdme definoviny prvky
x O r jen pro takovd r € N,, pro néz plati r = 1. V tomto
pfipadé véta 8 plati; v diukazu jejich vzorci je viak tfeba
zménit bod I takto:

a) xgr)o(xol)=anox=x0(+ 1),
b) xOorOl=xa0r=x0(.1),
o@xolho(ol)=xoy=(xoy) Ol

ale

CviZeni. Ve cvi¢. 41—48 znamena symbol [ vnéjsi ope-
raci podle definice 14, popt. podle pfedchizejici pozndmky.
41. Operace O v mnozin€ R,* viech nezépornych
(redlnych) Cisel, kterd je ddna vzorcem x O y = Vx2 + 32
(viz cvid. 2 b) na str. 12), md neutrlni prvek 0. UkaZte, Ze
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pro kazdé re N, je xOr = x]/r a ovéfte, 2e pro takto
definovanou operaci O plati vechny vzorce z véty 8.
42. Operace © v mnozin&€ Q+ viech kladnych racional-

nich ¢&isel, kterd je déna vzorcemx Oy = x—?_’—;— (viz cvil.
2a) na str. 12), nemi neutrdlni prvek. UkaZte, Ze tato ope-
race vede k vnéj§i operaci x O r = ;a vySetfete, splfiuje-h

tato vn&jsi operace vzorce z véty 8.

43, Prostudujte vné&j§i operaci O v Ciselném télese T,
kterd vznikne tak, e v definici 14 vezmete za operaci O
déleni a poloZite x 0 0 = 1.

44, Reste obdobnou tlohu s tim rozdilem, ¥e za operaci
O vezmete od¢itani a poloZite x 0 0 = 0.

45, V télese C; zbytkovych tfid podle modulu 5 vy-
Setfete vSechny pfirozené ndsobky a vSechny mocniny
s pfirozenym exponentem vSech prvki télesa C;.

46. Tutéz tilohu fefte v okruhu C, zbytkovych tfid podle
modulu 6.

47. Ukazte, Ze v okruhu C,, zbytkovych tfid podle mo-
dulu mje {m — 1}2¢ = {1} a {m — 1}*+' = {m — 1} pro
vSechna % € N,

48. VySetite vSecky prvky ¥ 0O r v mnoZin€ M viech
pfemisténi roviny p, jimiZ se reprodukuje a) obdélnik
ABC7D) b) &tverec ABCD s operaci + (viz cvié. 19 na
str. 27).
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5. kapitola

POLYNOMY JEDNE NEURCITE

Vyjdeme z né&jakého okruhu M s jednotkovym prvkem
a vezmeme dal$i prvek x, o ném2 budeme p¥edpoklidat,
%e nepatfi do okruhu M. Budeme se snaZit sestrojit pokud
moZno nejméné obsainy okruh M [x], ktery obsahuje
viecky prvky okruhu M a mimo to jeSté prvek x. Slovy
»hejméné obsaZny okruh® rozumime takovy okruh M [x],
ktery md tu vlastnost, %e kaZdy jiny okruh, ktery spliiuje
vyslovené poZadavky, ho obsahuje. Existence takového
okruhu neni pfedem nikterak zfejmd a je vlastn€ hlavnim
vysledkem nésledujicich tvah.

PonévadZ M [x] md byt okruh, musi to byt komutativni
grupa vzhledem k sCitdni a kromé toho v ném musi byt
definovdno ndsobeni kterychkoli dvou jeho prvkia. Musi
v ném tedy byt obsaZeny kromé& prvku x i viechny souiny
vzniklé opakovanym ndsobenim prvku x, tj. souéiny

xx=x% xx.x=x% xx.x.x=xt
atd. K tomu muaZeme je$t& pFipojit
xl=x x0=1,

kde 1 je jednotkovy prvek okruhu M [x]. Pon&vadZ jde o na-
sobeni v okruhu M [x], které je komutativni a asociativni,
jsou prvky x" mocniny prvku x s pfirozenym exponentem
a plati pro n& vzorce uvedené ve vété 8 a v pHkladu 24.
Dile musi byt v okruhu M [x] obsaZeny v3ecky souliny
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prvki pavodniho okruhu M a kterékoli mocniny xi, tj.
prvky
kde a; e MaieN,.

Konefné musi byt v okruhu M [x] obsaZeny t viecky

soulty prvkd tvaru aixi, tj. prvky

ag + ayx + ax® + ax® + ... + aex’,
kde aq, ay, ay, ag, . . ., ar jsou prvky okruhu M; pfitom
piSeme agx® = a,.1 = ay, a\x! = a,x podle definice moc-
niny s exponentem 0 a 1. Cislo r je prvek mnoZiny N, viech
pfirozenych Cisel (véetné nuly); pro r = 0 md pfislu$ny
prvek okruhu M [x] tvar agx° = a,.

Tato uvaha ndm ukazala, které prvky musi mnoZina
M [x] nutné obsahovat; dosud v3ak nevime, nemusi-li
obsahovat jeSté né&jaké dalsi prvky, chceme-li, aby byla
okruhem. Nejprve vsak prostudujeme, které vlastnosti
maji prvky, o nichZ jiZ vime, Ze pat¥i do M [x].

Ptedeviim je tfeba si uvédomit, Ze jsme sice jiZ od po-
¢4tku této uvahy uZivali v naSich zdpisech znakl séitdni
a ndsobeni, ale viibec jsme nedefinovali, co midme rozumét
s¢itdnim a nasobenim v okruhu M [x]; naSe dosavadni
zipisy jsou prozatim jen prazdné formy bez konkrétniho
obsahu. To musime napravit.

Pfi svych tivahich jsme vySli z jakéhosi okruhu M,
ve kterém ovSem je definovdno séitini i ndsobeni; kromé
toho z véty 8 vime, jak se ndsobi mocniny prvku x s pfiro-
zenym mocnitelem. Tyto na¥e znalosti ndm umoZni defi-
novat sCitdni a ndsobeni mezi dosud znimymi prvky
okruhu M [x].

Ponévad? jde o okruh, musi v ném byt sCitdni a nisobeni
komutativni a asociativni a kromé& toho musi byt ndsobeni
distributivni vzhledem ke scitdni. Jsou-li tedy

ay +ax +ax®+ax*+ ... +ax" = A,
b0+b1x+b2x2+b3x3+ PR +b3x’=B

aixt,
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dva prvky mnoZiny M [x], musi pro jejich soudet za pfed-
pokladu, Ze s = r, platit

(ag + ayx + apx® + ... + arx”) + (by + byx + bx® +
+ oo+ bex") = (ag + by) + (a1x + byx) + (ax® +
+ 5x%) + ... + (arx” + &™) = (ap + bo) + (a1 +
4+ b)) x + (@ + b)) x2 + ... + (ar + br) x".

Pfedpoklad s = r neni na zdvadu obzcnosti; kdyby bylo
napfiklad s < r, mohli bychom v druhém prvku doplnit
dal$i s¢itance tvaru 0.xt = O pros <i < r.

Obdobné dostdvime pro soudin

(@0 + ayx + asx®+...+ arx") (bg+ byx + box® +. ..+ bex?) =
= aobg + a1box + azbgx® + . .. + arbpx” +
+ aghyx + aybix? +abx®+ . .. +arbxrti 4
+ aghex® + aybox® + asboxt + ... + athxtt2+

e +
+ ﬂobaxs + alnga+1 + azng‘.H_z + - + a,»b,x"’f" =
=cotoxt+ex2tex®+ ... ... + criaxTte,

kde
o = agby, €1 = arby + aobys ¢ = azhy + a,b; + aghy,
Cs = asbo + a2b1 + albz + aoba, ceoyCryg =— arbg.

Pfitom je prvek ¢; vyjaddfen jako soudet viech moZnych
soudinit ajbi, kde j + k= 1.

V&ta 9. Budi? ddn okruh M s jednotkovym prvkem
a prvek x, ktery do okruhu M nepatfi. Budi? dile M [x]
mnoZina viech prvki

g+ ayx + a, x>+ ... + arx’,
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kde ay, a,, ay, . . ., ar jsou prvky okruhu M. Je-li v mnoZiné
M [x] definovano séitdni vzorcem
(@p + ayx + apx®* + ... + arx™) + (by + byx + byx® +
et b = (ag + o) + (@ + b)) ¥ + (@ + b
+ P 4— (ar + br)xr
a ndsobeni vzorcem
(@g + ayx + apx® + ... + arx") (by + byx + bpx® +
oo bext) =co tox F cx? L.+ CrsxTS,
kde ¢y = aobos €1 = arby + aghy, €3 = asby + a1by + agbs,
...y Crys = arbs, je mnoZina M [x] okruh.

Dukaz. Nejprve je tfeba ovéfit, Ze to, co se ve vété 9
nazyva sCitdinim a ndsobesnim, je opravdu hodné téchto
ndzvi, tj. Ze tyto vykony spliiuji poZadavky vyslovené
v definici 7.

Z vyslovené definice je pfedevsim patrné, Ze ke kazdym
dvéma prvkim mnoZiny M [x] existuje v této mnoZing
jejich soucet i soudin.

Komutativnost séitini se ov&H okamZité: obratime-li
pofadi s¢itanca A, B, obriti se 1 pofadi s€itanct ve vyra-
zech a; + by, ale to nemd vliv na vysledny soudet, nebot
vokruhu Mje b; + a; = a; + bi. Jetedy A + B= B + A.

Obdobné tvrzeni plati i pro souin: zdménou pofadi
¢initeld 4, B se ve vyrazu pro ¢; zaméni pouze pofadi
s€itancd, z nichZ je prvek ¢; tvofen, nebot v okruhu M je
bra; = ajby. Proto je AB = BA.

Ani ovéfeni asociativnosti s¢itdini nepusobi potiZe. PFi-
bereme-li k danym prvkim A4, B je$té prvek

Co + 61X + cx2 + ... + cxt = C,

pak soulet (4 + B) + C m4 séitance tvaru [(a; + &) +-
+ ¢i]xi a soulet 4 + (B + C) séitance tvaru [a; + (b +
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+ ¢1)]xi, ale to je totéz vzhledem k tomu, Ze v okruhu M je
(a¢+bi)+ci—ai+(b, + ¢;). Protoje (4 + B) + C =

— A+ (B +C).

Ponékud slozit&j§i je ovéfeni asociativnosti ndsobeni.
PonévadZ v souCinu AB je mocnina x* doprovazena souc-
tem vSech moZnych sitancl tvaru asby, kde j + &2 =1,
je v soufinu (AB)C mocnina x* doprovizena soultem
viech moZnych séitanci (ajbr)ci, kdej + k=14,i + 1= h,
neboli j + &2 + / = h. Podobné v sou¢inu BC je mocnina
xm doprovazena souctem viech moZnych s¢itanci bxci, kde
k + I = m; musi tedy byt v soudinu 4 (BC) mocnina x*
doprovdzena souctem vSech moZnych séitanct aj (bxc:),
kde k+1l=m, j+m=nh, Cli zase j+k+1=h
Avsak v okruhu M je (asbr)e; = a; (biei); proto také souet
viech moZnych séitanch tvaru (a;bx)c;, kdej + &2 + I = h,
je roven sou¢tu viech moZnych s¢itanci tvaru a; (bgc;), kde
opetj+k+ 1= h takZe (AB)C = A(BC)
sCitdni. V soudinu (4 4+ B)C je mocnina x! doprovizena
soultem vSech moZnych séitancli tvaru (a; + bj)ck, kde
j+ k2 =1,avsouCtu AC + BC je u x! soulet viech moz-
nych vyrazl ajcx + bjcx, kde zase j 4 & = i. Ale v okruhu
M je (a; + by)ex = ajex + bick, a proto je (A 4+ B)C =
= AC + BC.

Tim jsme ukdzali, Ze jsou splnény vSecky poZadavky
z definice 7 a %e mnoZ%ina M [x] s uvedenyrm operacemi je
polookruh. Abychom ukazali, Ze to je okruh, musime podle
definice 8 ovéfit, Ze tvofi aditivm’ grupu, tj. podle definice
6, 2e v polookruhu M [x] existuje nulovy prvek a Ze ke
kaZdému jeho prvku existuje opaény prvek.

Nulovym prvkem polookruhu M [x] je prvek

0=0+4+0.x+0.x24+ ... 4+0.x,

nebot podle definice s¢itdni je
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A+0  (a, ~ 0) + (a — O)x + (a, -+ O)x*

+(ar +0x" =4
Tento nulovy prvek je ovSem totoZny s nulovym prvkem
okruhu M, nebot M < M[x] a nulovy prvek muZe byt
podle véty 1 nejvys jeden.

Opaény prvek k prvku A4 vidy existuje a je jim prvek
A= (—a) F(~a)x+(—a) @ +...+ (-a)¥,
nebot

A+ (—A)=1[a, + (— a)] + [a, + (- a)l x +

+las+(—a)lx®+ ... + [ar + (— a)] x" =
:0+0.x+0-x2+ —|—0xr::

Tim jsme ové&fili, Ze mnoZina M[x] s uvedenyrm opera-
cemi je skute¢n& okruh. Zaroven je vidét, Ze tento okruh
M[x] je nejméné& obsaZny ze vSech okruhi, které obsahuji
viecky prvky okruhu M a mimo to jesté& prvek x. Kazdy
takovy okruh totiZ musi podle toho, co jsme fekli na pocitku
tohoto &ldnku, obsahovat viecky prvky

ay+ ax + ax® 4+ ... 4+ amx’,
a ty okruh M[x] skute¢né obsahuje. Mé-li byt co nejméné
obsaZny, nesmi uZ obsahovat Zidné dal$i. Je tedy okruh
M[x] skutecné ten, jehoZ nalezeni jsme si poloZili za cil
na pocatku tohoto ¢ldnku.

K nalezenym vysledkiim je$t¢ pfipojime n€kolik dodatk.

ProtoZe je M[x] okruh, existuje v ném podle véty 3
rozdil 4 — B kterychkoli dvou prvki 4, B a je
A—B=A+ (-~ B)=[a,+ (— b)] + [a, + (— b))}x +

+ [az + (— 6)]x* + ... + [ar + (— &)lx" =
= (@0 — bo) + (@, — bx + (@ — b)) + ... +
+ (ar — b)x".
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O okruhu M v celém tomto ¢lanku pfedpoklidame, Ze
m4 jednotkovy prvek. Proto i okruh M[x] m4 jednotkovy
prvek a je jim prvek

1=14+0.x+0.x>+4 ... 4 0.x".
Pro B=1totiZje by, =1,b, =b,= ... = by = 0, takZe
v soulinu 4.1 se souet viech s¢itanch asby, kdej 4 b = 4,
ktery je u mocniny xi, redukuje na jediny prvek a;b, =
= a;.1 = ay, kdeZto viecky ostatni s¢itance tohoto souctu
jsou nulové. Je tedy
Al =ay+ ax + a,x> + ... - arx" = A.

Tento jednotkovy prvek je totoZny s jednotkovym prvkem
okruhu M, jehoZ existenci pfedpoklididme, vzhledem k to-
mu, ¢ M < M[x] a jednotkovy prvek muZe byt podle
véty 1 nejvys jeden.

JeSt& si musime vSimnout toho, co vlastné znameni
rovnost prvka okruhu M[x]. Je-li a; = b; pro kaZdé i,
pak zfejmé& pro pfislusné prvky A, B okruhu M[x] je
A = B, nebot jde o jeden a tyZz prvek. Je-li obricené
A = B, znameni to, 2e A — B = 0, tj.

(@ — by) + (a7 — b)x + (@, — b)x* + ... +
+ (ar — br)xr = 0.

Budeme pfedpokladat, Ze tuto rovnost lze splnit jen tak,
%e pro kazdé i je a; — by = 0 a Ze tedy a; = b.. Tento
pfedpoklad vS$ik z naSich pfedchdzejicich tvah nijak ne-
plyne; bylo by mozZné volit prvek x tak, aby existovalo
takové pfirozené Cislo r a takové prvky cg, ¢;5 €35 .. .5 Cr
okruhu M, které by nebyly vesmé&s nulové, a pfesto by bylo

Cotex+ex?+ ...+ ex"=0.
Pak by se oviem mohlo stit, Ze by pro prvky 4, B okruhu
M[x] bylo A = B pfesto, e pro né&které 7 by bylo a; #
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s by, Tuto moznost viak ve svych daldich avahich vy-
lou¢ime.

Abychom ukézali, Ze vylouceny pfipad muZe opravdu
nastat, uvedeme pfiklad.

P¥iklad 25. Za okruh M zvolime okruh C vsech celych

tisel a za prvek x vezmeme &islo x = |/2 + /3. Ztejme
x ¢ C, takZe pro okruh C a pro Cislo x plati vSecky dosa-
vadni vysledky tohoto ¢lanku, pokud se tykaji séitani a na-
sobeni prvki okruhu C[x]. Ponévadz
x2=5+2)6 #*=112+9]3, xt =49 + 20/,
je napiiklad
A=1+2x —5x2 + x* =
=14+2(2+V3)—56+2)6)+A1})249)3) =
= -244+13)2+11]3—10]6,
B=2x 45245 —xt =
=202+ V3 +56+ 2|6+ 11)2+9]3) -

- (49 +20)6)=—24+13)2+11)3—10]6.
Jetedy A = B presto, 2e gy = 1, a;, = 2,a, = — 5
a3 =1,a,=0,by=0,b, =2,b,=5,b; =1,b, = — 1,
takZe ay #~ by, as # by, ay # by Utvotime-li rozdil 4 — B,
shledime, Ze

A-B=1—-10x%2+ x* =0,
takze 4 — B = Oapfitom 1 #0, - 10 0,1 0. Toje
zpisobzno tim, Ze jsme za x volili islo V2 + ]/3, které
je kofenem rovnice
xt— 10x2 + 1 =0.

A nakonec j=5té jednu pozmim%u. Mohlo by se snad
zdér, Ze mdme v okruhu M[x] dvoji s¢itdni a dvoji ndsobzni:

b
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jednak to, které bylo zavedeno ve vété 9 mezi prvky okruhu
M[x], jednak to, které je ,uvniti jednotlivich prvki
okruhu M[x], tj. s¢itdni typu aiux! -+ a;x/ a ndsobeni prvku
a; € M mocninou x?. Ale neni tomu tak, nebot mtZeme
polozit
aixt = aixt + 0.x9, ax? = 0.x¢ + apx.

Ostatni s¢itance, které jsou nulové, nepi§eme. Pak je podle
definice séitini

(aixi + 0.x7) + (0.xt + axf) =

= (@i + 0)xi + (0 + ay)x/ = ax! + azx,
takZe znaménko + mezi jednotlivymi s¢itanci prvku z M[x]
mé tyZ vyznam jako znaménko + mezi prvky okruhu
M[x]. Podobné& je tomu ve druhém pfipadé. Prvek a; e M
muiZeme psit ve tvaru

aq=ay, +a'x+a'x*+ ... + a'x,
v némz je a,” = a; a pro vSecky ostatni indexy j je a;' = 0,
a prvek x! ve tvaru

xt = by + bx + bpx? + ... + bext,

v némz je b; = 1 a pro vSecky ostatni indexy £ je by = 0.
Pak podle definice ndsobeni je

apxt = ¢+ e x + x4+ ...+ CrexTte.

Tuje ¢ = ay’by = a;.1 = ai, nebot viecky ostatni s¢itance
souétu, kterym je vyjidfen prvek ¢;, jsou nulové. Mimoto
pro viecky ostatni indexy j je ¢; = 0. M tedy i (vynechané)
znaménko ndsobeni ve vyrazu aux! tyZ vyznam jako zna-
ménko ndsobeni mezi prvky okruhu M{x].

Dosud jsme jesté vubzsc nic nefekli o prvku x kromé
toho, Ze nepatfi do okruhu M a Ze spliuje rovnost

CFrox+cex2+ ... +ext=0
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jen tehdy, je-lico = ¢; = ¢, = ... = ¢r = 0. Prvou z téchto
podminek v§ik miZeme vynechat, nebof je obsaZena ve
druhé. Kdyby totiz bylo x € M, bylo by x = a, kdea e M,
a odtud by plynulo

a—1l.x=0,kde —1+#0.

To viik odporuje druhé nasi podmince. Kromé& toho by
pro x € M pattily do M i v§ecky mocniny x* a s nimi i vSecky
prvky okruhu M[x], takZe by bylo M{x] = M a nedostali
bychom nic nového.

Ani v dalSich uvahich nebudeme charakter prvku x
nijak bliZe specifikovat; tim se tento prvek stane do jisté
miry prazdnym schématem a pocitdni s nim nabude jisté
formadlnosti.

Definice 15. BudiZ ddn okruh M s jednotkovym prvkem.
Okruh M[x] viech prvka

ag+ ayx + ax> 4+ ... + amx”,

kde ay, ay, @y, ..., ar jsou prvky okruhu M, se nazyvd
okruh polynomii jedné neurcité x nad okruhem M, je-li v ném
definovano s€itani a nisobeni tak jako ve v&t& 9 a jestliZe
v ném z rovnosti

Cotex+cex?+ ... tex”=

vyplyva, Ze ¢ = ¢, = ¢, = ... = ¢r = 0. Prvek x m4d na-
zev neurcitd nad okruhem M a prvky okruhu M[x] se jme-
nuji polynomy (mnohoéleny) jedné neurcité x nad okruhem M.
Prvky aixt se nazyvaji ¢leny polynomu; prvek a; se nazyva
koeficient a Cislo 1 stupert élenu aixt. Prvky ag, ay; ag, - - ., ar
se jmenuji koeficienty polynomu

ay + a;x + a. x>+ ... + arx.
Nejvétsi ze stupiit téch ¢lend, které maji nenulové koefi-
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cienty, se nazyva stupen polynomu. Nulovy prvek okruhu
Mix] se jmenuje nulovy polymom a nepfisuzujeme mu
Zadny stuper.

Podle toho, co jsme fekli jiz dfive, je soudet, rozdil i sou-
¢in dvou polynomi z okruhu M[x] zase polynom z okruhu
M[x]. Je-li jeden z obou polynomi stupné r-tého a druhy
stupné s-tého, pak jejich soulet a rozdil je stupné nejvyse
rovného nejvét§imu z obou Cisel r, s a jejich souéin je
stupné nejvyse rovného souctu r + s. MiZe se totiZ stét,
Ze ve vysledku vyjde u jednoho nebo né&kolika €leni nej-
vyssiho stupné nulovy koeficient, a pak je stupefi vysled-
ného polynomu niZ$i, neZ uddva vzorec pro séitani, od-
Citdni nebo ndsobeni polynomi. PFi ndsobeni to vsak
muZe nastat jen tehdy, md-li okruh M délitele nuly. Pfitom
povaZzujem: nulovy polynom za polynom stupné niZ$iho
neZ kterykoli nenulovy polynom. Soudet a rozdil dvou poly-
nomi, z nich? jeden je nulovy, je oviem téhoZ stupné jako
druhy z obou polynomii; soufin dvou polynomd, z nichZ
jeden je nulovy, je zase polynom nulovy.

Pfiklad 26. Za okruh M vezmeme okruh C, zbytkovych
tfHid podle modulu 6 (viz pfiklad 16 na str. 41), jeho prvky
viak budeme oznacovat pouze znaky 0, 1, 2, 3, 4, 5, aby-
chom si zjednodusili zdpisy. V tomto okruhu se pofitd
podle tabulek uvedenych na str. 45. Okruh Cgy[x] poly-
nomi jedné neuréité x nad okruhem C4 obsahuje polynomy
neurdité x s koeficienty z okruhu Cg. V tomto okruhu na-
ptiklad je
(14 2x+3x2+ 45 + 5x4) + (5 + 4x + 322 + 2x° + x%) =

=0+55+QR+Dx+(B+3+ @+ 2>+

+64+Dxr*=0+0x+0.x24+0.x*+0.x2=0,

73



nebot podle tabulkyjel +5=0,2+4=0,3+3=0,
44+2=0,5+1=0. Vokruhu Cgx] je dile
T+ 2x+ 322+ 43+ 5x1) — (5+4x+ 322+ 2x3 - x4) =
=(1-54+Q2—-x+B—-3Nx2+ (4 —2)x3+
+ (5 — Dxt =2 4 4x + 243 + 424,
nebot v okruhu Cgje 1 —-5=2,2—4=4,3—3 =0,
4 —2=2,5—1=4. Obdobné potitime
(3 + 2x + 4x) (1 + 3x + 3x2) =
=31+2.1x+ 4.1x2 +
+3.3x 4 2.3x2 + 4.3x% 4
+3.3x2 4 2.3x% + 4.3x% =
= 3 4 5x + «x2,
nebot podle tabulek je 3.1=3, 2.1 +3.3=2+
=541+23+4+33=44+0+3=1,4.3+2
=04+0=0,43=0.

Mai-li okruh M délitele nuly, ma je ovSem i okruh M[x]
polynomi jedné neurdité x nad okruhem M. Jsou-li totiz
a, b prvky okruhu M, pro n&Z plati @ # 0, b # 0, ale
ab =0, plati to i v okruhu M[x], nebot kazdy prvek
z okruhu M je polynomem z okruhu M[x] a prvky a, b
jsou tedy déliteli nuly i v okruhu M[x].

Pro praktické politini m4 nejvétsi vyznam ptipad, kdy
okruh M je oborem integrity. To nastane napfiklad vZdy,
je-li okruh M ¢&iselnym okruhem.

3
3

Véta 10. Okruh polynomt jedné neurcité nad oborem
integrity je také obor integrity.

Dukaz. Je-li okruh M oborem integrity, znamend to
podle definice 11, Ze v ném neexistuji délitelé nuly, tj. Ze
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v ném pro kazdé ar # 0 a pro kazdé b; # 0 je asb, # 0.
Kazdy nenulovy polynom okruhu M[x] md aspoil jeden
nenulovy ¢len. Je-li nenulovy polynom A4 r-tého stupné,
ma nenulovy {len arx”, kde ar # 0. Je-li nenulovy polynom
B s-tého stupné&, ma nenulovy Clen b,x%, kde b; # 0. Soudin
AB obou polynomil pak ma také nenulovy ¢len cp,gx7+%,
nebot ¢r.; = asb; # 0, takie polynom AB je také ne-
nulovy.

Podle toho tedy soudin dvou polynomi jedné neurdité
nad oborem integrity, z nichZ jeden je stupné r-této a druhy
stupné s-tého, je stupné pravé (r + s)-tého.

Je-li okruh M téleso, je to podle véty 7 také obor integrity,
a proto podle pravé dokdzané véty 10 je oborem integrity
i okruh polygomi jedné neurtité nad télesem.

Vznika otazka, je-li moZné, aby okruh polynomi jedné
neurdité byl télesem.

Vé&ta |1. Okruh polynomi M[x] jedné neurlité x nad
okruhem M neni nikdy téleso.

Dukaz. Ma-li byt okruh polynoma M[x] jedné ne-
urdité x nad okruhem M té&leso, musi byt okruh M oborem
integrity ; kdyby totiz mél okruh M délitele nuly, mél by je
i okruh M[x] a nemohl by byt podle vty 7 télesem. Je-li
v8ik M obor integrity, neexistuje v oboru integrity M[x]
pfevraceny prvek 4-! = B k Zidnému polynomu A4, ktery
je stupné r = 1. Kdyby takovy prvek B existoval, muselo
by pro ngj platit

AB =1,
nebot prvek 1 je jednotkovy prvek oboru integrity M i oboru
integrity M[x]. Polynom B nemtZe byt nulovy; kdyby
tomu tak bylo, bylo by AB = 0. Musi tedy byt nenulovy
a pro jeho stupe s plati s = 0. Soudin 4B obou polynomu
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pak je podle poznamky za vétou 10 stupné r + s = 1,
ale to neni moZné, nebot musi byt roven jednotkovému
prvku 1, coZ je polynom stupné nultého z M[x].

Odtud podle véty 3 vyplyva, ze v Zddném okruhu poly-
nomi jedné neurdité neni moZno bez omezeni délit, tj. Ze
k libovolnym polynomiim A # 0, B tohoto okruhu nemusi
v tomto okruhu existovat takovy polynom X, aby bylo

AX = B.
Plati viak véta pon&kud obecnéjsi:

Vé&ta |12, V oboru integrity T{x] polynomi jedné ne-
urlité x nad télesem T existuje ke kazdym dv&ma poly-
nomim A4 # 0, B pravé jedna dvojice polynoma Q, R,
pro niZ plati

ptiCemZ polynom R je niZ§iho stupné neZ polynom A
(nebo je nulovy).

Dukaz této véty nebudeme providét obecné, ale uka-
Zeme ho na specidlnim pfikladu, z n&hoZ viak bude patrné,
Ze by probihal uplné stejné pro kterékoli polynomy A # 0,
B z oboru integrity T[x] polynomu jedné neurdité x nad
kterymkoli télesem T.

PFiklad 27. Za t€leso T zvolime téleso Q raciondlnich
Cisel a v oboru integrity Q[x] polynomi s racionilnimi
koeficienty zvolime

A=2+3x—5x* B=3 — 4x — 6x® + 10x4.
K nalezeni polynomi Q, R pouZijeme zpiisobu, ktery se
v literatufe b&Zné oznacuje ndzvem metoda neur&itych koefi-

ctentii nebo také metoda porovndvdni koeficientii. Polynom A4
je v nasem piikladu druhého stupné, polynom B &tvrtého
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stupné; hledany polynom Q tedy musi byt druhého stupné
a polynom R nejvySe prvniho stupné, tj.
Q=g+ qx+ ¢x% R=ry + rx
‘kcfi_e do> g1 go» o> 71 jsou (dosud neznimé) prvky té&lesa Q,
i
d (24 3x — 5x8) (g0 + q1x + g% + (ro + 11%) =
=3 — 4x — 6x® 4 10x4.

RozepiSeme-li napsané vykony podle definice nasobeni
a s¢itdni, dostaneme podminku

(290 +19) + (3¢5 + 2¢1 + r)x +
+ (— 5490 + 31 + 2¢o)x* + (— 5¢1 + 3gu)x® -
— 5¢,x* =3 — 4x — 6x® 4 10x%.

PonévadZ m4 byt polynom na levé strané& roven polynomu
na pravé strané, musi podle toho, co jsme fekli o rovnosti
polynomt, byt

2q0 + 7 =3,
3¢0 + 2q +n= -4
—5¢ + 301 + 2¢, =0,
- 5q1 + 342 = — 6,
- 5q2 = 10.
Z t&chto rovnic postupné vyjde (zdola nahoru)
__lo_ _6+3g,
9=~ 5 = 2, q=- 5 =0,
_3nt2e 4
qﬂ 5 53
8 23
"1=—4—3%_2‘]1='_?, "o=3‘2qo=—5—-
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Ma4-li dana uloha feSeni, mohou jim byt pouze polynomy

4 ., o, 2 8
0= < 2% R=% —¢x

Zkouskou se snadno presvédCime, Ze nalezené polynomy
tloze vyhovuji. Jiné feSeni uloha nemad.

Definice 16. Necht polynomy 4 # 0, B, O, R jedné

neurdité splfiuji rovnost
AQ + R = B,

pfi¢emZ polynom R je niZiiho stupné neZ polynom 4 (nebo
je nulovy). Pak se polynom Q nazyvi neuplny podil pfi dé-
leni polynomu B polynomem A (v tomto pofadi) a poly-
nom R zbyrek. Postup, kterym se urcuji prvky O, R na
zakladé danych prvka A4, B, se nazyvd déleni se zbytkem.

Véta 12 tedy hovofi o tom, Ze v oboru integrity T[x]
polynomu jedné neurcité x nad télesem T je vidy mozno
délit se zbytkem libovolny polynom nenulovym polyno-
mem. PoZadavek, Ze jde o obor integrity polynomii nad
télesem, je pfitom podstatny; kdybychom vzali misto
télesa T jen okruh nebo obor integrity, ktery neni télesem,
mohlo by se stit, ¢ by soustava rovnic, k niZ jsme dosli
v pfikladu 27, nemusela mit v tomto okruhu feeni. Pak by
oviem neexistoval ani nedplny podil, ani zbytek.

Takovy pfipad nastane napfiklad tehdy, jde-li o poly-
nomy s celoliselnymi koeficienty, tj. o polynomy nad
oborem integrity C celych &isel. V oboru integrity C[x]
polynomi s celodiselnymi koeficienty neni mozné déleni
se zbytkem (s vyjimkou né&kterych specidlnich pfipadu).

Ve viech pfedchézejicich dvahich o polynomech zna-
menalo pismeno x neurditou, tj. jakysi blize nespecifikovany
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prvek, o ném? vime, Ze nepatti do okruhu M, z n&ho? be-
reme koeficienty polynomi, a s nimz dovedeme poditat
podle jistych dohodnutych pravidel. Je vSak moZné do
rovnosti obsahujicich polynomy dosadit za neuritou x
libovoln& zvoleny prvek z libovolného okruhu M’, ktery
obsahuje viecky prvky okruhu M, jak fika nasledujici véta.

V&ta 13. (Dosazovaci pravidlo.) Budiz dana rovnost mezi
dvéma vyrazy sloZenymi z koneéného podtu soultii nebo
soucinl polynomil jedné neurlité nad okruhem M. Tato
rovnost zlistane zachovana, nahradime-li neuréitou kterym-
koli prvkem z libovolného okruhu M’'> M.

Dikaz této véty jsme vlastn€ jiZ provedli na str. 65,
kdyZ jsme uvaZovali o tom, jak mame definovat séitani
a nisobeni v okruhu M[x]. Vezmeme-li libovolny okruh
M’> M, pak viechny koeficienty a;, by polynomu 4, B
patfi také do M’. Znali-li také pismeno x né&jaky prvek
okruhu M’, pak oba vypoéty uvedené na str. 65 jsou vy-
pocty v okruhu M’. Tyto vypoéty fikaji, Ze vzorce definu-
)ici souet a soudin polynomi A4, B jsou sestaveny tak,
aby byly splnény pro kazdy prvek x € M. TotéZ tvrzeni
pak zfejmé plati i pro vSechny vyrazy sloZené z kone¢ného
poltu souéti nebo souind. Pfitom ovSem nevylucujeme
moZnost dosazovat za x i prvky okruhu M vzhledem k tomu,
ZeM o M,

PFiklad 28. V pfikladu 27 na str. 76 jsme zjistili, Ze
v oboru integrity Q[x} polynomi jedné neur¢ité x s racio-
nilnimi koeficienty plati

4 23 8
L3y 5x2) [ = 02 ,_
2+ 3x Sx)( 5 2x)+(5 5x)

=3 — 4x - 6x® 4+ 10x.
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Tato rovnost nebude podle véty 13 poruSena, dosadime-li
za x libovolné ¢islo z néjakého okruhu M’ > Q. Zvolime-li

napiklad x = 1 — |/2, co? je &slo z télesa R redlnych
Cisel, pro n& R > Q, dostaneme v2hledem k tomu, Ze
a—V2r=3-2y2,0-)2r=7-52
(1 — V2t =17 - 12},
na levé strané Cislo
2+3-3)2—15+10)3) (—% _

23 8 8 -
_____ /
+t5 -5 t35)2

6+4]/§)+

—(—10+7]2) (—%+4V§) +3+%V'2"'=

= 68 —2_25-’V21— 402 + 56 + 3 +%]/§= 127 — 86)/2

a na pravé stran¢ Cislo
3--444)2--424+30)24 170 — 120)2 =
= 127 — 86 /2,

coZ potvrzuje spravnost uvedené véty.

Dosazovaci pravidlo davd i jinou moZnost vypocitat ne-
znimé koeficienty polynomu, nez kterd byla uvedena
v pHkladu 27.

PFiklad 29. Hledime nezndmé koeficienty ¢o, ¢15 s> *os
r, tak, aby byla splnéna rovnost

(2 + 3x — 5x2) (qo + q1x + 4212) + (To + rlx) =
=3 — 4x — 6x* + 10x4,
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kterou jsme méli jiz v ptikladu 27. Dosadime-li za x libo-
volné &islo né&jakého okruhu M’ > Q, dostaneme rovnici
s péti neznamymi gy, ¢y, ¢2» 7o 1. Provedeme-li to celkem
pro 5 riznych &isel x, dostaneme soustavu péti rovnic,
z nichZ 1ze uvedené neznimé vypocitat. Za x budeme po-

stupné dosazovat Cisla: 1, — 2 0, — 1 a 2. Dovede n4s to

g;
k soustavé
ro + rl = 3,
. 2 131
0 g‘rl = 325>
29, + 7 =3,

— 6+ 691 — 6g;+71g— 1 =23
— 12¢q, — 249, — 48¢, + o + 2r, = 107.

Prvni dvé hodnoty pro x jsme volili tak, aby pro né bylo
2 4 3x — 5x2 = 0, aby tak vySly co nejjednodussi rov-
nice; tyZ zfetel nas vedl pfi volbé hodnoty x = 0. Dalgi
hodnoty pak byly voleny celkem libovolné. Z prvych dvou
rovnic vychazi

23 8
n=Fe =5
z tfeti dostavime
4
qo = — 5

a dosadime-li tyto hodnoty do poslednich dvou rovnic,
vyjde ql = 0’ qZ == — 2.

Tyto vysledky jsou v souhlasu s vysledky nalezenymi
v pfikladu 27.

Cvi&eni. 49. Udejte, kolik je viech polynomi a) nultého,
b) prviiho, c) druhého, d) r-tého stupné v okruhu C,[x]
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polynomi jedné neurdité x nad t&lesem C, zbytkovych
tfid podle modulu 2.

50. Opakujte pfedchazejici dlohu pro okruh C,[x] poly-
nomi jedné neurdité x nad télesem C, zbytkovych tfid
podle modulu 3.

51. Ové&fte, Ze v okruhu C,[x] polynomil jedné neuréité
x nad télesem C, zbytkovych tfid podle modulu 2 plati:
a) x+1P=x*+1b) x+1=x+2*+x+1,
c) (x + 1)* = x* 4 1. Ptitom znak 1 znadi zbytkovou tfidu

52 Ovéfte, Ze v okruhu C,[x] polynomi jedné neuréité
x nad télesem C, zbytkovych tfid podle modulu 3 plati:
a) (x+ 12 = x3 4+ 1L,b)(x + 2P = 4+ 2,c) (x 4
+ x4 1)(x®2+ 2x + 1) = x* + x% 4 1. Pfitom znak 1
znadi zbytkovou tfidu {1} a znak 2 zbytkovou tfidu
{2}.

53. Napi§te polynom a) x* + »® + %2 + x + 1, b)
x + 4x® + 6x2 + 4x + 1 jako polynom jedné neurdité
y = x + 1. Nad jakym okruhem je to moZné?

54. Najdéte nedplny podil a zbytek, délite-li v oboru
integrity polynomi s raciondlnimi koeficienty a) polynom
1 4 x2 4 x* polynomem 1 + x 4 x2, b) polynom 1 —
— 3x% — 2x* polynomem 1 — 2x 4 3x% c) polynom 1 —
— 2x + 3x? polynomem 1 — 3x2 — 2x%,

55. V oboru integrity C[x] polynomi jedné neuréité x
s celoCiselnymi koeficienty Ize délit se zbytkem libovolny
polynom B € C[x] ka’dym polynomem A e C[x] r-tého
stupné, v ném? je koeficient 2 = 4 1. Oduavodnéte.

56. Rozlozte v soufin dvou polynomi prvniho stupné
ndsledujici polynomy: a) x2 — 15x + 54,b) x* — 15x — 54,
c) 12x? — 25x 4- 12, d) x% -+ x 4 1. Nad kterym Ciselnym
okruhem je tento rozklad moZny?

57. Di se dokdzat, %e nad télesem R redlnych &isel 1ze
rozloZit kazdy polynom jedné neuréité x s redlnymi koefi-
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cienty, ktery je stupné vyS$iiho neZ druhého, v soudin
polynomu prvniho nebo druhého stupné. RozloZte v tomto
oboru na {initele pokud moZno nejniZ§iho stupné tyto
polynomy: a) x® + 6x% 4 1llx + 6,b) x® — x2 — x — 2,
xt+ x2+ 1,d)x* + 1.

58. Nad télesem K komplexnich &isel Ize rozloZit kazdy
polynom jedné neuréité s komplexnimi koeficienty, ktery
je stupné aspori druhého, na souin polynomi prvniho
stupné. RozloZte podle toho nad K[x] viechny polynomy
z pfedchdzejiciho cviCeni.

59.Je-li A = ay + ax + ax®* + ... + arx" polynom
s komplexnimi koeficienty a je-li 4 = @, + d;x + d;x® +
4+ ... + &x7, kde g; je komplexné sdruZené &islo k &islu
ai, pak A + A, AA jsou polynomy jedné neurlité s redl-
nymi koeficienty. DokaZte to. Polynomy A, A se nazyvaji
komplexné sdruzené polynomy.

60. Budi? 4 polynom s komplexnimi koeficienty a a
komplexni ¢islo. Dosadime-li do komplexné sdruZeného
polynomu A za neurlitou komplexné sdruZené &islo 4
dostaneme ¢islo komplexné sdruzené k &islu, které vznikne
dosazenim ¢isla a za neuréitou do polynomu A. DokaZte to.
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6. kapitola

POLYNOMY VICE NEURCITYCH

V tvofeni polynomii nad okruhem muiZeme pokraovat
takto: Zvolime okruh M([x] polynomu jedné neurlité x
nad okruhem M a nad okruhem M[x] miZeme sestrojit
novy okruh polynomi dal$i neurcité y, ktery budeme ozna-
Covat M[x, y] a ktery oviem vyhovuje vé&té 9. Prvky okruhu
M[x, y] maji podle toho tvar

A=A, + Ay + A2+ ... + Ay*,
kde A, jsou polynomy jedné neurcité x nad okruhem M, tj.
A; = ayj + ayjx + azix® + ... + amx’,

kde ay; € M. Prvkim ay; jsme dali dva indexy ¢, j, z nichZ
prvni je roven exponentu pfisluSné mocniny neurlité x
a druhy exponentu pfisluiné mocniny neurcité y. Pfed-
pokladdame, Ze ve viech polynomech A4; ma neuréitd x
tyZ exponent u nejvys§i mocniny; kdyby tomu tak nebylo,
doplnime zbyvajici mista nulovymi ¢leny. Ponévad? je nd-
sobeni v okruhu M(x, y] distributivni vzhledem k scitni,
muiZeme libovolny prvek okruhu M[x, y] napsat v tvaru

A=ayp + apx ~+awx® + ...+ aox" -+
+agy +apnxy +aux®y + ...+ anx’y -+
+ agpy® + apxy? + anpx®?® + ...+ apx"y? +

+ @osy® + @mexy® 4 azx®y 4 ... & arex’ys.
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V uvedeném schématu v§ak miZeme séitat jednotlivé Cleny
i po sloupcich, takZe ty% prvek A € M[x, y] lze napsat i ve
tvaru

kde A == Ao’ + Allx + Azlxg + PPN + Ar’xr,

Al = aip + any + apy* + ... + aiys.
To viak znamena, Ze okruh Mx, y] vznikne také jako

okruh polynomi jedné neurité x nad okruhem M[y], ji-
nymi slovy Ze pofadi obou neurditych Ize navzijem zaménit,

take je Mx, 5] = MLy, x].
Pro okruh M(x,y] a pro jeho prvky zavedeme nizvy

zcela obdobné, jako jsme to uéinili v definici 15 pro prvky
okruhu M[x].

Definice 17. Budiz dan okruh M s iednotkov;’rm prvkem.
Okruh M[x, y] viech sou¢td kone&ného poltu séitanci
ayxiyl, kde a;; € M, se nazyva okruh polynomii dvou ne-
uréitych x, y nad okruhem M, je-li v ném definovino séitdni
a nasobeni v souhlasu s vétou 9 a jestlize v ném pro prvek
C € M[x, y] sloZeny z koneCného poltu slitancd c;xiy?
z rovnosti C = 0 vyplyva, Ze ¢y = 0 pro kaZdé 7 a pro
kazdé j. Prvky x, y se nazyvaji neurdité nad okruhem M
a prvky okruhu M[x, y] se jmenuji polynomy dvou neurci-
wich x, y nad okruhem M. Prvky ayxily! se nazyvaji cleny
polynomu; prvek ay; je koeﬁczent a Cislo ¢ + j stupesi Elenu
ayxtyl. Prvky ai; se jmenuji koeﬁczenty polynomu, jehoZ
Cleny jsou ayxiy’. Nejvetsi ze stupiit téch ¢lenti polynomu,
které maji nenulové koeficienty, se nazyva stupesi polynomu.
Nulovy prvek okruhu Mlx, y] se jmenuje nulovy polynom
a nepfisuzujeme mu Zidny stuper.

Je tfeba se zamyslet nad tim, jaky vyznam ma sitini
a nasobeni polynomd dvou neuritych x, y z okruhu
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Mlx, y], které ma byt podle definice 17 v souhlasu s vé-
tou 9.

Je-li v prvku A e M[x,y] u mocniny 3/ koeficient
A; € M[x] a v prvku B € M[x, y] u téZe mocniny koeficient
B; € M[x], je podle véty 9 v prvku 4 4 B € M[x, y] u moc-
niny y/ koeficient A; + B; € M[x]. Je-li v polynomu
Aj; € M[x] u mocniny x¢ koeficient a;; € M a v polynomu
B; € M[x] u téze mocniny koeficient b;; € M, je podle véty 9
v prvku A4; + B; € M[x] u mocniny x! koeficient ay; +
+ by € M. Proto musi byt také v prvku 4 + B € M[x, y]
u soufinu xiy/ koeficient ai; + by € M, ktery je souétem
koeficientd a;; € M, by € M u soucinu xiy? v prvcich 4, B
okruhu M[x, y].

Podobné je v souinu prvkit 4, B okruhu M[x, y] podle
véty 9 u mocniny 3/ soulet vSech moznych soudint
AmB,, € M[x], kde m + n = j, a v soucinu 4B, € M[x] je
podle téZe véty u mocniny xi soucet viech moZnych soudint
akmbin € M, kde 2 + I = 7. Proto musi byt také v prvku
AB € M[x, y] u soudinu x¢y7 soulet viech moZnych soudini
agmbin €My kde k + 1 =1, m + n=j. Ale prvek azp € M
je koeficient u soulinu x*¥y™ v polynomu A € M [x,y] a
prvek b, € M je koeficient u souCinu x'y” v polynomu
B € M [x, 5], pfiemz je xkym .xlyn = xk+lym+n — yiyj,

A také podle toho, co bylo feceno na str. 71 a 72 pfed
definici 15, pro prvek C € M[x, y] nastane rovnost C = 0
jen tehdy, je-li C; = coj + c1jx + 22+ ... + eyx' =0
pro viecka j. Z téhoZz dtivodu nastane pro prvky C; € M[x]
rovnost C; = 0 jen tehdy, je-li ¢;y = O pro vSecka 7. Proto
z rovnosti C = 0 pro polynom C € M[x, y] vyplyva rovnost
¢i; = 0 pro viecky koeficienty ¢y € M.

Z toho vieho plyne, Ze pro polynomy dvou neurCitych
x, y nad okruhem M vyuZivime komutativnosti a asociativ-
nosti s¢itini a ndsobeni a distributivnosti ndsobeni vzhle-
dem k scitdni tak, Ze pfi s¢itdni polyr omi s¢itdme Cleny,
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které maji tytéZ mocniny xiy/, a pfi ndsobeni polynomi
nasobime kaZdy ¢len jednoho polynomu kaZdym ¢lenem
druhého. Rovnost dvou polynomlt pak nastane pravé
tehdy, rovnaji-li se sobé koeficienty u tychZ mocnin xfy/.
Je-li okruh M oborem integrity, je také okruh M[x, y]
polynomu dvou neurditych oborem integrity, jak vyplyva
dvojndsobnym pouzitim véty 10. Ale obor integrity M[x, y]
polynomit dvou neurditych neni nikdy télesem, jak bez-
prostfedné vyplyva z véty 11.
#¢ Dosazovaci pravidlo Ize aplikovat pro polynomy dvou
neurditych dvojim zptasobem.

Véta |14. Budi? ddna rovnost mezi dvéma vyrazy slo-
Zenymi z kone¢ného poctu souctl nebo soucini polynomit
dvou neurditych x, y nad okruhem M. Nahradime-li ne-
urCitou y kterymkoli prvkem 2z libovolného okruhu
M’ 5 M, dostaneme rovnost mezi polynomy jedné ne-
uréité x nad okruhem M’. Nahradime-li ob& neuréité x, y
libovolné zvolenymi prvky okruhu M’ - M, dostaneme
rovnost mezi prvky okruhu M’,

Dukaz. Véta vyplyva bezprostiedné z definice séitdni
a nisobeni polynomi dvou neurditych nad okruhem M.
Vezmeme-li libovolny okruh M’ > M, pak vSecky koefi-
cienty ay, by polynomu A, B z okruhu M[x, y] patfi také
do M’. Znadi-li také y né&jaky prvek okruhu M’, jsou vy-
polty uvedené na str. 65 vypocty v okruhu M'[x]. Tyto
vypolty viak Fikaji, Ze vzorce pro soucet a soudin polynomu
A, B jsou sestaveny tak, aby byly splnény pro kazdy prvek
y €M, takZe vznikd rovnost mezi polynomy jedné ne-
urlité x okruhu M’[x]. TotéZ tvrzeni pak plati i pro viecky
vyrazy sloZené z kone¢ného poctu soucth a soudinil. Druha
dast véty je aplikace véty 13 na rovnost mezi polynomy
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jedné neurdité x z okruhu M’[x]. Pfitom oviem nevylucuje
me moZnost M = M

Priklad 30. Mime rozhodnout, lze-li rozloZit polynom
druhého stupné

x2 4 8xy + 492+ 2x — 4y — 2
dvou neuréitych x, y nad oborem integrity C celych Cisel
na soucin dvou polynomu prvniho stupné. Je-li to moZné,
musi byt
x2+8xy + 4%+ 2x — 4y — 2 =
= (a1x + @y + a3) (byx + byy + by).
Koeficienty jsme oznalili a,, a,, as, b;, by, by, abychom

nemuseli psat dvoji indexy. Podle definice rovnosti dvou
polynomi musi byt

ab, =1, ab, + ab, = 8,
a2b2 = 4, a1b3 + aabl == 2,
ab, = — 2, ab, + ab, = — 4.

Mame fesit tuto soustavu rovaic. Z rovnic v levém sloupci
vyplyva jednak to, Ze existuje-li FeSeni, jsou vSechny koefi-
cienty ai, b; rizné od nuly, jednak to, Ze

1 4 2
by=—, by=—, by=-——.
a, a, a,
Dosadime-li odtud do rovnic v pravém sloupci, dostaneme

ay

4 B2 _g o A G o
a, a a; a
—2. 244 By
as a

a po jednoduché upravé obdrZime tfi kvadratické rovnice
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z nichZ vyplyva
Bosx23=-0+13r 21113
1 1

2143
3
Z toho je vidét, Ze dané rovnmice nelze splnit celymi &isly
a,, ay, dy, takZe dany polynom nelze rozloZit v oboru in-
tegrity C[x, y].
Rovnice viak lze splnit v kaZdém Ziselném télese T,
které obsahuje &slo 1 + /3 (a v dasledku toho i &islo

1-)3= T V_) Takovym télesem je napiiklad t&-
leso R reidlnych &isel. Pokusime se tedy dany polynom roz-
loZit v oboru integrity R[x, y] polynomi dvou neurditych
x, y nad télesem redlnych &isel. Hodnoty vyplyvajici z prv-
nich dvou rovnic ddvaji celkem &tyfi myslitelné moZnosti:

9 Za+1Bn =145
1
& _ o a_s_l+vz;
a a a
@ _ e B _1_13
b) a 1+ 3, 2 1 -3,
a 1—V3 ’
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c) = (1 — |3 3—1+]/§,

a _ (1-]3 3
G TV 5433
as 14+ )3 +3
d) = (1 -3 “_a= -3 Z_:=1—1/§.
Ponévadz podle tfeti rovnice m4 byt
a_a =1+ V3

muze vyhovovat tloze jen pfipad a) nebo d). V pfipadé
a) je -~ N
a1:a2:a3=l:(4+2V3):(1+]/3)
a odtud vychazi
buibyiby=1:— > . —2 _
T 23 1+ )3
=1:(4-2)3:01—-13),
takZe jeden z hledanych rozkladi je
x4+ 8xy+4y* +2x —4y—2=[x+ (4 +
+2)3)y + 1+ 3=+ ¢ - 2]3y + 0 -3

O spravnosti se muZeme piesvédlit roznidsobenim. Dalsi
rozklady dostaneme tak, %e koeficienty u prvniho polynomu
znasobime libovolnym reilnym &islem 2 % 0 a koeficienty

druhého polynomu ¢&islem % Pfipad d) vede k témuZ

vysledku s initeli navzdjem zamé&n&nymi.
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Pfibranim dal$i neurlité z k okruhu M[x, y] miZeme
vytvofit okruh M[x, y, z] polynomi tfi neurditych x,y, z
nad okruhem M privé tak, jako jsme vytvofili okruh
M(x, y] z okruhu M[x]. Obdobné bychom mohli pokradovat
dile a tvofit okruhy polynomu je$t¢ vétSsiho poltu ne-
urditych. Polynomy tfi neurditych x, y, z nad okruhem M
maji ¢leny tvaru

amxiyfz’f,

kde ayr € M ai,j, k jsou pfirozena &isla (véetné nuly). Po-
¢itdme s nimi opét na ziklad® komutativnosti a asociativ-
nosti s¢itdni a nasobeni a na zékladé distributivnosti naso-
beni vzhledem ke séitini obdobné jako s polynomy dvou
neurditych.

Cvikeni. 61. Ovéfte, Ze pro libovolnd (komplexni) &isla
a, by x, yje (a® + b7) (x® + %) = (ax + by)* + (ay — bx)*=
= (ax — by + (ay + bx)™.

62. Ovéfte, %e v okruhu C,[x, y] polynomi dvou ne-
urditych x, y nad t&lesem C, zbytkovych tfid podle modulu
2plati:a)(x+y+ 12=x24+3*+ 1,b)(x+y+ 1)} =
= xt 4+ y* 4 1. Pfitom znak 1 znaéi zbytkovou t¥idu {1}.

63. Polynom a) 6x* — 5xy — 6y + x + 5y — 1,
b) x® + 2xy — 9 — 6x + 2y + 1,¢c) x2 4 y® — 2x +
+ 2y + 2,d) x2 + y% + 1 rozloZte na soucin dvou poly-
nomi prvniho stupné. Nad kterym ¢&iselnym okruhem je to
moZné?

64. Jak je tfeba volit islo a, aby polynom x2 4 5xy +
+ 6y? — x — 5y + a byl rozloZitelny v soudin dvou poly-
nomi prvniho stupné? Napiste tento rozklad. Nad jakym
okruhem je to mozZné?

65. Tuté? tlohu feste pro polynom x? — 2xy + 2y? 4
+ax —2y+ 1.

66. UkaZte, Ze a) polynom r-tého stupné jedné neurdité
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md nejvyse r + 1 ¢lent riznych stupiid, b) polynom r-tého

stupné dvou neurditych ma nejvyse gr_—}—_%__(r+2) ¢lend,

z nichZ kaZdé dva maji aspoii u jedné neurd&ité riizné expo-
nenty, a Ze ¢) polynom r-tého stupné tfi neurditych m4 ta-
r+1H@E+2)(r+3)

g .

67. Ovéfte, ze pro libovolna (komplexni) ¢isla a, b, c,
x, ¥, 2 plati: (a® + b% + ¢?) (2 + 32 + 22) = (ax + by +
+ ¢2)? + (ay — bx)? + (az — cx)? + (bz — cy)

68. Z pfedchizejiciho cvifeni odvodte, Ze pro libovolna
(komplexni) &isla a, b, ¢ je a) (@® + b2 + ¢%)® = (a2 + b% —

- 24 (2ac)® + (2bc)?, b) (a® + b + 22 = (ab +
+ be + ca)® + (ac — 2% + (bc — a?®)? + (ab — >

69. Ovéite, Ze pro libovolna (komplexni) ¢isla a, b, ¢, d,
%9, 2 u je (@ + b 4- 2 4 dH) (x* + 3% + 2% + uP) =
=f(ax + by + ¢z + du)* + (au + bz — ¢y — dx)* +
+ (ay — bx 4+ cu — dz)? + (az — bu — cx + dy)

70. Z pfedchdzejiciho cviteni odvodte, Ze pro libovolna
(komplexni) Cisla a, b, ¢, d je a) (a% 4+ b% + % + 422 =
= (a® + b2 + 2cd)® + 2(a® + b%) (¢ — d)* + (c* — d%p?,
b) (a® + b2 + ¢® + d%)? = (2ab + 2cd)* + (a® — 6% +
+ ¢ — d*? 4 (2ad — 2bc)?, ) (a® + b2 + % + 422 =
= (a® + bc + cd + bd)? + (b* + ac — ¢d — ad)® +
+ (¢ + ad — ab — bd)®> + (d? 4+ ab — bc — ac)

71. DokaZte, Ze pro libovolni reilnd Cisla x, y, 2 je
x®2 + 3% + 22 = xy + xz + yz. Kdy nastane rovnost?

72. DokaZte, Ze rovnost x® + y* + 2* — 3xyz = 0 pro
th redlnd &isla x, y, z nastane privé tehdy, kdyZz bud
x+y+2z=0,nebox =y = 2.

73. RozloZte polynom x® + 3® + 2® — 3xyz na soudin
tf pc;lynomﬁ prvniho stupné (s komplexnimi koefi-
cienty).

kovych ¢&lentt nejvyse
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74. Rozlozte polynom x* + y* + 24 — 2x%* — 2x%z® —
— 2y2z? v soutin &tyf &initeld prvniho stupn&. Nad kterym
¢iseinym okruhem je to moZné?

75. Je-li M okruh a x, y, z neurtité, odivodnéte, proc
M < M[x] = M[x, 3] = Mlx,y, 3].
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VYSLEDKY CVICENI
A NAVODY K JEJICH RESEN{

1. Operace v mnoZing&

I. Viechny jsou komutativni, ale Zddnd nenf asociativni. — 2. Viechny
jsou komutativni i asociativni. — 3. Plyne ze vzorci (xy)* = x%y?,
(x : ¥ = x2 : y°. — 4. Operace + neni komutativn{, je viak asociativni.
Pfi komutativnosti stadf najit jediny pifpad, kdy X * B = Y X;

.. . . ) . ABC
tivnosti mu & iklad ¥ = ,
pri asociativnosti muZeme oznalit napfikla KLM >}
KLM NOP ,
= , 3= , kde KLM, NOP, QRS rmu-
(.OP) 3 QRS) ) QRS jsou permu

tace vrchola 4, B, C. — 5. a) M ma 8 prvkd; operace neni komuta-
tivai, je v¥ak asociativni. b) M m4d 4 prvky; operace je komutativni
i asociativni. — 6. a) Operace O neni komutativni, ale je asociativni
(ovéite konstrukéné i potemé tak, ze pfimky p, ¢ vezmete za osy sou-
fadnic). b) Ovéfte konstrukéné i podetné. — 7. Je-iO =[0,0], X =
=[xunb Y =[x 3l je X OY = [ + %3 + 3] — 8. Pii
komutativnosti je tfeba odlisit pfipady x = y,y = x, pfi asociativnosti
pilpaddyx =2y z2,xZ2z2nwy=xZz,y222%22x ),
z 2y = x. — 9. PouZije se definice sjednoceni a praniku (zndzornéte
Vennovymi diagramy). — 10. Na zékladé rozkladu v prvoéinitele
a s vyuzitim vysledku cvié. 8.

2. Neutrilni a inverzni prvek. Grupa

Il. Operace O m4 neutrilnf prvek n = — 1 a inverznd prvek % =
= — x — 2; operace  ma neutrdlni prvek n = 0 a inverznf prvek
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x
£ = 1 V mnoziné C existuje inverzni prvek operace * pouze

k &islim O a 2, v mnoziné R ke kazdému x # 1. — 12. Nem4 neutrdlni
prvek. — 13, Operace max ma neutrdlni prvek » € M, jestliZe pro kazdé
x € M je x = n; inverzni prvek existuje pouze k &islu n a je n = n.
Obdobné pro operaci min. — 14. Neutrilni prvek operace U je &
a pak ‘@ = @, neutrélnf prvek operace n je Z apak Z = Z; k jinym
prvkam inverzni prvky neexistuji. — 15. Operace D nemd neutrdln{
prvek; operace n ma neutrdlni prvek 1 a je 1 = 1, inverzn{ prvky
k ostatnim prvkim neexistujf. — 17. M je grupa,n = a, @ = a,b = ¢,
¢ = b. — 18. M neni grupa, n = b, @ neexistuje, b = b, ¢ = d, d = c.
— 19. Neutrdlni prvek je identické piemisténi 3 a mimoto a) kaidy
prvek je sdm k sobé& inverzn{, b) kazdy prvek je sam k sobé inverzni
s vyjimkou rotacf R = gggg), R = (‘; g gg), pro néz je
R =R, RN = R. — 20. Je-li @ neutralni prvek, je operace O dana
tabulkou

a b a b ¢

a a b a a b c

b b a b b c a

c c a b
a b c d a b c d
a a b ¢ d a a b c d
b b a d c b b a d ¢
¢ c d a b c c d b a
d d c b a d d c a b
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Pro M = {a, b, ¢, d} dostaneme dal’i pfipady, zaménime-li mezi sebou
prvky b, ¢, popf. b, d.

3. MnozZiny se dvéma operacemi

21. a) Z podminek x + (~ x) = 0, y + (— y) = 0 plyne (x + y) +
+ [(— x) - (—3)] = 0; b) z podminek x + (— %) =0, (—») +
+3y=0plyne (x —y) + [(—x)+y] =0; ¢) z podminky x +
4+ (—x)=0plyne xy + (— x)y =0 a z podminky y + (—3) = 0
plyne xy + x(— ) =0;d) plynezc). — 22, a) Je-liy — z = u, je
y=u+ zapak poupravé x L y = (x + u) + z; b) je-li x — (¥ =-
+2)=u jepotpravd x = y L (z +u);c)jelix —y=wuay -
—z=v, je x=u-+yy=z+v aodwud x=(u+2) L v; d
jelix —y=u,jex=u+yapakx +z=u-+(y -+ 2);e)jeli
y—z=ujey =u-+ zapak xy = xu + xz. — 23, a), b) Obdobné
jako 21 a), b); c), d) plyne z 21 c). — 24. Obdobné jako 22 a), b), ¢), d).
— 25, a) ]e-li% =z, % = z,jJeX = uUz,y = U2 a UX = VUZ, Uy = UVZ;
. x Y .
b), ¢) )e-li; =z, =hjlex= uz,y = vt a pak vx = vuz, uy = uvt,
vx + uy = vuz + uot; za tychz podminek je d) xy = uz.vr, €)
x.vt=y.uz. — 26, Podle definice 7a9. — 27. a) {0}; b) {1}; ¢)
~ {0} = {0}, — {1} = {6}, — {2} = {5}, - (3} = {4}; D) {0} ne-
existuje, {1}-! = {1}, {2} = {4}, {3} = {5}, {6}~! = {6}. — 28. a)
{0}; B) {1}; © — {0} = {0}, — {1} = {7}, — {2} = {6}, — {3} =
= (5) — {4} = (4D {1} = {11, {3} = (3}, {5}! = {5}, ()~ =
= {7}, {0}1, {2}"1, {4}-%, {6}! neexistuji. — 29. Sta¥l ukézatr, Ze
{n? 4+ n + 2} = {n)2 + {n} + {2} + {0} pro viecky zbytkové tfidy
podle modulu 3 i pro viecky zbytkové tiidy podle modulu 5. — 30.
Podle definice 7. — 3l. Nulovym prvkem je ¢&islo 0, jednotkovym
prvkem &islo 10; polookruh M neni okruhem, viz cvié. 13. — 32,
Nulovym prvkem je &, jednotkovym prvkem je Z; M neni okruh, viz
cviZ. 14. — 33. Nulovy prvek neexistuje, jednotkovym prvkem je &slo 1,
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viz cvi€. 15. — 34. Podle definice 7,8, 11 ; nulovym prvkem je &slo —1,
jednotkovym prvkem é&islo 0. — 35. Podle definice 7, 8, 11, 12; nulo-
vym prvkem je &islo 1, jednotkovym prvkem ¢&islo 0. — 36. Je-li a nulo-

vy prvek a b jednotkovy prvek, pak

x + y: alb
alalb
blb|a

- 37. Je-li @ nulovy prvek a b jednotkovy prvek, pak

x T+ y: alb|e
alalb]|c
blb|c|a
c ct—b_

xy:

xy:

alb
a a a
bla|b

albfec
alajal|a
bla|b|e
clalc|b

Tabulku s¢iténi lze vyplnit jedinym zpusobem (viz cvi&. 20), totéZ plati
pro prvni dva fddky a pro prvni dva sloupce tabulky pro ndsobeni; ne-
muZe byt c.c = a, nebot M nemd délitele nuly; nemize byt c.c = ¢,
nebot pak by bylo b = ¢. — 38. Obdobné mus{ byt

x + y: al|lb|c|d
alalb|c}d
blbla|d|c
cle|d aT
ald|c|b|a

xy:

a d
alal|a|alea
bla|b|c 7
clajc dT
dla|d|b|c
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Prvni dva fadky a prvni dva sloupce tabulky pro nisoben{ jsou ziejmé.
Nemiize byt c¢d = a, nebot neexistuji délitelé nuly; nemiZe byt
e¢d = ¢, nebot d # b; nemiZe byt cd = d, nebot ¢ # b; musi tedy byt
¢d = b. Obdobné odvodime, Ze cc = d, dd = ¢. Prvni fddek a prvni
sloupec tabulky pro s&itdni je zfejmy. NemuZe byt & 4+ ¢ = a, nebot
pak by bc + cc = ag, ¢&ili ¢ + d = a a nevznikla by aditivni grupa.
Neni moZné, aby b + ¢ = b, nebot ¢ # a; neni moZné, aby b + ¢ = ¢,
nebof b # a; musi tedy byt b + ¢ = d. Odtud bc 4 ¢cc = ed. &ili
¢-+d=~>baobdobnéd + b = ¢c. — 39. Jsou splnény podminky z de-
finic7,8,11. —40.(a + b|/2) £ ¢ + d)2) =@ + o) + (b + D)2,
@+ b5)2) (c +dV2) = (ac + 2bd) + (bc + ad) |2,

a+bvg _ ac — 2bd n bc — ad 'VE-

c+dlz2 e -2 ' & -2

4, Vnijsi operace

4.x00=0=x)0, xOC+1)=x0Or)Ox=|xr +x2=

_ x?
=x1/r+l.—42.x|:|l=x, xCI(r+l)=(xDr)Ox=7:
1
(—+ )=—_1.—43.xl:|r=?,xD(r+1)=(xDr)Ox=
=5 x—x.-+1—44x|:lr —r,x0O@C+1D)=x0OnNOx=
=—rx —x= — (r+ Dx. — 45.n {0} = {0} prokaZdén € Ny;

0 {1} =(0) 1 {1} = {1}, 2 {1} = {2}, 3 (1} = (3}, 4{1} = (4};0{2) =
={0}, 1{2} = {2}, 2{2) = {4}, 3 {2) = {1}, 4 {2} = {3} atd.; pro kazdé
ne N, aprokazdé {x} € C; je (n + 5) {x} = n {x}; {0}° = {1}, {0}» = {0}
prokaidé n = 1; {1}n»= {1} pro kaZdé n € Ny; {2}° = {1}, {2}* = {2},
(21 = (4}, (2)° = (3}, (2} = (2} pro kazdé ne No; {3)° = {1},
{3)" = {3}, (31* = {4}, (3)° = {2}, (3" = (3} pro katdé n € Ny
{4)° = {1}, (4} = {4}, {4)*** = {4} prokaZdé n € N,. — 46. 1 {0} =

= {0} prokazdén € No; 0 {1} = {0}, 1 {1} = {1},2 {1} = {2}, 3 {1}=
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= {3},4{1} = {4},5(1} = {5}, (n + 6) {1} = n {1} prokazdé n € N;
0{2} = {0}, 1{2} = {2}, 2{2} = {4}, (n + 3) {2} = n {2} pro ka3-
dé ne Ny; 0{3} ={0},1{3} = {3}, (n + 2){3} = n {3} pro kaidé
ne Ny; 0{4} = {0}, 1{4} = {4},2 (4} = {2}, (n + 3) {4} = n {4} prO
Kazdé ne Ny; 0 {5} = {0}, 1 {5} = {5), 2 (5} = {4}, 3 {5} = (3}, 4 (5} =
= {2}, 5{5} = {1}, (n + 6) {5} = n {5} pro kazdé n € N,; {0}° = {1},
{0}» = {0} pro kazdé n = 1; {1}n = {1} pro kazdé n € Ny; {2}° = {1},
{2} = {2}, {2} = {4}, {2}7*2 = {2}» pro kaidé n = 1; (3)° = {1},
{3}0 = {3} prokazdén = 1; {4}® = {1}, {4)* = {4} pro kazdén = 1;
(51° = {1}, {5} = {5}, {5)+* = {5} pro kazdé ne N,. — 47. {m —
— 1P = {m? —2m + 1} = {1}, {m — 1}* = ((m — 1}®)* = {1}* =
= {1}, {m — 1J%+1 = {m — 1% {m — 1} = {1} {m — 1} = {m — 1.
—48 )X 00=3,X01=%X, X000 + 2) = X ] nprokazdé
n€N; b) ProkaZdé X # R, X #R'je X 00=3,X01=9%,
XO@+2)=X07 RO0=[,RO1 =R, RT2=NR",
RO3I=R, RO M+ 4) =R O n pro kazdé n € N, a obdobn&

. ABCD
R’; pfitom R = .
pro pfitom (C DAB

5. Polynomy jedné neuréité

49. a) 1; b) 2; c) 4; d) 2, nebot koeficient a, = {1}, kdeZto kazdé a; pro
i < r miZe nabyt kterékoli z hodnot {0}, {1}. — 50. 2.3r, nebot koefi-
cient g, miZe nabyt pouze hodnot {1}, {2}, kdeZto kaZdé a; proi < r
kterékoli z hodnot {0}, {1}, {2}. — 53. a) y* — 3y® 4 4y* — 2y + 1;
by 3t — 40 1 Ly B4 2 56 46

¥ .a)l —x + x%0; b) 27— 9% 3x’,27 37 %3
) 0,1 —2x + 3x2. —55.Je-lid=aqay + ayx + apx® + ...+ arx", kde
ar= £ 1,B =10by+ bx + byx® +...+ byx*,kde b, # 0,aje-lis=r,
pak nedplny podil Q = gy + ¢1% + g% + ... + gs—rx*T a zbytek
R =2y + z1x + zgx® + ... + zr—1x"".. Pro nezndmé koeficienty ¢;
dostaneme s — r + 1 rovnic tvaru args_r = bs, args—r—y + @r_1gs_r =
= be—y> Are—r-g + Gr_1Gs—r—y + @r-3qs—r = bs_y, ..., z nichZ je moz-
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no postupné vypoé&itat gs_r, gs-r—1s ga—r—g, - .., Debot @ = -+ 1. Pro
koeficienty z; dostaneme r rovnic tvaru ¢; + 2; = b, kde 0 S i < r,
pfiemZ vyraz ¢; je utvofen z koeficientd a; a (jiz vypoltenych) qe. —
56.2) (x —6)(x —9);b)(x +3)(x — 18); c) (4x - 3) (3x - 4); d)

(x + .!+21—V3) (x + I—Tll@)’ jednoho &initele miZeme pfitom
1
jedté nasobit libovolnym (komplexnim) &fslem & 0 a druhého &islem B

~57. ) (x+Dx+2)(x+3,b)(x—2) G+ x+ D) (-
+x+ D@ —x+1); DO +x)2L )02 ~x)2+1). — 58

DG DD+ E-2)(x+ Lt@(:: +1_‘i_V5);

oo P e =)
d)(x—;— V_)x-:l_’)( 1+')( —l—/—z—) 59. Po-

lynom A + A ma4 koeficienty a; + d;, kde 0 < 7 < r, polynom AA ma
koeficienty aydy, @3, L+ aod;, @s@y -+ Od) -+ aody, . .., cOZ jsou redlni
&sla. — 60.

a+ qa—+aat ... +aa" =3a,+ aa+ aat + ... + ad.

6. Polynomy vice neuré&itych

63, E_) (2x——3y+_1)(3x+2y——1); b) [ + ]/Z)x—y+(l
V-1 +VDx+y-A+ )2 9 +iy—1+i)x —
— iy — 1 — i); jednoho &initele muZeme pfitom ndsobit libovolnym

1
komplexnim ¢&islem k % 0 a druhého &islem 5 d) nelze rozloZit. - -

64.a= —6,(x -2y —3)(x -3y +2). — 65.a=2,[x—(1 -
-y +1][x—Q+Dy+1a=0,[x— 1 +dy+il[x—010 —
— i)y —i]. — 66. b) Polynom dvou neuréitych mé nejvyse k& + 1
&lent k-tého stupné s riznymi exponenty; polynom r-tého stupné ma
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EDG T2
tedy nejvyle 1 +2 -3 + ... +(r+1)=(r—#1——) denu

. 1.2 2.3 3.4
s riznymi exponenty. c) Podle b) dostaneme 2 + =5 - +

Lo 1)2(r +2) @+ D 'g D@+ jednotlivé &leny

) kR+DGk+2) G+DE+2*R+3—F)
upravime podle vzorce 2 = 3 =

=—k(k+lz(k+2)+(k+l)(k:2)(k+3).—63.Poloﬂmc
a) x=a,y=bz=—¢; b) x=>b,y=c¢,z=a. — 70 Polo-
ime a) x=a,y=b,z=dyu=¢; b)) x=by=a,2=d,u=c¢;
c)x=ay=c¢z=du=5b — 7l. Vychézi se z nerovnosti
x—y+x—2+(—2220— T2.22+3* + 2 — 3xyz =
=x+y+2)(x—xy+ 3y — xz — yz + 22 a ddle podle cvi&. 71.

+ ..

— 73 (x+y+2) (x+ ey + 6%2) (x + €Yy + e2), kdes = —L ';iV3.

— M4 (x+y+DE+y—2(x—y+D(x—y—2.
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