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PREDMLUVA

Prvni vylet do moderni matematiky (SMM svazek 30)
zadal a skondil v zemi mnozin. Pfi zpatedni cesté jste se
setkali s mnoZinovymi operacemi, tj. poznali jste, jak lze
manipulovat s celymi mnoZinami — tvofit jejich pri-
niky, sjednoceni apod. To vam jisté vnuklo myslenku,
podivat se i na ,,Zivot uvniti mnozin“. Je to nepochybné
népad dobry, protoZe mnoZiny, v kterych se néco dsje,
jsou viude kolem nas. Matematikové, kteif maji radi
udené ndzvy, Hkaji mnoZindm, v nichz buji vnitini Zivot,

STRUKTURY

Tato ulenost se dé vysvétlit snadno i ¢lovéku, ktery
toho mnoho z matematiky neumi. Pfedstavte si, Ze na
dvore stoji skupina 15 déti z nékolika rodin: to je ,,mrtva
mnoZina M. Ale déti zanou hrat hru: ,,ukaZ? svou
sestru®, pfi niz ka%dé dité mé ukdzat na vSechny své
sestry. Cizi navitévnik, ktery neznid déti ani jejich
jména, si nakresli takovy obrazek, jako je obr. I.

Z tohoto nakresleného zdznamu vyéte napt., %e a, b
jsou dva bratii, ¢ je jejich sestra; e je divka, d je jeji
bratr; f, g, k jsou tFi sestry, m je jejich bratr; 1, & jsou dvé
sestry, ! je bud divka, kterd tu nema sourozence, nebo
chlapec, ktery tu nemé sestru. Hra ,,ukaZ svou sestru®
odkryla jisté vztahy mezi détmi skupiny M — matema-
tikové rfkaji, Ze v mnoZiné M je definovina relace:
,,mnozina M oZila‘“!



Mnoziny mohou oviem ,,0%it" pomoci slozitéjsich
relaci: tak napf. v roving sestrojime ke kazdym dvéma
bodim X, Y bod Z, ktery je stiedem dvojice X, ¥,
a studujeme vlastnosti této operace ,stfed*. Ukaze se,
Ze toto ,,0%iveni‘’ roviny je velmi dimyslné: ziskime tak
nové vychodisko pro zkoumani geometrickych vlast-
nosti.

Obr. I.

Tak tedy pfi novém vyleté si budete viimat dvojtho
druhu ,,oZiveni’ mnoZin: jednak tzv. bindrnimi*) rela-
cems, jednak tzv. bindrnimi operacems. Viak jste ve Skole
poznali mnoho jejich piikladl, oviem jen v mnoZinich
diselnych a bodovych: tieba r =y, * < y, = je délitel
¢isla y, x je zbytek pridéleni &isla y péti, X je obraz bodu
Y v dané sttedové soumérnosti — to jsou pfiklady (binar-
nich) relaci. Séitani dvou ¢isel, nasobeni dvou é&isel,
vypodet aritmetického nebo geometrického prameéru

*) Slovo ,,bindrni‘‘ (latinsky bis — dvakrdt) znamend, Ze jde
bud o vztah mezi dvéma prvky nebo operaci s dvéma prvky.
Slovo ,,bindrni‘‘ budeme zpravidla vynechdvat.



dvou ¢isel, operace ,,stfed — to jsou priklady (binér-
nich) operaci.

Zejména nas budou zajimat zvlastni pfipady relaci —
zobrazenf, permutace, shodna zobrazeni a pak jesté néco
mnohem sloZitéjitho: operace s prvky, které nejsou ani
disla, ani body, ale zobrazen{. Také to neni svét vam zcela

0

X, X,
‘\\\ y (

S \\\ lj i
X

Obr. II.

neznamy: v geometrii jste sklddali napf. dvé soumér-
nosti podle os o,, 0, navzdjem kolmych a dostali jste
soumérnost podle stfedu S — priiseéiku piimek o,, 0.
Na obr. II. vidite ndzorné, co ,,skladani soumérnosti*
znamena: sestrojime obraz X; bodu X v soumérnosti
podle osy o,, pak obraz X, bodu X, v soumérnosti podle
osy o0, a vysledek? Pro kaZdy bod X je X, jeho obraz
v soumérnosti podle stfedu S. Jednoduchym disledkem
tohoto ,,0%iveni* roviny je napf. geometrickd véta: Je-li
rovinny obrazec soumérny podle dvou os navzdjem
kolmych, je soumérny i podle jejich prisediku.

Jiné ,,oZiveni‘‘ roviny zpusobi napt. tato operace:

K dvéma danym rtznym bodim X, Y roviny g sestro-
jime bod Z = X A Y tak,

(a) aby vznikl rovnostranny trojihelnik XY Z;

(b) aby smysl obihani X YZ byl proti pohybu hodino-
vych rudiéek (obr. III).



Definici operace X A Y doplnime pro X = Y takto:
X A X = X. Tato geometrickd operace mé zajimavé
vlastnosti a dava podnét k feSenf fady tloh; miZeme se
napf. ptat, které body roviny jsou ,,sestrojitelné‘* operac{
A, vyjdeme-li ze dvou pevnych bodd 4 # B. Zde je
oteviené pole pro experimentovini a zobectfiovanf.

Z=XAY

X \\/ '
Obr, III.

Doufame, Ze se na vyleté presvédéite sami, Ze takovéto
operace s geometrickymi zobrazenimi a operacemi k né-
demu jsou a Ze se neleknete ani nového ,,uéeného’‘ ndzvu
»grupa‘‘, s kterym se setkate.

Na druhy vylet se vypravite s podobnou vybavou
jako na prvni. V tomto svazedku jsme vybrali fadu tiloh
z ulebnich textd, podle kterych se uéi Zéci pokusnych
zdkladnich skol. K 1ilohdm je pfipojeno v mnoha piipa-
dech feSenf a samoziejmé i srozumitelny vyklad: méte
tedy na vylet dobrého priuvodce. Neujedete podle vzoru
riuznych autokarovych zajezdd stovky kilometri, neuvi-
dite desitky atrakei, ale navstivite nékolik péknych
matematickych zdkouti a vritite se snad chytfejsf,
osvéZendjsi a zvédavEjsi, nei jste vyjeli.

S§tastnou cestu!



1. kapitola

RELACE

1.1. Binarni relace

Abychom si mohli vysvétlit, co znamend ,relace
v mno#iné M*, musime si pfipomenout, co je kartézsky
soudin mnoZin M, a M,. Definujeme si ho jako mnoZinu
viech uspofddanych dvojic [z; ¥]; jejich prvni slozka z je
prvkem mnoZiny M, a druhé slozka y je prvkem mnoZiny
M,. Je-li na piiklad mnoZina M; = {a, b, ¢, d} a mnoZina
M, = {4, B, C}, pak kartézsky soudin M, x M, =
= {ad, aB, aC, b4, bB, bC, cA, ¢B, ¢C}. Dvojice bychom
méli zapisovat spravné napf. [a; Bl, smime viak psit
pouze aB, jestliZe vynechanim zavorek a stifedniku
nemize dojit k nedorozuméni.

Kartézsky soudin znazornfme nejlépe tabulkou:

M, x M, }l{ 4 B| ¢
a aA aB aC
b bA bB bC
c cA cB cC
d dA dB dcC




\ M, 1 T
M,xM, M~ al b c 1‘ d
< i
A Aa,l Ab | Ac ‘ Ad
B Ba | Bb | Be ‘ Bd
C Ca | Cb | Cc | Cd

Srovnanim tabulky & 1 a &. 2 zjistime, %e v naSem
piipadé® mnozZziny M; X M, a M, X M, nemaji stejné
prvky. Pokud totiZ @ # A, jsou uspofddané dvojice
[ad] a [4a] rizné.

Jetedy M, x M, # M, X M, a iikame, Ze kartézské
nasobeni neni komutativni. Predpokladdme-li, Ze mno-
Ziny M, a M, nemaji Zadny spoledny prvek (jsou
disjunktni), pak jsou disjunktni i mnoziny M; x M,
a M, x M,. Spoleéné prvky v mnozindch, které kartéz-
sky nasobime, utvoii i stejné dvojice v mnoZindch
M xM,a M, x M,

Jestlize M, = M,, pak také M, x M, = M, x M,
a v tomto piipadé je kartézské ndsobeni komutativni.
M, = {Michal, Petr, Rudolf}. M, = {M, P, R}. Vytvo-
fime mnozinu M, x M, dvojic [kfestni jméno; pFijment]:
Michal M., Petr M., Rudolf M., Michal P., atd. MnoZina
M, X M, ma dvojice M. Mickal, M. Petr ... atd.

Jestlize prvky M, P, R mnoZiny M, povaZujeme za
zkratky jmen Michal, Petr a Rudolf, je skutednd M, x
X M, =M, x M.

Nasledujici tabulka dava prehled o péti pratelich
(JiFi, Pavel, Eva, Marta, Vit), ktefi znajf rizné svétové
jazyky (angliétinu, francouzdtinu, néméinu a rudtinu).
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Os OQ{azyk angliétina | francouz. | néméina rufting
JiF o N R
Pavel e o
Eva o) o o
Marta 0O
Vit 0] o o

KrouZek v poli znamens, %e osoba ,,v fadku* zna
jazyk ,,ve sloupeci‘.

MnoZinu péti pritel oznadime M, = {J, P, E, M, V},

mnozinu jazyk® oznadime M, = {a, f, n, r}.

Z tabulky miZeme vypsat mnoZinu
R = {(Ja, Jn, Pf, Pr, Ea, En, Er, Mf, Va, Vn, Vr}.

Dvojice Ja znamena, ze Jifi zna anglicky. MnoZina R
se skladé ze vSech dvojic (jméno a jazyk), mezi kterymi
byl uréity vztah (cizim slovem relace), ktery jsme po-
psali slovem ,,znd‘’.

Méme dvé zakladni mnoZiny M, a M,. Binirni relace
Rz mnoZiny M, do mnoZiny M, je tvofena jistymi dvojice-
mi z kartézského soubinu My, X M,, je to tedy

podmnoZina kartézského soulinu M, X M,.
Slovo bindrni (éesky dvojélenna) budeme vynechavat,

protoZe a jinych relacich nebudeme hovorit. Také &es-
kého slova ,,vztah nebudeme uZivat.



Nézvy (podle pfedchoziho pfehledu):

/—prvek relace

prvni slozka ——druhé slozka
relace relace

Je-li M, = M,, iikdme strudné:
relace R v mnoZind M,
Misto zapisu [z, y] € R piSeme nékdy z Ry.

VAR
[\

Obr. 1

PRIKLAD 1,1

Na obr. 1 je zakresleno 5 piimek (p, || ps || ps).- Mno-
%ina Z = {p,, P2, Ds» Ps» Ps}. Relace R v mnoZind Z se
skladé ze viech dvojic pfimek, které se protinaji; prfesnéji

R ={[z, y] € Z x Z| pfimka z protind pfimku y}.
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Je tedy R = {p,Ds, P1Ps» D:P1» P2Pss P2la» PiPs» PsPos
DsP1s PsP2s PaPss PsPss Palss PuPss PsPe}-

MnoZina R (relace R v mnoZiné Z) mé 14 prvki; sku-
retné na obr. 1 najdeme 7 prusetikii; v mnoZiné R je
kaidy prisedik zapsan dvakrit — primka p, protind
piimku p, v bodé A (dvojice [p,p,]) a pfimka p, protind
pfimku p, rovnéz v bodé 4 (dvojice [psp,]).

A
10 d
9
8
’
72
5
2]
3
2
12345678910
Obr. 2
PRIKLAD 1,2

MnoZina M= {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. Relace Q
v mnoZiné M je mnoZina vSech takovych dvojic z M X
X M, kde druh4 sloZka je dvojnisobkem prvni:

Q={xy] e M X M|y =2z},
Q ={[1; 2], [2; 4], [3; 6], [4; 8], [5; 101} .

Kartézsky graf relace Q je na obr. 2 (prvky jsou ozna-
deny krouzky). Bod 4 je obrazem dvojice [5; 10].
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PRIKLAD 1,3

Déd A mé syny B a C. B je otcem syna D, C je otcem
dvou déti EF, F. V mnoZiné M = {4, B,C, D, E, F}. Se-
strojime relaci R, kterd je sloZena ze vSech takovych
dvojic [z, y], pro néZ plati ,,.x je pfimym pfedkem g*.
(PHimy pfedek znamena otec nebo déd.)

R ={AB, AC, AD, AE, AF, BD,CE, CF} .

A
/\

o o

b F

B

o€——o

Obr. 3

Tuto relaci znazornime tzv. stromem (obr. 3).

»»% je piimym piedkem y*, pravé kdyZ x a y jsou spo-
jeny neklesajici ¢arou a zdroven z je ,,vySe‘‘ nez y, napft.
A je pfimy pfedek B, C, D, E, F; B je pfimy piedek D).

PRIKLAD 1,4

N je mnoZina viech pfirozenych é&isel (bez nuly).
Relace R, v mnoziné N se sklada z takovych dvojic
[z; y], kde x a y davaji po déleni dvéma tyz zbytek.

MnoZina N je nekoneéna mnoZina a rovnéz relace R,
ma nekoneéné mnoho prvki; patfi do ni nap¥. dvojice

[Z, 31, 12, 61, [6, 18], [8, 141, [19, 25], [31, 19], (19, 19] atd.
12



(obé slozky jsou bud liché nebo sudé — fikame, Ze maji
stejnou paritu).

Do relace R, v mnoZiné N patii viechny dvojice
[z; y] takové, Ze x a y davaji stejny zbytek pii déleni
ttemi. Do R, patii napt. [1, 4, [2, 14], [6, 18], [5, 26],
[31, 19, [19, 19], (6, 18], (8, 14], [9, 30] atd.

Utvorime prinik R, ) R, = R,. Do mnoZiny R,, kterd
je rovnéZz relaci v mnoZiné N, patii vSechny dvojice,
které davaji stejny zbytek pri déleni Sesti, napf. [6, 18],
{8, 14], [31, 19], [19, 49] atd.

Relace R v mnoZiné M je podmnoZina kartézského
souinu Z X Z a miZeme pri jejim zobrazenf pouZit
Vennova diagramu.

PRIKLAD 1,5

V mnoziné M = {1, 2, 3, 4} utvofme relaci R = {[x,
y] € M x M| x> y} (prvni sloZika je vétsf &islo neZ
¢islo ve sloZce druhé).

R={[21]132][31][43][42,I[41].

Venniiv diagram relace R je na obr. 4.

!

_ﬂo\\
w® 2N

o

Obr. 4 Obr. 5
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Sipka jde v¥dy od bodu, ktery znazorfiuje prvni slozku
dvojice k bodu, ktery znazorfiuje druhou slozku dvojice.

Hranici mnoZiny M nékdy vynechivime a dostaneme
tzv. uzlovy graf relace R jako na obr. 5.

Patifi-li do néjaké relace na piiklad dvojice [a; b]
a [b; a], zndzornime to jako na obr. 6a nebo 6b.

a a
<] o
° °p i)
b

Obr. 6a, b Obr. 7

Patif-li do relace dvojice [@; a], zndzornime to jako na
obr. 7.

Je déna relace R v mnoZiné M. Jestlife vyménime
poradi slofek ve vdech dvojicich, které patfily relaci R,
vznikne relace R (R s prukem), kierd se nazjvd inverz-

nf k dané relaci R. (Misto R se ndkdy pife R™1.)

PRIKLAD 1,6

Mnozina M = {2, 3, 4, 5}.
Relace R v mnoziné M:
R={lz, y e M x M|z =y}
R={2 2], [3, 2], [3 3], [42], [4 3], [4 4], [5 2],
15,3115, 4, 5, 51
R ={[2, 2}, [2, 3], [3, 3], (2, 4], [3, 4], [4, 4}, [2, 5],
[3, 5, 14, 51, 15, 5)).
MizZeme zapsat R = {[z, y] e M x M|z = y}.
Uzlovy graf relaci R a R je na obr. 8.

14



Dvojice patiici relaci R jsou vytaZeny plné, dvojice
patiici relaci R darkovans.

Obsahuje-li relace R v mno%ind M dvojici [z, z], pak R
obsahuje rovnéz dvojici [z, z].

Jestlize platt R = R, pak Fikdme,%e relace R v mnoZiné
M je symetrické.

PRIKLAD 1,7

Na vylet jelo 6 déti: Jan, Petr, Michal, Tomés, Alena
a Eva.

M={J,P,M, T, A, E}. Tom4s a Alena jsou dvojéata
a Michal jejich starsi bratr. Eva je Petrovou sestrou.
Relace R v mnoziné M je mnoZinou téch dvojic [z, y],
kde ,,y je sourozencem z*‘.

R = {TA, AT, TM, MT, AM, MA, EP, PE}.
Relace R obsahuje stejné dvojice jako relace R.

Relace R v mno%ind M je symetrickd (viz obr. 9).
V uzlovém grafu symetrické relace jsou viechny dvo-
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jice spojeny Sipkami v obou smérech. (Maze tam byt
1 symbol &) — viz obr. 7.)

Tabulkovy graf symetrické relace (viz obr. 10) je sou-
mérny podle osy o.

N :

J P MT A E

NARS

/

P N o

M '\ |0

T 0|\

A 0 [0\

E 0 N
Obr. 10

Pamatujte si:
Relace z mnoziny M, do mnoziny M,
Relace v mnoziné M

Relaci zndzorfiujeme: a) tabulkou
b) kartézskym grafem
¢) stromem
d) uzlovym grafem

Relace inverzni k dané relaci
Relace symetrické

Quideni:

1. Mno%ina M se sklddé = &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10.
Vime, Ze kartézsky soudin M X M se skldd4 ze 100 dvojic 11,

18



12, 13, . ... Zapiste viechny tyto dvojice z, y z mnoZiny Mx
x M mezi jejichz slozkami z, y je tento vztah:

a) obd é&fsla z, y ddvaji pfi déleni tfemi tyZ zbytek (mezi
vypsanymi dvojicemi budou napt. 58, 69);

b) ob¥ &isla z, y ddvaji pii d8leni sedmi tyz zbytek;

c) pro &isla z, y plati .y = 8;

d) pro éisla z, y plati y = 22 — 1.

.M = {1, 2, 3,4, 5, 6}. Relace R v mnozin® M se skldd4 ze
viech takovych dvojic 2y, kde z je nasobkem téhoz pfirozeného

&isla z M (rtzného od 1) jako &islo y. Napf. [6, 4] € R, protoZe
&islo 6 je ndsobkem ¢isla 2 a ¢islo £ jo rovnéz ndsobkem é&isla 2.
Zapiste viechny dvojice kartézského soudinu M x M, z nichZ
so skldd4 relace R. Zndzornéte relaci R pomoci Sachovnice o 36
polich.

3. Mnozina M je td% jako v predchdzejici tloze. Relace §
v mnozind M se skldd4 ze vSech takovych dvojic zy, kde &isla
z, y jsou nesouddlnd (tj. jejich nejvétsi spoleény délitel je 1).
Napft. [5, 6] € S, nebot ¢&islo 5 je ndsobkem ¢&isla 1 a 5 a &islo 8
je nésobkem ¢&isel 1, 2, 3 a 6, takZe nejvétdi spoledny délitel
¢isel 5 a 6 je 1.

a) ZapiSte vBechny dvojice kartézského soudinu M x M,
z nichz se skldd4 relace S.

b) Jaky je vztah mezi relaci S a relaci R z pfedchdzejici
dlohy?

4. Strom na obr. 11 znédzorfiuje rodokmen. Osoby jsou ozna-

17



teny pismeny; dvé ,,0soby‘‘ spojené usetkou jsou otec — syn
(resp. sayn — otec).

a) V mnozind M viech osob z obr. 11 zavedeme relaci z R y:
»Z jo blizky piibuzny y‘‘, prdvd kdy% lze spojit osoby =z, y
jednou nebo dvdma usedkami. Vypiste tuto relaci.

b) Opakujte dlohu a) pro ten pFipad, kdy je relace z R y
déna tim, Ze osobu z 1ze spojit 8 osobou y jednou aZ tfemi tised-
kami.

A B CD A B COD
A ol|o0 AloO
B B o
C C o]
plo]o D 0
ABCD A B CD
A A 0
B B 0
c 0 C 0
D o] Do

Obr. 12a, b, c, d

5. M = {(SSR, Madarsko, NDR, NSR, Polsko, Rakousko,
SSSR}. Z kartézského soudinu M x M utvolte relaci R =
= {[z,y] € M x M ; x sousedi s y}.

6. M je mnoZina déti, které stoji v kruhu a hézi si mitem;
jsou to déti Pavel, Olga, Marcela, Radek a Ldda; M = {P, O,
M, R, L}. Pavel hézi jen Marcele a Radkovi. Olga nikdy nehézi
Pavlovi a Radkovi, Ldda hdzi viem &tyfem zbyvajielm.
Marcela i Radek hézi véem mimo Lddu a Olgu. V mnoziné M
zavedeme relaci ,,hrdé¢ = hdzi hrd&i y* .

18



a) Sestavte tabulku, tj. kartézsky graf.
b) Znézorndte danou relaci Vennovym diagramem.

7. Znézornéte pomoci uzlového i kartézského grafu relace
z obr. 12a, b, c, d.

8. Relace zndzorndné pomoci uzlového grafu zndzorndte
kartézskym grafem! (Obr. 13a, b, c, d)

PN ="
L R

e a° %
/0 Qd O\Id
ao
\] 2 T
b b

Obr. 13a, b, ¢, d

9. Relace zndzornéné pomoci kartézského grafu zndzornéte
uzlovym grafem! (Obr. 14a, b, ¢, d)

10. Znézorndéte kartézskym grafem relaci x Ry v mnozZind
M, kde y = z + I nebo y = z — 1. MnoZina M je mnoZina
viech desetinnych é&isel. Odhadnéte, co bude kartézsky graf
relace R!

11, Relace z Ry v mnoZind M v3ech pfirozenych é&isel se

sklddé ze vlech dvojic [z, y], pro nd% plati, Ze I+ prov je

pfirozené &islo. Vypiste relaci R a zndzorndte ji Vennovym
diagramem i kartézskym grafem!
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12, Pan Novék mél syny Jana, Karla a2 Emila. Jan mél
pouze syna Martina a vnuka Vdclava. Karel mél dva syny —
Bedficha a Petra. Emil nemél déti. Zapiste relaci R ,,4 je
otcem B‘ a utvorlte relaci inverzni k R. Zakreslete obd relace
stromerm!

4 i 4
3 3-)_;%—)‘_‘-
2 2-£m
1 T 71

1.2 3 4 5 172 3 4 5
5 ' 5 o
) l y -
N] J

2 1 21

e

172 3 4 5 172 3 4 5

Obr. 14a, b, ¢, d

1.2. Zobrazeni

Zobrazeni Z v mnoZiné M je kaidd takovd relace R
v mnoZiné M, %e kaZdy prvek z M je proni slofkou nejvyde
jedné dvojice z R.
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PRIKLAD 1,8

Na ht#isti si hraji déti (mno%ina M,) a na lavidkich
sedf maminky a ddvaji na né pozor (mnoZina M,). Dom
odchéazeji nékteré déti se svou maminkou (mnoZina R),
jiné déti jdou domii samy.

Obr. 16

Situaci zakreslime pomocf Vennova diagramu a sipkou
naznadime, které déti odchazely domut s maminkami
(obr. 15).

Mnozina R = {14, 24, 3B, 4C, 6D, 6D, 7D}. V kazdé
dvojici je prvek mnoZiny M, nejvys jednou (kazdé dité
mé na hiisti nejvys jednu maminku) a relace R je
zobrazeni v mnoziné M, |J M.,.

PRIKLAD 1,9

Mnozina M = {a, b, ¢, d, ¢, [, g, h}.

Relace R v mnoziné M : R = {aa, bc, cf, dd, ef, fb, hc}.

Relace R je zobrazenf v mnoZiné M, protoZe zZidrié dvé
dvojice z R nemaji stejnou prvni slozku.
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Kartézsky graf relace R (obr. 16).

Dvojice jsou oznadeny krouzky a Zddné dva krouZky
nelez{ na téZe svislé pfimce (na vodorovné primce miiZe
leZet libovolny podet krouzkit).

Uzlovy graf relace R (obr. 17).

Z kaZdého krouzku vych4azi nejvys jedna Sipka.

h

9

S

e

d —C

[l > a

b > @

b | ° .

a b cde § g h q,(°<———-°
Obr. 16 Obr. 17

Relaci v mnoziné M, kterd je zobrazenim, oznadujeme
zpravidla pismenem Z (nemiize zde dojit k zdméns se z4-
kladnf mnoZinou — tu totiZ predstavuje mnozina M).

Prvni sloZce ve dvojici fikame vzor, druhé sloZce ¥i-
kéme obraz.

MnoZinu v8ech vzori zobrazeni Z v mnoZiné M
oznadime V, mnoZinu viech obrazd O. (V{JO) C M.

PRIKLAD 1,10

Venniiv diagram na obr. 18 znizorfiuje zobrazeni
v mno%iné M. Zapiste mnoziny M, Z, V, O.
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M= {
Z = {be, ce, dd, eg, fg).
V ={
O ={

Obr. 18

PRIKLAD 1,11

N je mnoZina vSech pfirozenych &isel. Relace R
v mno%iné N: R = {[z, y] € N X N|y = z?}. (Druha
slozka dvojice je druhou mocninou prvnf{ slozky.)

R je zobrazeni v mnoZiné N. Do mnoZiny vzord patii
viechna pfirozens &isla, tj. V = N.

Do mnoziny obrazt patif pouze dvojmoci pfirozenych
éisel: 1, 4,9, 16, 25 ...

OCN,N# 0.

PRIKLAD 1,12
M je mnoZina vSech bodit v roviné g. Je din pevny
bod 8§ v rovind p. Ke kazdému bodu X s § sestrojime
bod X' tak, Ze X' leZf na polopfimce opaéné k SX
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a SX’' = SX. Pro bod 8 plati, Ze S’ =8 (obr. 19).

Vsechny dvojice bodit XX’ v roviné ¢ tvoii relaci
v mnoZiné M, ktera je zobrazenim.

Plati M=0 = V.

Ke kazdému bodu X (vzoru) pfislus§i pravé jeden
bod X’ (obraz). Toto zobrazeni, znamé ze Skolské geo-
metrie, se nazyva stfedovia soumérnost.

Obr. 19

K relaci R v rovind M utvofime inverzni relaci R.
Jestlize v relaci R bylo y druhou slozkou pravé jedné

dvojice, je R zobrazeni.

PRIKLAD 1,13

Mnozina M = {—1, 0, 1, 2, 3, 4}.
a) Relace R, = {[z,y] e M x M|y = =%
R, ={[—1, 1], [0, 0}, [1, 1, [2, 4]}.
R, je zobrazeni v mnoziné M.
R1= {[1’_1]1 [0’ 0]; [1, 1]: [4’ 2]}
R, nenf zobrageni v mnotind M. ”
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b) Relace R, = {[z, y] € M x M) z = |y|}. (Prvni
‘slozka je absolutni hodnota slozky druhé.)

R, ={[1,—11,[0, 01, (1, 1], [2, 2], [3, 3], [4, 4]}.R, nenf{
zol_)_lzazeni v mno%iné M.
_R2 = {[—19 1]’ [09 0]’ [17 1]7 [2’ 2]! [3, 3]: [41 4]}
R, je zobrazeni v mnoziné M.

c)Relace Ry ={[z,yl e M x M|y =z + I}.

R, = {[—1, 01, [0, 1], [, 2], [2, 3], [3, 4]}-.R, je zobra-
zeni v mnoZiné M. _

R, = {[0, —1], [1, 0}, [2, 1}, [3, 2], [4, 3]}. R, jezobra-
zeni v mnoZiné M.

Jestlize v relaci R v mnofing M je kady prvek x promi
slofkou prdvé jedné dvojice z R a prvek 'y druhou slofkou
prdavé jedné dvojice z R, pak relace R se nazyvd prosté
zobrazeni v mnoZind M. Prostym zobrazenim je napf.
relace R, z piikladu 1,13.

Kartézsky graf prostého zobrazeni R, v mnoZiné M je
na obr. 20.

Na kazdé svislé i vodorovné lince grafu leZi nejvyse
jeden krouZek.

» L
. -1
3 . o\o 0
2 \0.1
14— 4
0
o(—/.°2
T30 123 4 3
Obr. 20 Obr. 21
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Uzlovy graf prostého zobrazeni R, v mnoZin® M je na
obr. 21,

Z ka%dého krouZku vychdzi nejvys jedna Sipka a do
kaZdého krouzku sméfuje nejvys jedna Sipka.

Pamatujte si:

Zobrazeni v mnoZiné M je zvlastni piipad relace
v mnoZiné M.
Prosté zobrazen{ v mno%iné M.

Cvident

1. Osm Z4ku z raznych obci si dopisuje. Relace R je tvofena
viemi dvojicemi Zdkl, z nichZz prvni psal druhému v lednu
1971. V tomto mésici maji odeslat tito Zdci celkem 7 dopisu.
Sestavte plén dopisovéni tak, aby relace R byla zobrazeni
a znézorndte ji

a) uzlovym grafem,
b) kartézskym grafem,
¢) opakujte tilohu pro 8 a 9 dopisii.

2. Na vylet 8la festidlennd spolednost: babitka z otcovy
strany (b), otec (o), matka (m), jejich syn (8), matéina sestra —
teta (¢) a jeji dcera (d).

a) Relace R, je tvofena dvojicemi zy, z nichz = je osoba
star8i generace, y mlad3i generace. Vypiste relaci R, a znézor-
néte ji kartézskym grafem.

b) Relace R, je tvofena v8emi dvojicemi zy, kde osoba z je
ndktery z rodi&d osoby y. Rozhodndte, kterd z relaci R,, R, je
zobrazeni.

Vypiste relaci R, a znézornéte ji kartézskym grafem.

3. M je mnoZina viech pfirozenych &isel. Ke ka¥dému &islu
x € M vypoitdte &islo y takto: &islo 6z délte sedmi; k podilu
p najdéte nejblizdi pfirozensé &islo y = p.

Piiklad: z = 3, 6z = 18; 18 : 7 = 2,65...,y = 3.
a) Dopliite tabulku:
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z| 0| 1| 2| 3| 4|66 7!|8](89]10
4

b) VBechny dvojice [zy|] tvoii relaci R v M. Qvéfte, %e relace
R je zobrazeni a urfete mnoZinu jeho vzord i mnozinu jeho
obrazi.

¢) Znézornéte rolaci R kartézskym grafem.

4. Jsou dédny dvé riznobézky p, ¢ a bod M, ktery nendlei
%4dné z nich. Bod X € p spojime 8 bodem M pfimkou MX

a uréime prisedik ¥ =g J(ﬁ() . Relace R se sklddd ze viech
takovych dvojic [X, Y.

a) Sestrojte nékolik dvojic [XY] € R.

b) Ovéite, Ze relace R je zobrazeni v mnoZzind p (J ¢. Urdete
mnozinu V jeho vzord a mnozinu O jeho obrazu. Je zobrazeni
R prosté?

5. Mnozina M je rovina bodd, v ni je vyznalen pevny bod S.
Relace je zavedena takto: obsahuje dvojici SS a déle viechny

—
dvojice XX', pro které plati X' € SX, SX' = 2.85X.
a) Nakreslete ndértek (bod S, body X, Y, Z a X', Y, Z').
b) Popiste, jak k danému bodu X’ sestrojime bod X. Roz-
hodnsdte, zda tato relace je zobrazeni, pfipadné prosté zobra-
zeni!

6. V mnozind N, v8ech pfirozenych &isel definujeme zobra-
zeni Z = {[z, y]}, kde je y zbytek, ktery dostaneme, délime-li
éislo z* &islem = + 2. Vypliite tabulku:

011(2|3|4|16|6(7)|8]9

z + 2
zl

zbytek

Vyslovte domnénku o zbytku. Uréete mnoZinu vzora V
a mnoZinu obrazi O.

7. Znak (z), éteme: ,,cold &dst z z* a rozumime tim nejvétsi
prirozensé &islo y, pro které plati y =< =.
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a) Vyplite tabulku:

z | 0 —;— 0,69 1 3 1,999 5 7,1 20,001

()| 0 1

b) Nakreslete kartézsky graf zobrazeni {[x; (x)]}.
¢) Udejte mnozinu vzord i mnozinu obrazi. Je zobrazeni
prosté?

X

1 )
D C_ _Z_,y_/_
,'/ / |
, s |
. / I
e / l
L/ / |
nd 4
A Y B X
Obr. 22

8. Relace R v mnozind vSech plirozenych ¢&isel je mnoZina
viech dvojic [z; y], kde ¥ jo zbytek po délen{ &isla x &islem 7.

a) Dopliite tabulku:

0)112(3|4|5|6|7|8|9(10{13]20]21|24]37)95

b) Sestrojte graf relace (pro # = 0 az x = 10), rozhodnéte,
zde je to zobrazeni, zda je prosté &i nikoli.

9. Jo dédna tUseika PM, kterd mé délku 6 cm, M = FJTI)

Relace R v mnoiind P se skléd4 ze vSech dvojic X ¥, kters
spliujf podminku PX + PY = 6 cm.
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a) Doplnte tabulku:

PX 0 1 3 4,5 5 6 7 8
PY

—
b) Narysujte polopfimku PM a vyznaéte viecky dvojice X Y,
které spliiuji podminku a pro néz jsou vzdélenosti PX, PY
uvedeny v tabulce.
¢) Uréete mnozinu vzori V a mnozinu obrazi O. Zjistdte,
zda je zobrazeni Z prosté.

—>
10. Mnozina M je piimka p = AB (jako mnozina boddi),
ABCD jo ttverec. Relace R v ptimce p se sklddé ze vech dvojie
bodu XY vytvoienych takto:
«—> >
Xewx z||BC, Z=z2NCD
<—>
Zey, yl| AC, Y =y p (obr. 22)

Oduvodnéte, Ze R je zobrazeni prosté v p. Uréete mnoZinu
vzori V a mnozinu obrazi O zobrazeni R.

1.3. Permutace

Permutace mnoZiny M je takové prosté zobrazent v mno-
ziné M, pFi kterém mnofina M je zdroveii mnoZinou vech
vzort, Vi mnofinou vdech obrazt, O,tj. V=0 = M. V per-
mutaci P je kaidy prvek = M proni slofkou jediné dvojice
z P a druhou sloZkou jediné dvojice z P.

PRIKLAD 1,14

{@,b,¢,d, e f}
=3 {a'b, bc, w, de: ed! ﬂ}
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Uzlovy graf permutace P Kartézsky graf permutace P

f 4
o —Q—
2 S S
5
7(90 _"d i‘E—

a b ¢c d e f
Obr. 23a, b
Z ka%dého krouzku V kazdé vodorovné i svis-
préavs jedna Sipka vycha- 16 lince grafu je pravé jeden
z{ & privd jedna k nému  krouZek.
sméfuje.

Permutaci P konedné mnoZiny M zapisujeme také
tabulkou upravenou do dvouradkového schematu:

P et

Permutace P v mnoZiné M je prosté zobrazeni.

PRIKLAD 1,15

Zjistéte vSechny moZné permutace mnoZiny M =
= {a, b, c}.

Abychom Zadnou permutaci nevynechali, postupu-
jeme nejlépe takto:

a) Prvku a je pfifazen prvek ¢ a pak jsou dvé moi-

nosti
abc abc
P1={abc}’ Pz:{acb}
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b) Prvku a je pfifazen prvek b a pak jsou dvé moz-

nosti
abe abe
P":{bac}’ P‘={bca}

¢) Prvku a je ptifazen prvek ¢ a pak jsou dv® moz-

nosti
abce abe
P“:{cab}’ P"={cba}
Celkem jsme dostali Sest permutaci. VSimnéte si, %e
druhé fadky ve schematech jsou viechna moZnéa poradf

tif prvka a podet permutaci je roven 3! (tfi faktoridl):
3!1=3.2 = 6.

Prvek, ktery splyne se svym obrazem v permutaci, se
nazyvd samodruznym prvkem této permutace. Napf. a
je samodruiny prvek P,, b je samodruzny prvek per-
mutace P;. Permutace P, ma véechny prvky samodruz-
né a jmenuje se identita.

Ukézali jsme si dva pifklady permutaci koneénych
mnozin. S permutacemi nekoneénych mnozZin se setkdme
v dalsfm é&lénku.

Pamatujte si:

Permutace je zvlastni pfipad prostého zobrazeni.
Podet viech permutaci v mnoZing, kterd ma »n prvki,
je nl (n faktorial).

Cuibent

1, Vypiste vlecka &tyfcifernd &isla, kterd muZete napsat
pomoci cifer 3, 4, 7, 9.

2. Stard znémd historka: Deset lupi&i odsouzenych k smrti
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vyslovi pfed popravou své posledni pfédni: aby mohli pfed
smrtf zasednout ke stolu a vystfidat vSechna moZné rozsazeni
(obr. 24).

a) Vypoététe kolik je moZnych rozsazeni.

Uvazujte: na Zidli 1 zasedne kterykoli z 10 lupi¢a, ne Zidli
2 l:lterYkoli z 9 zbyvajicich, na 2idli 3 kterykoli z 8 zbyvajfcich
atd.

J 4 5 6 7 8
O O O o g o

20 Oo9
An| O
Obr. 24

[}
y I ol
: / P
Y 1P X
: PX= PY
K}
0
Obr. 25

b) Vypoitéte, jak dlouho trvalo vyplnéni,,posledniho pfdni‘,
kdyz na jedno rozsazeni potiFebovali lupi¢i jen 2 minuty.

3..M je mnozina viech piimek, které obsahuji bod O (obr. 25).
Relace v mnoziné M se sklddd ze vSech dvojic pfimek yz,
vytvorenych tak, ¥¢ PX = PY a z dvojice [s, 3]. Odavod-
néte, Ze R je permutaci mnoziny M a najdéte jeji samodruzné
prvky.

4. Permutace P,, P, mnoziny {a, b, ¢, d, €} jsou znézornény
uzlovym a kartézskym grafem (obr. 26a, b).
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Zapiste P,, P, dvojfddkovymi schematy a znézornéte P,
kertézskym grafem, P, uzlovym grafem.

6. Kolik &tyfcifernych &fsel s rdznymi oiframi 1ze utvofit
z &fslic 2, 4, 6, 8, 91 (Ndvod: Utvolte nejprve viecky étytprv-
kové podmnoZiny mnoZiny {2, 4, 6, 8, 9}.)

1

2

_ e o J

d i 4
ao.c cb §
o® 1} 5

f: J ¢
o o4 a ] 4+ 6
P ,g a b c d e
Obr. 26a, b Obr. 27

6. Hra. Sest 24kl stoji v zdstupu. Na dané znameni se pte-
mist{ podle obrédzku 27. Po kolika pFfemfstédnich budou v8ichni
na svych pivodnich mistech?

1.4 Zobrazeni v roving

V pifkladu 1,12 jsme pomocf konstrukéntho predpisu
popsali zobrazenf v roving p, kterému ifkime stiedové
soumérnost. Toto zobrazen{ je permutaci v rovind g: ke
kaZdému bodu X roviny g (vzoru) najdeme jediny bod X’

33



roviny ¢ (obraz) a kaZdy bod Y' roviny g je obrazem
pravé jednoho bodu Y roviny o

Rovina p ma nekoneéné mnoho bodi a existuje v ni
i nekoneéné mnoho permutaci — nékteré zname ze skoly
(osova soumérnost, stejnolehlost) a vime, jak pomoci
konstrukce sestrojit k danému vzoru obraz.

Budeme vénovat pozornost jen urdité skupiné permu-
taci v roviné g, které nazveme pFemisténi roviny p.
Vsechny tyto permutace tvofime podobné timto zpuso-
bem: Oznadime si body roviny ¢ (4, B, C, ...) a okopiru-
jeme je na prisvitku. Prasvitkou pak posouvame, otd-
éime, preklapime nebo libovolné tyto pohyby kombinu-
jeme. Obrazem bodua 4, B, C, ... v pfemisténi budou
body 4', B', C', ..., které dostaneme, kdy% po skondéeni
pohybu (pfemisténi) okopirujeme body 4, B, C, ... z pri-
svitky zpét do roviny ¢. Matematika vSak zajima pouze
vzijemna poloha vzoru a obrazu v roviné a nestara se
o fyzikalni stranku — to je o pohyb, ktery bod na pra-
svitce vykonal. SnaZi se najit pokud moZno jednoduchy
konstrukéni predpis, ktery by pohyb nahradil a umoznil
by nalézt obraz libovolného bodu roviny v daném pie-
misténi bez pouziti prisvitky.

Stfedova soumé&rnost

Stfedovou soumérnost v prikladu 1,12, lze popsat
i jako premisténi, jak ukazuje obrizek 28 a navod.

1. Na podloZce vyzna¢ime bod S a libovolny bod
X #8.

2. Narysujeme primku SX.

3. Polozime prasvitku na podlozku a zabodneme
dpendlik do bodu 8.

4. Okopirujeme polopfimku SX s bodem X.
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5. Otodime prasvitku kolem Spendliku tak, aby polo-

piimka SX piesla v polopfimku opaénou.

6. Okopfirujeme premistény bod X na podlozku, tak
dostaneme bod X'.

V premisténi prejde uisedka XY v tsedku X'Y"’ a plati
XY = X'Y’ (tsetky jsou shodné).

SPENDLIK o  PRUSVITKA

= be/ox

PODLOZKA

Obr. 28

Sttedovéd soumédrnost je premisténi, tedy permutace
v roving g, ktera zachovdvd shodnost tisedek. Ve Skole jsme
fikali, Ze je to shodné zobrazeni,

Oba nizvy — premisténi i shodné zobrazeni jsou
spravné, ale matematik mezi nimi pfece jen citi urdity
rozdfl. Predstava premistdéni roviny, pomoci kterého
najdeme k danému bodu roviny obraz, je zcela ndzornd,
intuttivni, ale neni pfesné definovana. Pomoc{ této pied-
stavy jsme se vSak dostali k pojmu ,,shodné idsedky‘.
Matematik si pfesnd definuje vSechny vlastnosti tohoto
pojmu. Nevsim4 si uZ intuitivn{ pfedstavy ,,pfemisténi*
a hledd, jak zkonstruovat vSechna takova zobrazeni
roviny p na rovinu g, ktera by zachovala shodnost tsedek.
Tato zobrazeni nazyvame shodni zobrazeni.
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Jestlize si pak upfesnime i predstavu ,,pfemisténi*
a vyslovime vSechny vlastnosti této permutace, je mozné
dokézat, %e ka¥dému pfemisténi odpovidd uréity druh
shodného zobrazen{ a naopak.

Vratme se je$té ke shodnému zobrazeni (pfemisténi),
které jsme nazvali stfedova soumérnost.

Obr. 29

Sestrojme rovnobéznik a oznadme priiseéfk jeho thlo-
pritek 8. K nékolika bodiim, které lezi uvnitf nebo na
obvodu rovnobéinika sestrojme body soumérné podle
sttedu S (obr. 29).

MuzZeme vyslovit domnénku, Ze kazdy bod rovnobéz-
nika A BCD ptejde ve stfedové soumérnosti podle pruse-
¢iku tdhloptiéek opét v bod rovnobéinika ABCD. Tato
domnénka je spravni a vyjadiuje jedno ze zakladnich
vlastnosti rovnobéznika. Rikdme, Ze

,,rovnobéinik je dtvar soumérny podle prisebika hlo-
pridek,

nebo

»,rovnobéintk je samodruZny dtvar v soumérnosti podle
praseltlu dhlopFidek',
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nebo

s rovnobéintk se reprodukuje v soumérnosti podle prise-
&tku dhlopFiéek .

Podobnou vlastnost maji i jiné dtvary:

KruZnice k& = (S;r) se reprodukuje v soumérnosti
podle stfedu S (obr. 30).

Obr. 30 Obr. 31

Piimka p se reprodukuje (je samodru¥nd) v soumér-
nosti podle kazdého bodu, ktery na nf leZi (obr. 31).

Cuvibent

1. Je dén trojuhelnik AXYZ. Sestrojte &tverec ABCD se
>
stfedemn Z tak, aby pfimka A B prochdzela bodem X a pfimka

CD prochédzela bodem Y'!
Navod: Uvaizte, Ze &tverec je zvldStni pfipad rovnobézinika.

P¥imka AB s bodem X pfejde v soumérnosti podle stftedu Z
> > <> <>
v pfimku A'B’' 8 bodem X' a A'B' = CD = X'Y.
2. Je ddn trojihelnik OPR. Sestrojte kosodtverec A BCD tak,
<~ <>
aby pfimka AB prochédzela bodem P, ptimka CD bodem R
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a bod O byl stfedem kosoétverce. Pfesvédéte se, Ze danym
podminkdm vyhovuje nekoneéné mnoho kosodtverci!

Névod: Podobné jako ve cvideni &. 1 sestrojime piimku PQ’.
Na ni mizZeme libovolné zvolit jeden vrchol kosoétverce.
Pouzijeme véty, Ze kazdy rovnobéZnik, jehoZz uhloptitky sviraji
pravy uhel, je kosoétverec.

3. Uloha je zaddna jako ve cvigeni 2; pozadujeme viak jests,
aby kosoétverec mél pfedepsanou velikost strany.

P B

Obr. 32
/

Zvolte body OPR tak, Ze plati OP = 3 ¢cm, OR = 4 cm,
PR = 6 cm.

Strana kosoétverce a) AB = BC = 8 ecm
b) AB= BC = 3cm

Presvéddte se, Ze v pFipadé a) lze sestrojit kosodtverce dva,
v ptipadé b) zddny.

Vite jak volit délku strany koso&tverce tak, aby tloha
a) méla prdvé dvé refeni?
b) neméla 24dné Feleni?

4. Dikazové uloha:

Na obr. 32 je rovnobéinik ABCD, jehoZz strany maji délky
AB =7 ¢m, BC = 5§ ¢m. Usetka PR md tu vlastnost, Ze
AP + PR + RD + DA = PB + BC + CR + RP.

a) Odavodnéte, 20 AP = CR, B> = DR.
>
b) Odavodnéte, Ze piimka PR obsahuje bod AC N BD.
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5. Jsou ddny dvé raznobézky a, b a bod M, ktery nelezi na
z4dné z nich. Bodem M vedte pfimku p, aby protinala pfimku
v bodé A a pfimka b v bodé B a aby platilo AM = BM.

Névod: Pouzijte soumdrnosti rovnobéznika se stfedem v M.

Otoleni (rotace) kolem daného stfedu

Obrazy bodi roviny p najdeme pomoci prisvitky tak,
Ze prusvitku upevnime v jednom bodé a otodime ji

Obr. 33

o thel w dané velikosti ve zvoleném smyslu (napiiklad
o uhel 60° proti pohybu hodinovych rudiéek; viz obr. 33).

Toto premisténi (shodné zobrazenf) nazyvame otoéeni
(rotace) se stfedem .S o dany thel .

Dohodneme se, %e pii otadeni proti pohybu hodino-
vych ruéidek napiSeme pred tGdaj velikost hlu otodeni
znaménko 4, pfi otddeni v opaéném smyslu znaménko —.
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a) Otodenf se stfedem S b) Otodeni se stiedem S
0 + 90° (obr. 34a) o — 90° (obr. 34b)

Obr. 34a, b

PRIKLAD 1,16

Je dan bod S a piimka p, kterd bodem S neprochézi.
Sestrojte ptimku p’, kterd je obrazem pfimky p v otodeni
se stfedem S o thel x = — 120°.

Na piimce p zvolime dva rizné body 4 # B a ka¥dy
z nich otoéime o ihel x = — 120°. Bod A piejde do bodu
4’, bod B do bodu B'. Pfimka p’ = A'B’. (Obr. 35a)

Obr. 35b
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Piimku p mGZeme otodit také pomoci bodu P, ktery
je patou kolmice spusténé ze stiedu S k dané piimce p.
Otoéime bod P do bodu P’ a ptimka p’ prochazi bodem

<—>
P’ a je kolma k SP’ (obr. 35Db).

PRIKLAD 1,17

Je dén pravidelny Sestithelnik A BCDEF se stiedem S.
Sestrojte obraz Sestithelnika ABCDEF v otodeni se
stfedem v S o dhel o = -+ 60°.

Sestitihelnik se v daném ot4d¥eni reprodukuje (je samo-
druZny). Presvédéte se, Ze se Sestiihelnik reprodukuje
i pfi otadeni kolem bodu O o thel — 60°, 4+ 120°, — 120°
a v soumdrnosti se stfedem v O, kterou muZeme povazo-
vat také za otddeni kolem stiedu O, o dhel 4 180° nebo
— 180° (obr. 36).
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Cvilent

1, Jsou dédny dvé rovnobézky p || ¢ & bod 4, ktery nelezi na
z4dné z nich. Sestrojte pfimku p’ jako obraz ptimky p v otodeni
se stfedem v A o thel B8 = 4 60°. Pruseé¢ik pfimek p’ a ¢
oznaéte B. Nad tdse¢kou AB sestrojte rovnostranné trojuahel-
niky ABC, a ABC,. Jestlize jste rysovali pfesné, pak jeden
z vrcholi C, nebo C, lezi na pfimce p. Umite to vysvétlit?

p

Obr. 37

2. Zjistéte vSechna otoleni (uréete stied a orientovany 1hel),
kterymi se reprodukuje dany

a) &tverce, b) rovnostranny trojihelnik, ¢} pravidelny osmi-
thelnik, d) kruznice.

Posunuti (translace)

Velmi jednoduchy zptsob piemisténi roviny g je per-
mutace v roviné g, zvana pesunuti (translaee) (obr. 37).

MiZeme si je popsat tieba tak, Ze vSechny isetky,
které spojuji vzor a obraz maji v daném posunuti stejnou
velikost a od vzoruk obrazu se pohybuji stejnym smérem.
Je-li dana jedind dvojice 4.4’ roviny g, které patii posu-
nut{ T, dovedeme uréit obraz libovolného bodu roviny ¢
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v posunuti T. V posunuti je obrazem kazdé pi{mky
p piimka p’ || p. Néle#i-li pfimka p sméru posunuti, je
p=p.

Cvilent

1. Posunuti je ddno dvojicf bodt A4 # A4’. Které piimky
jsou v tomto posunuti samodruzné? Mé posunuti samodruzné
body?

N o N
POTOK POTOK | 5P
)
\
P P
Obr. 38a, b

2. Existuje posunuti, které reprodukuje dany &tverec?
Jestlize existuje, pfesné je popiste, jestli neexistuje, pokuste
se o odivodnéni. Nedovedete-li rozhodnout, pouzijte prusvit-
ky!

3. Zvolte posunuti dvojici bodd A # A’. Vyjmenujte
nékteré utvary, které jsou v daném posunuti samodruZné.

4. Obce N a P, které byly na opadnych bfezich potoka, se
rozhodly postavit pfes potok ldvku (obr. 38a).

Uréete na planku co nejvyhodnéjsi misto tak, aby cesta z N
do P byla co nejkrat3i (ldvka musi byt kolm4 k biehim
potoka). "

Dokaite, Ze uvedensé Feseni je spréavné (obr. 38b).

5. Sestrojte lichob&znik ABCD, jsou-li dény délky jeho
stran. Zdkladny lichobéznika jsou AB, CD.

a) AB = 3c¢m, BC = § ¢cm, CD = 6 ¢cm, DA = 4 cm.

b) AB =7c¢m, BC = 3em,CD = 4 c¢m, DA = 6 cm.
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Osova soumérnost

JestliZe na papir nakreslime inkoustem nékolik boda
a papir pfeloZime (podle zvolené pfimky o), dokud kresba
neuschla, ziskdme ke kaZdému bodu (vzoru) pravé jeden
otisk (obraz) v zobrazeni, kterému rfikime soumérnost
podle osy 0. Otevieme-li pfeloZeny papir, najdeme snadno

1
jC=C"

A=B'

Obr. 40

pfedpis, jak ke kazdému bodu roviny g sestrojit kru#ft-
kem a pravitkem obraz v osové soumérnosti.

V roviné p je dana pifmka o (osa soumérnosti). Pro
viechny body X, které lezi na primce o, plati X' = X.

Obraz bodu Y, ktery nelezi na pfimce o, dostaneme
takto: Patu kolmice vedené z bodu Y k pifmce o ozna-
¢ime Y ,. Bod Y’ leZi na polopfimce opaéné k ¥, Y tak,
e Y'Y, = YY,. (Obr. 39)

Osova soumérnost je roviéz piemisténi a pro kaidou
usetku platf 4’'B’ = AB. Pro vymodelovani csové sou-
mérnosti muZeme také pouzit prusvitky. Snadno si
ovéiite, Ze v tomto plipadé musime pii premisténi
otodit prisvitku na rub, abychom k danym bodam
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ziskali obrazy. Takovému premfisténi ¥{kdme nep¥imé.

V osové soumeérnosti je obrazem piimky p p¥imka p'.
Je-li p ] o, pak p’ = p. Je-li p riznobdiné s osou 0 a
neni k ni kolm4, protinaji se piimky » a p’ na ose o.
Je-lip|lo,jep || o || p. Obrazem tsetky XY je tisedka
X'Y a XY=

Utvary, o kterych rlkame %e jsou soumérné podle osy

N, ! Ky
DT 1 A C
\. /
N, ! 7
N b s
S\l
/'IF'\ %
VA RN
a | N\,
s i N\,
2 9t e B
Obr. 41 Obr. 42

0, 86 v 030vé soumérnosti podle o reprodukuji. Napf.
rovnoramenny trojihelnik je soumérny podle kolmice
spusténé z hlavniho vrcholu na zdkladnu (obr. 40).

KruZnice je soumérnd podle ka#dé pfimky, kterd pro-
chézi jejim stfedem (obr. 41).

PRIKLAD 1,18

Najdéte viechny osové soumérnosti, které reprodukuji
dtverec ABCDI

Takové osové soumérnosti jsou &¢tyfi. Jejich osy jsou
pHimky, v nichZ lez{ obé dhlopritky a obé stfedni pfitky
(obr. 42).

45



PRIKLAD 1,19

Je dan kosodtverec ABCD a dva razné body M +# N.
Najdéte vSechny body kosoétverce ABCD, které maji
od bodi M a N stejnou vzdilenost.

Obr. 43a, b, ¢

Vsechny body, které lei v roviné ¢ a maji od bodi
M, N stejnou vzdalenost, vypliuji piimku o, kterd
=
prochazi sttedem vsetky MN a je k piimce M N kolm4.
Je to tzv. osa usedky MN. V soumérnosti podle o se
tsedka M N reprodukuje.

Body, které vyhovuji tloze, musi tedy leZet na ose
tsedky M N a soudasné v kosoétverci ABCD. Na obr. 43a
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je hledanou mnoZinou bodid idseéka P@. Podle polohy
bodu MN vzhledem ke kosodtverci mi%e byt také
mnoZina prazdna (obr. 43b) nebo jednobodové (obr. 43¢).

PRIKLAD 1,20

V obei A vypukl poZdr a z obce B jeli poZirnici se
stifka¢kou a cestou se museli stavit u feky, kde nabrali

A

i)
7
Ve

REKA .

4

4 (R E—
Q

Obr. 44

vodu. (Viz obr. 44.) Kde bylo nejvyhodnéjsi nabrat vodu,
aby cesta z A do B byla co nejkratsi?

Bod B’ je obraz bodu B v soumérnosti podle osy o.
Nejkratsf spojeni z 4 do B’ je iseka AB’, kterd protina
osu o v bodé C. Plati, Ze B'¢’ = BC. Je proto nejvyhod-
néjsi nabrat vodu v misté C.

Kdyby nabirali vodu v misté X 5= C, platilo by:

AX + XB' > AC + CB/,
(z trojihelnikové nerovnosti pro AAB'X)
CB' =CB; XB' = XB
a také AX + XB> AC + BC
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Cuilent

;1. Na obr. 45 je ddna Fada znakd.
Najdéte svislou osu soumérnosti kazdého znaku a viimnéte
si obrdzku v pravé poloviné. Zakreslete dalsi znaky!

M2 3EM o6V 8Y

Obr. 45

MALINY
04

ORISKY

Obr. 46 Obr. 47

2. CtyFi kamarddi tédbofili na palouku v lese (v mistd A4)
a méli pfesnd zakresleny pldnek okoli (obr. 46). Hledali nej-
krat8i cestu z tdbora A pro maliny, pak pro ofi8ky a zpdt do
tédbora. Nasel ji Mirek.
Jakou cestu zvolil? Jak presvéddil kamarady, Ze volil spravné?

3. Duty uhel w na obr. 47 zndzoriiuje jeden roh kulednfku.
V bodé A stoji koule. Koule mé byt uvedena v pohyb tak, aby
Po prvnim odrazu na mantinelu M, a po druhém odrazu na
mantinelu M, proSla polohou A. Pokuste se sestrojit body
odrazu X, a X,. Zkuste FeSit tutéZz dlohu pro uhel w = R!
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4. Najdéte vSechny osové soumé&rnosti, které reprodukuji:
a) rovnostranny trojahelnik,
b) pravidelny 8estithelnfk.

Popsali jsme dtyfi riznéd pfemisténi roviny p. Kazdé
z nich je prosté zobrazeni, a protoie mnoZinou vzort
i mnoZinou obrazi jsou viechny body roviny g, jsou
viechna premisténi permutace v roving p.

(I 0 ¢
LI

(Il

MLl y e
Obr. 48 Obr. 49

Otodeni kolem stfedu 8§ — jeho zvlastnfm piipadem je
stfedova soumérnost podle S — m4 jediny samodruZny
bod 8 = 8’ (bod X je samodruZny, pravé kdyZ relaci
naleZf dvojice [X, X1). Posunuti nem4 Zadny samodruZny
bod — pro kazdy vzor a obraz plati, Ze jsou navzajem
razné.

Osovd soumérnost mé nekoneéné mnoho samodruz-
nych bodd a viechny vyplni prfimku, které Fikdme osa.

Vime jesté o jedné permutaci, ktera je pfemistdnim
roviny (shodnym zobrazenim) a to je identické permu-
tace (identita). Prisvitku nechdme leZet na podloZce
v pivodni poloze a vSechny obrazy a vzory splyvaji.
JestliZe se prisvitka nemé4 pohnout z mista ani preklopit,
musime ji upevnit asponi ve tfech bodech, které tvori
vrcholy trojuhelnika. Mime-li tedy ddny v roviné tfi
rizné samodruZné body, které neleZ{ v piimce, jsou
samodru?né viechny body roviny.
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Cvilent

1. Na obr. 48 jo Sachovnice o 16 polich. Popidte shodnosti,
které reprodukuji tuto 8achovnici i co do barvy poli.

2. Na obr. 49 jsou dva &tverce ABCD, KLMN, jejichz strany
A B, KL maji tutéz délku a jsourovnobéiné. Najdéme (zkusmo)
v8echny shodnosti, které prevadéji étverec ABCD (jako mno-
Zinu bodi) ve &tverec KLMN (jako mnoZinu bodu). Popiste
tyto shodnosti a nakreslete naértky.



2. kapitola

OPERACE A GRUPY

Pojem operace a grupy je pro matematiky velmi
ddlezity; umozni nam najit v riznych matematickych
disciplinach spoleéné vlastnosti. Pomtize ndm pochopit
na priklad to, Ze se aritmetika, algebra a geometrie, které
probirame ve $kole, nelisf od sebe tak, jak se nam dosud
zdalo. V &lancich 2,1 a 2,2 se budeme zabyvat prevdZiné
&iselnymi mnoZinami a podetnimi vykony (operacemi)
s &fsly. Nebude nas vSak zajimat numerické poéitani, ale
spole¢né a odlisné vlastnosti riznych podetnich vykoni
(operaci) v riznych &selnych mnoZinich. Clinky 1,3
a 1,4 jsou vénoviny spiSe geometrii. UkdZeme si, Ze price
s mnoZinami bodi v roviné se piili neli§i od prace
s &iselnymi mnoZinami.

V nasledujicich &lancich budeme 8asto pracovat v ruz-
nych &iselnych mnoZindch; dohodneme se predem o jejich
oznadeni.

N ... mnoZina viech pfirozenych &isel bez nuly
N={1,2234..}
N, ... mnoZina vSech prirozenych é&isel s nulou
N,=1{0,1,2,3, ...}
C ... mnoZina vSech eelfch &isel
c={..,—4,—3,—2 —1,0,1,2,3, ...}
Q ... mnoZina vSech racionilnich éisel; patfi do nf

viechna ¢&isla, kterd lze napsat pomocf zlomki
v jejichz ¢itateli i jmenovateli jsou celd &isla
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Q* ... mnoZina viech kladnych raciondlnich &isel (bez
nuly!)

R ... mnoZina viech reflnych &fsel. Redlna &sla jsou
nejen viechna é&fsla raciondlni, ale i dalsi
sla, (fikdme jim &fsla iraciondlni), napf.
z, /2, 13, atd.

MiZeme psit NCN, CCCQCR,
Q*cQ.

2.1. Operace v mnoZing

Budeme definovat zobrazent, které usporfddané dvojici
[a, b) kartézského soubinu M x M pFifadi nejvyde jeden
prvek ¢ € M. Plati: mnoZina vzora V C M x M, mno-
Zina obrazi O C M.

Tento druh zobrazeni nazyvame operace v mnoZiné M
a zapisujeme vzorcem

a(Ob=c.

Pismena a, b se nazyvaji nezivisle proménné, ¢ je
zavisle proménnd; znak O (nékdy %, +,—, A, ., atd.)
je symbol operace a naznaduje nam zpusob, jak k dvojici
a, b vybirame z4dvisle proménnou ¢. S nékterymi druhy
operacf se setkdvame tak ¢asto, Ze jsme pro né vyhradili
zvlastni symboly:

napf. znak -+ je vyhrazen pro operaci séitini (vzorem
je dvojice sditancil, obrazem je jejich
soudet)
— znamené operaci odeditan{
. znamena operaci nasobenf{
: znamena operaci délen{
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Ve gkole se udime’ napﬁklad ,,nasobit*. To znamen4,
Ze se utfme k dvojici &isel [a, b] pfifadit pravé jedno celé
¢islo ¢ (soudin).

Operaci ndsobeni muZeme znézornit tabulkou napf.
takto:

a.ba\b\l|2|3 4 5| . o
1 1 2 | 3 5
2 | ¢ 4 | 6 8 | 10 | .
3 | 3 6 12 T
4 | 4 8
5 | 5| 10

V piislusném polidku, které patii dvojici napf. [3, 4],
zapfSeme obraz dvojice (soudin), tj. 12. .

PRIKLAD 2,1

N je mnoZina v8ech pfirozenych ¢&isel (bez nuly),
a, b € N. Je-li a > b, pak pfifadime usporadané dvojici
[a, b] prvek ¢ € N (rozdil). Je-li @ < b, neptifazujeme
dvojici [a, b] Z4dny prvek ¢. Rozdil je pfifazen jen nékte-
rym dvojicim [a, b] € N X N.

Operace odedftan{ je definovina v mno%iné véech pti-
rozenych disel Na VCN x N, V# N x N.
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Tabulka:
a—blg0] 1] 2[3[4]5[6]7
% |

|| ][OOI O|=
(| [N
O!H-\wl\'J""
A|w1~:—

[ 4]

—

PRIKLAD 2,2

Je ddna mnoZina viech kladnych raciondlnich é&isel Q*
Operace : (délenf) pfifadi kaZzdé uspordadané dvojici
[a, b] e QF x Q7 jediny prvek c € Q* (podil). Operace
déleni je definovana v mnoZiné Q*a V = Q* x Q™.

Operace déleni je definovana pro kaZdou dvojici
[@, b]e QT x Q* [nékdy iikame, %e je definovdna na
mnoZiné Q*].

PRIKLAD 2,3

M je mno#ina vSech bodidt v roviné. Operace O je
definovéna takto: Je-li 4 # B, je dvojici bodu [4, B] pfi-
Fazen bod C, ktery je stfedem tselky AB. Je-li A = B,
je dvojici [4, B] ptifazen bod A. Definovali jsme si
»-operaci stfed‘’ pro kazdou dvojici bodi [X, Y] € Mx M.
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PRIKLAD 2,4

Pri cvideni pouzivame 8tyf povela ,,vlevo v bok* (L),
»vpravo v bok (P), ,delem vzad“ (Z) a tak zvany
neutralni povel (N — ,ztstat ve stejné poloze). Mno-
zina povelt M = {L, P, Z, N}. Operaci x definujeme
takto:

Usporadané dvojici prvki [a, b] € M x M ptitadime
ten prvek c, kterym se daji oba prvky a, b nahradit.
Sestrojime tabulku pro kartézsky soudin M x Mkoned-
né mnoziny M a doplnime obrazem ¢ prislu$né uspofa-
dané dvojice.

Tabulka operace >: Z tabulky pfre&teme:

[axb|a~YL|P|z|N|] P*Z=1L

Povel ,,vpravo v bok a

L |Z|N|(P|L ¢elem vzad‘‘ maZzerme nahra-

P N _Z— ’f _17 dit povelem ,,vlevo v bok*.

|7 Operace > je definovina

Z [P/ LIN|Z[ o6 kasdou dvojici [a, b] €
N |L|P|Z|N EMx M.

Casto slychdme, %e napft. ,stitani je komutativni‘
a rozumime tim, e a + b = b + a (pfi séitani nezaleii
na pofadi stitanci). Tento vyrok neni pfesny a musime
se nad pojmem ,,komutatlvni operace“ zamyslet.

Operace O v mnoZiné M pfifazuje ka%dé dVO]lCl
[z, y] € M X M nejvys jeden prvek z € M.

Mohou nastat tyto moznosti (a, b, ¢, d patéf mnoZiné
M):

De Ob=c¢, bOa=c

2)a Ob=c¢, bOa=d; c+#d

3)a Ob=c¢, b O a nenivmnoziné M definovina

4) a O b neni v mnoZiné M definovana, b QO a = ¢

5)a O b ani b O a neni v mno%iné M definovina
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Rikéme, %e operace O je komutativni v mno%iné M,
prévé kdyZ pro kaZdou dvojici [a, b]] € M x M nastane
piipad 1) nebo 5).

Jestlize najdeme aspoti jednu dvojici [a, b] € M x M,
pro né% nastal pfipad 2), 3) nebo 4), pak operace v mno-
2iné M komutativn{ nenf.

PRIKLAD 2,5

Operace z piikladu 2,1 (od&itdni v mnoZind N) neni
komutativn{: Jestlife a—b =¢{(s € N, b € N, ¢ € N),
pak a > b; dvojici [b, a] neni pfifazen Zadny prvek
z mnoZiny M, protoZe b < a.

Operace z pifkladu 2,2 (déleni v mnoZiné Q*) neni
komutativni, protoze dvojicim [a, b] a [b, a] jsou sice
pfifazeny prvky mnoZiny Q* (podily), ale. je-li @ # b,
paka:b #b:a.

Operace z piikladu 2,3 (stfed dvojice [4, B]) je komu-
tativni, protoZe ka¥dé dvojici [4, B] je pfifazen stred
a pro ka%dou dvojici plati, Ze stfed dvojice [4, B] je tyZ
bod jako stied dvojice [B, 4].

Operace z pifkladu 2,4 je komutativni — ovéiime si
pfimo z tabulky.

Operace z O y = 2z, kde 2z = x2a:y

v mno%iné

viech realnych ¢&isel R je komutativni:

. 2xy
Je-1 , pak = ,
a)Jelliz # —y,pakz Oy z 47
o 2y
yor=vyaz
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a protoZe sditani a nasobeni redlnych é&isel je komuta-
tivni, je
2xy 29z

r 4y Y+

b)Je-li  =—y, pak 2 + y = y + =z = 0 a dvojici
xz Oy ani dvojici ¥y O « neni piifazeno Z4dné redlné
dislo.

Podobné zkoumame, je-li operace O v mnoZiné M
asociativni.

Jsou-li prvky @ € M, b € M, ¢ € M, pak zkoumame
vysledek operace (a Ob) Ocaa O (b Oc).

Operace O je asociativni v mnoZiné M, privé kdyz
plati:

a)Jeli{(a Ob) Oc € Masoudasnda O (b Oc) € M,
pak (@ Ob) Oc=a O (b Oc).

b)(@a Ob) Oc ¢ M pravée kdyz a O (b O¢c) ¢ M.
(Vysledek nenf definovan v mnoziné M pro Zadny z obou
pripadii.)

PRIKLAD 2,6

Operace z piikladu 2,1 (odeéitini v mnoZiné N) nenf
asociativni. MuZe se stat, Ze (@ —b)—c € N a také
6 — (b —c¢) € N, ale vysledky se sobé nerovnajf. Stad&i
najit jeden takovy piipad a uZz nelze o operaci ode&fténi
v mnoZiné N fici, Ze je asociativni:

napi.: @ = 6, b =3, c=1

6—3) —1=3 —1=2
6—3 —1)=6 —2=4

Opeeace z p¥kladu 2,2 (déleni v mnoZiné Q* nenf aso-
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ciativni. Je sice (a:8):ce Q* i a: (b:c)e QF, ale
stadf dosadit napf. a = 48,6 = 12,¢ = 2:

(48:12):2=4:2=2
48:(12:2)=48:6 =28
Aspon v jednom piipadé tedy je
' ({@a:b0):c#a:(b:¢)

a operace nenf asociativnf.
Operace ,,stied z piikladu 2,3 neni asociativni (viz
obr. 50).

A S, S B C

Obr. 50

Operace z piikladu 2,4 je asociativni. OvéFime si z ta-
bulky vSechny moznosti napt.:

(LkxP)kZ=NxZ=12
Lx(PxZ)y=L*xL=2
Operace s&itani a nasoben{ v mnoziné N jsou asocia-

tivni. Tuto vlastnost obou operaci nebudeme dokazovat.

Existuje-li takovy prvek n € M, Ze pro kazdéa € M
plati aOn = n O a = a, nazyva se » neutrailnim prvkem
operace O vV mnoZind M.
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PRIKLAD 2,7

Operace séitani v mnoZiné N v8ech pfirozenych &fsel
bez nuly nemé neutralni prvek.
Operace sé¢itani v mnoziné N, vSech pfirozenych &isel
s nulou ma neutralni prvek 0 (nulu). Pro kazdé a € N,
plati
at+0=0+a=a

Operace ,,stfed* z pfikladu 2,3 na mnoZiné viech bodu
v roviné nema neutralni prvek. Neexistuje takovy bod N,
aby pro kaidy bod A platilo 4 ON =N QA = 4.
Neutralnim prvkem v mnoZiné poveli z piikladu 2,4

je prvek N (zustat v puvodni poloze), jak si ovéiime
z tabulky.

Existuje-li k prvku a € M takovy prvek @ € M,
Zea Oa =a Qe = n, kde n je neutralni prvek operace
O, nazyva se prvek g inverznim prvkem operace O
v mno¥ind M. MiZeme také Fici, Ze prvky a a @ jsou
navzijem inverzni prvky operace O v mnoZiné M.
JestliZze totiz ¢ O @ =a O a, pak muzeme také psit
a Oa = a O a (vyménili jsme obé strany rovnosti), a to
znamena podle definice, Ze prvek a je inverzni k prvku a,
v operaci Q.

Povrchni pohled na definici inverzniho prvku by nas
mohl svést k dsudku, Ze z komutativnosti operace vy-
plyva existence inverzniho prvku a naopak; jak uvidime
v piikladech, je tento tisudek nespravny.

PRIKLAD 28

Operace séitani v mnoZiné N, (vSech pfirozenych &sel
s nulou) je komutativni a md neutralni prvek. Inverzn{
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prvek existuje pouze k prvku nula. Ostatni pfirozend
¢isla nemaji prvky k sobé inverzni.
Operace séitani v mnoZiné N (pfirozend &isla bez
nuly) je komutativni a nema neutralnianiinverzni prvek.
Operace s¢itani v mnoZiné C (viech celych d&isel) je
komutativni, ma neutridlni prvek (nula) a ke ka%dému
prvku existuje prvek inverznf (t. zv. &islo opaéné). Napt.
k &islu +5 je inverzni é&fslo —5
k ¢islu —2 je inverznf éislo -+2
k ¥slu 0 je inverznf &fslo 0

PRIKLAD 2,9

Operace O, v mnoZiné M = {a, b, ¢, d, e, f} je defino-
vana pomoci tabulky

[+]
[\

la:Oy Y| a

u(w|o|a|le|o]| o
o |lan|—~lo|ale
> e (R | [~ |'S
o |R ||~ &
Q|T|O || |~~~

e || ||
- |&|O |[O]8

Operace O kterd je definovana pro vSechny dvojice
[,y e M X M:
a) neni komutativni: napt. b 0 d = f
' dOb=c¢e
b) je asociativni; presvéd&fme se, prezkousime-li viech-
ny mo#né pfipady napt. (b ©Od) Oec=f0Oc=c¢e
bO@Oc)=b0Of=e
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c¢) ma neutraln{ prvek a:
pro kazdy prvek x € Mplatiz Qa =a Oz =2z

d) ke kazdému prvku z € M existuje prvek inverzni
TeM

|

—~a O Rucy oual
Il
O Q™o Q

I

U této operace jsme si ukdzali, Ze operace nemusi byt
komutativni a pfece ma neutralni prvek a ke kazdému
prvku mé prvek inverzni.

Pamatujte si:

Operace v mnoZiné

Operace komutativni

Operace asociativni

Neutralni prvek operace

Inverzni prvek operace k prvku a

Cuiéent
1. V mno%iné M = {a, b, ¢, d} je ddna operace O taktc:
T Qy=z \x\?/\ a b | c | a
a a a a a
b a b c d
c a c d b
d a d b c

a) Zjistéte, existuje-li ‘takovy prvek n € M, %e pro kazdé
z € Mje
zOn=nQzx==z.
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b) Najdéte vdecky prvky z € M, k nimZ existuje takovy
prvek £ € M, Ze

zQ0Z=FQx=n,
kde n je prvek z tlohy a).

2, V mnozindé R viech redlnych &isel je definovéna operace
takto:

a Ob=a -+ 2b.

Zjistéte, existuje-li takovy prvek n € R, Ze pro kazdé
a € Rje
aOn=n0a=a.

3. V roving g je ddna primka p. Ke kazdé dvojici boda 4, B
roviny ¢ pfifadime bod C = 4 O B tak, aby AC || p, BC 1 p.
VyB8etite, je-li O operace v mnoZiné vSech boda roviny p,
a je-li to operace, rozhodnéte, je-li komutativni nebo asocia-
tivni!

4. Z je neprézdnd mnozZina a M je mnoZine viech podmno-
zin mnoziny Z. Jeli Ae M, Be M (tj. ACZ, BC2),
oznadme A () B = C. Ukaite, Ze () je operace v mnozind M
a Ze tato operace je komutativni a asociativni. VySetite ddle,
mé-li operace () v mnoziné M neutrélni prvek a ktery!

5. Z je neprdzdnd mnozina a M je mnozina vSech podmnozZin
mnoziny Z jako v tloze 4. Je-li A e M, Be M, De M
oznatme A {) B = D. Ukaite, Ze [} je operace v mnozind M
a Ze tato operace je komutativni a asociativni. VySetite,
m4-l operace () v mnozind M neutrdlni prvek a ktery!

6. V mnozind M = {0, 1, 2} je ddna operace @ takto: je-li
a EM, beM, jea®b zbytek, ktery dostaneme, délime-li
soudeta + btlemi(napf. I H1=2,192=0,230 2 = 1).

Sestavte tabulku této operace a ukazte, Ze je to operace
komutativni a asociativni. Ze sestavené tabulky pro operaci @
zjistdte, md-li tato operace neutrdlni prvek a ktery. Z téze
tabulky vyététe, ke kterym prvkam mnoziny M existuje
inverzni prvek operace @ a udejte, ktery je to prvek!

7. V mnozind R vSech redlnych ¢isel je ddna operace A
vzorcem

a Ab=a +b + ab.
62



VySetfte, je-li tato operace komutativni a asociativni, na-
jdéte jeji neutrdlni prvek a ke kazdému prvku ¢ € R najdéte
inverzni prvek @ € R operace A (pokud takovy prvek existu-
je). Existuji v mnozZiné R prvky, které jsou samy k sobé inverz-
ni vzhledem k operaci A ? Najdéte je vSechny!

2.2. Grupa

Mnofinu M, v nté je definovina operace O nazgjvdme gru-
pou vzhledem k operaci O (nebo viiéi operaci ), prdvé kdyz:

a) Operace O je definovina pro katdou dvojict
[z, y] e M x M,

b) Operace O je asociativni v mnoZiné M,

¢) Operace O md neutrdlni prvek n € M,

d) Ke kaZdému proku a € M existuje inverzni proek
a € M operace O.

Je-li kromé toho operace O v mnoZiné M komutativni,
nazyva se mnozina Mkomutativni grupou viiéi operaei O.

V éfselnych mnozindch mame 8asto definovdny ope-
race, které spliiuji pouze prvni dvé vlastnosti (napf.
séitdni nebo nasobeni v mnoziné N viech pfirozenych
disel). Takovou mnoZinu nazyvame pak pologrupou
vzhledem k operaci O.

Vysetfujeme na priklad, zda mnoZina N je grupou
vidi operaci déleni. Délime-li dvé nesoudélné piirozena
¢isla, nedostaneme jako podil &islo pFirozené. Vlastnost
a) neni splnéna a mnoZina N neni grupou (ani polo-
grupou) vzhledem k operaci déleni.
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PRIKLAD 2,10

V ¢iselnych mnoZinach je definovina operace + (s&i-
tani). Zjistéme, které &¢iselné mnoziny tvoif grupu vidi

operaci séitani. Ovéfime, zda jsou splnény podminky
z definice grupy pro mnoZinu C (celych &fsel).

1. Soudet kaidych dvou celych é&isel je &fslo celé.

2. S¢itani celych ¢&isel je asociativni.

3. Operace -+ mé neutrilni prvek — nulu.

4. Ke kaZdému celému é&islu existuje v C inverzni
prvek (&islo opadné).

5. Operace s¢itani C je komutativni.

Mnosina vdech celych &isel je komutationt grupou vali
operaci séitdni.

Stejné si miZeme ovéflit, Ze i mnofina vdech raciondl-
nich Eisel Q a mnofina viech redlnych isel R jsou komuta-
tiont grupy vaés séitani.

MnoZina N, neni grupou viaéi séitdni. Podminky
a, b, ¢ jsou splnény, ale k Zddnému ptirozenému é&islu
kromé nuly neexistuje inverzni prvek z mnoZiny Nj.
RovnéZ mnoziny Q* a N nejsou grupami vudi operaci
sedftani.

PRIKLAD 2,11

Vy#gettime, které &iselné mnoziny jsou grupou vzhle-
dem k operaci (nasobenf).

MnoZina Q* je komutativni grupou vali operaci ndso-
bent, nebot:

1. Soudin kazdych dvou kladnych racionélnich &isel je
kladné racionalni &islo.

2. Néasobeni kladnych raciondlnich ¢&isel je asociativni.
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3. Operace nasobeni ma neutralnf prvek. Je jim kladné
racionalni &islo 1.

4. Ke kazdému kladnému racionalnimu é&islu a existuje
. ; I T 1 1
inverzni prvek g (8islo prevracené: a.—=—.0= 1).

5. Operace nasobeni je komutativni.

Mnozina N je pouze pologrupou, ale nikoliv grupou
vuéi operaci nasoben{. Jediné prvek I ma inverzni prvek
vzhledem k nasobeni (I = I).

K Zadnému jinému pfirozenému ¢&¢islu neexistuje v N
prvek inverzni (pfevracend ¢&isla k é&fslim piirozenym
nejsou &isla pfirozena).

Mnoziny N,, Q a R nejsou rovnéz grupami vidi ndso-
beni. Viechny tfi uvedené mnoziny obsahujf nulu a k ni
neexistuje inverzni (pfevraceny) prvek pro operaci né-
sobeni.

Pro nulu by totiZz muselo platit

0.0=1
Neexistuje viak Zidné reilné &islo, které ndsobeno
nulou, by dalo ¢&islo jedna.
Pamatujte si!

Grupa vzhledem k operaci O
Komutativni grupa

Cvient

1, Budiz > operace v mnozind R vBech redlnych &isel defino-
véna vzorcem

akb=a+b+ 1, acR beR.
a) VySetfete, jo-li tato operace komutativni a asociativni.
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b) Zjistéte, existuje-li takovy prvek n € R, aby pro kazdé
a € R bylo
axXn=a, nXa=a.

c) Zvolte libovolny prvek a € R. Zjistéte, existuje-li k ndmu
takovy prvek @ € R, aby

akd=n, daxXa=mn,
kde n je prvek, ktery vyhovuje iloze b.
d) Vypodtéte Z 1—, 0_, —7, -3,

2. M je mnozina {1, 2, 3, 4, §}. V mnozind M je ddna operace
z Jy = 2, kde
= mox (s, ) = ¢ 71 EV

yjeliz <y.
[Napi. max (2, 3) = 3, max (4, I) = 4, max (2, 2) = 2;
max (z, y) ¢teme: nejvétsi (maximum) z éisel z, y.]

Sestavte tabulku pro tuto operaci. VysSetiete, je-li tato
operace komutativni nebo asociativoi a zda je M grupou vudi
této operaci.

Névod: Je tfeba bud vySetfit vSecky mozné uspofddané
dvojice, popf. trojice prvki mnoZiny M, nebo miuzZeme vzit
libovolné prvky z, y, popf. z, ¥, z mnoziny M a odlidit pfipady
x =49,y > z (pli komutetivnosti), popf. piipady z =y = 2,
T2Z22Y,Y2T25L,Y=22522T2Y,22Y 22
(pfi asociativnosti).

3. V mnozind R viech redlnych &isel je ddéna operace [] vzor-

cem
a(Qb=a+4+b—10.

VyS3etite, je-li tato operace komutativni a asociativni, najdéte
jeji neutrdlni prvek a k libovolnému prvku a € R najdéte
inverzni prvek d € R operace [] (pokud takovy prvek exis-
tuje). Existuji v mnozind R prvky, které jsou samy k sobé
inverzni vzhledem k operaci 5? Najdéte je v8echny.

4. V mnoziné R vsech redlnych &isel je ddna operace [] tak
jako ve cvideni 3. Najdéte vSecka redlnd &isla x, kterd splituji
rovnice

a) 10 Qz = 10, b) 10 |jx=0, )z Q0= 10.
5. Zndte ,,cikdnskou ndsobilku‘‘? Mdte-li zndsobit dvé celd
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éisla a, b, pro kterd plati § < a < 10, § < b < 10, natdhnéte
na jedné ruce tolik prsti, o a je vétsi nez § a na druhé ruce
tolik prsti, ol je b vétai nez § a ostatni prsty skréte. Soudet
natazenych prsti uddvéd polet desitek a soudin skréenych
prata podet jednotek vysledku. Odiivodnéte sprdvnost tohoto
postupu. (Ndvod: nataZenych prsti je ¢ — §, popt. b — §
a skréenych 10 — a, popf. 10 —b.)

6. M je mnoZina &tvercovych schemat. (Tato schemata se
nazyvajl obyéejné matice.)

1 0 0 1 —1 1

8§, = §y = S, =
(1} 1 1 0 0 1
0 1 1 —1 1 0

S‘ = S' = S. =
—1 1 0 1 1| —1

Operace O je zavedena vzorcem

a b e f ae + bg | af 4 bh
(o] =
c d g h ce + dg cf + dh

a) Popiste, jak se operace O providi.

b) Sestavte jeji tabulku.

c) Zjistéte, zda operace © je komutativni, zda je asociativni
a zda md neutrdlni prvek.

d) Zjistéte, zda mnozZina G = {8, S,, Sy, S, S, S} jo grupa
vzhledem k operaci O.

7. V modernim sidlisti je 9 kfiZovatek, které jsou spojeny
osmi pfimymi komunikacemi (obr. §1a) a étyfmi okruZnimi
komunikacemi (obr. 51b, ¢). Kfizovatky oznadte pismeny A,
B,C,D,EF,G H,I

. Komunikace tvom kf‘lzovatku jenv krouzkovanych bodech;

a.) Kazdymi dvéma kiiZovatkami proché.zi jedind z 12 komu-
nikaci; dokaZte.

b) Nelezi-li kfizovatka X na komunikaci p, prochdzi k¥izo-
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vatkou jedind komunikace ¢, kterd nemdé s komunikaei p
zddnou spole¢nou kfizovatku; dokazte.

¢) Kolik komunikaci prochdzi kazdou kfiZovatkou? Udejte
komunikace, které prochézeji kiizovatkou 4 (4BC, ...).

d) Cistici podnik umyje bshem noci pravé 3 kiiZovatky.

6 H /
D.
A B

Obr. bla, b, ¢

Umyje-li kiizovatky X, Y, umyje také kfizovatku Z, kteréd
leZi na téZe komunikaci jako X, Y. Tim je v mnozind M viech
kFizovatek zavedena operace Z = X > Y; pfitom X %k X = X;
Sestavte jeji tabulku.

e) Je mnozina M grupou vzhledem k operaci > ?

f) Cistici podnik umyje b&hem noci prévé tii kiizovatky.
Umyje-li k¥izovatky X, ¥, umyje jestd kiiZovatku 7" uréenou
takto: T' je tFeti kiiZovatka lezici na téZe komunikaci jako
AaZ=XxY.Tim je v mnozind M zavedena operace T =
= X A Y. Sestrojte jeji tabulku.
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g) Je mnozina M grupou vzhledem k operaci A?

8. V mnozind R v3ech redlnych d&isel je ddna operace [1:
ab=a + b— 10. Najddte vSechna redlnd ¢&isla, kterd
spliiuji rovnice

100z =10
100z=20
zx[0=10

2.3. Skladanf permutaci

Ve &lanku 2,2 jsme se zabyvali vétdinou operacemi
v mnozinach, jejichz prvky byly é&isla, body, pismena
apod. Nékteré operace jsme znali ze Skoly (seéitdnf,
nisobeni, operace ,stfed tsedky’), u jinych jsme si
celkem jednoduse popsali, jak najdeme k danym dvéma
prvkim (&islim, bodim) prvek tieti jako wvysledek
operace.

V tomto ¢lanku si zavedeme novou operaci ,,sklidani
permutaci‘ a budeme zkoumat jeji vlastnosti v mnoZi-
nach shodnych zobrazeni — tedy na objektech geomet-
rickych. Mo#na, Ze vas zaujmou vysledky, které dosta-
neme pii skladdni riznych druhi pfemisténi — to v3ak
nenf to hlavni. Méli bychom si uvédomit, Ze novou ope-
racf se nam probudily k Zivotu mnoZiny jiného druhu,
slozitéjsi stavby, nez byly ty, které obsahovaly jako
prvky é&isla nebo body. Operace ,,sklddani permutaci
je definovina v mnoZiné permutaci — to znamena, Ze
usporadané dvojici permutaci pfifadime permutaci tieti.

Zavedeme si operaci ,,8kladani permutaef* takto:
Je dana mnoZina M (koneénéd nebo nekoneénd) a dvé
jeji permutace P, a P,. Vzoru z € M je permutac{ P,

69



piitazen obraz y € M (x Py y). Vzoru y € M je per-
mutaci P, pfifazen obraz z € M, y Py z. Zobrazeni Py,
které vzoru x € M piifadi obraz z € M, je rovnéz per-
mutace a Fikame, Ze vznikla sloZenim permutace P,
s permutaci P, v tomto pofadi.

V mnoziné viech permutaci G mnoZiny M jsme zavedli
operaci >, kterd je definovana pro kazdou dvojici
[P;; P,Je G X G a kterd_se nazyva ,,sklddani permu-
taci‘.

Pfseme P, x P, = P,

Skladanf permutaci je operace, kterd neni vidy komu-
tativni.

PRIKLAD 2,12

MnoZina M = {a, b, ¢, d}
abc abcd
Pl:{cdag}’ PZ:{bcad}
SloZime permutaci P; s permutaci P,
aPicPha
bPidPd atd.

rn (59

Slozime permutaci P, s permutaci P,
P pP
aPbPid
bPrcPa

P - (5250)

Je tedy P, x P, # P, X P,
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PRIKLAD 2,13

Rozhodnéte, zda mnoZina G vSech permutaci t¥{prv-
kové mnoZiny M = {4, B, C} je grupou viudi operaci
skladani permutaci.

VypiSeme si vSechny permutace mnoziny M == {4, B, C})

4B ABC
H=h38 5=hoﬂ

4B ABC
ﬂ=ﬁA8 EZ&CA

ABC ABC
E=bAA 5=k34

Do tabulky zapiSeme vysledky operace sklddani per-
mutacf

| =%y Y| P | P | P.| P | P | P

P |P | P, |\ P | P | P, | Py

Pz Pz Pl Pq Pa Pﬂ PE

Py, | P, | P, | P, | P | P, | Py

P | P, | P | Py | Py | P P,

Py, | P | P, | Py | P Py | P

p, P | P, | P | P | P, | P,

1. Z tabulky je vidét, Ze sloZenim kaZdych dvou per-
mutaci z G = {P,, P;, P,, P,, P;, P;} vznikne permutace
Pg eG
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2. Skladani permutaci je asociativni — presvédéime
se z tabulky, napr.

(Py & Py) >k Py = P, % Py = Ps
P,k (Pyk Py) = P, > Py = P;
3. Neutralnim prvkem skladani permutaci je P, (iden-
tita). Napt.
Py x P, =P % Py =P,
4. Inverzni prvek ke kaZdé permutaci najdeme rovnéz
z tabulky

FIZP] EZPs
E:PZ E:P«:

P,=P, P =P,
5. Skldddn{ permutaci neni komutativni v G. Napf.
P, x P, = P,
P s K Py, = P,
MuiZeme tedy tici, Ze mnoZina G véech permutact mno-

Ziny M tvoft nekomutativnt grupuw vzhledem k operact
ssSkldddni®.

PRIKLAD 2,14

V roviné jsou dany dvé osové soumérnosti O, a O,
8 osami o, || 0, Vysetiete, jakd permutace P roviny
vznikne sloZenim O, *x O,! (Obr. 52)

Permutace P pfifazuje vzoru X obraz X,.

Piimky, které spojuji kazdy vzor s jeho obrazem jsou
navzajem rovnobéiné a kolmé k osdm o, a 0,. Vzdalenost

osoznadimed. Plati:
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X X = X, X;; XX, = X,X,

XX, =2X,X, + 2X, X, = 2(X, X, + X, X)) = 2d
ZZy = 2247y — 222y = 2(ZyZy — ZoZ,) = 24
YY, = 2Y,Y,—2Y, Y, = Y, Y,— Y,Y)) = 2d

RENL
X %X X X ! g
i i X" box 1 x
AR S A N D S
2,02 % 3 S
2 : ! !
Obr. 52 Obr. 53

Permutace, kterd vznikla, je posunutt (translace) v ro-
ving. Velikost posunuti je rovna dvojndsobku vzdéle-
nosti os a smér je kolmy ke sméru os, orientovany
od o, k o,.

SloZime O, % O, (obr. 53). Vznikne posunuti velikosti
2d, ale opaéného sméru.

PRIKLAD 2,15

Slozte dvé osové soumérnosti O, a O, s osami o,, 0,,
které jsou k sob& kolmé (obr. 54)!

Ve sloZené permutaci prisedik P os o, a 0, je samo-
druZny; spojnice A4, prochézi bodem P a AP = A,P.
(Dokazeme ze shodnosti trojihelniki A PAA4, ==
=~ A PA,A,2= A PA,A,, které jsou pravoihlé a majf
shodné odvésny.)
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Vyslednd permutace je soumérnost podle stfedu P.

Soumérnost podle stfedu P vznikne i tehdy, zvolime-li
jinou dvojici o; | o; tak, aby se o; a o; protinaly v bod$é P.

Sestrojime je$té obraz bodu 4 v permutaci O, % O,
(A% A4'9% A'"). Snadno ovéfime, Ze pro kaZdy bod 4

h Y
S ~

\.
2

\.

plati 4, = A”'. To znamena, %e skladdni osovijch soumér-
nosts, jejiché osy jsou navzdjem kolmé, je komutativni:

01*02=02*o].

Z prikladi 2,14 a 2,15 je vidét, Ze vysledkem operace
skladani dvou osovych soumérnosti bylo jednou posu-
nuti a po druhé stiedovd soumérnost. MnoZina vSech

osovych soumérnosti neni tedy grupou vud&i operaci
skladéni.
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PRIKLAD 2,16

Jaka permutace vznikne, sloZime-li soumérnost S
podle stfedu S se soumérnosti O podle osy o, kter4 nepro-
chézi bodem S (obr. 55)?

Permutace, ktera vznikne, neni ani identita, ani osova
nebo stiedovd soumérnost, ani posunuti nebo otoleni.

z Lo
!

Y !

- |

X 4. T, O X
P w
=V b D 4
Yf \\\\\J‘. _
PR
Obr. 55

Permutace S O je shodné zobrazeni protoZe pro
kaZdou dvojici boda X, Y plati XY = X'Y' a X'Y' =
= X"Y" (ve stfedové i osové soumérnosti se zachovava
velikost tsedek). Musi tedy platit pro kazdou dvojici
bodi, Ze XY = X" Y' a to je charakteristicka vlastnost
shodnych zobrazeni (pfemisténi). Tomuto novému druhu
shodného zobrazeni fikime posunuté zreadleni Z.

Kdybychom chtéli hledat obrazy danych bodii v posu-
nutém zrcadleni pomoci prasvitky, museli bychom prii-
svitku nejprve otodit o 2R kolem daného stfedu S a pak
preklopit podle dané osy o. Nazev tohoto premistén{
nevystihuje dost zfetelnd fakt, %e vzniklo sloZenfm
stfedové a osové soumeérnosti. Spise bychom d&ekali, Ze
posunuté zrcadleni vzniklo sloZenim posunuti a osové
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soumérnosti (zrcadlenf). To je ale rozpor pouze zdénlivy
(viz obr. 56).

UvaZzme toto:

1. Stfedova soumérnost vznikne sloZenim kterychkoliv
dvou osovych soumérnost, jejichZ osy jsou k sobd kolmé
a protinaji se ve stfedu soumeérnosti.

Z ’oz Io
[ | |
V! |

) e R
X \\\,'.l;y'_____;i\(z Y,

/ el I

; :

Y |

S 3

Z, Z,

Obr. 56

2. Posunuti vznikne sloZenim dvou osovych soumér-
nostf, jejichZ osy jsou rizné rovnobézky.

3. Skladani je asociativni operace v mnoZiné vsech
shodnych zobrazeni.

Pro posunuti zrcadleni Z plati:

Z=8Sx0

Osy o, a 0, soumérnosti O, a O, z nichZ vznikla stfedova
soumérnost §, zvolime tak, aby prvnf osa o, byla kolma
k ose 0 soumérnostiO a druhd osa 0, byla s ni rovnobézna:
Z = (0, *x 0,) X 0, = 0,%(0, % 0). Osa o, je rovno-
béZnd s osou o a sloZzenim O, O vznikne posunuti ve
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sméru osy o,. Posunuté zrcadlenf Z vznikne také sloZenim
osové soumérnosti a posunuti ve sméru osy této soumér-
nosti.

Cvident

1. SloZte dvé osové soumérnosti 0, a O, s osami, které jsou
riznobézné, ale nejsou k sobd kolmé. Pokuste se dokdzat, Ze
vyslednd permutace je otoleni (rotace) kolem priisedfku os!

9,

C \
\
\ .
ANY P
\\\' A
PRt N
\
BI
CI
Obr._57 Obr. 58

Jo tato operace komutativni? Jak souvisi tihel otoéeni s od-
chylkou os?

2. Jaké zobrazeni vznikne sloZenim
a) dvou stfedovych soumdrnosti, které maji stejny stfed?
b) dvou osovych soumsdrnosti, které maji totoZné osy?

3. Podle obr. 57 sestrojte obraz Q, &tverce ABCD (Q) v sou-
mérnosti podle osy o, a obraz Q, étverce Q, v soumérnosti podle
o8y 0,. Ovaite, Ze dtverec Q, je obraz ¢tverce Q v soumérnosti
podle stfedu 0, N 0,.

4. Podle obrézku 58 sestrojte trojihelnik A ABC a jeho
obraz AA'B'C’' v soumdrnosti podle stfedu S. Zvolte dvé
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primky o,, 05 navzédjem kolmé a prochdzejici bodem S. Ovéite,
Ze obraz A ABC v soumérnosti podle osy o, splyne s obrazem
A A'B'C' v soumdrnosti podle osy o,.

5. Jsou dény t¥i pfimky o, || 0, || 05. Vzddlenost o, 0,, je
rovna vzdélenosti o,, o, (obr. 59). VySetite shodnost, kterd
vznikne sloZzenim pfFisluSnych osovych soumérnosti 0,, 04, 0;.

2.4, Grupy shodnych zobrazeni

V &linku 2,3 jsme definovali shodné zobrazeni (pfe-
mfsténi) roviny. Konstrukénim predpisem nebo pomoci
prisvitky jsme uréili, jak bodu roviny X (vzoru) pfifa-
dfme bod roviny X’ (obraz).

Poznali jsme tato shodné zobrazeni (pfemisténi):
. identita J

. soumérnost podle osy O

. soumérnost podle stredu §

. otodeni kolem stfedu R

. posunuti T

. posunuté zrcadleni Z (viz pf. 2,16)

SR WY
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Prohlédneme-li si pozorné predchozi piiklady a cvideni
z 8lanku 2,3, uvidite, Ze v8echna premisténi, ktera zndme,
muzZeme dostat sloZenim nejvysSe tii osovych soumér-
nost{.

Identitu dostaneme sloZenfm dvou osovych soumér-
nostf, jejichZ osy splyvaji.

J=0,%0; (0, =0y)

Posunut{ sloZime ze dvou osovych soumsérnostf, jejichz
osy jsou razné rovnobézky.

T =0,%0;, (0, % 050 0)

Stfedova soumérnost vznikne sloZenim dvou osovych
soumsérnosti, jejichZ osy jsou k sobé kolmé

$=0,%0, (o_| 0,)

Otédent slozime ze dvou osovych soumérnostf, jejichZ
osy jsou riznobéiné

R=0,%0; (o, ¥ 0,)

Posunuté zrcadleni jsme sloZili ze stiedové a osové
soumérnosti — to znamend, 7e jsme postupné sklddali
tfi osové soumérnosti; osy prvnich dvou byly k sobd
kolmé, tieti neprochéazela jejich prasedfkem.

Z=Sx0

Shodné zobrazent, kieré vzniklo slofenim sudého pobtu
osovych soumérnostt, se nazyjvd primd shodnost (prasvitku
pfi pfemisténi nemusime otadet na rub) — to je otodeni
a stfedové soumérnost, posunutf a identita.

Slozentm lichého pobtu osovijch soumérnosti dostaneme
nepfimou shodnost (pfi premisténi musime prisvitku
otafet na rub) — to je osovd soumérnost a posunuté
zrcadlenf.
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Napadne nas jisté otdzka, zda existuji je§té jina
shodné zobrazeni kromé téch, ktera jsme dosud poznali—
co se stane, sloZzime-li pét, deset, &i sto osovych soumér-
nosti. Aby byla odpovéd aspon trochu uspokojiva,
musime si Fici je§té néco o rozkladani shodnych zobra-
zeni na o0sové soumeérnosti.

Kazdé z nasich shodnych zobrazenf (pfemisténi) umi-
me rozloZit na 0sové soumérnosti a zvolime-li osy vhodné,
pak identitu, otodeni, stfedovou soumérnost a posunuti
rozloZ{me na dvé osové soumérnosti; posunuté zrcadleni
na t¥i osové soumérnosti. Zpusob rozkladu nam nejlépe
ukézi pifklady.

PRIKLAD 2,17

Je dano posunuti T. RozloZte je na dvé osové sou-
mérnosti!

Jednu z os (napt. o,) muzeme zvolit libovolné, ale tak,
aby byla kolm4 na smér posunuti. Druhd osa o, || o, je
od osy o, vzdalena ve sméru posunuti o vzdalenost rovnou
polovién{ velikosti posunuti (obr. 60).
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Zvolime-li libovolné druhou osu o; (musi byt oviem
kolma na smér posunutf), pak o; || 0; je od osy o0, vzdé-
lend proti sméru posunutf o vzdalenost rovnou poloving
velikosti posunuti.

T = 0,%0, = 0/%0;
PREIKLAD 2,18

Rozloite dané otofeni R = (8; + 90°) na dvé osové
soumdrnosti. Osa 0, ma prochizet danym bodem @ # 8.

Obr. 62

Osu o, zvolime tak, aby prochdzela bodem @ a bodem
8. Osa o, prochazi rovné% bodem S a musi svirat s oson

o, thel ¢ = + 9—20 = + 45° (od osy o, musime pfejit
k ose o, ,,proti otddeni hodinovych rudidek) (obr. 62).
PRIKLAD 2,19

Najdéte shodné zobrazeni P, které vznikne postupnym
sloZenim &tyt osovych soumérnosti O,, O,, O, O,. Osyo, a

0, jsou rovnobd%né, 0sy o0, a 0, riznobéiné (viz obrizek 63).
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Misto konstrukce provedeme vypodet (pozor! skladéni
osovych soumérnost!{ nenf komutativni, ale je asocia-
tivnf).

P = (0, % 0,) x* (05% O,)
O, % 0,=T; 0,%0, =R
P=TxR

Translaci T rozloZime na osové soumérnosti Q) a O;.
Osu o; druhé soumérnosti volime tak, aby prochézela
prisedfkem os o; a o,

P - 0O %0, xR

Rotaci R rozloZime na dvé osové soumérnostiQya O;.
Osu o, zvolime tak, aby splynula s o;

P = (0;% 03) * (05 Oy)
P = 0% (0;%0y) x O,
0,=0; O0;%0;=J

P = 0; x J %0, = O;x 0,
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(identita je neutrélni prvek operace, miZeme ji vy-
nechat). :

Premfsténi P je sloZeno ze dvou osovych soumérnostf,
kde osy o;, 0, jsou riznobézné.

V nasem piipadé je P otodeni, jak ndm ukd’e kon-
strukce, kterou provedeme podle vypodtu (obr. 63).

Vysledné otodeni ma stfed @ a tGhel otodeni je ¢.

PRIKLAD 2,20

Vy#getiete jaké zobrazeni vznikne sloZenim péti rtz-
nych osovych soumérnosti: o,, 0, a 0, navzdjem rovno-
béiné, o, || 05 jsou k nim kolmé (obr. 64).

Vypodet provedeme jen struéné:
P - (0 k 0,) % Oy Xk (O, % Oy)
P ~ (O] % O}) x O, X O, % O,
0, = 04
P = 0, x (0; % Oy) % O, % O,
P - (O % O)) % O; = S % O

(A o5
24
02
—_———,— ] -
0" S
03= 0,
Obr. 84
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Vysledné zobrazenf je posunuté zrcadlenf, které se
skldd4 ze soumérnosti podle st¥tedu S a z 0sové soumér-
nosti O.

PRIKLAD 2,21

Vy3etiete zobrazeni, které vznikne sloZenfm koneé-
ného sudého podtu osovych soumsérnosti, jejichZ osy
jsou navzijem rizné.

P=0,%0,%0,%0;, % ... ¥ O,
Osové soumérnosti sdruzime do dvojio
P=(0, % 0,) X (0; %k O)) x (O % Q) ¥ ... ¥
% (Opy %k Op)

Osy jsou vesmés riizné a sloZzenim dvou osovych sou-
mérnostf s riznymi osami vznikne bud posunuti nebo
otodeni, podle vzajemné polohy os, napf.

P=R1*R2*T1*T2

Pfi dal§$im postupném sdrufovan{ sklididme tyto
moZné dvojice:

a)R, %k R, = P,
b) Rx T ~ P,
c)T¥ R =P,
d)T, x T, = P,

Vysetiime vysledné zobrazeni v jednotlivych pripa-
dech:

a) Py = R, % R, = (0, X O,) % (0, kx Oy) =
=01*(02*02)*Oa=01*03
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Osu o, soumérnosti O, volime tak, aby prochdzela
stfedy obou otodeni,
Zobrazent P, je otofent mebo posunutt, ve zvldfinim
pFipadé identita, jestliZe osy o, a o, splynou (obr. 65).
b)P, = R.T = (O, %k O,) % (0, x Q) =
=ol*(02*02)*03=01*03

03
9,

Obr. 65 Obr. 66

Osu 0, soumérnosti O ,jsme zvolili kolmo na smér posu-
nut{ tak, aby prochdzecla stiedem otodeni (obr. 66).
Zobrazent P, je otolent kolem stiedu () o thel ¢.

)P, =T % R= (0, x Q) % (O, %k O,) =
201*(02*02)*03201*03

Osu o, volime stejné jako v pfipadé b).

Zobrazent P, je posunutt nebo ofolent.

d) P, =T, % T, = (0, % O) %k (0 Xk O,)

Jsou-li osy o,, 0,, 05, 0, navzijem rovnobéiné, volime

0Pét02503&P4=01*(02*02)*04_—_01*04
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Osy o, a o, jsou rovnobézné a P, je posunuti nebo iden-
tita.

Nemaji-li T, a T, stejny nebo opaény smysl, pak osy
0, a 0, se protnou a sviraji stejny 1hel jako o, a o,.

P4=Ol*(o2*oa)*04=ol*R*04

Rotaci R rozloZime na dvé osové soumérnosti O; a Oy
tak, aby osa o; byla kolmé k ose o,, osa o3 je pak kolma
k o, (obr. 67).

P4:Ol*(Oé*oé)*odz(ol*oé)*
* (O:'x * O)) =S, x S

Stfedové soumérnosti S, a S, maji rizné stredy ota-
&eni. Zvolime osu o, ktera spojuje stfedy soumérnosti S,
a S, a obé stiedové soumérnosti rozlozime

P, =S8, %8,=(0; % 0) % (0O % Oy =
=0, % (0 x0) % O0,=0; %x O, =T.

Osy soumérnosti O; a O; jsou riizné rovnobézky.
Zobrazeni P,, P,, P,, P, jsou opét otodeni, posunuti
nebo identita.
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MiuZeme tedy znovu postupné sklidat a pii sklddani
nenastane Zadna jind moZnost kromé téch, které byly
probrany v piipadech a), b), ¢), d).

Konelény sudy podet osovych soumérnosti tak po-
stupné sniZujeme, aZ zistane jediné shodné zobrazeni,
kterym je bud posunuti nebo otodent nebo identita.

Podobné jako v piikladu 2,21, miZeme postupné
sklddat lichy podet osovych soumérnosti. Vysetieni
viech moznych pfipada by trvalo dlouho a zavér by byl
stejné jednoduchy jako v predchozim pripadé:

SloZenim koneéného lichého poltu osovych soumérnosti
vznikne bud osovd soumérnost mebo posunuté zrcadlent.

Ted uZ miZeme odpovédét na otazku, kterou jsme si
polozili, nez jsme podali fesit priklad 2,17:

Slofenim libovolného koneéného poltu osowjch soumér-
nostt dostaneme pouze tato shodna zobrazeni:

a) Identitu, posunuti nebo rotaci (pripadné jeji zvlastni
piipad — stfedovou soumérnost), je-li podet osovych
soumérnosti sudy,

b) osovou soumérnost nebo posunuté zrcadlent, je-li po-
éet osovych soumeérnosti lichy.

O mnoZindch shodnych zobrazeni v roviné plati tyto
véty:

a) MnoZina G vdech shodnosti v roviné je nekomutationi
grupou vzhledem k operaci skldddni. Neutrdlnim prvkem
operace je identita.

b) Mnofina G, vsech primijch shodnosti v roviné je neko-
mutativni grupou vzhledem k operaci skldddni. Neutrdlnim
prokem operace je identita.

¢) Mno#ina G, vech posunuti a identity je komulativni
grupou vzhledem k operaci skldddni.

vvs

Ovéiime, zda jsou pro vSechny uvedené mnoZiny
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splnény vlastnosti grupy vzhledem k operaci sklad4nf.

1. ad a) SloZenim shodnych zobrazen{ vznikne shodné
zobrazenf, tedy prvek z G.

ad b) SloZenim dvou pfimych shodnostf vznikne pfima
shodnost (prisvitka se neotadi), tedy prvek z G,.

ad c) SloZenim dvou posunuti vznikne posunuti nebo
identita.

2. Skladdni shodnych zobrazen{ je asociativni.

3. Neutrdlnim prvkem vSech tif grup je identita (je to
piimé shodnost).

4. Inverznim zobrazenfm ke kaZdému shodnému zob-
razenfi je zobrazeni stejného typu.

K otodeni kolem stredu je inverznfm prvkem otodeni
kolem téhoZz stfedu o thel stejné velikosti opadného
smyslu.

K translaci je inverznim prvkem translace téhoZ smé-
ru, ale opa¢ného smyslu a stejné velikosti.

Osovi a stfedovd soumérnost a identita jsou inverznf
k sobé:

Sl ) Q)
I
Swo

PRIKLAD 2,22

Najdéte mnoZinu M viech shodnych zobrazeni, které
reprodukuji dany rovnostranny trojihelnik, a dokaZte,
ze M je grupa vzhledem k operaci skladani.

Je celkem Sest shodnych zobrazeni, ktera reprodukuji
rovnostranny trojihelnik — je jich pravé tolik, kolik je
permutaci triprvkové mnoziny M’ = {4, B, C}, kde A,
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B, C jsou vrcholy trojihelnika. KaZdé4 z permutaci urdf
jedno pfemisténi roviny:

1. c=C!
A=A B=8'

2 (=8
-0,

A= A" B=cC!

3 CEAI

KA

A=C'  Bsp

4 |CEC

P. — A B O\ Rovnostranny troj-
1 = \4 B Cf ihelnfk se reprodu-
kuje identitou J

Obr. 68a

A C B) thelnik se reprodu-
kuje osovou soumer-
nosti O,

P. — {A BC { Rovnostranny troj-
, =

QObr. 68b

P, — {A B C\ Rovnostranny froj-
® = \C B A| thelnfk se reprodu-
kuje osovou soumér-
nosti O,

Obr. 68¢

~ \B A Cf thelnfk se reprodu-
kuje osovou soumér-
nosti O,

P {A B 0\ Rovnostranny troj-
=

Obr. 68d
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5. €8 p — {A B C’} Rovnostranny troj-
8 7 \C 4 Df thelnik se reprodu-
kuje oti¢enim R, se
sttedem T o 1hel

+ 120°
A=C' B=A’ Obr. 68e
6. CzA" p — A B O\ Rovnostranny troj-
¢ = |B C 4f dhelnik se reprodu-

kuje otafenim R, se
sttedem v T o 1hel
— 120°

A=p' B? C' Obr. 68f
Mnozina M ma Sest prvka M = {J, O,, O,, O,, R;, R,}.

Sestavime si tabulku sklddani shodnych zobrazenf
v mnoZiné M:

| 2%y |3¥] J ] o] o] 0| R | R,

J J o, 0,| o, | R, | R,

o, o, J R, R, 0, 0,

O, 02 R]_ J Rl Ol OI

O, o, R, R, J o, o,

RR|R | O | O | O | R | J

R| R | O | 0| 0 | J R,

Podle tabulky si ovéiime, zda mnoZina M mé viechny
vlastnosti grupy:
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1. Slozime-li dvé shodnd zobrazenf, ktera reprodukuji
rovnostranny trojtihelnik, dostaneme shodné zobrazeni,
které ho rovnéz reprodukuje.

2. Skladédni shodnych zobrazeni je v mnoZiné M aso-
ciativni.

3. Neutralnim prvkem operace v mnoZiné M je iden-
tita.

4. Ke kazdému shodnému zobrazeni, které reprodu-
kuje rovnostranny trojihelnik, existuje zobrazeni inverz-
ni, které ho rovnéZ reprodukuje.

5. Skliddni shodnych zobrazeni neni v mnoZiné M
komutativni.

MnoZina M vech shodnych zobrazent, které reprodukuji
rovnostranny trojihelnik, je nekomutativni grupou vici
operact skliddni.

PRIKLAD 2,23

Je dan étverec ABCD. Najdéte viechna shodna zobra-
zen{, ktera jej reprodukuji!

A=pB’ B=s(’
Obr. 69
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V mno#iné M = {4, B, C, D} existuje 4! = 24 permu-
taci. Snadno se vSak presvédéite, Ze pouze 8 z nich jsou
pfemisténi. ZapiSeme si je:

A BC D\ Identita
P, = {A BC D} J
P A B C D\ Osové soumérnost podle o
2 ™ \4 DC Bf Jhlopiitky AC 1
p. . [AB C D| Osovéd soumérnost podle o
*~ \C B A Df thlopiitky BD 2
_-P _ |A BC D\ Osové soumérnost podle o
¢ 7 \BADC| osystrany AB (CD) 3
P — A BC DY Osovéd soumérnost podle o
8 = \DC B Af osy strany AD (BC) ¢
p. — |4 BC D) Stfedové soumérnost podle s
¢ = |C D A Bf praseéiku uhlopfitek
p, — [4 BC Dy Otodeni kolem pruseéiku R
? =~ \D A BCf uhloptitek o ¢, = +90° 1
p. — |4 BC D) Ototeni kolem prisetiku R
¢ = \|BC D Af uhloptitek o ¢, = —90° 2

Ostatni permutace vrcholi &tverce nejsou premistd-
ni — snadno se presvédéimo. (Obr. 69).

ABCD
P={OABD}

Kdyby byla tato permutace shodnym zobrazenim
(pfemisténim), které reprodukuje étverec, zobrazila by se
napf. strana ADB &tverce do jeho uhlopiitky 4'B’ = CA
a to nenfi mozné, protoZe Ghlopiitka &étverce je delsf neZ
jeho strana (shodné zobrazeni zachoviwéd velikost Gse-
tek).
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Pifklad 2,22 miZeme jesté doplnit otdzkou, zda mno-
Zina vSech osmi shodnych zobrazeni, kterd reprodukuji
dtverec, je grupou vzhledem k operaci skladani. Sesta-
vime-li si tabulku podobné jako v pifkladé 2,21, uvidime,
Ze vSechny vlastnosti grupy jsou splnény a odpovéd je
kladna:

Mnokina vdech shodnych zobrazeni, kterd reprodukujé
tverec, je grupou vadi operaci skldddni.

Cvibent

1. Ze vdech permutaci mnoZiny M = {4, B, C, D, F, F},
jejiz prvky tvori vrehoTy pravidelného éestluhelmku, vyberte
ty, které dostaneme plemisténim roviny, v niz Sestitthelnik
lezi. Urdete, o které shodné zobrazeni se jednd, a rozhodnéte,
zda mnozina vSech shodnych zobrazeni, kterd reprodukuji
pravidelny Sestitdhelnik, tvofi grupu vzhledem k operaci sklé-
déni.

2, .0, a 0, jsou osové soumdrnosti s raznymi osami. Najd&te
osovou soumdrnost O (pokud existuje), tak, aby platilo:

0, % 0, = O % 0!

3. Je dédno pét osovych soumeérnosti, jejichz osy jsou na-
vzédjem rizné rovnobdzky. Najdéte zobrazeni, které vznikne
jejich postupnym sklddénim!

4.V roviné jsou dény dva rizné body A # B. Viechny
rotace, které zobrazi bod 4 do bodu 4’ = B, zobrazi bod B
do bodu B'. Najdéte geometrické misto viech takovych boda
BI .

Né.vod: Uvaite, Ze viechny takové rotace mizeme rozlozit
na dvé osové soumdrnosti; prvni z nich lze vidy volit tak, Ze
jeji osa splyne s osou usetky AB. Osa druhé soumérnosti musi
pek vidy prochdzet bodem B a bude platit, Zze BB’ = AB.
Nezapomente vyéetnt, zvldstni pfipady, kdy nevznikne rotace

— 0, || ot
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ZAVER

Nas druhy vylet do moderni matematiky skoné&il. Vy-
pravili jsme se do oblasti, kde jste jesté nikdy nebyli,
cesta byla nékdy obtiZznd a neschidna. Ti z Vas, kdo
vydrzeli a divali se se zdjmem a pochopenim kolem sebe,
uvidéli zndmé véci z nového zorného thlu.

Zdalo se vam, e Gvahy o grupach a pologrupach jsou
&isté teoretické a Ze nemaji Zadnou souvislost s tim, jak
ve 8kole potitate? Vsimnéte si trochu pozornéji, jak jste
roz§ifovali své ,,podetni znalosti. Nejdiive jste se uéili
séitat a ndsobit pfirozend &isla -— to znamend, Ze jste
pracovali v mnoZiné N, kterd byla pologrupou vzhledem
k operaci séftani a nasobeni. Velmi brzy jste citili, Ze je
nutné najit nadmno#inu k mnoZiné pfirozenych é&isel tak,
abychom mohli k operaci s&itani pripadné nésobeni
zavést 1 operaci inverzni — odeéitan{, pfipadné déleni.
Ve gkole jsme fikali, Ze si ,,rozsffime é&iselny obor* —
a co to je vlastnd jiného nezli hleddni mnoZiny, kterd ma
vzhledem k operaci s&itani -— piipadné ndsobeni —
strukturu grupy?

A co kladné zlomky -— vidyt jsou to vlastné prvky
kartézského soudinu N X N, pro néZ médme definované
operace napt. tyto: (a, b, ¢, d, € N)

[a, b] @ [C, d] = [a'c’ bd]
[2, b] @ [¢, d] = [ad + be; bd]
Zda se, Ze jste se to ve skole nikdy neudili, a pfece —
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pouzijte misto zapisu [a, b] tradiéni zpisob —Z—; prvni

sloZka je &itatel a druhd jmenovatel zlomku. Operace (¢
je zndmé nasoben{ zlomkii; operace @ séitani. Dosadte si
za a, b, ¢, d ptirozena &isla a presvédéte se.

Teorie grup je velmi obsdhld a je jen krokem k teorii
tak zvanych algebraickych struktur. My jsme se jen na
chvilku zastavili na samém kraji, jen abychom pochopili,
%e ,,poditani‘ nebo geometrické konstrukce nejsou jen
mechanickym nacvikem. Pravidla, kterym jste se udili
zpaméti a odffkavali bez porozuméni, méli byste se uéit
chapat v §irsich souvislostech, snazit se poznat a pocho-
pit to, co je pod povrchem. Studinum matematiky pak uz
nebude nezaZivné a nudné — bude to zajimava a mnohdy
dobrodruzni cesta do nezndmych oblasti za novymi

objevy.
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