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PREDMLUVA

Mili mladi prdtelé, prvni reakee na titul této knizky asi
bude: je to zfejmé néco z geometrie a mnoho zajimavého
se tu asi nedozvime. Vzdalenost dvou mist — to je
nejkratsi vzdédlenost, vzddlenost vzdusnou éarou; ale co
je to ,.nejkratsi“ vzdalenost? Postovni dorudovatel,
ktery ani nelétd vzduchem, ani neumf prochizet zdi,
poéitd s nejkratsi vzdalenosti po ulicich. I v oSumélé
eukleidovské geometrii je potfeba asto vzdalenost de-
finovat riznymi sloZitéjsimi zpisoby — to je zhruba
obsah kapitoly prvni. ’

Matematici jsou lid posedly zobeciiovanim a tvofenim
abstrakei. KdyZ uz poznali fadu vlastnost{ téch riznych
vzdélenosti, povsimli si, co maji spole¢ného, a napadlo je
vybrat nékteré vlastnosti jako charakteristické a pomocf
nich definovat vzddlenost. Tak se zrodila nova struktura,
zvand metricky prostor; jemu je vénovana kapitola
druha.

KdyZ matematici néco zobecni, ohliZeji se se zdlibou
na své dilo a chtéjf se ptesvéddit, Ze to, co udélali, dobré
bylo. To znamena, %e tvoii daldi a daldfi modely nové
matematické teorie. Tak tomu bylo i s metrickym
prostorem. A tu se ukizalo, e muZeme vytvéfet i ne-
geometrické modely nové teorie; podivejte se tfeba
na tohle:
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Na obrazku je zakreslena ¢ast néjakého rodokmenu.
Pismena znamenaji (pro jednoduchost!) muZe (kdo &
je otec, syn & déd, snad neni tfeba vykladat). Jak se
to béiné iki? Treba, Ze D, L jsou navzijem vzda-
lenéjdi p¥fbuzni nez H, Q. Kde je ta ,,vzdilenost?
Nejkratsf cesta od D k L v rodokmenu obsahuje &ty¥i
spojnice, od H ke Q jen t¥i. MnoZina muzi {A, B, C,

.., Q} s takto interpretovanou vzdilenosti je novym,
péknym modelem metrického prostoru. Tento model je
navic kone¢ny a negeometricky.

Na konci kapitoly 2 stojime na rozcesti; pojem vzda-
lenosti je tak silny a Gé&inny, 7e se zdd byt mozné vybu-
dovat na ném celou geometrii. MiiZeme napt. definovat
tsetku AB takto

AB = {X 1 §(A, X) + 4(B, X) = 4(A, B)}
phtom é(P, Q) znadi vzdilenost bodi P, Q. MiZeme
pak definovat polop¥{mku, p¥imku, kruZnici atd.
bude-li mft vzdslenost jen ty charakteristické vlast-
nosti, které jsme ji dali do vinku p#i definovani metric-

kého prostoru, budou m it zavedené radoby geometrické
utvary vlastnosti velmi divné, negeometrické (napt.
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dvéma riznymi body miZe prochizet nekoneéné
mnoho piimek!). Pro matematika je to pokyn pfipojit
dalsf charakterizujici vlastnosti tak, aby z toho nakonec
byla néjaka ,,pofadna‘* geometrie, napf. eukleidovska.

Touto cestou se viak autor nedal. Naopak — naderpal
sice dal§f podnét z geometrie, je to pojem okolf, ale
pouzil ho k piipravé studia dalsich negeometrlckych
vlastnostf metrického prostoru. Zkritka vykrodil ku-
raZné po cesté vedouci k matematické analyze a topolo-
gii. Zakladnimu topologickému pojmu oteviené mnozi-
ny je vénovina kapitola tfetf.

Néco z toho mnoha, co se da vytéZit z pojmu oteviend
mnoziny a okolf — to je obsahem kapitoly 4. Vsecko,
co se tu vyklid4, se da sice ilustrovat geometricky, ale
hlavni dopad pojmi i vét je mimo geometrii.

Pata kapitola je uZ dosti ulend a poskytuje fetné
vyhledy ,,do daleka®. Ti z vés, kdo se uZ citi byt v kon-
dici pro dosti abstraktni uvaZovani, at se do ni pusti
hned. Ti ostatni étenafi ji pfijdou asi na chuf pozdé&ji,
aZ absolvuji asponi kritky dvodni kurs matematické
analyzy a aZ se divérné spfiteli s takovymi pojmy jako
je spojitost, limita, supremum — infimum, ale hlavné
stejnomémé, spojitost. Rad bych vas upozornil, Ze témito
véemi se zabyvaji napf. belgi¢ti gymnasisté a Ze jim
jdou docela k duhu.

A% budete broZuru &fst, sousttedte se hlavnd na dvé
véci: dikladnd — skoro pedanticky — promyslejte
definice a velmi podrobné si Feste vSechny lohy, hlavné
tlohy ilustraéni. Po prostudovani pirutky sami zjistite,
Ze vafie ,,matematickd vzdélanost znatelnd stoupla.

Mnoho zdaru!
Jan Vydin



UvoD

Kazdy se jistd ve svém Zivoté na vlastni kaZi seznamil
se skutednosti, ¢ vzdalenost je pojem velice rela-
tivni. Napf. turista, ktery si koletkovym méfidiem
zméfil na mapé trasu planovaného pochodu a povaZoval
naméfeny iddaj za spolehlivy, byl znaéné prekvapen,
Ze v &lenitém terénu usel o dost vice — neuvédomil si
totiZ, Ye mapa (& pfesnéji: méfidlo, kterého poufil)
nemiize zachytit vyskové rozdily.

skutecny profil
Ve Cestyy P

- priimét cesty na mapé

Obr. 1

Ale i kdyby né§ naivni turista Sel po ,naprosté‘
rovind, muzZe se udaj na mapé liSit od skutedné uslé
vzdalenosti. Je to tim, Ze Zemé nenf ,,naprosto rovnd‘‘ —
je to koule, kterou pfi vytvafeni mapy promitame do ro-
viny. Vzdélenost mezi body 4 a B na kouli se do roviny
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promftne pfi stfedovém promitini na isetku A4,B,,

pii kolmém promitdni pak na dsetku A4,B,. Z obrizku
je vidét, Ze zdlei jednak na typu zvoleného promitani
a u sttedového promitini pak také na poloze st¥edu S.

S

Ay Az 32 B,
Obr. 2

Obrazek pochopitelné piehdni, a také kartografové
dobfe védi, Ze pfi zobrazovini terénu na mapu nelze
dodrZet vzdalenosti (je to tim, %e koule neni plocha
rozvinutelnad do roviny), a promftaji tak, aby vzniklé
zkresleni bylo minimalnf.

Pfiklad. PulkruZnice o poloméru r (a tedy délky zr) se
pfi kolmém promitini zobrazi na iusetku délky 2r;
dojde tedy ke zkriceni skuteéné vzdalenosti v poméru
; = 1,57.... Pii stiedovém promftani ze stfedu piil-
kruZnice se tato draha promitne dokonce na nekoneénou
piimku.

Je tedy vidét, Ze vzdalenost musime v béZném Zivoté
brit s jistou rezervou, Ze tento pojem nelze absoluti-
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zovat, My se viak pfesto v dalsim o jakousi absoluti-
zaci pojmu vzdélenosti pokusime — ovSem nebude to
vzdilenost v tom smyslu, v jakém se s ni setkdvame
denné v nejriznéjsich souvislostech; bude to vzdalenost
ve svété presné definovanych matematickych objekti.



1. kapitola

VZDALENOST
Y EUKLEIDOVSKEM PROSTORU

Nejprve budeme pracovat s objekty, které jsou vam
dobfe znamy ze Skoly nebo (i z jinych hledisek) napf.
z predchéazejicich svazki Skoly mladych matematikii:
s pfimkou (jednorozmérnym eukleidovskym prosto-
rem E,), s rovinou (dvourozmérnym eukleidovskym
prostorem E;) a s trojrozmérnym eukleidovskym
prostorem E, (viz napt. Budinsky-Smakal: Vektory
v geometrii. SMM sv. 28, Praha 1971).

Body na piimce budeme znadit * = [x,], body v ro-
viné z = [x,, ,], body v prostoru z = [#,, x,, x,]; zde
jsou z,, 5, x, realna &isla.

E, x
0 x,
E,
E, ,/(3’ __________ g
x |
. A -
| (=T~ X
I | |
: : oL
! | 0 ! A
0 X o _L/
Obr. 3 K



V téchto prostorech zname vzdalenost:

Na ptimce E, je vzddlenost bodu x = [x,] od bodu
¥ = [y,] — oznatime ji symbolem d(z, y) — definovana
takto:

(1) dz,y) = |2, —u |

V roviné E, je vzdalenost d(z, y) bodu x = [x,, 2]
od bodu y = [y,, y,] definovana takto:

(2) Az, y) = V@, —9)® + @ — y2)?

V prostoru E, je vzdalenost d(z, y) bodu z = [x,, ,, 2,]
od bodu ¥ = [y,, ¥,, ¥,] definovana takto:

3) d= y)-= V(xl — 11)? + (X — Y2)? 1 (X3 — ¥a)?

L ox  dmy g

n X /]

Pozndmka 1. Ve viech tfech pFipadech jsme pouZili
stejného oznadeni d(z,y). Je to celkem pfirozené,
nebot vzorec (1) miZeme zapsat téZ takto:

(1*) diz, y) = V(@ —9))?
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a vzorce (1) i (2) jsou pak specialnimi piipady vzorce (3),
nebot body z E, jsou specidlnimi p¥ipady bodt z E; —
jsou to body tvaru [z,, x,, 0) — a body z E, jsou také
specidlnimi p¥fpady bodi z E; — jsou to body tvaru
[wl ’ O: O]

Vzddlenost d(z, y) budeme nazyvat eukleidovskou
vzdalenosti; v8imnédme si nyni podrobnéji jejich
vlastnosti.

A Piedevsim je d(z, y) vidy nezaporné &islo:
{ @ dz,y) =20

pfitom je vzdalenost bodu 2 od bodu ¥ rovna nule
pravé tehdy, jsou-li oba body totoZné:
(5) dz,y) =0z =y
Pfipomerime, 7e totoZnost bodi z = [z,, z,, x5],
y= [y1 , Y2, ¥3) (kterou zapiSeme symbolem z = y) zna-
mend, Ze &; = Y, Lo = Y3, T3 = Y.
Dokézeme platnost vztahi (4) a (5): Nerovnost (4)
je ziejmym dtsledkem definice &isla d(x, y). — Je-li

x = y, je opét podle definice &islo d(z, y) rovno nule. —
Je-li naopak d(z, y) = 0, je také [d(x, y)]* = 0, &ili

@ — 9+ (@ — )+ (@ —ys)* =0
To je soudet tii nezdpornijch &fsel, a ten je nulovy jen
tehdy, jsou-li rovny nule viechny séitance: r;, —y, = 0,
Xy — Yy = 0, x;— y; = 0. To viak znamena, Ze z; = y;
prot =1,2,3 éilizexz =y.
B Dile je, vzdilenost bodu z od bodu y stejnd, jako
vzdalenost bodu y od bodu z:

(6) d(x, y) = d(y, %)
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Diikaz opét plyne z definice ¢isla d(x, y): ProtoZe
(T:—y) = [—(@—x)P = (s — =) pro ¢ =1, 2, 3,
mame rovnost (6) ihned z (3).

C Jsou-li z, y a z t¥i body, lze z nich utvotit trojihel-
nik.*) V tomto trojihelnfku pak neni délka jedné
strany vétsi neZ soulet délek obou zbyvajicich
stran. Jinymi slovy: Vzdalenost bodu = od bodu z
nenf vétsf neZ soudet vzdalenosti bodu = od bodu y
a vzdilenosti bodu y od bodu z. Lze to zapsat ve
tvaru tzv. trojihelnikové nerovnosts

(7 d(x, z) < d(z, y) + d(y, ?)

dix,z)

dixy)
0 \/(y: 2)
y .

Obr. 5

Platnost této nerovmosti je sice takika ,zfejma‘
(viz obr. 5), nebudeme viak spoléhat na nazor, abychom
nedopadli jako onen turista v iivodu, a dokidZeme plat-
nost nerovnosti (7) korektnim zpésobem.

*) Tento trojihelnik muZe byt téZ usedkou, leZi-li viechny t¥i
body na pfimce. V E, tomu bude vidy tak. )
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Odbocéeni prvni. Budte a, b libovoln4 redlné ¢&isla. Pak
je také &islo (@ — b) realné, a é&islo (@ — b)* je tedy
nezaporné:

0 < (a—b)* = a® — 2ab + b*

neboli 2ab =< a® 4 b2 éili
ab < — (a,2 + b%)

Tato nerovnost plati pro kaZdou dvojici reilnych
&sel a, b. Zvolime-li specidlng ¢ = |/, b = |/B, kde xa g
jsou nezaporns d&sla, dostdvime dileZitou nerovnost

®) VB <5 th

Budte nynf «; a fi (¢ =1, 2, 3) nezdporné ¢&isla a necht
jsou &isla 4 = oaf + o - o & B = % 4 £z 4 i klad-
né. Zvolime-li v (8) « = af/4 a § = fi/B (¢ = 1, 2, 3),
dostaneme t¥i nerovnosti

= lE+5)
jas =2(%+ %)
i éz[j‘f +4)

a jejich sedtenim pak nerovnost
upy + oufs + O‘sﬂa
~VaB =

[a,+a§+as ﬂ2+ﬂ2+ﬂ“)

=

bo| =
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(posledni rovnost plyne z definice &sel 4 a B). Po vy-
nésobeni nezépornym &slem |/ AB pak dostivime dile-
Zitou Holderovu nerovnost

(9) 1 + afy + By =

1 1

< (of + of + of)* (81 + B3 + £3)°
Tato nerovnost plati pro viechna reilns &sla a;, fi-
My jsme sice pfi jejim odvozeni poZzadovali, aby bylo
A>0aB>0 z (9 je viak vidét, Ze je-li 4 =0
nebo B = 0, plati (9) také a ma tvar 0 < 0 (dokazte to!).

Z nerovnosti (9) plyne dalsi dileZity vztah — tzv.
Minkowského nerovnost

(10)  Vn T 82+ (o + &) + (ys + 62 <

s+ RAFA+IE+ &+ &, |
kterd plati pro viechna redlna &isla y,, y,, ¥3, 8,1, 82, 63-

Dokazeme platnost nerovnosti (10): Oznadime-li C =
= (y1 + 61)% + (y2 + 62)* + (y5 + &,)?, miZeme psit

C = {ny1 + 61) + palys + 85) + a(ys + 8s)} +
+ {0:(y1 + 6,) + Oa(ya + 65) + Os(ys + 8s)}

PouZijeme-li na oba vyrazy v lomenych zavorkach
Holderovy nerovnosti (9) [pro prvni zavorku volime

o = 94, Bs = (y4 + 8;), pro drubhou pak o; = 8, i = (yi+
+ 8), 1 =1, 2, 3], dostdvame

14



C=@i+7n+ 73) [(Y1t6:)2 + (2 + 622 + (¥s+ 53)2] +
+ (68 + 6 + 62) [(y1+ 812 + (ya+ 022 + (¥a+ 53)2] =

_‘VC[71+72+73)2 52—|—52+6)]

Je-li C = 0, nerovnost (10) zfejmé& plati. Je-li C % 0
(a tedy C > 0), stadi pfedchozi nerovnost vydélit éislem
/€ > 0 a méme ihned nerovnost (10)
Konee prvniho odbodeni

Nynf uZ méZeme dokédzat trojihelnikovou nerovnost
(7): Tato nerovnost plyne ihned z (10), kde volime
yi=%—y; a d=y—z (2=1,2,3), nebot pak je
i+ 6 = x;—2; a tedy

V(xl — )+ (T — 2+ (13— 2)® =
= V(xl — )+ (@ —y2)? + (X —ys)? +

+ Vo — 20"+ e — 22 + (s — 2)°

coz je (7).
Shriime tfi vlastnosti eukleidovské vzdilenosti d,

které jsme zatim dokazali:
A dxz,y) =0;,dx,y) =0z =y
B d(z, y) = d(y, ) pro ka¥dé dva body z, y
C d(z,2) <d(z,y) + d(y, z) pro kazdé t¥i body =, y, 2

Vzdilenost d ma oviem fadu daliich vlastnosti. Defi-
nujme pro & = [%,, &5, %3], ¥ = [¥1, Y2, Ya] & pro realné
dslo a soudet x + y a a-nisobek ax takto:

¢+ y =[x+ ¥, T2 + Y2, T3 1+ Ysl
o = [y, oy, ots)
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Dokazte, Ze pak plati:
D d(x + 2,y + z) = d(z, y) pro kazdé t¥i body =, ¥, z

E d(ax, ay) = |a| d(x, y) pro ka?dé dva body x, y a prB
ka?dé redlné &islo «

My se viak v dal§im omezime na vlastnosti A, B a C.
Pokusime se totiZ o zobecnéni pojmu vzdilenosti na
jiné mnoziny — méné nizorné neZ je mnoZina bodit
eukleidovského prostoru, a budeme se pfitom snaZit
zavidét co nejméné novych pojmii, klast co nejméné
podminek na strukturu vysetfovanych mmozin. Kdyby-
chom vzali v \ivahu i vlastnosti D a E, museli bychom
zavést soudet dvou prvki mnozZiny a x-ndsobek, a to uZ
je dosti podstatné omezeni.

Piiklad 1. Vratme se k turistovi a k jeho slepé divéfe
v mapu. Lze to zjednodusené srovnat se situaci, ktera
nastane, kdy% ,,vzdilenosti dvou bodta v E; budeme
rozumét eukleidovskou vzdalenost jejich pruméta do ro-
viny E, (do mapy). — Uberme dalsf rozmér a definujme
novou vzdalenost ¢(z,y) bodu =z v E, od bodu y v E,
jako eukleidovskou vzdélenost primétd téchto dvou
bodi do osy x,. Bude tedy (viz obr. 6)

X =[x, %]
xz--———ﬁl\_ Pst  1(X,¥)
\. '
| N B e — —id(x,y)
—
0 X, ~N
LT Y=
Obr. 6
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(11) Hx, y) = |2, —y

M4 tato nova vzddlenost v rovind opét vlastnosti A
az C? Vlastnosti B a C ziejmd splnény jsou: Je-li

z=[2, %], y = [y1, %] & 2 = [z, 2], je
e, y) = |2 — o] = |~ —2)| = [y — 2| = ty, )
a
Wz, 2) = |2y —2z| = [@&—y) + 4 —2)| =
Sl —wl+ [y —z| = Uz, y) + Uy, 2)

Ziejmé je také t(z,y) =0 a ¥x,y) =0 pro =z =y.
Neni vSak splnéna implikace = z podminky A, nebof
body z = [z,, z,] a y = [%,, ¥.] jsou pro x, # y, rizné,
zatim co (z, y) = |2, — ;| = 0 (viz obr. 7).

Xy
tix,y) =0

+4——o—-——0——
~

Obr. 7

PFiklad 2. Piedstavme si bytost, jejimZ - svétem je
kruZnice v roviné a ktera se navic mizZe po této kruZnici
pohybovat jen ve sméru pohybu hodinovych rudidek.
I tato bytost muZe sviij pohyb po kruZnici méfit —
oznadme proto b(z,y) vzdilenost, kterou nafe bytost
urazi, kdyZ se pohybuje z bodu x do bodu .

17



bty,x)

Obr. 8

Jak ukazuje obrazek 8, nemé vzdalenost b uZ vlast-
nost B: pro konkrétni body z obr. 8 je vzdilenost
b(y, x) bodu y od bodu x tiikrat mensi nez vzdalenost
b(z, y) bodu x od bodu y ¢ili je b(x, y) # b(y, z). [Rov-
nost " b(x, y) = b(y, ) plati dokonce tehdy a jen tehdy,
le#{-li body z a y na stejném praméru nasi kruznice.]

Uloha 1. M4 vzdslenost b z predchézejictho piikladu
vlastnosti A a C?

Vzdalenost ¢, kterou jsme definovali v pitkladu 1,
tedy nemd vsechny vlastnosti A az C, atkoliv je defi-
novana pomérné piirozenym zpisobem — vyuZili jsme
analogie se zobrazovinim na mapu. Ani vzdédlenost b
z ptikladu 2 neméla viechny tyto vlastnosti. Existuje
tedy vibec néjakd pfirozenym zpiésobem definovana
vzdalenost, kterd by zachovavala v8echny vlastnosti
A B, C? ‘

Uvedeme dva pitklady, které ukazuji, Ze takové
vzddlenosti skutednd existuji. Vzdalenost ¢(z,y) byla
,»8patné definovana‘‘, nebot nebrala v tvahu ,,vyskové
rozdily“ bodi z a y. UkdZeme, jak lze tento ,topogra-
ficky‘‘ nedostatek odstranit — uvedeme dokonce dvé
eventuality. :

18



Poznimka 2. Vzdéilenost b(z,y) z piikladu 2 méla
ponékud vyjimeény charakter, nebof také podminky,
které ma naSe bytost pro svij ,Zivot na kruZnici®,
jsou vyjimedné. Ma-li viak néjakd vzdilenost vlastnost
B, nemusime rozliSovat mezi vzdalenosti z bodu =z
do bodu y a vzdalenosti z bodu y do bodu x. Budeme
proto v dalsim hovofit vétdinou pouze o ,,vzdilenosti
bodu z a y“.

Priklad 3. Piedstavme si mésto lezfci v roviné, jehoz
ulice tvo¥f pravoihlou sit, a vZijme se do tlohy listonose,
ktery m4d dorudit telegram z mista x do mista y. Listono#
si voli pochopitelné nejkratsi cestu, ma viak celou fadu
mozZnosti: t¥i z nich jsou naznadeny na obr. 9 a krats{
cesta neexistuje (listonos miiZze pouZivat jen ulice).
Umistime-li nase mésto do roviny E, a obé mista opatii-

Y2 |

=

‘ .

— s — —

e —— L

O
xp——
+ I

x

Obr. 9
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me soufadnicemi: z = [x,, %,], ¥ = [¥;, ¥.], bude délka
cesty, kterou listonos urazi, rovna souétu délek praméta

tsetky xy [tj. eukleidovské vzdalenosti d(x, y)] do obou
soufadnych os. Ozna¢me tuto ,,postickou’ vzdalenost

p(x, y) — pak je tedy
(12) P, y) = |2, — 9| + |22 — ¥l

UkédZeme, Ze tato vzdilenost méd vSechny vlastnosti
A az C:

A Z (12) ihned plyne, Ze p(x,y) = 0 a %e pro xz = y je
p(z, y) = 0. Staéi tedy dokazat platnost implikace
{p(x,y) = 0= 2 =y). Ale je-li p(z,y) = 0, musi
byt rovny nule oba séitanci, které ¢&islo p(x, y)
tvoff: |z, —y,| = 0 a |z, — y,| = 0. To znamena,
fex, =y, az, =y, liliZexr =y.

B @y =z, —uy|+ 2. — 9| =
= l—(yl_xl)l + I—(yz—xz)l =
= |y — 21| + |y2 — x| = Dy, )

C px2) = |21 — 21| + |2y — 29| =

= @ —y)+ 5 —=z) +
+ [(@a—9a) + (ra—2) =<
= (I-’”1_?/1| + |3 —a|) +
+ (Ixz—yﬂ + lyz_zzD =
=(lzr— o] + |z —ysl) +
+n—az|+ s —2) =
= p(z, y) + p(y, 2)
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Stadilo tedy k ,,8patné definované‘‘ vzdalenosti (x, ¥)
piidat jesté vzdalenost priméti bodd x a ¥ na osu z,
a vznikla ,,dobfe definovand‘‘ vzdilenost p(z, y).

Pozndmka 3. Omezili jsme se pro nizornost na rovinu,
ale stejné jako u eukleidovské vzdalenosti d lze zavést
vzdalenost pivE, avE,: vE, bude

P, y) = |2, — 4]
v E; bude

P, y) = |21 — 1| + |22 — 42| + |23 — ysl
I pak budou splnény podminky A aZ C (dokaZte si to!).
Na piimce E, jsme oviem nedostali nic nového, tam je
p(x, y) = d(z, y); ale v E, a v E; uz znamena vzdélenost p
novou kvalitu.
Pokud jde o stejné znaleni vzdalenosti p v E,, E; i E,
plati to, co bylo feteno v poznamce 1.

P#iklad 4. Definujme v E, jestd jednu novou vzdile-

nost:
(13) m(z, y) = max (|2, — ¥, |2, — ¥3))
X2l . — x
|
[x2-y2| l: /
A2 [
| |
0 . %
[xg-y4 = m(x, y)

Obr. 10
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Vzdalenost dvou bodi x a y v roviné je tedy definovana

jako vétsf z délek priméti spojnice obou bodd na jed-

notlivé soufadné osy. Také vzdilenost m m4i vlastnosti

AaiC:

A Z (13) ihned plyne, Ze m(x, y) = 0 a Ze m(z, y) = 0
pro z =y. Predpoklidejme tedy naopak, Ze
m(z, y) = 0. To znamen4, %e v&tii z nezapornych
¢sel |x, — ¥, |, |73 — y,| je rovné nule, &ili musi byt
rovna nule ob8d éisla: |z, —y,| =0a |z, —y,| =0
neboli x = y. \

B m(z,y) = m(y, x), nebot [z; —yi| = [—(yi — =) =
= yi—:vi!, = 1, 2.

Odboteni druhé. Budte a, b, ¢, d, A a B redlna &isla.
Dokaite, Ze platf tyto dva vztahy:

(14) Proa < 4 ab < B je max (a, b) < max (4, B)
(15) max (@ + ¢,b + d) = max (a, b) + max (c, d)
Konee druhého odbodeni
C Ptedeviim je m(x, z) = max (|, — 2,|, [x, —2,|) =
= max {|(&,;—¥1) + (1 —21)|, |(Z2—y2) + (y2—2.)[}-
ProtoZe |(xi—w)+ (vi—=)| < [ti—wil + |yi—2d,
je podle (14)
m(z, 2) < max {(|z, — | + [y, —2),
(|ze —yo| + |y — 24D}
a podle (15) je pak
m(@, z) < max {|z, — y1|, [T2 — yel} +
+ max {|y, — z) |y — 2|} =
= m(z, :'/) + m(y7 2)
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Pozndmka 4. Opét miZeme vzdilenost m definovat
vE:

m(z, y) = max [|z, —y,|] = |2, —y|
avE:

m(z, y) = max [[z; —yy|, |22 — Y|, |23 — ¥s]
Kvalitativné odlisnou vzdilenost tedy dostavime jen
v E,avE,.

Poznali jsme zatim t¥i typy vzdalenosti —d, p a m,
které mély vSechny vlastnosti A, B, C. Zatim co v E,
bylo

(16) d(z, y) = ple, y) = m(z, y)
plati v E, nerovnosti
17 Az, y) < plx, y) < )2d(z,y)

pro kazdé dva body =z, y z E,. DokaZme (17). Prvnf ne-
rovnost plyne-ihned ze zfejmé nerovnosti
lof* + [B] = ([of + |B])?:

polozime-li zde & = |z; — ;| & f = |, — ¥,|, dostdva-
me prvni nerovnost v - (17) odmocnénim, —

odbodeni jsme poufili toho, Ze 2|af| = |af* + |B[%
Je tedy

(laf + 18D = |af* + 2[B] + [B]* = 2(|af* + |B]*)

a odtud opét plyne druhé nerovnost v (17) stejnou vol-
bou « a g jako vyse a odmocnénim.

Podobny vztah plati v E, mezi vzdilenostmi d a m:
1
(18) 1z 4@ 9) = mz,y) < dz, )
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Dokazeme (18). Protoie |a| = V=V + B a po-
dobné || < [/a® F B, je také max (|al, |B))<Va® + B2,
a odtud plyne druhd nerovnost v (18). Dale je a® 4 % <

< 2 max (a2, f?) = 2 [max (|a], |B))* &li V—;- (o 4 p%) <

= max (|«f, |8]), a odtud plyne prvnf nerovnost v (18).
Z nerovnostf (17) a (18) plyne vztah mezi vzdilenostmi
pam:

19) 5P y) S m@y) S play)

(dokaite!).

Podobné vzijemné odhady téchto t¥f typl vzdile-
nosti — oviem pifpadné s jinymi konstantami — lze
odvodit i v Ej,.

Doporudujeme &tenafi, aby si vyznam nerovnosti
(17), (18) a (19) ilustroval obrizkem a aby ukdzal, Ze
konstanty, které v téchto nerovmostech vystupuji,
nelze zlepfit. Tak napf. v (17) nastane rovnost v prvni
nerovnosti, volime-li x = [0,0] a y = [a, 0], kde a je
¢fslo ruzné od nuly, nebot pak je d(z,y) = plx, y) =
= |a|; v druhé nerovnosti v (17) nastane rovnost pro
z =[0,0] a y = [a, a] (@ # 0), nebot pak je p(x,y) =
= 2|a| a d(z,y) = J2|al.

Zvolme za zakladni vzddlenost tieba eukleidovskou
vzdalenost d(z, y). Budou-li se oba body = a y od sebe
neomezené vzdalovat, poroste neomezens i ¢fslo d(z, y).
Z nerovnosti (17) a (18) resp. z rovnosti (16) plyne, Ze
pak porostou neomezené i &isla p(z, y) a m(z, y). Lze to
zapsat takto:

(20) d(z,y) > © = p(z,y) > ©, m(x,y) > ©
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Uvedeme nyni piiklad vzdalenosti, kde to platit nemusi:

P#iklad 5. Definujme vzdélenost s(z,y) bodua z, y na
piimce E, takto: Sestrojime kruZnici k¥ o poloméru R,
ktera se dotyksa piimky E, v podatku O. Bod na k, lezici
na stejném praméru jako potatek O, oznadime S. Bod
z = [z,] na E, spojme s bodem S; tato spojnice protne

E,
y=1l

kruZnici £ v bodé z* = [z}, 2§], pro jehoZ soufadnice
plati
4Rz 2R3
* 1 * _ 1
A BV

(provedte vypoéty, nutné k uréeni soufadnic bodu z*!).
Tim tedy ptifadime kaZdému bodu 2 na E, jednoznaéné
urdeny bod x* na krunici k, tj. bod v E,. Kazdému bodu
na E, odpovida priavé jeden bod na k, a také obriacend —
kazdému bodu na k (vyjma bod S!) odpovidd privé
jeden bod na E,. Také ze vzorci (21) je vidét, Ze

¥FALy* S x Ay
Nynf polozime

(22) 8(z, y) = d=*, y¥)
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tj. vzdalenosti s(z, y) bodi = a y na E, nazveme euklei-
dovskou vzdalenost (v E,) jim odpovidajicich bodd z*
a y* na krunici k.

Vzdailenost s ma vlastnosti A az C, nebof je mé vzda-
lenost d a pfitazeni mezi body x a z* je vzijemné jedno-
znaéné.

Vzdélenost s tedy patii mezi ,,dobfe definované“
vzdalenosti. Od vzdalenosti d, p a m se vsak li§f mimo
jiné tim, Ze je

8(z, y) < 2R pro viechny body z, y na E,

nebot body z* a y* le#i vidy na kruZnici k£ a jejich
eukleidovskd vzdélenost v E, tedy nemiize byt vétsi nez
je primér kruznice k. Vzdéilenost s tedy nema4 vlast-
nost (20).

Pozndmka 5. Takova vzdilenost by se ndm jisté hodila
v praktickém Zivoté: zvolili bychom si B = 1 km a Z4dné
vzdalenost by nebyla vétsf nez 2 km. To by se to cho-
dilo! .

Obr. 12

Pozndmka 6. Analogicky miieme postupovati v roviné:
Sestrojime kouli, ktera se roviny dotykd, a bodu z
z roviny E, ptifadime bod z* na kouli — prisedik spojni-
ce bodu S a z (viz obr. 12; tomuto ptifazeni se ¥ika
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stereograficka projekce). Pak poloZzime pro body
z,yzE,

(23) s(z, y) = d(z*, y*)

kde d je eukleidovska vzdilenost v E,.

Uloha 2. Oznadime-li body = = [z, %,] & ¥ = [y, ¥s)
v roviné E, pomoci komplexnich &fsel, tj. poloZime-li
§ =, +i%y, 7 = 4, + iy,, bude

- Ay =E—mn|

kde vpravo je obvykly vyraz pro absolutni hodnotu
komplexniho &isla. DokaZte, Ze vzdilenost s z (23) lze
vyjad¥it pomoci absolutnich hodnot komplexnich &fsel
takto: & —n|

YO+ ERa+ (7))

Znéme tedy uZz &tyfi typy ,.dobfe definovanych‘
vzddlenosti v roviné E, — vzdalenosti d, p, m a s.
Uvedme jesitd dva typy vzdalenosti v roviné. Prvni typ
zobectiuje vzdalenosti d a p.

Priklad 6. Budiz p = 1, z = [z,, %,], ¥ = [¥1, ¥=), a de-

finujme vzdilenost d,(z, y) takto:

(24) dy(, Y) = (|21 — 91[P + |23 — yuP)V/P

Je ihned vidét, Ze vzdlenosti d a p jsou specialnimi p¥i-

pady této vzdailenosti: eukleidovskou vzdilenost dosta-

neme pro p = 2 a ,,postidckou” vzdilenost pro p =1
d=d,, p=d,

Lze tedy odekivat, e také vzdalenost d, bude spliiovat
podminky A, B a C. Platnost podminek A a B si étenai

8(27, .1/) =
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jisté dokézZe snadno sim. Podminka € plyne z Minkow-
ského nerovnosti

n pYi/p n a4 n »i/p
(25) 2|7’i+5il]§[2|7¢|]+[2|5i|]
i=1) i=1 i=1
jejim% specidlnim p¥{padem je nerovnost (10) a ktera
Plyne pro p > 1 z Hélderovy nerovnosti
1/a

20) £ lmpil = (Z @) (Z160)") a=E p>1
(26) ‘=1a4; =(1‘=la‘ [;-:1 ’ ’q_?—l’p

V obou nerovnostech je n pkirozené &fslo, ai, fi, i, 05
(t=1,2,...,n) jsou libovolnd komplexni &sla. Troj-
thelnikovou nerovnost

dy(z, 2) = dy(x, y) + dy(y, 2)

dostaneme z (25), zvolime-lin = 2, y; = x;—y; a §; =
=Yi— 2 (’l/ = 1, 2).

log f 1

log [ta+(1-t) f]—
toga+(1-t)logp-»

loga 1

!

|

n

I

[

I

3. Jl !

0 a tard-tp p

Obr. 13

Odboteni tFeti. Naznadime zde dikaz nerovnosti (25)
a (26); je tfeba zdiiraznit, Ze jde vlastné o jisté zobecnéni
postupu z odbodeni prvniho. Budeme pfitom v¥ude
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predpokladat, Ze p > 1, nebot pro p = 1 je (25) jedno-
duchy dusledek elementdrnf nerovnosti |a + b] <
<|a| + [b].

Usedka, spojujicf dva body na grafu funkce y = log z,
lezi pod grafem této funkce; to znamend, Ze pro 0 <
< a < B platf (viz téZ obr. 13)

(*) tloga+ (1 —t)logp < log[ta + (1 —1)B]
{kazdy bod tsetky «f na ose x lze vyjadkit ve tvaru
ta+ (1 —¢) B, kde 0 <t <1, a kazdy bod, ktery lezi
na vuseéce spojujici body [«, log «], [8, log ], 1ze vyjadiit
ve tvaru [fa+ (1 —¢) 8, tloga+ (1 —t)logfhl, 0 <
<t < 1)]. Nerovnost (*) lze zapsat takto:

log (aff*7) <log[ta + (1 —2t)B], 0=t =<1
Odtud ihned plyne, Ze a!f** < tx 4 (1 —¢) f. Zvolime-li
t=i, bude 1—¢=1—L_P—1 1 ime

p p q
tedy nerovnost
@) TSt at1p
a? f1 < — a4+ —B,
p q

ktera plati pro ka’?dé « >0 a B >O a pro P > 1,
q= p—l . Oznad¢ime-linyni 4 = Z' |ou|?, B = Z' | Bile,

ptedpoklidame-li 4 >0, B >0 a pouiqeme-h nerov-
nosti (27) postupné nejprve pro a = |x[?/4, B =
= |$|YB, pak pro a = |a,[?/4, B = |B.|4/B atd. a% pro

o = |anP/A, B = |Bn|t/B, dostaneme n nerovnosti, je-
jichz sedtenim vznikne nerovnost

n

Z [aiﬂil

i=1 1 1

AlUsBlia = ) + q =1
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a to uz je vlastné nerowvnost (26). Je-li A = 0 nebo
B =0, je téZ X |x:;fi] = 0 a nerovnost (26) opét plati
i=1

(podrobné je cely postup pro trochu jednodussi p¥ipad
proveden v prvnim odbodeni).

Odvozeni nerovnosti (27) z (26) je opét podobné po-
stupu z prvniho odbodeni: Stadf psit

C = El%+¢5|"—2|7’1+6| lvi + &Pt <

g

II Ma

Iyl e+ P + 2 184 Iy + 8o~
1=1

a na obé posledni sumy pouZit nerovnosti (26) — jednou
pro T. = ly. , b= [ys + diP”?, podruhé pro i = |4,
Bi=lri+ 4

Provedte podrobné cely zde naznaéeny postup véetnd
diskuse piipadi C = 0, C > 0!

Konec tFetiho odboé&eni

Ptiklad 7. Definujme v E, vzdélenost b(z, y) bodt z =
= [#,, ], ¥ = [¥1, ¥.] piedpisem

28 b x’ =c lzl yll ¢ lzz—y2| .

B0 M) = T =] T T ]
kde ¢, a ¢, jsou dvé kladné konstanty. Také tato vzda-
lenost vyhovuje podminkém A a# C. Platnost podminek
A a B si Stenaf opét snadno dokazZe sdm; trojtihelnikovéa
nerovnost € plyne z nerovnosti

la + B | 18|
(29) 1+|a+ﬂ|§1+lal+1+|ﬂl
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ktera plati pro kaZdou dvojici redlnych éisel a, B.
Zvolime-li zde totiz «a = #;—y;, f=¥i—2 (1 = 1,2),
bude x 4 B = x; — 2;, takZe mame
| —2] |2 — yi| |y — 2
14 |m—z| = 14 |ei—w 14 |yi— %
Vyndsobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem c;, do-

staneme dvé nerovnosti (pro ¢ =1 a pro + = 2) a po
jejich sedteni bude

b(z, z) = b(z, y) + bly, 2) .

Vzdélenost b ma se vzdalenosti s spoleéné to, Ze neroste
do nekoneéna, kdyZ d(z, y) neomezené roste: je totiz

bz, y) <o, + ¢

+
I

pro viechny body z, y z E,, nebot —l;“la—

Poznimka 7. Analogickou vzdélerost lze opét defino-
vat na p¥imce E,:

b(x, y) |2, — 9

=c
Y1+ '?1_?/1|
avE,:
b(z,y) = ¢ |22 — 3 ¢ |Zs — 9| c |23 — s
@) 11+|3’1—1’/1' + 21+|xz_?/z| + 21+ |2y

Odboéeni &tvrté. Dokazme zde nerovnost (29): (I) Je-li
alespon jedno z &isel «, § rovno nule, plati v (29) rovnost.
(IT) Jsou-li obé &fsla «, # nenulova a maji-li stejné zna-
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ménko, lze bez Gjmy na obecnosti pfedpoklidat, Ze
a>0,8>0Pakje |x+fl=a+fa

lot+B _ at+B
1+ at+pl L14+at+p
& 8 x B _
“TFatf T TFath “TH+a T T+F
e, 1Al
T+ o " T+
1 1

neboft 14+ a+p8>1+ a ¢&ili

1+a+t B “T¥a
v . 1. 1 1

a podobné je 1 + a4+ f >1+ g ¢ili g <1+,3'

(III) Jsou-li obé é&isla a, B nenulovd a maji-li riznd

znaménka, miZeme vzhledem k symetrii vzorce (29)

v « i p pledpoklidat, Ze |a| = [f| > 0. Pak je 0 <

£ la+ Bl <laf a tedy

o + Bl (1 + |a) = |a+ B + | + Bl |a| <[a] +
T o+ Bl lof = laf (1 + |+ B])
Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym &slem

1 1 (.,
dostivame

Tt+fa] " T+ [+ B]° )
o+ B8] _ o
1+ Ja+ B8] = 1+ [4f
a odtud uz (29) plyne.

Konee &tvrtého odbodeni
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2. kapitola

METRIKA,
METRICKY PROSTOR

Poznali jsme zatim nékolik typt vzdalenosti v roviné,
které vesmés vyhovovaly podminkam A aZz C. Prove-
deme nyni jisté zevSeobecnéni nafich poznatki a pie-
neseme pojem vzdalenosti do obecnych, nijak bliZe
nepopsanych mnoZin.

Definice 1. BudiZ? M néjakd mnoZina, jejiz prvky
budeme oznadovat z, y, z . . .. Rekneme, %e na mnofiné M
je definovdna metrika o, jestlie kazdé usporddané
dvojici prvki z, y z M je pfifazeno nezaporné &fslo,
které oznadime

oz, y)

(= ,,vzdalenost prvku z od prvku y‘‘) a které ma tyto
vlastnosti:

A o=zy)=0sz=y

B o=, v) = oly, x) pro kazdé dva prvky z, y z M

C oz, 2) <oz, y) + ey, z) pro kazdé t¥i prvky z, y, z
z M

Poznimka 8. Definice 1 je vlastnd zbytedns diroka.

Stadilo by definovat metriku takto:

Definice 1*. Rekneme, %e na mno%iné M je defino-
vina metrika, jestlize ka?dé uspotfadané dvojici
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prvki x, y z M je pfifazeno realné é&islo o(z, y),

vyhovujici témto podminkam:

A* or,y)=0ez=y

B* oz, 2) < oly, x) + e(y, z) pro kazdé tfi prvky
x,y,z zM

UkéZeme, Ze pak uZ jsou splnény vsechny podminky
definice 1:

1. Polozime-li v B* £ = z, dostaneme vzhledem k A*

0 = o(®, 2) = oy, %) +oly, ) = 20(y, )
Odtud plyne, Zze p(y,x) = 0 pro kaidé dva prvky
z,yz M, t]. Ze &slo po(z, ¥), 0 némz jsime predpokla-
~ dali pouze to, Ze je redlné, je dokonce nezaporné.

2. PoloZime-li v B* z = y, dostaneme opét vzhledem
k A*
o oz, y) = oy, 2) + oy, y) = ely, v)

j. .
o(x, y) = o(y, x) pro viechny prvky z, yz M
Protoze z a y jsou libovolné prvky, miuZeme je za-
ménit a dostaneme platnou nerovnost

ey, *) = olx, y)
Z obou poslednich nerovnosti uz plyne B.

3. Protoze podle predchazejicfho odstavece je splnéna
podminka B, miZeme v B* misto o(y, x) psat o(z, y)
a mame trojihelnikovou nerovnost ve tvaru

My vsak budeme pouiZivat ,,ndzornéjsi‘‘ definice 1,
ze které vice vynikd analogie metriky s eukleidov-
skou vzdalenosti.
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Definice 2. Mnozinu M, opatfenou metrikou (,,vzda-
lenosti‘‘) g, nazveme metrlckym prostorem. Tento
metricky prostor oznaé¢ime symbolem

{M, o}

Je-li mozno na mnoziné M definovat jinou metriku o,
tj. 1ze-li kazdym dvéma prvkim x, y z M piifadit ne-
zaporné éislo o(z, y), které ma opét vlastnosti A az C:

or,y) =0 =y
o(x, y) = oly, )
o(, 2) < o(a, 9) + o(y, 2)
je tim uréen opét metricky prostor
{M, o}

ktery je rizny od metrického prostoru {M, g}, pokud
jsou g a ¢ rizné metriky, tj. pokud alespoii pro jednu
dvojici prvki z, y z M je

o(x, ¥) # o(z, )

Proto jsme u oznadeni metrického prostoru explicitné
zdiraznili vedle vychozi mnoZiny M i metriku ¢
resp. o.

PFiklad 8. Zatim jsme se seznamili s témito metrickymi
prostory:

(30) {E., d}

(31) {E;, p} (viz piiklad 3)
(32) {Es, m} (viz priklad 4)
(33) {E;, 8} (viz poznamku 6)
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(34) {Es, d;} p > 1, p # 2 (viz piiklad 6)
(35) {E;, b} (viz pfiklad 7)
Zde viude je mnozina M stejna — je to rovina E,;

piesto se jedna o Sest rdznych metrickych prostori,
protoZe pouZité metriky jsou razné.

Pii srovndvani riznych metrik bude uZitedny tento
pojem:

Definice 3. Nechf jsou na mnoziné M definoviany dvé
metriky ¢ a o. Rekneme, %e tyto metriky jsou ekviva-
lentni, existuji-li dvé konstanty & > 0 a K > 0 tak,
Ze pro vdechny prvky =z, y z M je

(36) ko(x, y) = o(x, y) = Ke(, y)

Poznamka 9. Ze vzorce (36) oviem ihned plyne, %e také
1 1
(37) f a(x, ?/) = Q(x, y) = Tla(z’ y)

P#iklad 9. Metrlky d, p, m jsou ekvivalentni metriky
na mnoz#iné E,; plyne to ze vzorci (17), (18) a (19).
Naproti tomu metriky d a s ekvivalentni nejsou:
Kdyby totiz byly ekvivalentni, muselo by existovat
kladné &slo K tak, Ze

d(z, y) = Ks(x, y)
pro viechna z, y z E,;, a tedy by bylo
(38) d(z,y) < 2KR

pro viechna z, y z E,. Stadi vSak zvolit = = [0, 0],
y = [4KR, 0]. Pak je d(z,y) = 4KR > 2KR, coi je
spor 8 nerovnosti (38).
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Uvedeme nékolik pifkladi metrickych prostori:

PFiklad 10. Budiz M mnozina v8ech klubd prvni ligy
kopané v CSSR v roénfku 1971/72. Téchto klubi je
16 — oznadme je tedy a,, a,, . .., a,q a budiz b; (2 = 1, 2,

.., 16) podet bodd, které klub‘'a; ziskal v roénfku

Tabulka 1
1. Sp. Trnava 30 17 10 3 60:25 44
2. Sn. Bratislava 30 18 6 6 68:37 42
3. Dukla Praha 30 14 7 9 56:40 35
4. VSS Kosice 30 12 11 7 38:28 35
5. ZVL Zilina 30 12 "7 11 39:35 31
6. Sparta 30 13 5 12 50:82 31
7. Slavia 30 13 2 15 30:37 28
8. Lok. Kosice 30 11 6 13 33:44 28
9. SU Teplice 30 9 9 12 36:37 27
10. AC Nitra 30 10 7 13 31:41 27
11. Tatran Presov 30 10 7 13 31:42 27
12. Banik Ostrava 30 10 6 14 39:41 26
13. TZ Ttinec 30 9 8 13 41:46 26
14. Zbrojovka Brno 30 8 9 13 42:61 25
15. Inter Bratislava 30 8 8 14 35:42 24
16. J. Trenéin 30 9 6 158 31:52 24

1971/72 (viz tabulku 1). Definujme na této mnoZiné M
,»vzdalenost® ¢ dvou ,,prvka* (klubi) timto piedpisem:

(39) Q(d(, a,) = |b‘ —_ b,l -

Takto definovana ,,vzdilenost* spliiuje podminky B

a C (dokaZte!), nespliiuje vSak podminku A: ,,vzdale-

nost* ,,prvka‘‘ Sparta a ZVL Zilina je nulové, askoliv

se jedna o rizné prvky, &ili neplati implikace
e@y) =0=>z=y

V tomto pifpadé se tedy nejednd o metriku, a tedy ani
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o metricky prostor. — Metricky prostor viak tvofi
mno#ina N, jejimi% prvky jsou druZstva prvni ligy Zen
v nirodnf hazené, definujeme-li vzdalenost opét vzor-

Tabulkea 2
1. Poruba 17 15 2 0 183:80 32
2. Néchod 17 13 2 2 171:94 28
3. Spartak Praha 4 18 11 4 3 133:94 26
4. Dobruska 18 10 1 7 131:134 21
5. Zatec 18 9 2 7 146:126 20
6. Banik Most 17 7 1 9 89:96 15
7. Jihlava 18 5 3 10 116:144 13
8. Hostdlkovice 17 5 1 11 84 :131 11
9. RH Plzet 18 3 1 14 66:122 7
10. TJ VZKG 18 1 1 16 88:186 3

cem (39) na zdkladé tabulky 2. Zde totiz Zidna dvé
druistva nemaji stejny polet bodd, takie skutedné
plati

oz, y) =0=>x =y
a je tedy splnéna i podminka ‘A. Tim tedy mame uréen
metricky prostor {¥, o}.

Piiklad 11. Budiz » =1 a budi? M mnoZina vsech
(nekoneénych) posloupnosti {z;}>, komplexnich é&fsel «,,
které maji tuto vlastnost: fada

@ P
T ||
i=1

konverguje. Na této mnoZiné M definujme metriku
takto: je-li z = {x;}2, a ¥y = {¥:}2,, poloZime

(40) e@y) = (£ lr—v

n\l»
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Pak je {M, ¢} metricky prostor: Vyraz (40) mé smysl
(tj. je koneény), nebot plati Minkowského nerovnost

® n1/p ® Ny ( o »\1/p
0 (Elactal)5(E1(E160)
[je to analogie nerovnosti (26), oviem pro nekoneénou
fadu; lze ji z (26) snadno odvodit]. Polozime-li v (41)
ai=x; a B;=—y; bude 2 la; % ]:c.-lp < oo a také

Z]ﬂl _Zly.| < o0, neboﬁzlypa,ti'i do M, a tedy je

(a: Y) koneéné ¢islo. Doporudujeme &tend¥i, aby si do-

ka,za.l 7e takto definovanid metrika skutednd mé
vlastnosti A aZ C; trojihelnikovd nerovnost plyne
z (41), zvolime-li tam pro z = {x}2;, ¥ = ¥},
az={&}l sa=a—yafi=yi—z.

Odboteni paté. Zavedeme si pojem suprema a infima
mnoziny realnych &isel.

Budiz K libovolnd mnoZina redlnych &isel. Rekneme,
Ze &islo o je supremem mnoZiny K, a piseme

¢ =sup K
jestliZe &islo o ma tyto dvé vlastnosti:
(1) prokaidédislotz K je t <o

(2) ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &slo ¢, z K
(zavislé na &!) tak, Ze

te >0—¢
Nazveme-li hornt mezi mnofiny K kaidé &slo x,
pro které plati:
t <x prokaidéiz K
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je supremum mnozZiny K vlastné ,nejmensi horni mez
mnoziny K*.

Pojem suprema je zobecnénim pojmu maxima: Je-li
mnoZina K koneénd, K = {¢,,2,, ..., t;}, je

sup K = max {§;, 8, ..., ts}

Rozdil mezi supremem a maximem je oviem v tom, Ze
maximum mnoZiny K je vZdy prvkem mnoziny K, za-
timco supremum ¢ do mnoZiny K patiit nemusi.

Pfiklad. Zvolime-li za mnoZinu K otevieny interval
(0,1), je sup K =1 a nepatii do K; maximum mnoZi-
ny K neexistuje. Zvolime-li za K polootevieny interval
{0,1), bude sup K =1 prvkem mnoziny K a bude
Tovno maximu.

Neni-li mno#ina K shora omezend, klademe
sup K = 4+ 0

Je-li K nekonedna posloupnost: K= {t.}2,, uZivame
misto oznadeni sup K oznadeni sup ¢;.
i

Budi op&t K libovolné mnoZina redlnych &sel. Rek-
neme; Ze &islo 7 je infimem mnoZiny K, a piSeme

T =inf K
jestliZe ¢slo 7 mé tyto dvé vlastnosti:

(1*) pro ka?dé &fslotz Kjet =t

(2*) ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &islo 7', z K
(zdvislé na e!) tak, Ze

Te <T+£
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Nazveme-li dolni mezi mnoZiny K kaidé &fslo A, pro
které plati:
t =1 prokaidétz K

je infimum mnoZiny K vlastnd ,nejvétsi dolni mez
mnoZiny K. .

Pojem infima je opét zobecnénim pojmu minima.
Pro mnotziny, které nejsou zdola omezené, klademe

inffK =—o0

Jedna ze zikladnich vét teorie redlnych é&fsel zni
takto:

Je-li mnotina K redlnyjch &isel shora (resp. zdola)
omezend, existuje jeji supremum o (resp. jeji infimum v}
a je uréeno jednoznainé.

Konee patého odbodeni

P#iklad 12. BudiZ N mno#ina viech omezenych po-
sloupnosti {z;}2,: prvek z = {x;};2, pati{ do N, existu-
je-li &slo ¢ (které muzZe oviem zaviset na prvku z!) tak,
Ze

|#;] < ¢ pro vSechna pfirozena &isla ¢

Tato mnoZina je ,,bohatsi‘‘ neZz mnozina M z pifkladu 11,
nebof prvek {1,1,1, ...,1,1, 1, ...} patif do N (stad{
zvolit ¢ = 1), ale nepatii do M (dokazte!). Definujme
na mnoziné N metriku o takto: pro z = {z;}{2, a y =
={ykl,z N je

(42) oz, y) = sup [0 — w4l

Pak dostdvime metricky prostor {NV, o}:

A Rovnost ¢ = y znameni, e z; = y; pro ¢ = 1, 2,
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«e.. Ziejmé je o(x,y) = 0ao(x,y) = O0prozx = y.
Je-li naopak o(z,y) = 0, je téZ sup |x; —y;| = O,
i

a protofe |r; — y;| < sup |x; — y;| pro kazdé pfi-
rozené ¢islo j, je z; =‘y,- pro j =.1, 2, ... ¢d&ili
z =y.
B oy = S?P i — | = S?P |~y — )| =
= sup [y; — x| = oly, )

C Je Ixi - Z,l = |(x1 yﬂ) + (yt— Zm)l
S Ix‘l - ?ltl + ly. - zi'
= sup |z —yi| + sup v — 2| =

= a(z y) + oy, 2)
Podle definice suprema je pak také
< o(z, 2) = sup |&; — 2z;| < oz, y) + o(y, 2)
i

Cislo o(z, y) z (42) ma ptitom smysl, nebof & = {x}2,
ay = {y}2, patif do N, ¢éili x| =C, |y;| < D, a proto je

sup [o; — gl < sup {j&| + |} SO+ D <
P#iklad 13. Budi? @ mnoZina vSech nekoneénych

posloupnosti x = {%;}2,. Také zde lze zavést metriku:
stadf poloZit prox a y z Q

. °° 1 l2s — w3
43 x, —_——
( ) t( ?/) 2, 1 lxg y1,[

a {@, 1} je metricky prostor. Predevsim ma ¢&islo (43)
smysl, nebot je

II MB

1
T(z, y) 2— =1
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Ctend¥ si snadno sdm dokiZe, e v sphiuje podminky
A a B (u podminky A je tfeba vyuzit toho, Ze neko-
neénd fada nezdpornych séitanci mé soudet rovny nule
tehdy a jen tehdy, jsou-li nulové vsSechny séitance),
podminka C plyne z nerovnosti (29) podobné jako v
piikladu 7.

Pfiklad 14. BudiZz P mnoZina viech polynomi jedné
proménné ¢, definovanych na intervalu (0,1). Prvky
z P tedy maji tvar

z=2x() = a* + a,_,*1 4+ . + alt.-l- a,

kde n je pkirozené &fslo, a,, a,, ..., a, jsou komplexni
¢isla a proménna ¢ probihd interval (0,1). Definujme
na mnoziné P metriku n takto: pro = z(f) a y = y(t)
z P je

(44) n(x, y) = max [(t) — y(t)] *)

Na obrazcich 14 a 15 jsou znizornény dva specidlni
piipady: V prvém je z =z() =t a,y = y(t) = 1?

alz(t)—y@)| = t.;tz, takZe n(x,y) = x[%] —y (%)\ -

1 1 . 1
=5~ 7= druhém je :c—_:c(t)——2— ay=
=y(t)=—2t—|—2a,n(av:,y)=ma,x=—2i,‘—}-i=i

osts1 2 2

*) Symbolemoniax g(¢) nazyvéame nejvatsi ze vSech &isel tvaru

s1
g(t), kdyZ ¢ probihé interval (0,1). Je-li funkece g polynom,

existuje skutednd &islo ¢, z intervalu (0,1) takové, Ze max g(f) =
0sts1
1

= g(%,); napiiklad pro funkei g(t) = ¢t — t? jo to &islo ¢, = -
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Také zde dostavame metricky prostor {P, m}:

Rovnost z = y znamena, Ze z(t) = y(!) pro kazdé

t z intervalu (0,1). Ze vzorce (44) je tedy zfejmé,

ie m(z,y) =0 a Ze n(x, y) =0 pro z =y. Je-li na-

opak n(x,y) = plyne z nerovnosti |a:(3)—y(s)| <

< max [z(t) — (t)| e z(s) = y(s) pro ka%dé s z in-
osts1

tervalu (0,1), a tedy je z = y.

Symetrie metriky = je ziejma

Pro ka?dé ¢t z intervalu (0,1) je |z(t) — 2(t)] =

= |[2(6) — %] + [y(¢) — 2(t)]] = (=) — ()| +

+ Iy — =)} < max [z) — y(0)] +

+ max |y(t) —2(2)| = n(z, y) + =(y,2).Je proto také
osts1

ni(x, 2) = max |z(t) — 2(¢)| = (2, y) + 7y, 2)

0sts1



Poznali jsme tedy nékolik novych metrickych pro-
stord. Pfitom si pozorny &tenal jisté vsiml, Ze nékteré
metrické prostory, se kterymi jsme se seznamili d¥ive,
byly specidlnimi pfipady metrickych prostori zde uve-
denych.

Zvolime-li v piikladech 11, 12 a 13 specialni 'pod-
mnozZinu téch posloupnosti {z}2,, které maji vSechny
dleny potinaje tfetim rovné nule, tj. mnoZinu posloup-
nosti tvaru {z,, #,, 0, 0, 0, ..., 0, ...}, kde navic
&sla z, a x, jsou realnd, dostaneme z metrického pro-
storu {M, o} (pfiklad 11) metricky prostor, ktery lze
ztotoznit s metrickym prostorem {E,, d} (pfi volbé p =
= 2) resp. s metrickym prostorem {E,, p} (pf¥i volbd
p = 1) resp. s metrickym prostorem {E,, d,} (pro obecné
p > 1). Z metrického prostoru {VN, ¢} (pfiklad 12) do-
staneme touto cestou metricky prostor {E,, m} (dokaZte!)
a z metrického prostoru {@, t} (pfiklad 13) dostaneme

metricky prostor {E,, b} (se specidlni volbou ¢, = %,
Cy = i—] Je to diisledek tohoto obecného tvrzeni:

Véta 1. Budiz {M, ¢} metricky prostor a N podmnoZina
mnotiny M : N C M. Uvadujme melriku o(x, y) jen pro
proky © a y z mnofiny N. Pak je také {N, o} metricky
prostor.

Dukaz je jednoduchy: Metriku o(z,y), definovanou
pivodnd pro z, y z M, uvaZujeme tentokrat jen pro
z a y z ,,men$i mnoZiny N. I pak budou splnény
podminky A aZ C, oviem vSude pro z, y a z z N; to mé
smysl, nebot pak x, y a z patii také do M a tam vlastno-
sti A a¥ C splnény jsou.
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P#iklad 15. Pro mnoziny M, N, Q z ptikladd 11, 12, 13
plati
McCNCQ
Vzhledem k vété 1 lze tedy utvofit metrické prostory
{N, v} a {M, 7} (pomoci metrického prostoru {@, 7})

a metricky prostor
{M, o} (pomoci metrického prostoru {N, o})

Podobné jako v pfipadé roviny E, dostavime tak rizné
metrické prostory

{M:Q}’ {M’U} a {M:T}
resp.
{N,e} a {N,7}

jejichz zakladem je vidy taZ mnoZina M resp. N.

Vidéli jsme, Ze metriku lze zwGZit z mnoZiny M na
,,mensi“ mnozinu N C M. Obriceny postup oviem
nemusi vést k cfli — rozdifovdni metriky z mnoziny M
na §ir8{ mnoZinu nemusi mft vidy smysl.

P#iklad 16. V piikladu 12 jsme ukazali, ¢ metrika o
z piikladu 11 nemusi mit smysl pro prvky z mnoZiny N,
ktera je ,,8ir8i* nez ptvodni mnoZina M z pifkladu 11:
Prvky z ={0,0,0,...}ay ={1,1,1, ...} patii do N,
ale &fslo o(x, ¥) nema smysl nebof prislusna, i'a,da v (40)
nekonverguje.

PFiklad 17. Kdybychom misto mnozZiny P z pfikladu 14
uvaZovali mnozinu F v8ech funkef, definovanych na
intervalu (0,1), nelze utvofit metricky prostor {F, =}
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s metrikou = podle (44). Stadi totiz zvolit dvé funkce
z mnoZiny F:

xz = z(t) = 0 pro vSechna ¢ z intervalu (0,1)
- ro t >0
y=yy={% P
1 pro t=0
(viz obr. 16); zde rozdil |x(t) — y(t)| roste do nekoneéna,

|
|
\
\
\\
1 \<
\\
%.._;___\_ﬁq
X .
0 R
Obr. 16

kdyz se ¢ blizi k nule, takie vyraz |z(!) — y(f)| nema
pro t z intervalu (0,1) Z4dné maximum.

Poznali jsrhe tedy fadu mnoZin, na nich% jsme zavedli

riznym zpusobem metriku. Vznikd nyni pfirozena
otdzka, zda pro libovolnou mnozinu M lze definovat
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metriku g, kterd by méla vlastnosti A aZz C. Odpovéd je
kladni:

Véta 2. Budiz M mnofina. Pak existuje metrika o tak,
2e{M, o} je metricky prostor.

Dikaz provedeme tim, %e vhodnou metriku prostd
sestrojime. Definujme o takto:

0 prox=y; x,yz M

{45) e(:t:,y)={1 pro x #y; z, yz M

‘Takto definovany vyraz ¢ mé skuteéné vlastnosti A az C:

A plyne piimo z definice &isla g: o(z, ¥) = 0 tehdy
a jen tehdy, je-liz =y

B symetrie je téZ zfejma piimo z definice &fsla p(x, y)

C  jeli x =z je o(x,2) =0, a je tedy vidy 0 <
= e(z, 9) + e(y, 2)
je-li z # 2, je p(, 2) = 1; jsou nyni tyto moZnosti:
(a)y #x a soudasné y #*z; pak je oz, y) =

= o(y, z) = 1 a trojihelnfkova nerovnost plati,
nebof ma tvar 1 <14+ 1 =2

(b)je bud y #x a y =2, nebo y =z a y # z;
pak je jedno z é&isel g(z, y), o(y, z) rovno nule
a druhé je rovno jedné a trojihelnikovi ne-
rovnost opét plati, nebot ma tvar1 <0 4 1 =
=1lresp. 1 =1+0=1

Vétu 2 bychom mohli vyslovit téZ takto: Kafdou
‘mnofinu lze metrizovat (tj. 1ze na ni definovat metriku).
My si viak termin metrizovatelnost vyhradime pro po-
nékud jiny pojem (viz str. 112).
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Metrika (45) z véty 1 je oviem velmi ,,chuda‘“ — pro
vzdélenost dvou prvka méme jen dvé moznosti: 0 a 1.
Metriku (45) lze pochopitelnd zavést i v rovind E,
a srovnani s eukleidovskou metrikou d ukazuje, o0& se
ochuzujeme. Metrika ¢ z (45) je také nejjednodussf
moznou metrikou a mé pfedeviim teoreticky vyznam —
v dal§im uvidime, Ze pfi jejim pouZitf nedavaji pojmy,
které zavedeme, nic zajimavého; prostor opatieny
touto metrikou je velmi ,fidni“. Véta 2 ovSem
opraviuje existenci této metriky a davd ji smysl.

V kazdé mnozinég existuje tedy alespon jedna metrika

— trivialni metrika ¢ z (45). Zbyva jedté odpovédét na
tuto otazku:

Kolik metrik existuje na dané mnoziné M ?

Odpovéd zni: Obsahuje-li mnoina M alespots dva rizné
proky, je metrik nekoneéné mnoho. Plyne to z tohoto
tvrzeni:

Véta 3. Je-li o metrika na mnoZiné M, je té£ virazem

: _ __o=y)
definovdna metrika.

Dikaz pfenechivime &tenafi. To, Ze g, ma vlastnosti
A a B, je ziejmé ihned ze vzorce (46); trojihelnfkova
nerovnost C se dokdZe pomoci nerovnosti (29).

o
14+«
riznad od metriky o(z, y), existuji-li v mnoziné M dva

ProtoZe pro « > 0 je o # , je metrika p,(, y)
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rizné body. Pro z # y je totiZ podle A o(z,y) >0
a tedy 0 < g,(z, ¥) # o(z, y). Dokonce plati

01(®, y) = olz, y)

piiéem% rovnost plati jen tehdy, je-li o(z, y) = 0 [do-
kaZte to na zakladé vzorce (46)!]. Nyni lze utvotit dalsi
metriku g, na M predpisem

01(, y)
1 + Ql(x’ ?/)

ktera je opét rizna od metriky g,, a tak miZeme pokra-
dovat » utvafeni rtznych metrik podle rekurentniho
vzorce

On1(T, ¥) =

a(x, ¥) =

2n(Z, 9)
— = 11 29 3:
1 + oa(x, y)

Dostévame tak nekonednou posloupnost rdznych me-
trik na téZe mnoZind M, pro né% plati

(T Y) Seal, y) = ... S, y) Selx,y)
a tedy i posloupnost riiznych metrickych prostortd

{M, e}, {M, 01} {M, 05}, ..., {M, On}s -

Uloha 3. Vyetiete, zda pro z = [z,] a ¥y = [3,] 2z E,
je vyrazem

| i _ Y1 |
T+70+a 1+V0+4) !

definovdna metrika na E, .

oz, y) =
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Uloha 4. Necht je o metrika na mnozind M. Rozhod-
néte, zda vyrazy o, * a w, definované vzorci

a(z, ?/) = [o(=, y)]2

T(, ?/) = mlil{g_(z’ ?/)» 1}

w(z, y) = Je(, y)
jsou také metrikami na M, tj. zda vyhovuji podminkdm
A, B a C. Podobné rozhodnéte, zda jsou metrikami na M
vyrazy )

. e(x, ¥) = o1(x, ¥) + oo, y)
(2, y) = Vlou(=, ) + lesl, 9)I°
Mz, y) = max [0,(%, ¥), es(%, y)]
vite-li, Ze g, a g, jsou dvé metriky na mnoziné M.
Vratme se k eukleidovské roviné E,. Vidéli jsme uZ

v kapitole 1, Ze tfeba mezi eukleidovskou metrikou d
a metrikou b z vzorce (28) byl podstatny rozdil spodi-
vajici v tom, Ze &islo b(z, y) neptevysilo pfi Zddné volbd
prvku z a y jisté pfedem dané kladné éfslo, zatim co

tislo d(z, y) mohlo byt pfi vhodné volbé prvkia z a y
libovolné velké. To nas vede k zavedeni nového pojmu:

Definice 4. Budiz {M, o} metricky prostor. Existuje-li
kladné &islo K tak, Ze

(47) o(xz,y) = K pro viechna x,yz M

fekneme, Ze metricky prostor {M,p} je omezeny.
Neexistuje-li takové &islo K [tj. miZe-li o(z, y) nabyvat
libovolné velkych hodnot], fekneme, Ze metricky pro-
stor {M, o} je neomezeny.

Pfiklad 18. Metrické prostory {E,, d}, {E;, p}, {E;, m},
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{E., d,} jsou neomezené, metrické prostory {E,, s} a {E;, b}
jsou omezené (uréete odpovidajici ¢fslo K!). Metricky
prostor {Q, v} z pfikladu 13 je omezeny.

Piiklad 19. Metricky prostor {P, n} z ptikladu 14 je
neomezeny: Je-li totiz K libovolné kladné &islo, staci
v P zvolit prvky z = z(t) = 0 a y = y(t) = 2Kt (0 <
<t £ 1) a bude

n(z, y) =01221§ |2Kt| = 2K > K

Uloha 5. Dokaite (nalezenim vhodnych prvki z, y),
Ze metrické prostory {M, o} z pfikladu 11 a {N, ¢} z p¥i-
kladu 12 jsou neomezené.

Necht se mnoZina M sklada jen z koneéného poétu
prvka z,, #,, ..., z,. Pak je konefna také mnoZina
vzdalenost{ jednotlivych prvké mnoziny M mezi se-
bou: je tvofena &isly

olw, @), ¢,k =1,2,...,n

Mezi koneénym podétem téchto konetnych ¢isel najdeme
nejveétsi, a to pa,k zvolime za konstantu K z (47). Tim
jsme dokazali, Ze md-li mnoZina M 7en koneény pocet
proki, je memcky prostor {M, p} omezeny.

PFiklad 20. Metricky prostor {¥, ¢} z pfikladu 10 je
tedy omezeny.

Viimnéte si, %e v predchazejici tvaze nezéleiel‘c-‘)
viltbec na tom, jaka byla uvaZovana metrika g. Piiklad
18 oviem ukazuje, Ze u mnoZiny M, kterd ma neko-
neéné mnoho prvki, hraje uz charakter metriky podstat-
néjsi roli. Pro kaZdou mnoZinu M lze sestrojit takovou

62



metriku, aby vznikly metricky prostor byl omezeny.
Ukazuji to tyto dva piiklady:

P#fklad 21. Metricky prostor {M, g}, kde M je libovolna
mnozina a ¢ je trividlni metrika dand vzorcem (45),
je omezeny; stadf zvolit K = 1.

P¥iklad 22. Budiz {M, g} neomezeny metricky pro-
stor a- budiZ g, metrika na M, urdena vzorcem (46).
Pak je {M,o,} omezeny metricky prostor. Plyne to
z véty 3 a opét lze zvolit K = 1.

Metrika je zobecnénim vzdalenosti dvou bodu. V Zi-
voté viak dovedeme méfit také vzdalenost bodu
od mnozZiny a vzdédlenost dvou mnoZin, a metrika nam
umozni zavést tyto pojmy i v obecném metrickém pro-
storu.

Definice 5. BudiZ {M, o} metricky prostor a budiz S
podmnoZina mnoZiny M. Vzddlenosti proku x z M od
mmnofiny S (v {M, g}) nazyvime é&fslo o(x, S), urdené
takto:
o(x, S) = inf e(z, y) *)
VES

Budte S8 a 7 dvé podmnoZiny mnoZiny M. Vzddle-
nosti mnotin S a T (v {M, ¢}) nazyvame ¢&islo o(T, S)

uréené takto:
o(T, S) = inf g(x, S) **)
: zeT

*) Posledni vyraz je tfeba chdpat jako infimum mnozZiny K,
tvotené viemi moznymi &isly tvaru o(z, y), kdy y leif v 8
(viz téZ odboteni pété, str. 39).

*#) Posledni symbol je t¥ebachédpat jakoinfimum mnoZiny K*,
tvofené viemi moznymi &isly tvaru g(z, S) pro z z T.
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Poznidmka 10. Vzdilenost o(7, S) mnoZin T a S by-
chom mohli definovat téZ takto:

o(T, 8) = inf o(z,y)
ze€T,vES

tj. jako infimum mnoZiny K**, tvofené viemi &isly
tvaru g(z, y), kde « probiha mnozZinu 7' a y mnoZinu 8.

— Lze také definovat vzddlenost mnofiny S od prvku
zz M (v {M,p)}) vzorcem

e (S, x) = lnf@ (y: x)
ves
Vzhledem k vlastnosti B metriky o je zFejmé
e (S, z) = e (Z, S)

Uloha 6. Ukaite, Ze o(z,S) =0, ofT,S) = >0 a Ze
o(T,8) =0o(S,T). Jsou-li 8§, T a P ti podmnozmy
mnoziny M, plati ,,trojihelnikova nerovnost‘

oS, T) < oS, z) + olz, T)

pro kazdy bod x z mnoZiny P (a dokonce pro kazdy bod
x z M); neplati véak ,,trojihelnikova nerovnost tvaru

o(8, T) < o(S, P) + o(P, T)

(Ndvod: Stadi zvolit mnoZiny S a T tak, aby mély
kladnou vzdalenost, a za mnoZinu P zvolit mnoZinu,
ktera ma spoledné body jak s mnoZinou S, tak s mnozi-
nou 7. Dile pak uZijeme nasledujiciho piikladu 25.)

P#iklad 23. Patii-li prvek x do mnoZiny 8, je o(z, S) =
= 0. Staéf totiZ zvolit za y prvek x — pak je o(z, y) =
= o(z, ) = 0, a pro ostatni prvky y z M, které jsou
razné od prvku z, je podle vlastnosti A o(x, ) > 0.
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Ptiklad 24. UvaZujme metricky prostor {M, o}, kde
M je libovolna mnoZina a ¢ je metrika dand vzorcem
(45). Tam je pro z # y o(z, ¥) = 1. Je-li nyni S podmno-
Zina mnoziny M a je-li z prvek mnoziny M, ktery nele
v 8, je o(x,y) = 1 pro vdechny prvky y z S, a je tedy
také o(z, 8) = 1. Le#i-li prvek x v mnoZiné S ]e podle
predchdzejiciho pifkladu g(z, S) = 0.

Pfiklad 25. Necht jsou S a 7' dvé podmnoziny mnoZiny
M, které maji spoleény bod z,. Pak je jejich vzddlenost
nulova: o(S, T') = 0. ProtoZe z, leZf v 8, je totiZ podle
ptikladu 23 g(z,, §) = 0; pro ostatnf body = z T je
o(xz, 8) = 0, a tedy je inf g(x, 8) = 0.

ceT

Poznimka 11. Tvrzeni z piikladd 23 a 25 lze zapsat
takto:

(a) xleziv 8 = o(x,8) =0
(b) S a T maji spoleény bod = o(S,7T) =0

Tyto implikace nelze obratit — ukéZeme to na piikla-
dech v nésledujici kapitole: k implikaci (a) viz pi'iklad
29, k implikaci (b) viz pfiklad 34.

66



3. kapitola

OTEVRENE MNOZINY

Metrika je zobecnénim pojmu eukleidovské vzdalenosti
v E, nebo v E,, je pienesenim tohoto pojmu na obecné
mnoziny. MiZeme proto naopak v téchto obecnych
mnoZinach zavést pojmy, které zname ditvérnd z roviny
&i z prostoru.

Budiz ¢ = [a,, a,, a,] resp. a = [a,, a,] bod v E,
resp. v E; a budiz » kladné ¢slo. Koule (v Ea) resp. kruh
(v E,) se stfedem v bodé a a o poloméru r je mnoZina
téch bodl z z E, resp. z E,, které maji od bodu a vzda-
lenost (eukleidovskou!) mensf nez r: jsou to ty body =z,
pro néz plati -

d(z,a) <r
Ty body x, pro které plati
d(z,a) =r

tvoii kulovou plochu (sféru) v Eg resp. krufnici v E,.

Pfi definici koule a sféry je tedy dileZity pojem
vzdélenosti. Pouzitim metriky muZeme analogické
pojmy zavést v metrickém prostoru.

Definice 6. Budiz {M, ¢} metricky prostor, a prvek
mnoziny M a r kladné &islo. MnoZinu téch prvka = z M,
které vyhovuji nerovnosti

(48) oz, a) <r

56



oznadime K(a, r) a nazveme ofevfenou kouli (v metric-
kém prostoru {M, p}) o stiedu a a o poloméru r. — Mno-
Zinu téch prvkid z z M, pro které plati

(49) ol@,a) =1

oznatime S(a, r) a nazveme sférou (v metrickém pro-
storu {M, g}) o stiedu a a o poloméru r. — MnoZinu
téch prvka x z M, pro které plati

(60) - ' olx,a) =r

oznadime K(a, r) a nazveme uzavienou kouli (v metric-
kém prostoru {M, p}) o stfedu a a o poloméru r.

P#iklad 26. V metrickém prostoru {E,;,d} je K(a,r)
kruh (pfesnéji vnitiek kruhu) o stfedu a a o poloméru

YA Ka,r)

a

Obr. 17

r, S(a,r) je kruZnice, ktera tento kruh ohraniduje,
a K(a, r) je kruh véetné kruzZnice (viz obr. 17).

P#fklad 27. Budiz M mnoZina téch bodi z = [z, 2,]
z roviny E,, jejichi soufadnice z,, x, jsou celd ¢&isla.
Pak je M CE, a podle véty 1 je {M, d} opét metricky
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prostor. Zvolme za bod a bod [2,1]. Mno%ina K(a, 3)
se skldd4 z 25 bodi, zndzornénych na obr. 18 krouzkem,
mnoZina S(a, 3) pak ze &tyf bodd zndzornénych kiiz-

d"{‘foﬂmu
\

|

Obr. 18

kem. Mnozina K(a, 1) se skldidd z jediného bodu a,
mnoZina S(a, 1) pak ze &ty¥ bodid [1,1], [2,2], [3,1]

a [2,0] (viz obr. 19). MnoZina K [a, %] obsahuje opét

3
Z N
2 \
ol N 13 14
- "]
Obr. 19 Obr. 20
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jen bod a, mnoZina S [a, %] pak neobsahuje Zdidny
bod, stejné jako mnoZina S[a, %] (viz obr. 20).

Pfiklad 28. UvaZujme metricky prostor {M, d} z pted-
chizejiciho piikladu. Pro dva rézné body y, z z M je
zfejmé d(y, z) = 1. Uvazujme mnoZinu S C M a vzdé~
lenost d(z, §) bodu # z M od podmnoziny § (viz definici
5). Pak jsou dvé mozZnosti: («) bud je x z S, a pak je
podle pfikladu 23 d(z, S) = 0, (8) nebo prvek z nepatii
do 8, a pak je d(z, y) = 1 pro kazdé y € S, a tedy také
d(z, S) = 1. Situace je tedy podobna jako v piikladu 24.
Pitiklad 29. UvaZujme v {E;, d} otevienou kouli K(a, r),
kde zvolime a = [0,0,0], a oznaéme tuto otevienou kouli
pismenem S. Pak bod x = [r, 0, 0] (r > O!) neleZi v 8S;
piesto viak je
d(z,S) =0

Dokazeme to: Je d(z, y) = O pro viechna y z S, a tedy
je také d(z, S) = 0. Kdyby bylo d(x, §) = « > 0, mu-
selo by byt d(x, y¥) = a pro véechna y z S. Bez Gjmy na
obecnosti miZeme piedpoklddat, Ze je a <r. Zkou-

mejme nyni bod y = [ r—%a, 0, 0]; tento bod leZf

v S, nebot d(y, a) =r—%a < r. Pritom v8ak je

2
d(z,y) = V[T —[r — —;—a]] - %a, tj. nali jsme bod y

v 8§, ktery je od bodu z vzdilen o méné nez «. To je spor
s tim, %e d(z,y) = x > 0 pro viechna y z S, a tedy
musi byt « = 0, tj. d(z, §) = 0. — Tento piiklad tedy
ukazuje, Ze implikaci (a) v poznimce 11 nelze obritit.
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Poznidmka 12. V dal$im budeme obvykle misto termi-
nu ,oteviend koule“ uZivat prosté terminu ,koule®,

zatim co u uzaviené koule K(a,r) uzavienost vidy
zdiraznime. — Upozornéme té%Z, Ze mnoZina K(a, r) se
Sasto nazyva okolim (nebo ptesnéji r-okolim) bodu a
(v metrickém prostoru {M, g}).

Priklad 30. Budiz M mnozina téch bodd z = [z,, z,]
z E,, pro jejichZ druhou soufadnici plati z, = 0 (mnoZina
M je tedy horni polorovina véetng osy x,). Podle véty 1
je {M,d} opét metricky prostor; geometricky tvar
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koule K (@, r) v {M, d} zavisi na poloze bodu a (viz obr.
21): jeli a =[a,,a,] a a, =7, tvoi kouli Kfa,r)
cely vmtrek kruhu; je-li 0 <a, < r, tvoii kouli K(a, r)
jen &ast vnitiku tohoto kruhu a do K (@, r) patii i body
na tétivé; je-li koneéndé a, = 0, tvofi kouli K(a,r)
vnitfek pilkruhu (opét véetné priméru).

Ptiklad 31. Budiz M libovolnid mnofina a ¢ metrika
z véty 2, dand vzorcem (45). Pak se koule K(a, r) skladd

(a) jen z bodu a, je-lir <1
() ze vdech bodi mnoZiny M, je-lir > 1

Sféra S(a,r) neobsahuje Zddny bod, je-li r <1 nebo
r > 1;je-lir = 1, pat¥i do S(a, 7) [tj. do S(a, 1)] vSechny
body mnoZiny M wvyjma bod a samotny.

Protoze se cely Zivot pohybujeme v prostoru E,
a jsme zvykli na eukleidovskou vzdalenost d(z, ), Zije-
me v piedstavé, Ze koule musi byt vidy ,kulatd®.
Tuto pfedstavu trochu narudily piedchazejici piiklady.
27, 30 a 31. Ale i v roviné, v niZ vzdilenost métime po-
mérné piirozenou ,,posﬁa,ckou“ metrikou p(z, y), ztraci

koule svij ,,kulaty‘ charakter:

Ptiklad 32. Uvazujme v {E,, p} bod a = [0, 0]. Koule
K(a, r) je pak tvofena viemi témi body x = [z,, ,], pro
né% je

|2,| 4+ |2 <7

Snadny rozbor této nerovnosti ukazuje, Ze ji vyhovuji ty
body [z,, z,), které lei v oboru ohranideném piimkami
Tyt 2y =1, — T, =1, —71, -l—xz—ra,—:cl—a: =
= r (viz obr. 22). V {E,, p} je tedy koule K(a, r) &verec
(pi‘esnejl vnit¥ek &tverce) o strand r V2 ktery ma stfed
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v bod$ a a jehoZ whlopiitky jsou rovnobé&iné se soufad-
nymi osami. Sféra S(z,r) je pak tvofena obvodem
tohoto &tverce.

Obr. 22

Pfiklad 33. Podobné jako v {E,, p} méa také koule
v metrickém prostoru {E,, m} ,,hranaty‘‘ tvar: Zvolime-li
bod @ jako v piikladu 32, bude koule K(a, r) tvofena
témi body = = [z,, x,], pro néz je

max (|z,], [z.]) <7

této nerovnosti vyhovuji viechny ty body [z,, x,], které
lezi v oboru ohranideném pimkami 2, =r, z, = —r,
Zy = r a ¥, = —r (viz obr. 23). V {E,, m} je tedy koule
K(a, r) opét &tverec o strané 2r, ktery mé stfed v bodsé a
a jehoZ strany jsou rovnobéZné se soufadnymi osami.
Sféra S(a, r) je pak tvofena obvodem tohoto &tverce.
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Pfiklad 34. UvaZujme v metrickém prostoru {E,, m}
z pifkladu 33 dvé oteviené koule: § = K(a, 1), T =
= K(b, 1), kde a = [0,1] a b = [0, —1] (viz obr. 24).

Obr. 23 Obr. 24

Tyto mnoziny nemaji Zddny spoleény bod, pfitom viak je
jejich vzdélenost nulova:

m(8,T) =0

Oznad{me-li toti% P tsedku AB z obr. 24, lze ukdzat, Ze
plati

m(z,8) =0, m(x,T)=0 oprokazdy bod xz P
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dtkaz se vede sporem podobné jako v pifkladu 29.
Podle ,,trojihelnikové nerovnosti‘‘ z tGlohy 6 je

0=m(S,T) =m(S,z) + mx, T)=0+0=0

dili je m(S, T') = 0. — Tento piiklad tedy ukazuje, Ze
implikaci (b) v poznamece 11 nelze obratit.

Uloha 7. Rozmyslete si, jak budou vypadat koule v me-
trickych prostorech {E;, p} a {E;, m}. (Budou to jisté
krychle.)

Geometricky tvar koule K(a, r) v roviné E, tedy mize
byt pfi raznych metrikdch dosti odlisny. Dokonce lze
naopak k danému geometrickému dtvaru v roving (ktery
oviem musi spliiovat jisté podminky) najit metriku o
tak, aby ve vysledném metrickém prostoru {E,, o}
znazornoval tento dtvar kouli (o poloméru 1).

BudiZ tedy v roviné didn néjaky rovinny utvar %,
ktery ma tyto vlastnosti:

(1) obsahuje podatek [0, 0]

(2) je konvexni (tj. jsou-li x a y dva body z %, leZi tsedka,
ktera tyto body spojuje, celd v #)

(3) je symetricky vzhledem k poditku (tj. lezi-li v # bod
[%1, x,), lezi v # i bod [—x,, —x,])

(4) je otevieny (tj. je-li x bod z %, existuje &slo e > 0

- tak, Ze ,koule” K(z, ¢) — pfi pouziti eukleidovské
metriky, tj. koule v metrickém prostoru {E,, d} —
lezi také v #; &islo ¢ pfitom muZe zaviset na bodu z)

ProtoZe obor % je konvexni, protne ka?da p¥imka, vy-
chazejici z poditku, hranici oboru # privé v jednom
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bodé. Je-li nyni z libovolny bod z E,, oznaéme z* pri-
se¢ik polopfimky, urtené bodem x a potitkem 0, s hra-

Obr. 25

nicf oboru # (viz obr. 25). Bod z* je bodem z urden
jednoznaéné. Definujme nyni metriku o takto:

(51) - o, y) = %

kdez =2 —y = [, — ¥;, 3 — 2] & 2* je bod na hra-
nici oboru #, odpovidajicf bodu z (viz obr. 26).
Nebudeme zde dokazovat, Ze vzorcem (51) je skutedné
definovdna metrika, tj. Ze o(z, y) mé vlastnosti A az C
z definice 1. Poznamenejme jen, Ze vlastnost (3) — tj.
symetrie oboru % podle poditku — je podstatnd pro
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symetrii metriky g, tj. pro vlastnost B, a Ze vlastnost
(2) — tj. konvexita (vypuklost) utvaru # — se vyuZiva

X

Obr. 26

pro dikaz trojihelnikové nerovnosti, tj. pro vlastnost C.
Pomoci metriky o z (51) dostavame tedy metricky pro-
stor {E,, ¢} a plati toto tvrzeni:

Koule K(0,1) v metrickém prostoru {Ez, o} je totoind
8 rovinnym tvarem ¥.

Dikaz: (a) Je-li z bod z #, leii odpovid&]ici bod z*
na polopiimce 0z za bodem z; je tedy d(z, 0) < d(x* 0)
&ili

oz, 0) <1

To znamena, Ze vSechny body z # leZi souasné v kouli
K(0,1) &ili e ZC K(0, 1).
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(b) Nelezi-li bod x v oboru #, jsou dvé moZnosti:
(b-1) lezi na hranici oboru # — pak je z* =z &ili
d(z, 0) = d(z*, 0) ¢ili g(z, 0) = 1; (b-2) bod z* lezi na
polopiimce 0x pred bodem x &ili je d(xz*, 0) < d(z, 0) éili
o(x, 0) > 1. V piipadé (b) je tedy

o(z,0) =1

&ili takovy bod x neleft v kouli K(0, 1).

Doporutujeme étenafi, aby si pfedchozi ivahy ilustro-
val na obrazku. P¥ipadu (a) odpovida bod y z obr. 25,
piipadu (b-1) bod z a pfipadu (b-2) bod 2. — Soudasné si
étenaf pfi téchto uvahach viiml, Ze hranice oboru # je
totozna se sférou S(0, 1). VSude jsme se oviem spoléhali
na to, Ze z geometrického nazoru vime, co je min&no
hranici oboru . V dal${m budeme tentc pojem preci-
zovat (viz kap. 4).

Poznidmka 13. Dovedeme tedy k jistému rovinnému
utvaru % sestrojit metriku g tak, %e tvar oboru # pted-
uréuje tvar koule K (0, 1) v metrickém prostoru {E,, o}.
Ctenat jisté snadno upravi podminky (1)—(4),- které
obor % musel sphiovat, i pro pifpad trojrozmérného
utvaru %. Je ovSem tfeba zdiraznit, Ze pfeneseni téchto
uvah z roviny E, & z prostoru E; na obecné mnoZiny M
nent vidy mozné. Aby bylo mozZno k néjaké podmnoziné
4 v mnoZind M sestrojit takovou metriku g, Ze by mno-
Zina % byla totoZna s jistou koulf v metrickém prostoru
{M, o}, musi mit mnoZina M uZ pfedem jistou strukturu:
musi byt definovan soudet dvou prvki z M a a-nasobek
prvku z M. aby bylo moZno vibec hovofit o ,,isedce‘
v % [viz vlastnost (2)] nebo o ,,symetrickych prveich®
[viz vlastnost (3)]. S podobnou situaci jsme se setkali
uZ na str. 16 pfi ivaze o vlastnostech D a E metriky d.
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Nynf uZi miZeme zavést dulezity pojem oteviené
mnoziny:

Definice 7. BudiZ {M, g} metricky prostor. Rekneme,
Ze mnozina SC M je otevfend (v metrickém prostoru
{M, g}), jestlize ke kazdému prvku x z S existuje kladné
éislo r = r(x)*) tak, Ze koule K(z, r) le#i celd v S.

Pozndmka 14. Kdybychom uzili terminologie, o niZ se
zmillujeme v poznamce 12, mohli bychom ffeci, Ze mnoZi-
na SC M je oteviend (v metrickém prostoru {M, g}),
jestliZe s kazdym bodem x z S leZ{ v 8 i jisté okolf tohoto
bodu.

P#iklad 35. Mnozina M, kterd tvofi zadklad metrického
prostoru {M, g}, je otevienou mnoZinou (v {M, g}).
Kazda koule K(x, r) v {M, g} je totiZ uZ podle definice 6
tvofena vyhradné body mnozZiny M a leZi tedy automa-
ticky celd v mnoiiné M.— Také prdzdnd mnozZina (tj.
mnozina, neobsahujici Zddné prvky — oznaéme ji v dal-
8fm @) je otevienou mnoZinou v {M, o}: Pak je totiz
také kazda ,koule* se ,,stfedem* v @ prazdnou mno-
Zinou a leZf tedy celd v prazdné mnoziné @. Dokézali
jsme tedy tuto vétu:

Véta 4. Mnofina M o prdzdnd mnofina 0 jsou ofeviené
mmnoZiny v metrickém prostoru {M, o}.

P¥iklad 36. UvaZzujme v roviné E; tfi mnoZiny (viz obr.
27): Mno#¥inu 8, tvo¥i pilkruh bez oblouku AB i bez
tisedky AB, mno#inu S, pulkruh bez oblouku AB, ale

*) Timto zdpisem zdurazhujeme skutednost, Ze &islo r muze
zdviset na prvku z.
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véetnd tsedky AB, a mnotinu §; tvoti pilkruh véetnd

oblouku AB i dsedky AB. — MnoZina 8, je oteviena
v metrickych prostorech {E,, d}, {E,, p}, {Es, m}, nebof
pro kaidy bod z z 8, lze v pfisludnych prostorech se-
strojit koule se stfedem v z tak, aby cela koule leZela
opét v 8, (tyto koule jsou zndzornény na obr. 27a — srv.

koule v {E;,d}

Obr. 27a Obr. 27b

té% s piiklady 32 a 33). MnoZina S, naproti tomu nent
oteviend v Zadném z téchto metrickych prostori, a stej-
né je tomu s mnoZinou S;: zvolime-li totiz bod « na

tisetce AB (a tedy v S, i v 8,), bude &ist koule v kazdém

z téchto prostord leZet mimo mnoZiny S, a S, (na obr.
27b je to nezasrafovand dast piisluinych kouli).

Uloha 8. Ukazte, %e koule K(a, r) v metrickém prostoru
{M, g} je oteviend mnoZina v tomto prostoru.

Pfiklad 37. UvaZujme mnoZinu 8, z pfikladu 36 a me-
tricky prostor {S,,p}). Podle véty 4 je mnoZina S,

69



oteviend v metrickém prostoru {S,, p}, podle pfikladu
36 vsak nent oteviena v metrickém prostoru {E,, p}.

Ptiklad 38. UvaZujme v roviné E, mnoZinu 8, tvofenou
jedingm bodem a. Tato mnoZina neni oteviend v Zadném
z metrickych prostori z piikladu 36: Kaida koule
K(a, r) v nékterém z téchto metrickych prostori totiz
podle pfiklada 26, 32 a 33 obsahuje vedle bodu a jesté
fadu dalsich bodi roviny a nemizZe proto leZet cela v S
(coz by v tomto pfpadé znamenalo: byt totoZna s bo-
dem a).

Podobné situace jako v p¥kladu 37 nastane v nasle-
dujicim pifkladu: \

P#iklad 39. Uvaiujme obor S v roviné E,, zndzornény
na obr, 28. Usetka AB necht pfitom pat#i do mnoziny S,

Obr. 28

zbytek kfivky, ohranidujici obor S, necht do S nepatii.
Pak je mnoiina § oteviena v metrickém prostoru
{M,d} z ptikladu 30, ale neni oteviena v metrickém
prostoru {E,, d}. Divod je patrny z obrazku: u prostoru
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{Es, d} ,,vadi’“ — podobné jako u mnoziny S, z piikladu
36 — opét body na iiseéce AB, nebof pro takové body x
kazda koule K(x, r) v {E,, d} obsahuje body, které v S
nelezi; naproti tomu koule K(x, r) v metrickém prosto-
ru {M, d} zastava i pro tyto body z v mnoZiné § — viz
piiklad 30.

Z piikladd 37 a 39 plyne, Ze tdZ mnoZina S muZe byt
v jednom metrickém prostoru {M,, o,} oteviend, zatim
co v druhém metrickém prostoru {M,, g,} oteviena byt
nemusi (musi byt ovéem SC M, i SC M,). Proto jsme
v definici 7 dusledné ¥kali, e mnoZina je ,,oteviend
(v {M, g})*“. V dalsim budeme dodatek ,,v {M, g} vyne-
chavat, bude-li ze souvislosti jasné, o jaky metricky
prostor se jedna.

V piikladech 37 a 39 byly metriky g, a g, vidy stejné
(byla to metrika p v piikladu 37 a metrika d v piikladu
39) a vlastnost mnoZiny S ,,byti oteviend v { M, o} z4vi-
sela jen na mnoZiné M. Z dalsich piikladi vyplyne, Ze
tuto vlastnost mnoziny 8 miZe ovlivnit také metrika g.

Dokazeme nejprve toto tvrzeni:

Véta 5. BudiZ M libovolnd mnofina a budif o metrika
2 véty 2, dand vzorcem (45). Pak plati : V metrickém prosto-
ru {M, o} je katdd mnofina SC M oteviend.

Dukaz: Budiz S libovolnd mnoZina v M a budiZz x bod
z 8. Zvolime-li r <1, je koule K(z,r) v metrickém
prostoru {M, o} tvofena jen bodem x (viz piiklad 31),
a leZi tedy celd v S. To plati pro kaidy bod z S, a proto
je mnozina S oteviena v {M, g}.

P#iklad 40. Zvolime-li ve vété 5 za mnozZinu M rovinu
E,, je v metrickém prostoru {E;, o} oteviens kafdd mno-
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Zina roviny, tedy i mnoziny S, a 8, z ptikladu 36 a jedno-
bodovd mnoZina z pHkladu 32, které nejsou otevienymi
mnozinami v metrickém prostoru {E,, d}.

Metrika g z véty 2 je sice velmi jednoduché, ale z véty
5 plyne, Ze pomoci této metriky asi nebude moZné néjak
bliZe charakterizovat a rozt¥idit podmnoziny S mnoziny
M. Priklad 40 to kone¥né ndzorné ilustruje: v {E,, g}
jsou vsechny mnoziny z hlediska otevienosti stejné
,kvalitni‘, zatim co napf. v {E,, d} je struktura pod-
mnozin S z tohoto hlediska podstatné mnohotvarnéjsi.

Necht je dina mnoZina M a necht jsou p,, g, dvé
metriky na M. Ozna¢me dale &, soustavu vSech otevfe-
nych mnozin v {M, g,} a &, soustavu vSech otevienych
mnozin v {M, p,}. Pak je asto uZiteéné znat odpovéd na
tento problém: Za jakych podminek na metriky g, a g,
plati: patii-li mnoZina 8 C M do soustavy &, , pak patif
také do soustavy £, ?

Na tuto otdzku odpovida zéasti nasledujici véta.

Vé&ta 6. Budte o, a o, dvé metriky definované na mnoZiné
M a necht existuje kladnd konstanta c tak, Ze pro vechny

proky z a y z M plati

(52) ~ (2, y) = coql, y)

Pak plati: Je-li mnofina SC M oleviend v {M, o}, je
oteviend ¢ v {M, o,}. '

Dukaz: Oznadme K,(a,r) kouli v {M, p,} a Ky(a,r)
kouli v {M, g,}. Necht je mnoZina S oteviend v {M, o,}.
To znamend, Ze pro kazdy prvek xz z S existuje ¢&islo

r = r(x) tak, Ze koule K,(x, r) lezi cela v S. .
Uvazujme nyni v {M, g,} kouli K,(z, r/c), kde ¢ je
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konstanta z nerovnosti (52). Je-li z bod z této koule,
znamen4d to, Ze

r
92(x7 Z) < z‘
Z nerovnosti (52) pak plyne

gl(x’ Z) é 692(2:, z) < c-::—‘ =7

To vlak znamend, Ze g,(x, z) < r neboli Ze bod z z koule
Ky(z, r/c) leii v kouli K,(z, r).

To plati pro kaZdy bod z koule K,(z, r/c), takie tato
koule leZi cela v kouli K,(z, r). Ale koule K,(xz, r) leii
celd v mno#iné 8, a proto leZi v S i celd koule K,(x, r/c).
Tim jsme k danému prvku z z 8 nasli poZadované kladné
¢slo r/c, a mnoZina 8§ je tedy oteviena v {M, g,}.

Poznimka 15. PouZijeme-li pro soustavy .otevienych
mnozin v metrickych prostorech z véty 6 oznadeni &%,
a &,, lze tvrzeni véty 6 vyslovit takto: Plati-li (52)
a patrt-li mnofina SC M do soustavy &, , patFi © do sou-
stavy &,. Z (52) tedy plyne

(53)] F1C

Soustava &, ovem muZe byt mnohem ,,bohatSi nez
soustava %, ; mohou existovat mnoZiny S, které jsou
oteviené v {M, p,} a nejsou oteviend v {M, g,}.

Poznimka 16. Nerovnost (52) neni moZno piecerovat.
Z ptredchozich piikladi totiz plyne (viz napi. piiklad
40), Ze ka?dd mnoZina, kterd je oteviena v {E,, d}, je
oteviend i v {E,, o}, kde ¢ je metrika z vzorce (45).
Pfitom vSak pro obé metriky analogie vztahu (52) ne-
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plati: pak by totiZ musela existovat kladné konstanta ¢
tak, Ze pro viechny body #, y v roviné by bylo

(54) d(x, y) < colx, y) < ¢

nebof — jak vime — p(z, y) < 1. Nerovnost (54) vSak
neni splnéna pro viechny body roviny: staéi zvolit
z =1[0,0]ay = [2¢0].

Z véty 6 plyne toto tvrzeni:

Jsou-lt 0, a g, dvé ekvivalentni metriky, definované na
mnoZiné M (viz definici 3), jsou viechny oteviené mnoZiny
v {M, p,} oteviené i v {M, p,} a naopak viechny oteviené
mnoziny v {M, gy} jsou oteviené i v {M, g,}.

Dikaz: Jsou-li metriky g, a g,, ekvivalentni, plati ne-
rovnost (52) a podle poznamky 15 je tedy &, C &,.
Soudasné viak existuje konstanta C > 0 tak, Ze plati
také nerovnost

2:(2, y) = Coy(x, )

a podle poznamky 15 je pak &%,C%,.To znameni, ze
&1 = &5, a to jsme také chtéli dokazat.

P#iklad 41. Z pitkladu 9 plyne, e oteviené mnozZiny
v metrickém prostoru {E,, d} jsou oteviené i v metric-
kych prostorech {E,, p} a {E,, m} a naopak.

Odboteni $esté. V moderni matematice se velmi &asto
setkivame s tzv. topologickymi prostory. Nebudeme je
zde rozebirat; zmifiujeme se o nich pfedevsim proto, Ze
v nich hraje dileZitou roli pravé pojem oteviené mno-
Ziny. Poznamenejme tedy jen tolik, Ze kazdy metricky
prostor {M, g} je souéasné topologickym prostorem a Ze
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dva metrické prostory {M, o,} a {M, g,} s ekvivalentnimi
metrikami g, a g, uréuji ¢y topologicky prostor.

Konec Sestého odbodeni

Odbotenf sedmé. Ctensi je jistd sezndmen s pojmem
funkce spojité v bodé: Je-li f funkce redlné proménné ¢,
definované pro vSechna redlna ¢isla ¢, fekneme, Ze je spo-
jitd v bodé a z E,, plati-li:

 Ke ka?dému kladnému é&islu ¢ existuje kladné éislo
d = d(e) zavislé na ¢ tak, Ze pro viechna ¢, pro ktera plati
|t —a| <8, je [f(t) —fla)| <e.

Uvédomime-li si, jak je definovana eukleidovska vzdile-
nost d v E;, miZeme posledni poZadavek zapsat takto:

dt, a) <é = d[f(t), f(a)] <e
nebo takto:
t lezi v kouli K(a, §) = f(¢) lezi v kouli K[f(a), €],

nebo to konedné — bez pouziti &isel ¢ a § — miZeme vy-
jadtit takto: Ke kaZdé kouli (v {E,,d}) se stfedem v bodé
f(a) (oznadéme ji ") existuje koule se stfedem v bodé a,
kterd se celd zobrazi (pomoci funkece f) do koule .

Tato formulace umoziiuje pfenést pojem spojitosti
v bodé i na abstraktni mnoZiny a na zobrazeni F, ktera
prvkam metrického prostoru {M, ¢} ptitazujf prvky jiné-
ho metrického prostoru {N, ¢}: Je-li kazdému prvku z
z M pfifazen jednoznaéné urdeny prvek F(r) z N,
fekneme, Ze zobrazeni F (z M do N) je spojité v bodé
(prvku) o z M, jestlize ke kaZzdé kouli K, (v metrickém
prostoru {N, o}) se stfedem v F(a) existuje koule K,
(v metrickém prostoru {M, g}) se stfedem v a, ktera se
celd zobrazi (pomocf zobrazeni F) do koule K, .
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Uloha. Ilustrujte si pojem spojitosti zobrazeni v bodd
metrického prostoru na rtznych konkrétnich p¥ipadech.
Rozmyslete si, co znamend spojitost zobrazeni F
z {E;,d} do {E;,d}. —V pifkladu 5 jsme definovali
zobrazeni pfimky E;, do roviny E, a v pozndmce 6 jsme
analogicky definovali zobrazeni roviny E, do prostoru
E,. Jsou tato zobrazeni spojitd ?

Konee sedmého odbodeni
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4. kapitola

VNITREK MNOZINY,
HRANICE MNOZINY.
UZAVRENA MNOZINA

U takovych mnoZin v roviné, jako je napf. obor §
z obrazku 28, dovedeme uréit, ktery bod leZi ,,uvnit#,
ktery ,,na hranici mnoZiny 8, ktery ,,vné*. Existuji
oviem i méné nazorné rovinné utvary, u nichZ uZ je po-
dobné rozhodnutf podstatné tézsf, u nichZ naSe intuice
selhavd a miZe nis svést dokonce na scesti.*) Tyto
intuitivné zfejmé pojmy dovedeme pomoci metriky za-
vést i v obecnéjdich mnoZinach.

Budiz tedy {M, o} metricky prostor a S podmnoZina
mnoZiny M. Prvky mnozZiny M pak rozdélime do ##
skupin, uréenych vztahem prislusného prvku k mnoZiné
8. Nejprve si viak pfipomeneme jisté oznadenf: Sym-
bolem

M—8
ozna¢ime mnoZinu viech prvkia z M, které nepatit do S.
MnoZinu M—S nazyvame dopliikem mnoZiny S
{vzhledem k mnoZiné M). .

Definice 8. (1) Rekneme, Ze prvek x z M je vnitintm
bodem mnosiny S, existuje-li kladné é&islo r = r(x) tak,
%e koule K(z, r) leZi celd v S.

¥) S razonymi takovymi velmi ,,nenézornymi‘‘ mnozinami se
miuZe dtendf sezndmit napi. v kniZce N. J. Vilenkina: Nezné-
my svét nekonednych mnozin (Praha 1971).
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(2) Rekneme, %e prvek z z M je vnéjsim bodem mnofi-
ny _/ S, existuje-li kladné &islo r = r(x) tak, Ze koule

K(x, r) neobsahuje z'a',dny bod z § (a leii tedy cela
vM—_8).

(3) Rekneme, %e prvek z z M je hraniéntm bodem
mnoZiny S, jestliZe v kazdé kouli K(x,r) se stfedem
v bodé& z (tj. pro kazdy polomér r > 0) lezi prvek z mno-
Ziny S a soudasné prvek z mnoziny M—S.

Mnozinu vSech vnitinich bodd mnoZiny S oznaéime
JF(8) (od francouzského slova ,intérieur = vnitini)
a nazveme ji vnitfkem mnoZiny S (vzhledem k metric-
kému prostoru {M, ¢}); mnoZinu viech vnéjsich bodu
mnoziny S oznad¢ime &(S) (od slova ,,extérieur’ = vnéjsf)
a nazveme ji vnéjikem mnoziny S (vzhledem k metric-
kému prostoru {M, o}); mnozinu viech hrani¢nich bodd
mnoziny S oznadime #(S) a nazveme ji hranici mno-
ziny S (v metrickém prostoru {M, g}).

Z definice 8 plynou rizné dusledky; zformulujeme je
ve tvaru poznamek.

Poznamka 17. Je tieba upozornit na rozdil mezi
vnéjékem mnoZiny S a mezi doplikem M —8: Do
dopliku M — § patii kaidy prvek z M, ktery nepatii
do 8, kdeito do &(S) patii jen ty prvky z M, které
do M nepatii véetnd jisté koule, jejimZ je piislusSny
prvek stfedem.

Poznidmka 18. Vnitini body mnoZiny S nemohou byt
soudasné vnéjiimi body: body z S(S) totiz lefl v S,
kdezto body z #(S) tam neleZi. MaZeme to vyjadiit téz
takto: vnittek #(S) je dasti S

(54) JI8)CS
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zatim co vnéjsek &(8) je dasti dopliku M — 8
(65) E8YCM—S

Vztahy (54) a (55) pfitom plati pro kaZdow mnoZinu
S8C M. Vztah hranice s#(8) k pivodni mnoZiné S nelze
takto jednoznaéné charakterizovat; pro rizné mnoZiny
mohou nastat rizné pfipady (viz niZe piiklad 42). Hra-
ni¢ni bod ovsem nemiiZze byt ani vnitinim, ani vnéjsim
bodem: z &asti (3) definice 8 totiZ plyne, Ze neexistuje
Zidné r (a tedy Zddnd koule), pro néz by byla splnéna
podminka z &¢asti (1) nebo (2). — A koneéné lze ukazat,
Ze hrani¢nimi body mnoziny § jsou vSechny ty body
mnoziny M, které nejsou ani vnitini ani vnéjsi: Jestlize
totiz bod x z M neni hraniéni, znamend to, Ze bud (a)
existuje jistd koule K(x, r) (tj. jisté kladné éislo r) tak,
Ze tato koule neobsahuje Zddny bod z S — pak vsak
tato koule lezi cela v M — 8 a bod x je tudiZz vnéjsim
bodem mnoZiny §; nebo (b) existuje jista koule K(z, r)
(tj- jisté kladné é&fslo r) tak, Ze tato koule neobsahuje
Zddny bod z M — 8§ — pak vSak tato koule leZi celd
v S a bod z je tudiZ vnitinim bodem mnoZiny S.

MnoZinu M tedy miZeme vyjadfit jako sjednoceni
ti{ navzdjem riznych mnoZin: vnitiku, vnéjsku a hra-
nice mnoZiny S:

(56) M = J(8)J &(8)J #(S)

tento vztah plati pro kaZdou mnozinu SC M.
Pozndmka 19. Z definice 8 je také ihned patrné, Ze
vnéjsi bod mnoZiny S je vnitinfm bodem mnozZiny
M—S:

(57) &8) = S(M — 8)
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a Ze na,opa,k.vnjti'ni bod mnoZiny S je vnéj§im bodem
mnoziny M — 8:

{58) J(8) =M —NS)
Hranice obou mnoZin jsou pfitom stejné:
(59) H(8) = #(M —S)

Ptiklad 42. V piikladu 36 jsme definovali t¥i mnoZiny
v rovind E,. Ctenaf se snadno presvéddi, Ze viechny tfi
mno#iny majf stejny vnitiek — totiZ mnoZinu 8, :

F(8,) = F(8,) = J(8,) = 8,
Ze maji stejny vnéjsek: '
€(8,) = &(8y) = &(8,) =E; — S,

{tj. rovinu, z niZ vyjmeme ptlkruh i kfivku, ktera tento
pulkruh ohraniduje), a Ze maji i stejnou hranici, kterou

tvo¥ pilkruznice AB a Gsetka AB:
H(8,) = H(8,) = H(S,)

Piitom vztah mnoziny S; k jeji hranici 5#(8S;) ilustruje
moznosti, které mohou nastat: u mnoZiny 8, neni
hranice 5#(8S,) ¢asti mnoziny 8, (a je tedy &isti mnoZiny
E, —5,); u mnoZiny S, patif ¢ist hranice 5£(S,) do 8,
(totiZ tdsedka AB), zatimco &¢ist hranice do S, nepatii
(totiz oblouk AB); u mnoZiny S, je celd hranice 5#(S,)
&astf mnoZiny S;. — Tyto tvahy pfitom mtZeme pro-
vadét v metrickych prostorech {E,;, d}, {E,, p} i {E;, m}.

Priklad 43. UvaZujme metricky prostor {E;, d} a v ném
mnozinu 8 tvofenou jedinym bodem a. Tato mnoZina
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nemd vnitiek: #(8) = P; pfitom bod a je sam svou hra-
nici: #(S) = 8. Ze vzorce (56) pak plyne, Ze &(8) =
= E, — 8. — Mnozina T, tvofenid napt. tsedkou AB
(nebo obloukem AB) z obr. 27, mé tytéz vlastnosti:
HT)=T,IT)=90aé&T)=E—T.

Nebudeme uz pojem vnitiku, vnéjsku a hranice mno-
ziny ilustrovat na dalSich pfikladech. Doporudujeme
viak &tenafi, aby si z hlediska téchto pojmia prosel
piedchazejici piiklady a rozebral mnoziny, které v nich
vystupuji. Zvlasté doporudujeme, aby si dokizal, Ze
hranici koule K(a, r) v metrickych prostorech {E,, d},
{E,, p} i {E;, m} je sféra S(a, r).

Uvedeme ovsem dva piiklady, které ukazuji, Ze
pojmy vnitfku, vnéjiku a hranice mnoZiny zaviseji —
stejné jako pojem oteviené mnoZiny — na zvoleném
metrickém prostoru.

Ptiklad 44. UvaZujme mnozinu S z obr. 28 (viz ptiklad
39). Zkoumame-li mnoZinu 8 jako podmnoZinu celé
roviny, bude se ,,chovat’ podobné jako mnoZina S,
z pHkladu 42: jeji vnitiek #(S) (v {E,, d}) bude tvofit
mnoZina, kterd vznikne, kdyZ z § odstranime tsetku
AB, zatimco jeji hranici #(S) (v {E,, d)} tvo¥f isedka AB
i kiivka (oblouk) AB z obr. 28. — Zkouméme-li viak
mnoZinu § jako podmnoZinu mnoZiny M z ptikladu 30
(tj. jako podmnozinu horni poloroviny véetnd osy z,),
bude jeji vnittek S (S) (v {M, d}!!) tvotit celd mnoZina
8 — tj. do vnit¥ku patii tentokrat i #sefka AB (plyne
to z tvaru koule v metrickém prostoru {M, d}; rozebirali
jsme to v piikladu 30) a hranici 5#(S) (v {M, d}) tvoii jen
k¥ivka AB.
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PFiklad 45. O néco vyse jsme &tendfi doporudili, aby si
ukazal, Ze v {E,, d} je hranici koule K(a, r) sféra S(a, r).
Tento nazorné zcela zfejmy fakt nelze automaticky pte-
nést do jinych metrickych prostori: V prostoru {M, d}
z ptikladu 27 neni sféra S(a,r) hranici koule K(a, r).
Dokazeme to: Zvolime-li napf¥. bod b = [2, 4] z M, ktery

leZi na sféfe S(a, 3) z obr. 18, je koule K [b, %] tvofena

jedingm bodem b; tato koule tedy neobsahuje Zddny
bod mnoziny K(a, 3), a proto nemu#e pattit do hranice

#(K(a, 3)). Naopak: bod b — a tedy celd koule K [b,%]

—leizi v M — K(a,3) a patii tudiz do &(K(a, 3)).
V prostoru {M,d} z piikladu 27 tedy pro kaZdou
kouli K plati: K = #(K), M — K = £(K) a hranice
H(K) je prdzdnd mnofina.

Uloha 9. Srovnanim definice 7 s &astf (1) definice 8 do-
kaZte tuto vétu:

Véta 7. Budif {M, o} metricky prostor a S libovolnd pod-
mnozina mnofiny M. Pak plati : (1) Vnitfek S (S) mnoZiny
8 je oteviend mnoZina (v metrickém prostoru {M, o}).

(2) Mno#ina S je oteviend v {M, o} prdvé tehdy, je-li
totoZnd se svym vnitikem, tj. plati-li

J8) =8
Definice 9. Budiz {M, ¢} metricky prostor. Rekneme,
Ze mnoZina SC M je uzavrend (v metrickém prostoru

{M, g}), je-li jeji doplnék M — S mnoZina oteviena
(v metrickém prostoru {M, o}).
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Pfiklad 46. Uzaviend koule K(a,r) v metrickém
prostoru {M, ¢} je v tomto prostoru uzavienou mnozi-
nou. DokidZeme to (kreslete si obrazek): Doplnék

M — K(a,r) je podle definice uzaviené koule tvofen
viemi témi body x z M, pro které je o(a, ) > r. Zvolme
tedy jeden (libovolny, ale pevny) bod z z dopliku
M — K(a, r) a oznaéme R jeho vzdalenost od bodu a:

o(a, ) = R.Pak je R > r, a polozime-lir* — % (R—7),

bude r* > 0. UkéZeme, Ze koule K(z,r*) lezi celd
v M — K(a, r): BudiZ y libovolny bod z koule K(z, r*) —
to znamena, Ze p(x, y) <r*. Podle trojihelnikové ne-
rovnosti je

e(a, z) < olz, y) + ela, y)
¢ili

e(a, y) = e(a, x) —o(@, y)
Ale p(a,x) = Ra —p(z, y) > —r*, a proto je

Q(a:y) >R—r* =R—%(R—r) —

1 1
=_2_(R+r)>?(r+r)=r

(uZili jsme toho, %¢ R > r). Bod y tedy le?i v M —
— K(a, r), a protoZe y byl libovolny bod koule K(z, r*),
lezi v M — K(a, r) cela tato koule. Tim jsme viak k da-
nému prvku z z M — K(a, r) nadli &slo r* > 0, které
poZaduje definice 7, a podle této definice je tedy mnoZi-

na M — K(a,r) oteviend mnoZina. Doplikem této
mnoZiny (vzhledem k M) je vSak uzaviend koule

K(a, r), a ta je tedy podle definice 9 uzavienou mnozi-
nou.
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Piiklad 47. Ze vzorce (56) plyne, Ze dopliikem mnoZiny
F#(8) je mnozina £(8)|J s(S). Protoze mnoZina #(8) je
podle tvrzeni (1) véty 7 oteviend, dokazali jsme vlastné,
ze mnoZina

&(8) U #(S)
je uzavrend v { M, g}. Toto tvrzeni plati pro kazdou mno#zi-

nu SC M. PouZijeme-li je tedy pro mnoZinu M — 8§,
bude uzaviens také mnozina

&M —8) U #(M — 8)

Odtud dostivime pouZitim vzorel (58) a (59) ihned
tuto vétu:

Véta 8. BudiZ {M, o} metricky prostor a S libovolnd pod-
mnotina mnofiny M. Pak je mnofina

J(8) U #(8)
uzaviend v {M, o}.

P#iklad 48. Mnozina &(8) je vnittkem mnoZiny M — 8
a je tedy podle véty 7 otevienou mnoZinou. Také #(S)
je oteviena mnozina, a proto je oteviena také mnoZina

£(S)U €(S)

(dokazte to!). Dopliikem této oteviené mnoZiny (vzhle-
dem k M) je podle vzorce (56) hranice 5#(S); dokazali
jsme tedy, Ze hranice libovolné mnoZiny SC M je uzavie-
nd mnoZina v {M, o}.

P#iklad 49. UvaZujme znovu metrické prostory a mno-
finy 8,, S, a 8; z piikladu 36 (viz téZ piiklad 42).
Mnotzina 8, je ofeviend — plyne to nynf napf. z véty 7,
nebot jsme v piikladu 42 ukazali, Ze S(S,) = S,. Mno-
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Zina S je naproti tomu uzavfend: podle p¥ikladu 42 je
totiz &(8S;) = E, — 8;, podle vzorce (57) je &(S;) =
= JS(E;—S,), a tedy je F(E; — S;) = E;—8,; to viak
podle véty 7 znamena, Ze mnozina E, — S; je oteviena.
A koneéné opét z tvrzeni (2) véty 7 plyne, Ze mnoZina
S, neni ani oleviend ant wuzaviend: Mnozina S, totiz
obsahuje &ist hranice #(S,), takze mneni S(S,) = S,,
a také mnozina E, — S, neni oteviend, nebof obsahuje
¢ast hranice #(S,) = H#(E, — S,), takZe neni S(E,—
—8,) =E;—8,.

PFiklad 50. Vrafme se k prostoru {M, d} z piikladu 45
a oznaéme K kouli v tomto prostoru. Podle ilohy 8 je K
oteviend mnozina v {M,d}, a tedy je podle véty 7
S (K) = K. —V piikladu 45 jsme ukazali, Ze #(K) = 0,
a proto je J(K)J #(K) = F(K) = K. Podle véty 8 je
viak mnoZina S (K){) s##(K) uzaviend v {M,d}, tj.
mnozina K je uzaviend v {M, d}. Ukazali jsme tedy, Ze
koule K je v {M, d} soulasné oteviend i uzaviend!

Mnoziny, které jsou soudasnd oteviené i uzaviens,
nazyvame obojeiné. Obojetné mnoZiny existuji v katdém
metrickém prostoru:

Véta 9. Budiz {M, o} metricky prostor. Pak jsou mnoZiny
M a 9 obojeiné v {M, g}.

Duikaz plyne z véty 4 a z definice 9: Dopliikem mnoZiny
M vzhledem k M je prizdnd mnoZina #; ta je podle
véty 4 oteviend v {M, g} &ili je mnoZina M uzaviena.
Podobné je doplitkem mnozZiny ¢ vzhledem k M mnozi-
na M sama; ta je podle véty 4 oteviend v {M, g}, &ili
podle definice 9 je mnoZina § uzaviena.

Z vty 5 a z definice 9 také ihned plyne, Ze v prostoru
{M, o}, kde M je libovolnd mnoZina a ¢ je metrika ze
vzorce (45), je obojetnd kaZdd mnofina S C M.
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Obojetné mnoZiny pisobf ponékud ,rusivé”. Na-
Stésti vSak v ,,béznych“ metrlckyeh prostorech {E;, d},
{Es, d} atp. jsou mnoZiny E, (resp.. E;) a pra,zdna mnozina
9 jedinymi obojetnymi mnoZinami; to zde oviem nebu-
deme dokazovat. Uvedeme vsak jesté jeden piiklad
obojetné mnoZiny, ktery ukazuje, Ze také obojetnost
z4visf na metrickém prostoru:

Pkiklad 51. UvaZujme v roviné E; dva kruhy: kruh M,
se stfedem v poditku a o polomeéru 1, a kruh M, se stie-
dem v bodé [3,1] a o poloméru 2 (viz obr. 29); kruznice,

Obr. 29

které tyto kruhy ohraniduji, pfitom k mnoZindm M,
a M, mnepoéitdme. Budiz nyni M = M, () M,; podie
véty 1 je {M, d} metricky prostor. Snadno se piesvéd-
¢ime, Ze jak M, , tak M, jsou oteviené mnoziny v {M, d}.
Soudasné je viak M, doplitkem (otevfené) mnoziny M,
vzhledem k M, a je tedy uzavienou mnoZinou v {M, d},
a stejné je uzaviend i mnoZina M, jako doplnék otevie-
né mnoziny M,. Mnoziny M, a M, jsou tedy v {M, d}
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obojetné. Ptitom v {E,,d} jsou to typické oteviené
mnoZiny — napf. podle tlohy 8.

Zavedeme na zaveér této kapitoly jesté jeden duleZity
pojem:

Definice 10. Budiz {}M, ¢} metricky prostor. Rekneme,
Je prvek x z M je bodem wuzdvéru mnoiziny S C M,
jestlize v kazdé kouli K (z, r) (tj. pro kazdé kladné &islo r)
lez{ alespofi jeden prvek mnoZiny S. — MnoZinu vsech
bodi uzavéru mnoZiny S nazveme uzdvérem mnoiiny S

(v metrickém prostoru {M, g}) a oznadime ji S.
Vsimnéme si nékterych vlastnosti uzavéru S:

(1) Ptedevsim obsahuje uzavér S mnoZinu S:

(60) ScS
Je-li totiz 2 prvek z S, lezi v kaZdé kouli K(z, r)
alesponi jeden prvek z 8, totiz prvek x samotny.

(2) Z &asti (3) definice 8 ihned plyne, Ze také kazdy
hraniéni bod mnozZiny 8 patii do S:

(61) xS 8

(3) Z &ésti (2) definice 8 konedné plyne, Ze vnéjsi body
mnoZiny S mnepatfi do S: €(S)N S =0. Pak
totiz existuje alespon jedno &slo r = r(z) tak, Ze

koule K(z, r) neobsahuje Zidny bod z S, a neni tedy
splnéna podminka z definice 10.

Protoze ze vzorcd (54) a (56) plyne, e M =
=8 &(S) U s#(S), dostavime z vlastnosti (1)—(3)
uzdvéru S ihned tento diusledek:

(62) 8 =8U#(18) (=S8 U #S))
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MiZeme tedy misto (56) psat také
(63) M =S8y &®8)
Odtud plyne tato véta:

Véta 10. Budif {M, 79} metricky prostor a S libovolnd
podmnozma mnoZiny M. Pak je jejt uzdvér S uzaviend
mnotina (v {M, g}).

Dikaz: Podle (63) a podle vlastnosti (3) uzdvéru S
je mnozina S dophikem vnéjsku &(S). MnoZina &(S)
je viak oteviena — napt. podle véty 7, nebot je vniti-
kem mnozZiny M — 8.

Plati dokonce o néco vice:

Véta 11. MnoZina S C M je uzaviend v {M, o} prdvé
tehdy, je-li totoind se svijm uzdvérem, tj. plati-li

§=8

Dikaz: (a) Necht je § = S. Mnozina § je podle véty
10 uzaviend v {M, g}, a je tedy uzaviena i mnozina S.

(b) Necht je mnoZina 8 uzavieni. To znamend, Ze
mnozina M — 8§ je oteviend, tj. podle véty 7 je S (M —
—8)=M—8. Ale F( UM — 8) = &(S), takie mame
E8)=M—S8 ¢li 8 =M — &(8S). Soudasné ]e viak

podle (63) § = M — £(S), a tedy mame S = S,

Opét nebudeme pojem uzdvéru ilustrovat na ptikla-

dech. MnoZina 8 je totiz uréena pomocf mnozin §
a ' (S) a étenaf si snadno uvédomi, jak vypadajf uzd-
véry mnozin v piedchazejicich p¥ikladech.
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Uloha 10. Ukaite, 7e uzivir S je nejmendl uzaviens
mnoZina, kterd obsahuje mnoZinu S (tj. dokaZte toto
tvrzeni: Je-li 7' uzavfena mnoZina v {M, o} aje-iS C T,
je také S C T).

Uloha 11. Podobné ukaite, %e vnittek #(S) mnoziny S
je nejvétéi oteviend mnozina obsaZend v S (tj. dokaite
toto tvrzeni: Je-li G oteviend mnoZina a je-li G C S,
je také G C J(9)).

V poznimce 17 jsme upozornili na rozdfl mezi doplsi-
kem mnoZiny S (vzhledem k M) a mezi jejim vnéjfkem
&(8): Je-li x bod z £(8), existuje koule K(z, r), ktera
celd lezf v £(8S), a bod x je tedy od mnoZiny S oddélen.

Obr. 30

Tuto situaci si miZeme ilustrovat v metrickém prostoru
{E,,d}: abychom se z mnoZiny S dostali do bodu z z £(8S),
musime ,,pfeskodit pikop‘, zndzornény na obr. 30.
(Poloha ptikopu je pochopitelnd zévisld na poloze
bodu z!) Z tohoto obrazku je té% vidét, Ze bod x je ,,dosti
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daleko* od mnoZiny 8, tj. Ze vzdalenost bodu = z &(S)
od mnoziny 8 je kladn4:

dz,8) >0

Uvidime v dal3im (viz piiklad 54), Ze tak tomu je
dokonce v kazdém metrickém prostoru {M, g}; soudasné
to naznaduje, Ze mnoZiny, které jsme v této kapitole
zavedli, lze charakterizovat pomoci pojmu vzdalenosti
bodu od mnozZiny, zavedeného v definici 5.

Pfiklad 52. UvaZzujme v obecném metrickém prostoru
{M, o} mnoZinu § C M a jeji hranici 5#(S). Pak plati:

Je-li x z #(8S), je o(x,8) =0
Dokézeme to: Zvolme r = % Protoze z patii do 5#(8),
le%i podle ¢asti (3) definice 8 v kouli K (x, %] né&jaky
prvek z, z S; je tedy
(69 0@ ) <

Takové prvky najdeme pro kaZdé piirozené d&fslo n,
a z nerovnosti (64) tedy plyne, Ze vidy dovedeme urdit
prvek y z 8 tak, aby vzdalenost g(z, y¥) byla libovolné
mald. To vsak znamend, Ze mf oz, y) = 0, a tvrzeni
je dokazano.

P#iklad 53. Necht je S otevienid mnozina v {M, g}.
Pak je #(8) = S a prvky z hranice 5#(8) nepatii do S.
Podle piedchoziho piikladu maji body hranice 5#(S)
od mnoziny S nulovou vzdalenost, adkoliv do S nepat#i.
Jinymi slovy: Z toho, Ze p(z, S) = 0, nemus{ jesté ply-
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nout, %e bod x lezi v mnoziné 8. S touto skutednosti
jsme se pro specidlni metrické prostory uZ setkali v p¥i-
kladech 29 a 34; tento piiklad tedy dopliiuje poznimku
11, implikaci (a). — Ilustrujte si tento obecny poznatek
napf. na mnoZindch S,, S, a S; z pfikladu 36 (s pfihléd-
nutim k pikladu 42).

Pomoci pojmu vzdalenosti bodu od mnoZiny lze plné
popsat i uzdvér a hranici mnoZiny S:

Véta 12. Budif {M, o} metricky prostor a 8 podmnoZina
mnofiny M. Pak plati : Prvek x z M patfi do uzdvéru S
mnoZiny S pravé tehdy, je-li

(65) olx,S) =0

Dukaz: (a) Podle (62) je § = 8 |J 5#(S). V ptikladech
23 a 52 jsme ukdzali, Ze prvky z S i z #(S) maji od S
nulovou vzdélenost, a proto je také pro prvky z z S
o(z, 8) = 0. Podmfnka (65) je tedy nutnd.

(b) Necht je naopak splnéna podminka (65). Podle
definice infima (viz odbodeni paté) to znamen4, Ze k libo-
volnému kladnému ¢&islu ¢ existuje prvek y, z S tak,
ze o(z, y:) < &. Bod y, tedy lezi v kouli K(z, ¢). ProtoZe
to plati pro kaZdou takovou kouli (tj. pro kazdé ¢ > 0),
obsahuje ka?da z téchto kouli bod mnozZiny 8, a to

znamena, %e prvek z patii do uzavéru S.

Pi#iklad 54. Z véty 12 plyne, Ze &islo oz, ‘S) je rizné
od nuly (a tedy kladné) pravé tehdy, kdyZz x nepatii

do §. Podle (62) je 8§ = #(S) U #(S), a bod z, ktery
nepatéi do S, musi tedy lefet v &(S). Tim dostavame:

oz, 8) >0 x e &(S)
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coZz potvrzuje situaci, kterou jsme pro specialni metricky
prostor ilustrovali na obr. 30.

Vé&ta 13. Za predpoklads véty 12 plati: Prvek x z M
patft do hranice H#(S) mnoZiny S prdvé tehdy, je-li

Dukaz: (a) Necht prvek = patii do 5#(S). Pak je podle
piikladu 52 po(z, §) = 0. Protoze podle (59) je s#(S) =
= H#(M — 8), patii x také do S#(M — 8§), a opét podle
piikladu 52 je p(x, M — 8) = 0. Podminka (66) je
tedy nutna.

(b) Necht jsou naopak splnény podminky (66). Z rov-
nosti o(z, 8) = 0 plyne podle véty 12, 7e = patii do
S =8 | 52(S), z rovnosti o(x, M — S) = 0 pak plyne
podle téZe véty, Ze x patti do M — S =M —8) Y
UM — 8) = (M — 8) { +(S) [uZili jsme opét vzor-
ce (59)]. Prvek z tedy patii souéasné do mnozin 8 (J 5#(S)
a (M—S8)s#(S), a protote mnoZiny § a M — 8§
se navzijem vyluduji, musi z patfit do mnoziny 5#(S).
Podminka (66) je tedy postadujici.

Hraniénimi body mnoZiny S v metrickém prostoru
{M, g} jsou tedy pravé ty body mnoZiny M, které maji
nulovou vzdalenost jak od mnoziny 8§, tak od jejiho
dopliiku M — S. — ProtoZe rovnosti (66) znamenaji

podle véty 12, Ze z lezi soudasné v mnoZiné 8 i v mnoZiné

M — 8, musi bod z z H#(S) lezet v pruniku téchto
mnozin:

#S) =80 =27

Opét doporudujeme &tenéafi, aby si obsah vét 12 a 13
ilustroval na mnoZinich v raznych metrickych prosto-
rech, s nimiZ jsme se zde dosud setkali.
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Utéinme na okamzik tuto imluvu: Budeme fikat, Ze
prvek x mnoziny M lezi ,,daleko“ od mnoZiny § C M
(v metrickém prostoru {M, p}), je-li jeho vzdilenost od
mnoziny 8 kladnd (Cislo o(z, S) pFitom miZe byt
i velice malé, podstatné je jen to, aby bylo vétsi neZ
nula). Znamend to tedy, Ze pak existuje cela koule
K(z, r), kterd nema s mnozinou S Zadné spoleéné body,
ze bod z je od mnoziny S oddélen jakymsi ,,pifkopem*
(viz obr. 30). Naopak fekneme, %e bod z le#i ,,blizko*
mnoziny 8, je-li g(z, §) = 0; pak tedy neexistuje Zadny
piikop, ktery by bod x od mnoZiny S oddé&loval.

V rameci této imluvy miZeme vysledky pfedchéze-
jicich piikladi a vét ilustrovat takto:

(1) do vnéjsku &(S) mnoZiny S patii privé ty body
x z M, které lezi ,,daleko” od S (ptiklad 54)

(2) uzavér § mnoziny § je tvofen pravé tdmi body z z M,
které lezi ,,blizko‘* mnozZiny S (véta 12)

(!3) hranici #(S) mnoZiny S tvofi pravé ty body z z M,
které lezi ,,blizko‘* mnoZiny S a soudasné i ,,blizko‘
jejiho dopliku M — § (véta 13)

(4) do vmitfku J(S) mnoZiny S patii pravé ty body z
z M, které lezi ,,daleko‘ od dopliku M — 8 mno-
Ziny S [to plyne z (1) a z toho, Ze J#(§) = &M — 8)].
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5. kapitola

KONVERGENCE
V METRICKEM PROSTORU

Piipomeiime nejprve nékteré pojmy a tvrzeni o posloup-
nostech redlnych ¢&isel.

Budiz tedy {a,} , posloupnost realnych &sel a budiz
a, redlné ¢islo.

Rekneme, %e posloupnost {a,}2., konverguje k &slu a,
[a zapiSeme to symbolem

(67) lim a, = a, nebo a, — a,)

f—+w
jestlize ke kazdému kladnému &fslu ¢ existuje pfirozené
éislo N = N(e)*) tak, Ze pro viechna n > N je

(68) lan —ay| <e

Rekneme-h, Ze posloupnost {a,.}>, konverguje (nebo
Ze je konvergentm), minime tim, Ze existuje néjaké éfslo
a, tak, Ze

-ay = lim a,

Ziejmé plati: Posloupnost {a,}>., konverguje k &slu
a, pravé tehdy, kdyz posloupnost {a, — @}, konver-
guje k nule (tj. k é&islu nula).

Jsou-li {a.}>, a {b,}>, dvé posloupnosti a plati-li:

|ba| < |@a| pro véechna n > N

*) Tim opét zduirazhujeme, %o &islo N muZe zdviset na &isle e.
!
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kde N je néjaké pfirozené &fslo, a je-li navic lim a, = 0,
je také lim b, = 0. oo

Plati tzv. Bolzanovo-Cauchyovo kritérium:
Posloupnost {a,},2, konverguje pravé tehdy, plati-liz
Ke kazdému kladnému &islu ¢ existuje &islo N, = N,(¢)
tak, Ze pro viechnam > N, an > N, je :

(69) |an —aa| <e

Tolik tedy na zopakovini. Vidime, Ze podstatné p¥i
konvergenci je, aby vzddlenost ¢&isel a, a a, (tj. éislo
lan — ao|) byla pro dosti velkd » dostatedné mald.
Lze proto otekivat, Ze pomoci metriky, kterd vzdile-
nost zobecnuje, lze 2avést pojem konvergence i v obec-
nych metrickych prostorech.

Definice 11. BudiZ {M, g} metricky prostor, z, prvek
mnoziny M a {z,}>, posloupnost prvki mnoZiny M.
Rekneme, Ze posloupnost {x,}2_, konverguje k proku z,
(v metrickém prostoru {M, o}) [a zapiSeme to symbolem
(70) lim x, = 2z, nebo z, = z,]
"o ®

jestlize posloupnost nezapornych ¢&isel a, = o(x,, %,)
konverguje k nule, tj. plati-li

(71) lim (e, %) = 0

Rekneme, Ze posloupnost {x,}?°, konverguje nebo je
konvergentni (v {M,p}), existuje-li prvek =, z M,
k némuz konverguje. Tento prvek z, pak nazyvdme

limitow nebo limitnim prvkem posloupnosti {z,}>,.
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Poznidmka 20. RozepiSeme-li vztah (71) podle definice
konvergence &iselnych posloupnosti z uvodu této kapi-
toly, znamena konvergence x, 6 z, v {M, o} toto:
Ke kaZdému kladnému &islu e existuje prirozené Cislo
N = N(¢) tak, Ze pro vdechna n > N je

(72) 0(%n, ) <&

Musf tedy byt dostateéné mala vzdalenost (v {M, o}!!)
prvki z, a z,. Zde je ihned vidét analogii vztahu (72)
se vztahem (68).

Priklad 55. Konvergence &iselnych posloupnosti {a,}2,,
jak jsme o ni hovofili na zatitku kapitoly, neni nic
jiného nez konvergence v metrickém prostoru {E,, d}.

P#iklad 56. BudiZ {,}>, posloupnost bodd prostoru
Ey: x, = [Xny, Zna, Tas). Konvergence této posloupnosti
k bodu z, = [z, Zy2, Ze3] Vv metrickém prostoru {E;, p}
Znamens, %e

il;m P&, Tp) = li\m (|ny — Tor| + |Tnz — Toa| +
+ |ng — Tge|) = 0

ProtoZe 0 < |wn; — 24| < P2, ,) Pro ¢ = 1, 2, 3, kon-
verguje k nule také ¢iselnd posloupnost {2, — T}y
neboli posloupnost {z.}:>, konverguje k é&fslu zy (2 =
= 1, 2, 3). Konvergence z, = z, v {E;, p} tedy znamenda

konvergenci ¢# &iselnych posloupnosti:
Zayr > To1; Tng —> Tozs  Tng —> Tog

Jinymi slovy: Posloupnost prvnich sloZek (soufadnic)
bodi z, konverguje k prvni sloZce (soufadnici) limitniho
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bodu z,, posloupnost druhych sloZek (soufadnic) boda
z, konverguje k druhé sloice (soufadnici) bodu =,
a posloupnost tfetich sloZzek (soufadnic) bodu z, kon-
verguje ke tietf sloZce (soufadnici) bodu z,. Proto o kon-
vergenci v {E;, p} hovofime jako o konvergenci po sloz-
kdch nebo o konvergenct po souradnicich.

Priklad 57. V piikladu 14 jsme zavedli metricky pro-
stor {P, n}. Definujme nyni v tomto prostoru posloup-
nost polynomu %, = z,(t) takto:

a:,.(t)=%t"+ 1l pro0=it<1an=123,...
Takto definovand posloupnost {z,};_, konverguje v{P,n}

k prvku (polynomu) z, = z,(¢!) definovanému takto:
Zo(¢) = 1 pro viechna ¢ z intervalu (0,1). Je totiz

1
75(Tn, Xo) = MaxX [Tn(t) — o(t)] = max |—*+ 1 — 1‘ =
osisl ost<t | M
1 1
= max —t"' =—
ost<1|M | n

tj. posloupnost {7(x,, x,)}, je diselna posloupnost{%}
=1
a ta konverguje k nule. Je tedy z, = lim =, v {P, a}.
7> ’

P#iklad 58. Budiz {M, ¢} libovolny metricky prostor
a budi? v ném dana posloupnost {z,}2,, kterd mé tuto
vlastnost: Od jistého indexu N, poéinaje se v ni opakuje
stale tyZ prvek z, z M, tj. pron = N, je #, = z,; prvky
Z,, Ty, - . ., Ty,—; pFitom mohou byt libovolné prvky z M.
Pak plati: ‘ ‘
- limz, =2z, v {M,p)}

>0
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Staéi totiz ke kazdému kladnému é&fslu & volit za &islo
N = N(e) z definice 11 nase &fslo Ny: Pro n > N, je
z, = z, a tedy o(x,, x,) = 0 < ¢, takie je splnéna pod-
minka (72).

PFiklad 59. Budiz M libovolnd mnoZina a p metrika
na M, dana vzorcem (45). Pak plati: Posloupnost {z,}>,
prvkd z M konverguje k prvku z, z M pravé tehdy,
jsou-li od jistého indexu N, poéinaje vSechny prvky
posloupnost {z,}>., totoZné s prvkem z,. Plyne to
z predchézejiciho piikladu a z toho, Ze kdyby tomu tak
nebylo, tj. kdyby pro kafdé N > 0 existoval né&jaky
index n > N tak, Ze by bylo x,, # z,, bylo by o(,, z,) =
= 1 a podm{nka (72) by nemohla byt (pfi ¢ < 1) splnéna
pro vdechna n > N. — Konvergentni posloupnosti v na-
sem metrickém prostoru {M, ¢} maji tedy velmi jedno-
duchou strukturu — vypadaji asi takto:

{1, oy o v oy Ty Ty Toy Loy « v 0y Loy Ly Lgy ++ -}

tj. od jistého indexu N se neustile opakuje tyZz prvek
zy, ktery je také limitnim prvkem této posloupnosti
(¢islo N miZe byt i dosti velké a muZe byt pro razné
posloupnosti tohoto typu razné). Jiné konvergentni po-
sloupnosti v tomto metrickém prostoru nejsou.

Uloha 12. Dokaite, %o podobna situace nastane i v me-
trickém prostoru {M, d} z piikladu 27.

Pfiklad 60. Budiz {M, g} libovolny metricky prostor
a nechf mnoZina M obsahuje alespon dva rizné prvky
z, a ,. Posloupnost

(73) {1, Ty, By, Ta, Ty, Tgy o0y Ty, Tay oo}

pak neni{ konvergentni v {M, ¢}. DokédZeme to sporem:
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ProtoZe je x, # x,, je o(z,,x,) = r > 0. Predpokla-
dejme, Ze nase posloupnost mé limitu z,, a zvolme za ¢

v definici 11 é&fslo %r. Pak existuje N-tak, Ze pro
. 1 .. 1
n > N je o(xy, z,) <?r, tj. Je o(xy, xy) <—2-r a také

o(x,, ,) <%r (mezi prvky x, se pro n > N stifidaji
prvky x, a ;). Ale ztrojihelnikové nerovnosti C plyne
1 1

T =0(2, T5) = 0(®,, To) + (%o, 3) <?7’ + 5 r="
tj. r. <r, a to je hledany spor. Posloupnost (73) proto
nemd limitu v {M, p}.

Ctenat si jist® snadno sestroji dalsi ptiklady ‘poslou'p-
nosti, které nekonverguji. Platf vSak tato véta:
Véta 14. Konvergenini posloupnost v {M, o} maZe mit
jen jednu limitu.

Duakaz: BudiZ {z,};., posloupnost prvki mnoZiny M
a necht existuji prvky =z, a y, z M tak, Ze z, =2 x,
v {M, 0} a soudasné z, ED—) Yo Vv {M, p}. UkaZeme, Ze

musi byt z, = y,. PFedpoklidejme proto, Ze z, # y,,
a oznadme g(z4, y¥o) = r > 0. Zvolme za ¢ v definici 11

&slo —l—r. Protoze x, = z,, existuje &islo N, = N,(¢)

2 ®
. 1 y
tak, Ze pro n > N, je o(za, 2,) <gr Protoie z, =2 y,,

existuje ¢islo N, = N,(e) tak, Ze pron > N, je o(xn, ¥o) <
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<%r. Oznadime-li N vétsi z &isel N,, N,, bude pro
n > N podle trojihelnikové nerovnosti platit

7 = 0(%o, Yo) = 0(%o> Tu) + (%, Yo) < r + r=r,

t] r <r. To je v3ak spor s predpokladem Ty F Yo
a proto musfi byt z, = y,.

Pozndmka 21. Vratme se jesté k definici 11 a k po-
znimce 20. Vztah (72) fika, Ze v kouli K(x,,¢) leZi
prvek posloupnosti {z,};>, [dokonce tam lezi viechny
prvky posloupnosti poéinaje (N 4+ 1) — nfm!]. MiZeme
to vyslovit takto: Je-li prvek z, limitou posloupnosti
{za}, v {M, g}, lezi v kazdé kouli K(x,, €) (tj. pro kazdé
¢ > 0) nekone¢né mnoho prvki posloupnosti {z,};>;.
To nas privadi k tomuto novému pojmu:

Definice 12. BudiZ {M, ¢} metricky prostor a {z,}2,
posloupnost prvkd mnoZiny M. Rekneme, %e prvek z,
z M je hromadnym bodem posloupnosti {z,}°,, jestliZe
v kazdé kouli K(z,,7) (tj. pro kazdé r > 0) lezi neko-
neéné mnoho prvki posloupnosti {x,};,.

Srovnani definice 12 s pozndmkou 21 dovoluje vy-
slovit ihned toto tvrzeni:

KaZdd limita posloupnosti je hromadngm bodem této
posloupnosti.

Opak ovSem neplati; ukazuje to nasledujici piiklad.
Pfiklad 61. Vratme se k posloupnosti z ptikladu 60.

Ta nemé Ziadnou limitu, ma vsak hromadny bod. Hro-
madnym bodem je prvek x,, nebot kazda koule K(x,, r)
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obsahuje nekone¢né mnoho prvki posloupnosti (73):
prvni, tfeti paty atd., zkratka vSechny prvky s lichym
indexem. — Ze stejnych dévoda je také prvek z, hro-
madnym bodem posloupnosti (73).

Tento piiklad také ukazuje, Ze pro hromadné body
posloupnosti neplati analogie véty 14!

Podobné jako pojmy z pfedchéazejicich kapitol zdvisf
také pojem konvergence na metrickém prostoru {M, g},
s nfmZ pracujeme. Ukazuje to nédsledujici pfiklad; nej-
prve viak dokaZeme jednu jednoduchou vétu:

Véta 15. Budi {M, o} metricky prostor a S C M. Didle
budiz {x,}2., posloupnost prvka z S. JestliZe tato posloup-
nost konverguje v {S, o} k proku x,, konverguje i v {M, g}
k témuZ proku.

Dikaz: Protoze je S C M, je podle véty 1 také {S, o}
metricky prostor. JestliZe posloupnost {r,}>, konver-
guje v {8, g}, znamens to, Ze existuje prvek z, z S tak,

ze x, = lim x,, ¢ili Ze ke kaidému kladnému é&fslu ¢
fn-—>w

existuje &fslo N tak, Ze pro » > N je o(z,, T,) <e.
Ale protoZe z, patii také do M a metrika je v M iv 8
stejnd, Zznamena to, Ze x, = x, v {M, p}, a véta je doka-
zana. @

Ptiklad 62. Budiz I otevieny interval (0,1). Pak je
I CE, a{l,d)} je podle véty 1 metricky prostor. Zvolme
v I posloupnost {x,}>,, jejiZ prvky jsou definoviny

n rd
o (=1, 2,3, ...). Unime ukéizat,
e Ciselnd posloupnost {z,}>, konverguje k 1; to podle
pifkladu 55 znamena, Ze

:v,,as 1 v{E,d}

takto: z, =
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Oviem v metrickém prostoru {I, d} posloupnost {z,}=_,
nekonverguje. Dokdzeme to sporem: Pfedpokliadejme,
ze existuje prvek z, z I, ktery je limitou posloupnosti
{Zudoy v {I,d}. Prvek z, lezi v I, tj. je 0 <z, < 1.
Podle véty 15 konverguje posloupnost {z,}>,; k z,
i v {E;,d}). To znamena, Ze naSe posloupnost konver-
guje v {E,, d} soudasné k 1 a k z,. Podle véty 14 pak
musi byt z, = 1, a to je spor s tim, Ze z, < 1.

Podle véty 15 plyne z konvergence v ,;mensim‘
metrickém prostoru {S, ¢} uZ konvergence ve ,,vét$im**
metrickém prostoru {M, g}, kdeZto obricend implikace
nemusi platit — to ukazuje piiklad 62. Ma-li platit
obricend implikace, musi byt mnozZina S uzaviena
v{M, e}

Véta 16. Budiz {M, o} metricky prostor a budiz S C M
uzavrend mnofina v {M, g}. Jestlie je {x,}>, posloup-
nost proki z 8, kierd konverguje v {M, o}, pak konver-
guje také v {8, o}.

Diukaz: Protoze posloupnost {z,};2, konverguje v
{M, o}rexistuje prvek z, z M a &islo N = N(e¢) tak, Ze

(*) o(%n, 2)) <& prom >N

Ale prvky z, leZi v S, a srovname-li poznamku 21 s de-
finicf 10, vidime, %e prvek z, lei v uzavéru S mnoziny 8.
Mnozina § je viak uzavieni v {M, g}, tj. S = S podle
véty 11, a tedy lezi prvek z, v 8. Pak viak vztah (*)
znamend, %e x, = lim x, v {8, ¢} (metrika je v obou

prostorech stejné,),w; mvéta je tim dokézéna.
P#fklad 63. MnoZina I z piikladu 62 nebyla uzavieni
v {E,, d}, nebot to je koule K (—;-', %] Kdybychom za
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mnozinu I zvolili polouzavieny interval (0,1}, odpadly

by potiZe s posloupnosti { n } , ale stejné kompli-
n + 1 a=1

kace by nastaly napf. s posloupnosti {2—"}2, (roz-
myslete si to!). Teprve kdyZ za I zvolime uzavieny
interval (0,1), bude pro kaZdou posloupnost prvki z I
konvergence v {I,d} totoind s konvergenci v {E,, d}.

V pfedchazejicich piikladech jsme uvaZovali dva
metrické prostory {M,,o,} a {M,,0,}, které se lidily
pouze zdkladnimi mnoZinami. UvaZujme nyni naopak
tutéz zdkladni mnozinu, ale rdzné metriky na ni. Plat{

Véta 17. Budle g,, 0, dvé metriky definované na mno¥iné
M a necht existuje kladnd konstanta c tak, Ze pro vdechny
proky x a y z M plati

(74) 2@, y) = cei(@, )

Pak plati : Je-li posloupnost {x,}> , prokad z M konver-
gentni v {M, o,}, je konvergentni ¢ v {M, g} a md tam
tutéz limitu.

Dikaz: Necht z, —®> zo v {M, o,} a budiZ ¢ kladné &slo.
Pak existuje ¢fslo N = N(e) tak, Ze
01(%n, 7o) < efc prom >N
Podle (74) je viak potom
02(%n) Tg) = €0y(Tn, T} < cci =¢pron>N

a to znamend, %e x, = , v {M, 02}

®
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Pt#iklad 64. Ve vété 3 jsme k metrice ¢ na M sestrojili
dalsf metriku g, danou vzorcem

oz, y)
1+ o=, y)

(75) @, y) =

Protoze plati (viz str. 50)

0z, ¥) < olz, )

plyne podle véty 17 z konvergence v {M, g} také kon-
vergence v {M, o,}.

Z véty 17 plyne ihned toto tvrzeni:

Jsou-li o, a o, dvé ekvivalentni melriky definované
na mnoziné M (viz definici 3), pak je kaZdd posloupnost,
kterd konverguje v {M, o,}, konvergentni i v {M, o,},
a naopak je katdd posloupnost, kterd konverguje v {M, o5},
konvergentn{ i v {M, o,}.

Dikaz: Pro obé ekvivalentni metriky plati nejen

vztah (74); existuje také kladnd konstanta C tak, Ze
pro viechna z a y z M je

01(2, y) = Coylz, )

a odtud plyne podle véty 17, Ze posloupnost konver-
gentni v {M, o,} konverguje (k téze limité) i v {M, o,}.

Pfiklad 65. ProtoZe metriky d, p, m jsou na E, ekviva-
lentni (viz pfiklad 9), konverguje (resp. nekonverguje)
posloupnost {z,}>; bodi roviny soudasné ve vsech
prostorech {E,, d}, {E., p} a {E., m} a ma v pfipadé kon-
vergence viude tutéZ limitu. ProtoZe podobné jako
v pifikladu 56 lze ukdzat, Ze konvergence v {E;, p}
znamena konvergenci po soufadnicich, znamend kon-
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vergenci po soufadnicich i konvergence v {E,,d} a
{EZ’ m}

Nerovnost (74) oviem nemtZeme pfecefiovat. Je to
postadujici podminka pro to, aby se konvergence pie-
nésela z prostoru {M, g,} do prostoru {M, g,}, nikoliv
viak podminka nutni. Ukazuje to tento piiklad:

Piiklad 66. Budi? {¥, ¢} metricky prostor a g, metrika
z piikladu 64. Pfedpokladejme, Ze posloupnost {x,}>.,
konverguje v {M, o,} k prvku z,. To znamena, Ze k da-
nému kladnému ¢&islu 7 existuje &islo N = N(n) tak,
Ze pro n > N je p,(x., Z,) < 7. Zvolme &fslo 5 ponékud

€ . .
l+a’kde jo 0 <e. Pak je

specidlné ve tvaru o =
tedy

’ €
(76) 01(Tn, Tp) < 'ﬁ; pron >N
Upravime-li postupné prvni z téchto nerovnosti, dosta-

vame:
(1 + &) g1(@0, 7)) <6

01(%n, Tp) < & — £01(Tn; To) = &(1 — 04(%n, Xy))

21{Tn, Z,)

_— <
1 — 0,(%s, Zo)

ale vzhledem k formuli (75) méme

L, T,
1 E(Ql(zn(')xo) = Q(Zm zo)’ a8 tedy
(77) o(xn, ) <& pro n >N
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To vsak znamen4, Ze x, — z, také v {M, g}. To dopliiuje

piiklad 64: z konvergence v {M, o,} plyne také konver-
gence v {M, o}. Tento zdvér bychom mohli dostat také
z véty 17, kdybychom védéli, Ze existuje kladné &islo C
tak, Ze pro vSechny prvky z a y z M je

e, y) = Coi(z, 9)
Takovy vztah vSak obecné nemusi platit: stadi zvolit za
{M, o} metricky prostor {E,,d} a pak je metrika p,
omezend, zatim co metrika g (tj. metrika d) omezena
nenfi (viz téZ poznamku 186).

V idvodu této kapitoly jsme se zmihovali o Bolza-
nové-Cauchyové kritériu konvergence &iselnych po-
sloupnosti. Podivejme se, zda néco podobného plati
v obecnych metrickych prostorech.

Definice 13. Budiz {JM, g} metricky prostor a {x,}>,
posloupnost prvkid z M. Rekneme, %e tato posloupnost
je cauchyovska (v {M, o}), jestlize ke kazdému kladnému
¢slu ¢ existuje pfirozené &islo N = N(e) tak, Ze pro
viechna m > N an > N je

(78) o(Tm, Za) < e

Poznidmka 22. Nerovnost (78) m4 v metrickém prostoru
{E,, d} tvar (69). V tomto metrickém prostoru viak podle
zmindného kritéria ze (78) uZz plyne (67) nebo (68).
V obecném metrickém prostoru pak plati tato véta:

Véta 18. Je-li posloupnost {x,}2., konvergenini v {M, o},
je u% cauchyovskd v {M, g}.

Dikaz: BudiZ x, limita posloupnost {z,}=;. To zna-
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mena, Ze k ¢&islu ¢ > 0 lze najit ¢slo N = N(e) tak, Ze
pro = > N je o(x,, x,) <%e. Toto éislo N je uZ onim
hledanym é&islem z definice 13: pak je totiZ - také
o(Tm, o) < %s prom > N a z trojiihelnikové nerovnosti

plyne, Ze pro tato m a n je

1 1
0(@m; Zn) = 0(Tm, To) + 0(&n, Xo) <5 €+ FE=¢

To vSak znamend, Ze posloupnost {z,}., je cauchyovska.

Bolzanovo-Cauchyovo kritérium lze vyslovit téz
takto: Posloupnost {z,}>, v {E,, d} je konvergenini prdvé
tehdy, je-li cauchyovskd. Zde byla dilezitd slova
»V {E;, d}“. V obecném metrickém prostoru viak z toho,
Ze posloupnost je cauchyovské, je§té nemusi plynout,
Ze je konvergentni (opa¢nou implikaci zaruduje véta 18):

Ptiklad 67. UvaZujme metricky prostor {I,d} z p§i-

kladu 62. Posloupnost {r,}>,, kde x, = ﬁl—’ je
cauchyovska v {I, d}: Je totiz
_|m __r |_
(*) d(x"" zﬂ) - |m + l n + li -
n m ' m
=‘[1—n+ 1]+[m—|— 1_1]l §‘l_m+ 1""

n | 1 + 1
n+1ll m+4+1" n+1
Stadf nyni k danému ¢ > 0 zvolit N = N(¢) tak, aby

+h—
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bylo N g%—l, nebot, pro m > N je m >%—l ¢ili
1 1 " '
mrl <gea podobne pro n >N

1
<g& takie z (*) mame:

m+ 1 >% &ili

o 1

} n+1
1 i 1, 1 :

m+ 1 + n+1 <gftge=e

pro m > N a n > N. Pritom v8ak posloupnost

{ d } nekonverguje v {I, d}, |takie v {I, d} nelze

n + 1 n=1 .

vétu 18 ,,obratit*.

A, a:,.)‘ <

Poznidmka 23. Dikaz toho, Ze posloupnost {_—n _T'_ 1 }

a=1
je cauchyovska v {I, d}, ktery jsme provedli v pfedcho-
zim piikladu, byl zbytedn& komplikovany, protoZe
jsme vztah (78) dokazovali pFimo. Lze to viak dokazat
1 zprostiedkované a bez sloZitych odhadd: Posloupnost
{za}2_, konverguje v {E,, d} k jedné, a je proto podle véty
18 cauchyovsks v {E,, d}. To znamena, %e

prom >N =N(¢) a n >N je 'd(zn, xs) <¢

Posledni vztah viak plati.i v {I, d}, nebof metrika je zde
stejnd a prvky x, patif do /. Nase posloupnost je tedy
cauchyovska 1 v {1, d}, coZ jsme chtéli dokazat.

P¥iklad 68. UvaZujme metricky prostor {P, } z piikla-
du 14 a v ném posloupnost {z,}=.,; definovanou takto:

$1=x1(t)=1+lt; z,=x,(t)=1+lt+lt=
. 2 2 4
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11 1
mo=mt) =1+ i+ TP+ ’

1

2—,.#.;...

Z= )= 145ttt

0 <t < 1. Tato posloupnost je cauchyovska v {P, n}:
Je
1

Zlt) — 2alt) = gy PP g Y gt =

2,.1+1t"+1[1’+ + . +[i]’"—"+1]

(miZeme bez{djmy na obecnosti predpoklidat, Ze
m > n). Soudet v zévorce neni v&tf nez soudet geometric-

kéradyZ[ J— =2it,t&kzema,me
) | R 2 1 1
Zult) — Zalf) = 55y tnt1 57 Soam-2=an

(poutzili jsme toho, Ze je 0 < ¢ < 1). Proto je

T(Zm, Za) = MaAX |Tn(t) — Za(t)| < o
0551

a tedy bude pro » > N(e) = lg— / lg 2 platit z(z,,, z,) <
g =/ '8

< &. — Posloupnost {z,}>, vSak nent Fkonvergentni
v {P,n}. Uvaiujeme-li totiZ &iselnou posloupnost
{za(t)}>; pro pevné t z intervalu (0, 1), je z,(t) ddsteény

soudet geometrické ra,dy z [ ] , a tedy
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lim z,(t) = 3

fa->o - t. = xO(t)

To platf pro kaZdé ¢ z intervalu (0, 1) a lze dokonce uka-
zat, Ze také lim n(x,, x,) = 0. Funkce z,(f) v8ak neni

n>wo
polynom, a nepatfi tedy do mnozZiny P.

Ptedchazejici piiklady ukazujf, Ze v fadé metrickych
prostori neplati analogie Bolzanova-Cauchyova krité-
ria. Vydélime proto z mnoZiny v8ech metrickych prosto-
ri zvlastni skupinu:

Definice 14. Rekneme, e metricky prostor {M, o} je
uplny, jestlizZe kazdd cauchyovska posloupnost prvki
z M ma v {M, g} limitu (tj. konverguje).

Spolu s vétou 18 tedy definice 14 fika, Ze v «plném
metrickém prostoru {M, o} plati analogie zmfinéného
kritéria: Posloupnost {x,)> , proka z M je cauchyovskd
v {M, o} prdvé tehdy, konverguje-li v {M, g}.

Priklad 69. Metricky prostor {E,, d} je tiplny — plyne
to z Bolzanova-Cauchyova kritéria a z ptikladu 55. Uplny-
mi metrickymi prostory jsou také prostory {E, d},
{E;, p} a {E;, m} pro + = 2, 3. Pro prostor {E;, p} to plyne
napf. z piikladu 56: Je-li {,};-; cauchyovska posloup-
nost v {Ey, P}, Tn = [Ty, Tas, Tay], je také

\

|Zmi — Tni| < P(Tm, 2) <e pron >N

tj. posloupnosti {#ni}, (¢ = 1,2, 3) jsou cauchyovské
v {E,, d}. ProtoZe tento posledni prostor je iplny, exis-
tuji disla 2y, = lim x,,; (¢ = 1, 2,3)abod xy = [y, Tg2s T3]

f—>®
je limitnim bodem posloupnosti {x,}>, v {E;, p}. Pro
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{Es, d} a {Ey, m} plyne tplnost z ekvivalence metrik
p, m a d (dokazte!).

P#iklad 70. Metrické prostory {P,n} a {I,d} nejsou
tplné — plyne to z ptiklada 68 a 67.

PFiklad 71. UvaZujme na piimce E, mnoZinu R véech
racionalnich &sel. Podle véty 1 je {R, d} metricky pros-
tor; neni to viak dplny metricky prostor. Oznad&ime-li

. 1y . . 1.
totiz z, = [1 + —ﬁ—] n=1,23,...), jsouz,racionalni

disla a posloupnost {z,}2, je posloupnosti v R. Tato
posloupnost je pfitom cauchyovski v {R, d}; plyne to
napf. stejné jako v pozndmece 23 z toho, Ze ma v {E,, d}
limitu — Eulerovo éislo e. Pfitom vsak posloupnost
{x,}2., nent konvergentni v {R, d}, nebot &fslo e neni ra-
ciondlni a nepatii tedy do R.

Dokazat tplnost néjakého konkrétnfho metrického
prostoru neni vidy snadni zdleZitost. Vétiina nejditlezi-
téjdich metrickych prostori vSak je tplnych; kdyZz si
pritom ¢&tenaf pripomene nedplné metrické prostory,
8 nimiZ jsme se zde zatim setkali, vidi, Ze vétSinou je
mozno mnozinu M ,,doplnit vhodnymi prvky tak, aby
vznikla o néco obsihlej§i mnoZina M a aby ptitom
metricky prostor {3, o} uz byl tplny. Tak napf. v p¥i-
kladu 71 tvofila mnoZinu M vsechna racionalni &sla
a doplnénim této mnoZiny o éisla iracionalni dostaneme
mnozinu M =E, a uplny metricky prostor {E,,d};
v piikladu 67 tvoii mnoZinu M otevieny interval (0, 1)
a doplnénou mnozZinu i uzavfeny interval (0, 1). Tento
poznatek lze zobecnit, to viak zde nebudeme probirat.
Uvedeme jesté jéden pifklad tplného metrického
prostoru:
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Piiklad 72. Budiz M libovolnd mnoZina a ¢ metrika
dana vzorcem (45). Metricky prostor {M, ¢} je tplny:
Podobné jako v prikladu 59 lze totiZz ukazat, Ze k tomu,
aby posloupnost {x,};>, prvkd z M byla cauchyovska, je
nutné a staéi, aby méla tvar

{xl’wzi ey zNa,x07 Xo, g, Tog) -« '}

to jsou vSak pravé ty posloupnosti, které podle ptikladu
59 konverguji v {M, o}.

Poznimka 24. Pojem konvergénce je velmi dileZity
v matematice i v jejich aplikacich. Casto totiZ n&jaky jev
nemuZeme popsat & vyjadfit pfimo a vytvaiime po-
sloupnost ptibliznych popisa, pfitem? pii kaZdém kroku
chceme, aby tento popis byl pfesnéjsi, aby vznikla po-
sloupnost ,.konvergovala‘ k pivodnimu jevu. Zvlasté
markantni je to napf. pfi ruznych podetnich zaleZi-
tostech. — V metrickém prostoru jsme ve vyhodném
postaveni: konvergenci miZeme zavést pomoci metriky.
Nékdy jsme vSak postaveni pfed skutenost, Ze mime
dédnu mnoZinu M a na nf u? je pfedem néjak definovana
konvergence (bez pouZiti metriky). Lze si nyni poloZit
tuto otazku: Existuje néjakd metrika ¢ na mnoziné M
tak, aby konvergence v metrickém prostoru {M, g} byla
pravé onou pfedem danou konvergenci? Je-li odpovéd
na tuto otdzku kladnd, Fekneme, Ze mnoZina M je
metrizovatelnd. — Je ovSem t¥eba poznamenat, Ze takova
metrika nemusf vidy existovat, Ze se mohou vyskytnout
mnoziny M s konvergenci, které nejsou metrizovatelné.

Pfiklad 73. UvaZujme mnoZinu F viech funkei defino-
vanych na intervalu (0, 1) (viz pfiklad 17). — (1) Defi-
nujme na mnoziné F konvergenci takto:

Rekneme, e x, = lim 2,, kde 2, = z,(t) a 2, = x,(t)
n->wo
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(n=1,2,3,...) jsou funkce definované na intervalu
(0, 1), jestlize pro ka%dé ¢ z tohoto intervalu konver-
guje &iselnd posloupnost {z,(f)}2.; k &slu z,(t).
(Je to tzv. bodovd konvergence.) Lze ukazat, Ze pak ne-
existuje £Zddnd metrika na F, kterd by tuto konvergenci
realizovala (dikaz tohoto tvrzeni pfesahuje ramce této
knizky). — (2) Definujme na mnoZiné F jiny typ kon-
vergence takto:

Rekneme, e x, = llm x,, jestliZe existuje index N

(zdvisejief na posloupnostl {Tn}ar1) tak, Ze pro n > N
a pro kazdét z intervalu (0, 1) jo z,(t) = z4(t).

Tuto konvergenci realizuje metrika ¢, dand vzorcem (45).
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ZAVER

V piedchazejicich kapitolich jsme &tenafi predloZili
malou ukdzku problému, které vzniknou, kdyZ se poku-
sime o zobecnéni tak ;,,béZného* pojmu jako je vzddle-
nost. Vybér téchto ukizek byl pfitom nesystematicky
a nutné omezeny; o tomto tématu by se dala napsat
jeSté fada daldich kapitol. Ale snad alespoii z téchto
,,vzorkii‘ vyplynulo, jak mnohotvirni je matematika,
jak na jedné strand &asto potvrzuje nadi intuici a ,,rozum-
nost‘‘ uspofddani svéta kolem nds a jak nis na druhé
strand prekvapi nefekanymi a na prvni pohled ,nepti-
rozenymi‘‘ vysledky.

Domnivam se, %e nejvhodnéjsim zakonéenim této
kni?ky o metrikich a metrickych prostorech bude jesté
jedna ukdzka: zavedeme dal$i metriku v roviné E,,
metriku, kterd opét podivuhodné vystihuje jev, s nimZ
se setkavame v Zivoté velmi ¢asto.

P#iklad 74. Definujme pro body # = [x,,%,] a y =
= [y,, ¥2] v roviné E, ,,vzdilenost* h(z, y) takto:
{1) pro x = y poloZime A(x,y) = 0

(2) je-li z # y a pfimka, uréend body x a y, prochazi
podatkem, polozime

h(z, y) = d(z, y)

114



(3) je-li x # y a piimka, urdend body x a y, neprochazi
podatkem, poloZzime )
h(xr ?/) = d(x: 0) + d(?l, 0)

(viz obr. 31; d je piitom eukleidovska vzdalenost a 0 je
podatek).

hx,y) = dtx0) + aly0)
s

, 0

poty) dty,0)

. y
\ : v _dwo)

\\\0~~ d
h(u,v)= \\\{illo)

dluy)=- =d(u0)+|dw0)
=hlu,v)

//o

Obr. 31.

Podrobnéjsim rozborem &tena¥ zjisti, Ze h(x,y) je
vzdalenost, kterou musime urazit, chceme-li se dostat
z bodu z do bodu y ve mésté, jehoz méstskd hromadna
doprava se i{di heslem ,,V8e pfes centrum‘: Ulice na-
Seho mésta jsou uspotdadiny hvézdicovité s prise¢ikem
v poditku; nelezi-li body z a y na témze paprsku, musi-
me, v misté z nasednout na tramvaj, jedouci do centra,
a tam piesednout na tramvaj, jedouci po paprsku, na
némz lezi misto y. S touto situaci — oviem jesté nalezité
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zkomplikovanou tim, Ze paprsky mohou byti , kfivé " —
se jisté vétSina ¢tenaid uz nékde setkala.

Uloha 13. Piesvéddte se, %e vzdalenost b z piikladu 74
vyhovuje skuteénd podminkam A, B a C, kladenym na
metriku, a zjistéte, jaky geometricky tvar maji koule
K(z, r) v metrickém prostoru {E,, k}.

Poznimka 25. Ctenif, ktery vyfesil predchizejict
dlohu, jisté zjistil, Ze koule K(0, 1) méd v metrickém
prostoru {E,, 4} stejny tvar jako v metrickém prostoru
{E,, d}. Mohl by si nyni poloZit otdzku, jak to souvis{
s ivahami na str. 64, kde jsme k jistému danému rovin-
nému Gtvaru  nasli metriku ¢ tak, Ze % byla koule
K(0,1) v metrickém prostoru {E;, ¢}. Nedosli jsme
k néjakému rozporu? Vidyt zminéna metrika ¢ byla
déna jednoznaéné vzorcem (51), a my jsme k evidentné
stejnému dtvaru — kruhu o — nasli dvé zcela rozdilné
metriky d a & tak, %e kruh o je koule K (0, 1) jak v me-
tlélck;jm prostoru {E,, d}, tak v metrickém prostoru
{ 2 }

Tento rozpor je pouzezdanlivy. Ze vzorce (51) plyne,
Ze metrika g, uréend timto vzorcem, mé vlastnost analo-
gickou vlastnosti D eukleidovské metriky d (viz str. 16):
plati

D* o+ uw,y+ uw) =eo(x,y) pro kazdé tii bbdy
z,y,uzkE,

(Doka,ite to pouZitim vlastnosti D!) Odtud pak plyne,
Ze kaidd koule K(a, 1) o poloméru jedna v {E;, o} ma
stejny tvar jako utvar % a vznikne jen jeho posunutim
pfi némi bod 0 = [0, 0] pfejde v bod a. To uZ nelze ¥ci
o koulich K(a, 1) v metrickém prostoru {E,, b} — ty uz
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pro a # [0, 0] maji jiny tvar: napt. pro a = [2, 0] je
koule K(a, 1) v {E,, h} tvoFena 4isetkou délky 2, leZici na
ose z, a majici stted v bods a.

To znamena, %e metrika h nemd vlastnost typu D,
a nemiZe byt tedy dana vzorcem typu (51). Pozname-
nejme nakonec, Ze pochyby, které jsme pravé rozptylili,
by vibec nevznikly, kdybychom p¥i definici metriky A
zvolili za bod, v ném? se , k¥iZzujf viechny hvézdicovité
uspofidané tramvajové linky*, néjaky jiny bod nez
pravé poditek [0, 0].
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