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UvVoD

Tento .svazek Skoly mladych matematikét vznikl
podstatnym rozsifenim textu pfedndsek, které jsem mél
na celostatnim soustiedéni dspésnych udastnikii mate-
matické olympiady v Praze na Ttebesiné v ¢ervnu roku
1982, Prestoze se mddni zajem o Rubikovu kostku od té
doby pfesunul jinam, zistavd kostka i nadéle vybornou
pomiickou k objasnéni zakladnich pojmu teorie permu-
taci a grup. Podrobny vyklad téchto pojmu a jejich vy-
uZiti pfi sestaveni matematickych modeld a feSeni
nejraznéjsich hlavolami podobnych Rubikové kostce
je hlavnim cilem této knizky.

Cely text je rozdélen do tii drovni. KaZda kapitola
zalina na zakladni drovni rozborem uréitych vlastno-
sti hlavolami a postupnym zavadénim nejnutnéjsich
matematickych pojmiu. Na této trovni se pfedevsim
snazim ukazat metodu, jak najit algoritmy pro FeSenf
hlavolami a jak vysvétlit, prod jsou urédité pozice nere-
Sitelné. Potom nasleduji odstavce oznadené hvézdiékou.
V nich jsou zkoumény vlastnosti hlavolami, jejichz
pochopeni neni nezbytné nutné pro uspésné Feseni,
které ale slouZf jako ilustrace ke sloZitéjsim matematic-
kym pojmiam. V zavéru nékterych kapitol je nékolik
dvouhveézditkovych odstavei. Ty jsou uz vyrazné mate-
matické. N&které obsahuji ukazky abstraktnéjsich
uvah, jiné uvadéji pro iplnost matematickou terminolo-
gii. A jiné zase obsahuji viceméné osvétové pozndmky
o urditych aspektech vyvoje matematiky. Nic z odstavei
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eznadenych jednou nebo dvéma hvézdidkami neni p¥i
¢teni zakladni kostkové trovné, ktera tvori vice nez
dvé tietiny celého textu, potfeba.

Tolik ivodem, a nakonec uz jenom podékovani tém,
ktefi se o napsani knizky také zaslouzili. Hodné jsem se
nauéil od udastnika tfebesinského soustfedéni, zejména
od Petra Marsilka. Pata kapitola o orientacich je vyraz-
né ovlivnéna &lankem Igora Kiize o Rubikovych hlavo-
lamech ve studentském ¢&asopisu matematicko-fyzikalni
fakulty v Praze. Podékovani patii také obéma recen-
zentim za pfipominky a podnéty ke zlepdeni textu
a RNDr. Jitimu Mikuléikovi, CSc. za peélivé piekresle-
ni obrazki. A velkou zasluhu ma také tajemnik
Ustiedniho vyboru Matematické olympiddy RNDr. Ka-
rel Horak CSc., ktery moji praci na knfZce trpélivé a se
zédjmem sledoval.

V Protiviné 17. 8. 1985
Autor

Poznimka pro matematiky o oznafeni.” Hodnota
zobrazeni f v bodé ¢ je disledné zapisovana jako ¢f misto
tradiénfho f(7). Divod je nasledujici: jestlize néjaky
postup P na Rubikové krychli udéla permutaci p a jiny
postup Q permutaci ¢, pak sloZeny postup P Q (napfed P
a potom Q) udéla permutaci, ktera je slozenim permutaci
p a ¢. Pfi tradi¢nim zapisu by bylo nutné sloZzenou per-
mutaci zapsat jako ¢ o p, pfi zdpisu pouZivaném v této
knfzce to vychazi logiétéji jako p o ¢ (napfed p a potom
9)-
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Prvni kapitola

HRY A POSTUPY

1.1. Rubikova krychle.*) Velkou vinu zajmu o matema-
tické hry a hlavolamy v neddvné dobé ma na svédomi
piedevsim madarsky architekt a primyslovy néavrhaf
E. Rubik. Stastny napad, jak zkonstruovat hradku,
ktera by poskytovala ohromné mnoZstvi moZnosti pro
vzajemnou polohu jednotlivych prvka a byla pfitom
kompaktni, zachovavala dobfe tvar a ,,padla do ruky*,
byl neméné dokonale realizovan, a Rubikovy krychle
postupné zaplavily fadu zemi po celém svété. Pozdéji
jsme se mohli také dolist o podobnych hradkach ve
tvaru koule, ¢tyfsténu nebo dvanastisténu, o krychlich
4 X 4 X 4nebo 5 x 5 x 5, dokonce o simulacich ¢tyi-
dimenzionalni Rubikovy krychle na poéitadich. Autofi
viech daldich hratek se nechali nepochybné inspirovat
Rubikovou krychli. Jejich vynalezy maji jeden spoleény
rys: nepfeberné mnoZstvi moznych pozie, které zpi-
sobuje, Ze Feseni je stejné obtizné a komplikované jako
u Rubikovy krychle. Jsou to vsechno ,,Rubikovy
kostky*‘, ptestoZe E. Rubik sim uZ s nimi nemél vétsinou
vibec nic spoleéného.

Novindfi se obvykle pfedhanéli v superlativech
o obtiZnosti hlavolami, vyskytly se i nazory, Ze nékteré
z nich jsou pro ¢lovéka zcela nezvladnutelné, zZe je
dokaZe zvladnout pouze vykonny pocitaé. Obéas jsme

*) Autor ddvé pfednost tomuto pojmenovéni pied zavedenym
nézvermn Rubikova kostka (pozn. red.). '



sice mohli najit zminky o souvislostech Rubikovy
krychle a matematiky, o permutacich a grupach, vétsi-
nou ale ¢lanky neobsahovaly nic jiného nez néjaky
obvykle odnékud opsany postup, jak krychli slozit,
a vybizely &tenafe k jeho bezduchému pouzivani. Jak
na takovy postup ptijit, uz v &lancich nebylo. A nikde
jsme se také nedodetli, Ze pojmy a metody potiebné ke
zkroceni Rubikovych krychli znali néktefi matematici
uZ na podatku minulého stoleti. Byl to zejména genidlni
francouzsky matematik E. Galois (1811—1832), ktery
teorii grup, tak se oblast matematiky, kterou miZeme
pii feseni Rubikovych krychli pouzit, rozvinul a ziskal
pro ni patfiéné misto ve struktufe matematiky. Jeho
myslenky byly tehdy tak neobvyklé, ze trvalo fadu let,
ne’ byly patfiéné pochopeny a docenény. Galois se toho
nedockal, zemfel predéasné na nasledky zranéni utrpé-
nych v souboji.

Dnes uZ se nam na Galoisovych myslenkach nezda nic
neobvyklého. A Rubikovy krychle jsou pfimo idealni
pomickou, na které muzeme nékteré z téchto myslenek
vysvétlit a demonstrovat jejich tidinnost. Vydejme se
tedy nyni za jejich tajemstvim. Naudime se piemyslet
o celé fadé hlavolami a spolu s tim nahlédneme do svéta
matematiky, kterd neni pravé béZnou souéasti skolnich
osnov. Nebudeme pfiili§ poéitat, ani nebudeme odvozo-
vat a pouZivat sloZité vzorce. Ke skladani Rubikovych
krychli nenf nic takového potfeba.

Pavodni Rubikova krychle bude osou celé knizky.
Vsechny pojmy a metody budeme demonstrovat pfede-
vsim na ni. Budeme se snaZit pochopit logiku skladéni
Rubikovy krychle a ziskat tak schopnost rychle a samo-
statné vyhledavat postupy vhodné k FeSeni nejruznéj-
sich hlavolami podobného typu. dokonce i téch dosud
nevymyslenych. Zidné postupy se nebudeme pouze
mechanicky uéit, naopak se pokusime vysveétlit vyznam
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kazdého tahu a ukazat razné jiné moznosti, jak do-
sdhnout stejného cile. Proto také nebudeme pouzivat
obvyklého oznaéeni jednotlivych stén krychle pismeny
P — prava, L — leva, C — &elni, Z — zadni, H — horni
a D — dolni, které bylo vymysleno pro zapisovani
postupt, a oznadime si jednotlivé stény prosté pismeny
a,b,c,d, e, f jako na obrazku 1.1.b.

o SXHAR O /6775
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Obr. 1.1

Zadni sténa m4a pismeno d, dolni e a leva f. NaSe oznadeni
nema zadny vztah k tomu, jak krychli drzime, a v kon-
krétnich ptipadech je mozné pouzivat barvy jednotli-
vych stén. My nebudeme barev pouZivat nejen proto, Ze
ruzné krychle mohou byt rizné obarvené, ale také proto,
Ze pFi jiném obarveni nemusi byt stény jednobarevné,
nebo je dokonce spravna pozice uréena néjakymi obraz-
ky, nikoliv barvami. Navic nemame barevné obrazky
k dispozici.

V kaZdé sténé krychle lezi vidy devét malych kosti-
tek. Témto skupindm kostitek budeme iikat krajni
vrstvy. Kazdou z krajnich vrstev mtZeme otoélit o 90°
vpravo nebo vlevo. Tato otodeni budeme povaZovat za
zakladni tahy. Ostatni moZna oto&eni jsou z nich sloZena.
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Tak napiiklad otodit krajni vrstvou o 180° znamend
otodit dvakrat po sobé o 90° a oto¢it stfedni vrstvou je
totéZz jako otodit obé s ni rovnobéiné krajni vrstvy
v opatném sméru. Krajni vrstvy budeme oznadovat
stejnymi pismeny jako ptisluéné stény — a, b, ¢, d, e, f.
Otodeni néjakou krajni vrstvou o 90° vpravo pak bude-
me oznadovat odpovidajicim velkym pismenem. Otodeni
vrstvou ¢ budeme tedy zapisovat C, vrstvou a pismenem
A, atd. Otodeni doleva budeme zapisovat stejnym pisme-
nem, a vpravo nahoru pfipiSeme ~1: 471, E-1 F1 atd.
Otoceni sténou b vlevo budeme zapisovat B1.

Vtipny Rubikuv mechanismus lze riznymi zpisoby
modifikovat, ménit vzajemnou polohu a podet os otade-
ni, pfipadné potet prvka v jednotlivych vrstvach.
Dostavame tak hradky ve tvaru &tyisténu — obr. 1.2.,
dvanactisténu — obr. 1.3.; krychli 2 x 2 X 2 — obr.
1.4, krychli4 x 4 x 4—obr. 1.5,




Jind mechanickd konstrukce vede ke kosé krychli.

Tato hra ma sice tvar krychle, pozdéji si ale vysvétli-
me, Ze pokud jde o zpusob Feseni, je to vlastné jenom
&tytstén obarveny podle obrazku 1.7.

N/

Obr. 1.6 Obr. 1.7

U vaech téchto hradek se miiZze stejny prvek objevit na
stejném misté rizné pootodeny, orientovany. Budeme
Hkat, Ze jsou to kry s ortentaci. Dalsi modifikace Rubiko-
va mechanismu vede na Aru bez ortentace.



1.2. Domino. Tato hra je vlastné Rubikova krychle
bez jedné stfedn{ vrstvy.

M4 dvé dtvercové vrstvy s deviti kostitkami a &tyti
krajni vrstvy po Sesti kostidkdch. Otoéime-li horni
vrstvou o 90° vpravo, dostaneme stejnou pozici jako po
otogeni dolnf vrstvou o 90° vpravo. DulezZity je relativni
pohyb prvka vadi sobé, nikoliv jejich absolutni pohyb
v prostoru. Otodeni nékterou &¢tvercovou vrstvou o 90°
vpravo budeme oznadovat 4, vlevo pak A4-1. Obdélni-
kové vrstvy muzeme pootadet pouze o 180°, oto¢ime-li
je vpravo nebo vlevo, dostaneme vidy stejnou pozici.
Otoceni boénimi obdélnfkovymi vrstvami budeme ozna-
&ovat podle obrazku 1.8. — prednf vrstvou B, pravou C,
zadnf D a levou E. A pro¢ je domino hra bez orientace ?
KaZdy pohyblivy prvek mé jednu dominovou plosku
oznatenou tedkami. Ta se musi v jakékoliv pozici obje-
vit v horni nebo dolni &¢tvercové sténé, protoze boéni
vrstvy muZeme otidet pouze o 180°. Stejny prvek se
proto nikdy neobjevi na stejném misté rizné pootodeny,
vidycky musi byt dominova ploska ve &tvercové sténé.
Pokud se ndm podafi dostat vSechny prvky na sprivna
mista, je hratka sloZena. O orientace prvki se nemusime
viibec starat.
Bez orientace je také dalsf hra.
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1.3. USi. Tady neni potfeba Zadna dimyslna prosto-
rova konstrukee. Usi jsou hra rovinna.

Obr. 1.9

Piesto jde o hru velice zajimavou, a pokud nemame
Fe§eni tolik usnadnéné obarvenim kuli¢ek jako na
obrazku 1.9., také dost obtiZnou. Hru tvori dvaadvacet
kulitek ve dvou protinajicich se usich po dvanacti
kuli¢kach. Ruzné varianty se mohou lisit nejen obarve-
nim, ale také poétem kulidek v usich. Nejjednodussi
povolené tahy jsou pootodeni uchem ,,0 jednu kuli¢ku®,
tj. o 30°. Usi si oznaéime pismeny A4, B a stejné budeme
oznacovat prislusna pootoéeni vpravo. Otoéenf vlevo pak
budeme zapisovat A~1a B,

Na rozdil od Rubikovy krychle nebo domina muzeme
na usich pfesunout kteroukoliv kuli¢ku na misto jaké-
koliv jiné. Naproti tomu na Rubikové krychli, dominu,
¢tyFsténu, dvanactisténu a dalsich hrackach existuji
pohyblivé prvky dvou raznych typi — rohové a hra-
nové, Zadny prvek jednoho typu nemuzeme nikdy pre-
sunout na misto prvku druhého typu. V kazdé pozici je
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rohovy prvek na misté jiného rohového prvku a hranovy
na misté hranového. Budeme ffkat, Ze Rubikova krychle,
domino, étyfstén, dvanactistén aj. jsou hry nesouvislé,
existuji na nich prvky raznych typu. Usi jsou hra sou-
visld, kazda kulitka mize byt na misté libovolné jiné.
Krychle 2 x 2 x 2 je také souvisld hra, navic s orien-
taci.

Uvedeme si jesté jeden piiklad souvislé hry s orien-
taci.

1.4. Koule. Tato hra se prodavala bud s obarvenim
podle obrazku 1.10., nebo také jako zemékoule.

Obr. 1.10

Jednotlivé &étverce muzeme posunovat ve tfech navzi-
jem kolmych pruzich, které si oznaéime opét 4, B, C.,
Na obrazku jsou naznalené tahy A4, B, C, posunuti
v opaéném sméru pak budeme zapisovat A~!, B1a C"1,
Pozdéji si ukiZzeme, Ze je vyhodné povazovat dva proti-
lehlé &tverce za rizné plosky jednoho a téhoZ prvku.
Jsou v jakékoliv pozici proti sobé a jejich vzdjemnou
polohu nemiiZeme nijak zménit. Koule poskytuje pro
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orientaci prvku na stejném misté nejvice moznosti —
¢tyfi pootodeni a navic jesté pfevriaceni, zaménu obou
dtverci tvoficich jeden prvek. Celkem je tedy pro orien-
taci jednoho prvku osm moznosti. Z tohoto divodu je
teorie koule slozitéjsi nez u jinych hratek (nikoliv fese-
nf!), a probereme si ji aZ v zavéru paté kapitoly.

Ve vyétu her nemizZeme zapomenout ani na vieobecné
znamy hlavolam, ktery vymyslel nékdy kolem roku 1870
slavny americky hadankaf Sam Loyd.

1.5. Patnictka. Patrnictka vzbudila ve své dobé
stejnou pozornost jako mnohem rafinovanéjsi Rubikova
krychle o vice nez sto let pozdéji. Je to hra rovinna po-
dobné jako usi. Srovnat pi‘ehé,zené ¢isla do spravného
pofadi na obrazku 1.11. neni piili§ obt{Zné, a snad jediny

opravdovy problém vznikd s pozici, ktera je ,témér
sloZend, pouze &isla 14 a 15 jsou pFehozena.

112131 4
516|178
91101 |12
BW]N Obr. 1.11

Podrobnému rozboru této hry se budeme vénovat
ve druhé kapitole. Povolenym tahem u patnactky je
posunut{ &isla na sousedni prazdné misto, tahy je mozné
provadét pouze na dvojicich sousednich poli, ne viak
kdykoliv, ale pouze tehdy, je-li jedno z téchto poli
prazdné. Tim se patnactka podstatné lisi od vSech pied-
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chozich hlavolamu, u kterych je mozné pootacet skupiny
prvka pouze na zakladé jejich umisténi, nezdvisle na
tom, jaké prvky to pravé jsou. Patnactka mi naproti
tomu jeden vyznamny prvek — prazdné misto — ktery
urduje, jaké tahy muzeme v pozici udélat. Podobnou
vlastnost ma také babylénska véz, prostorové varianty
patnactky.

Obr. 1.12

1.6. Tahy. Uplné a netplné hry. Uvedeny piehled her
stadi pro predstavu, jaké hlavolamy budeme ¥esit. Nyni
si ujasnime spoleéné rysy téchto her a uvédomime si také
nékteré dilezité odlisnosti. Vsechny hry se skladaji
z néjakych prvki, jejichz vzijemnou polohu muZeme
podle urditych pravidel ménit. Jsou to kostiéky na krych-
lich a dominu, kuli¢ky na usich a babylénské véZi, &isla
u patnictky apod. Nejjednodussi moiné zmény vzajem-
né polohy prvki nazyvame tahy. Jaké tahy muZeme
délat ¢ Na krychlich, dominu, étyfsténu, dvanactisténu
muzZeme otodit libovelnou krajni vrstvou prvka kolem
osy této vrstvy. Kazdy tah lze provést kdykoliv, neza-
visle na tom, jaké prvky ve vrstvé lezi. Naproti tomu
u patnidctky muZeme posunout libovolny prvek na
s nim sbusedni prazdné misto. Tahy délame na dvojicich
sousednich mist, ne vsak kdykoliv, ale pouze tehdy,
je-li jedno z téchto dvou mist prazdné.
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Vsimnéte si zasadni odlisnosti pravidla pro patnactku
od pravidel pro krychle, domino, dtyistén, dvanacti-
stén a dalsi bhry. Zatimco u Rubikovy krychle staéi
uvést, kde jsou pohyblivé skupiny prvki — krajni
vrstvy — a jak jimi maZeme otadet, u patnactky musi-
me navic dodat, co tuto skupinu prvku tvof{f — jedno
z obou sousednich mist musi byt prazdné. Podobnou
vlastnost ma i babylénska vé%. Tady existuji tahy obou
typl. Vrstvami muZeme otidet kdykoliv, navic mizZeme
jesté posunout kulitku na sousedni prizdné misto ve
stejném sloupci.

Hry, u kterych je moZnost provadét uréité tahy néja-
kym zplisobem omezena, budeme nazyvat neiplné hry.
Patnactka a babyldnskd véZ jsou jediné piiklady
neupinych her, které budeme v této knize studovat.
Jejich neiplnost je zpiisobena prazdnymi misty, dirami,
na které muZeme jiné prvky posunovat. Existuji také
neuplné hry, které zadné diry neobsahuji, moznost pro-
vadét urdité tahy v nékterych pozicich je omezena ji-
nym zpisobem.

Na Rubikové krychli, ¢tyfsténu, dominu, dvanacti-
sténu, krychlich 2 x 2 x 2, 4 x 4 x 4 a na dalsich
hrach mizeme v kazdé pozici udélat libovolny z moznych
tahill, pro postupné provadéni tahu neexistuji Zadna
omezeni. Takovym hram budeme Fikat <iplné hry.
S vyjimkou druhé kapitoly se budeme zabyvat téméf
vyhradné dplnymi hrami. Poznatky z téchto her pajde
ale aplikovat i na obé nedplné hry, patnactku a babylén-
skou véz.

Jesté na jednu vlastnost tahd upozornime. Na kazdé
hie miZeme libovolny tah vratit. Nebo jinak fedeno, ke
ka?dému tahu existuje tak inverzni. Otoé¢ime-li na Rubi-
kové krychli vrstvou b, tj. udélame-li tah B, pak zpét
do puvodni pozice se vritime tahem B~, otodenim téZe
vrstvy vlevo. Podobné ke kazdému jinému otoéenf vpra-
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vo X je inverzni tah X~ Otodime-li napfed vlevo,
udélame-li néjaky tah X1, vratime vie zpét tahem X,
k tahu X! je tedy inverzni tah X.

Na kazdé hraéce budeme inverzni tah k tahu X ozna-
¢ovat symbolem X! To je v souladu s pFedchozim
oznadenim, k otodeni vpravo je inverzni otoleni vlevo.
A protoZe k otodeni vlevo je inverzni otodenf vpravo,
plati (X-1)7! = X pro kaZdy tah na libovolném hlavo-
lamu.

Existenci inverznich tahd na hlavolamech budeme
zkrécené nazyvat vlastnosti inverze. Je to vlastnost vice-
méné samozfejma, viechny uvedené hry ji maji. Existu-
je ale také pomérné rozsifend hra samotaf (pozdéji
ponékud nadnesené nazyvana hledad génit), ktera
vlastnost inverze nema.

e o o
e o o
e o o
e ®© ¢ 0 0 0 ¢ 0 o
® o o ¢ O ¢ 0 0 o
® @ © 0 0 0 0 0 o
e o o -
o o o .
.o o Obr. 1.13

Touto hrou se nebudeme viibec zabyvat. VyZaduje na-
prosto jiny pfistup nez hry s vlastnosti inverze. Z té
okamZité plyne existence inverznich postupi, a inverzni
postupy budeme pfi fesenf hlavolamii pouZivat neustile.

1.7. Postupy. Kouzlo Rubikovy krychle a vSech dal-
#ich tdplnych her spodiva v nidim neomezené mozZnosti
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provadét jednotlivé tahy po sobé v libovolném potadi,
vytvdfet z nich postupy. KaZdou posloupnost tahi
budeme nazyvat postup. Tak napfiklad P =

= BFDAC'BBE je postup na Rubikové krychli.
Posloupnost Q = AC*BBBCA1A71C muZe byt postu-
pem na Rubikov® krychli, dominu i kouli. Ka%dé po-
sloupnost taht na tplné hie odpovidd postupu, ktery
miZeme skuteénéd realizovat.

Hlavnim disledkem tplnosti hry je skutednost, %e
miZeme postupy sklidat, provadét po sob&. SloZenim
uvedenych postupt P a Q je postup PQ = BF1DAC™
BBE AC*BBBCA1A7C. SloZeny postup zavisi na
pofadi, v némz P a Q providime, sloZfme-li je v opad-
ném pofadi, dostaneme obvykle postup zcela jiny. Tato
volnost ve sklidéni postupu je velice duleZita vlastnost
dplnych her. U neuplnych her ji nemdme. Napiiklad
u patnactky miZeme dva postupy P a Q sloZit, provést
po sobé, pouze tehdy, jestliZe ,,navazuji‘‘, prazdné mfsto
musf byt po skondeni postupu P na stejném misté, na
jakém je p¥i zahdjeni postupu Q. V jinych pifpadech
nenf moZné po skonéeni postupu P postupem Q pokra-
dovat.

Vlastnost inverze m4 jiny dulezity dasledek — kazdy
postup lze vratit, ke kazdému existuje postup inverzni.
Postup P vritime tak, Ze provadime inverzni tahy
k tahim postupu P v opaéném pofadi. K postupu
P = ABCA™ je inverzni postup AC1B241, Inverzni
pastup k P budeme oznadovat symbolem P~1. A protoZe
plati pro kazidy tah (X™!)! = X, plati také vidy
(P71)"1 = P. Zopakujme si jesté jednou: k postupu P
dostaneme inverzni postup P! tak, Ze nahradime kazdy
tah postupu P tahem inverznim a provedeme je v opaé-
ném pofadi. Ovéfte si to na dalsich piikladech postupi
na Rubikové krychli.

U inverznich postupi se jesté chvilku zdrifme.
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Mohlo by se zdat, Ze k postupu P = 4 na Rubikové
krychli existuje kromé P! = A4~ jedté dalsi inverzni
postup, a to Q = AA44. Ctyinisobnym otofenim jedné
vrstvy ve stejném sméru piece také vratime krychli
zpét do pivodni pozice. Tady je tfeba zduraznit, Ze
postup Q = 444 neni inverzni k postupu P = 4,
je to jenom jeden z mnoha dalsich postupi, které udé-
laji totéZ, co postup P! = A~ Na rozdil od postupu
P-1 pfi ném vyuZivime konkrétni vlastnosti Rubikovy
krychle, v tomto piipadé toho, Ze stény na krychli jsou
¢tvercové. Na d&tyFsténu nebo dvanactisténu nevrati
postup Q wo P hru do ptvodni pozice. Zato postupem
P-1 viatime po postupu P do ptivedni pozice jakouko-
liv hru. Postup P! na konkrétnich vlastnostech hry
vubec nezavisi.

postupti. Zname-li postup P, nemusime o inverznim
postupu P! vibec pfemyslet. Stadi zcela mechanicky
nahradit kazdy tah postupu P tahem inverznim a udélat
je ¥ opaéném pofadi. Jednoduchost uréeni inverzniho
postupu ke znamému postupu P je velice uZiteénad pki
fedeni konkrétnich hlavolamu. Nad kazdym jinym postu-
pem Q, ktery udéla totéZz co P, musime aspon trochu
pfemyslet a vyuZit pfi ném konkrétnich vlastnosti hry.
Je-li moZné pouzit Q na jednom hlavolamu, nemusfi byt
pouzitelny na jiném.

Zavérem této dasti o dplnych hriach jesté oznadime
jeden zvlastni postup. Je to postup nulovy, neutralnf,
postup, kterym nic nedélime, niéim jsme neotodili ani
nic neposunuli. Takovy postup budeme oznadovat N,

Cvilenf 1.1, Najdéte inverzni postupy k nasledujfcim
postupim: ABCA-!, BD-1B-1D, N, ABB™ 147,
ABCDEF.
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Specidlni postupy u neiiplnfech her. Na nedplnych
hlavolamech nemiZeme postupy libovolné skladat. P¥i
zkoumén{ téchto her proto nebudeme pouZivat vSechny
postupy, ale pouze nékteré — specidini. U patnictky
bude specidlni postup takovy, ktery zadina a konéf
prizdnym mistem v pravém dolnim rohu, tam, kde mé
byt prazdné misto také ve spravné pozici 1.11. Ka?dé
dva specialni postupy miZeme potom sloZit a inverzni
postup ke specialnimu postupu je rovnéZ specidlni.
Specialni postupy maji tedy, pokud jde o skliddéni,
stejné vlastnosti jako vsechny moZné postupy na uplnych
hlavolamech.

Na babylénské véii budeme za specidlni povaZovat
postupy, které zaéinaji a kondi v pozicich, v nichZ jsou
obé , diry* ve spodni &asti véZe prazdné, neni v nich
Zadna kuli¢ka. Také tady miZeme specialni postupy
libovolné skladat a inverzni postupy ke specialnim jsou
opét specialni.

1.8. Vztah mezi postupy a pozicemi. Spravnou pozici
na Rubikové krychli budeme povaZovat za zakladni.
Ve spravné pozici je pro kazdou rohovou a hranovou
kosti¢ku jednoznadné urleno sprivné misto (a také
spravna orientace) — vice se tomu budeme vénovat
ve tieti kapitole. Také na &tyfsténu a dvanactisténu je
pfi normélnim obarven{ ve spravné pozici jediné spravné
misto (a orientace) pro kazdy pohyblivy prvek. Spravné
pozice budeme opét povaZovat za zikladni. Podobnou
vlastnost ma domino. Jiné je to na usich. Ve spravné
pozici 1.9. miZe byt kazda kulitka na misté libovolné
jiné kulitky stejné barvy. Zidni nemd pouze jedno
spravné misto. Je to zpusobeno tim, Ze vidy nékolik
kuli¢ek m4j stejnou barvu a nemuzZeme je nijak rozlisit.
To usnadiiuje FeSeni, pfi teoretickém zkoumani ale bu-
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deme davat prednost situaci, kdy ka%dy pohyblivy
prvek ma v zakladn{i pozici jediné spravné misto.” Az to
bude potfeba, oznaéime jednotlivé kuligky ¢&isly od 1 do
22 a zvolime opét jednu pozici, kterou budeme povazo-
vat za zdkladni. -

Na ka#dém hlavolamu tedy vybereme néjakou za-
kladni pozici. Zakladni pozici budeme vidy oznadovat
symbolem n. Vidy to bude spravni, nebo jedna ze
spravnych pozic,do kterych checeme hratku slozit. A vidy
to udélame tak, aby mél kazdy prvek v zakladnf pozici
jednoznalné urdené spravné misto. Kaidy postup P
udéla ze zakladni pozice néjakou jinou pozici p, bude-
me to zapisovat PU = p. Pozice u jednotlivych hra-
¢ek mohou byt znalné slozité a rizné, a stejné slo-
Zité je pochopit, jakou pozici néjaky postup udéla.
Postupné se naudime pozice zapisovat a nauéime se také
nachazet postupy, které v pozicich udélaji uréité malé
zmény.

Pouze s neutrilnfm postupem N Zadné problémy
nejsou. Postupem N nic neudélame, zakladni pozice se
nezménf, plati proto NU = n.

1.9. Reitelné a nefeSitelné pozice. Zdaleka ne viechny
pozice na Rubikové krychli miZeme néjakym postupem
pievést do spravné zakladni pozice n. Na obrazku 1.14.
jsou dvé typické netesitelné pozice, v jednom piipadé
jsou vSechny kosti¢ky na spravnych mistech, i ty nevi-
ditelné, a pouze jedna hranova je §patné orientovani,
ve druhém piipadé je Spatné orientovana pouze jedna
rohova kostiéka. Zduvodnit nefesitelnost téchto pozic
nenf zcela jednoduché, udélame to aZ v paté kapitole.

Kaida pozice p, kterou udélame ze zakladni n néja-
kym postupem P, je Fesitelnd. Pokradujeme-li po postu-
pu P inverznim postupem P, vratime krychli z pozice
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p zpét do pozice zakladni. Pozici p = PU tedy slozime,
pievedeme do zikladni pozice postupem P-'. Platitaké
naopak, Ze kaZdou feSitelnou pozici ¢ miZeme udélat
ze zdkladni pozice n néjakym postupem. Slozime-li
pozici q postupem Q a pokra&ujeme-li déle inverznim
postupem Q7!, dostaneme zpét ptvodni pozici q. Po
postupu Q je krychle v zikladni pozici n, plati tedy
(Q™1) U = q. Zcela stejné miuzeme uvazovat také o ostat-
nich hlavolamech. Dostavame tak ndsledujici jednodu-
ché, ale dulezité pravidlo.

Resitelné jsou presné ty pozice, které
miiZzeme udélat néjakym postupem z po-
zice zakladni.

Netesitelné pozice takto udélat nemizeme; abychom
je dostali, musime hradku rozebrat.

Nefesitelnost pozic na obrazku 1.14. ma duilezité
dusledky: v z4dné pozici neexistuje postup, kterym by
bylo moZné pootoéit pouze jednu rohovou nebo jednu
hranovou kosti¢ku, a ostatni ponechat na ptvodnich
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mistech a s ptvodn{ orientaci. Kdyby takové postupy
existovaly, mohli bychom je pouZit také na pozice
z obr. 1.14., poototili bychom pravé tu jednu Spatné
orientovanou kostitku, a pozice by byly razem sloZené.
Pii skldddni krychle proto nemtZeme postupovat tak,
Ze spravné orientace jednotlivych kostitek délame ,,po
jedné‘‘, musime vidy ménit orientace aspon dvou sou-
¢asné. Stejné vlastnosti mé i vétsina ostatnich hlavo-
lamua. Pochopit, které pozice jsou PeSitelné a které
nikoliv, je dulezité k tomu, abychom volili spravné
metody sklidini hralek, a nepokouseli se 0 nemoZné.

Umét tesit hlavolam znamena nejenom umét kazdou
Fesitelnou pozici pfevést néjakym postupem do pozice
zakladni, ale navic také umét poznat nefesitelné pozice
a vysvétlit, prod netesitelné jsou. Bez této druhé schop-
nosti bychom mohli bezvysledné travit &as v pokusech
Fedit néco, co se vykesit neda.

Pozice budeme zkoumat v dalsfch kapitoldch, nyni se
vratime zpé€t k postupim a probereme nékteré méné
zfejmé vlastnosti.

*1.10. Redukované postupy. Ruzné postupy mohou
vést ke stejnym pozicim. Tak naptiklad v postupu P =
= BAA'C je dvojice tahi AA~! zbytednd, stejnou
pozici udélime také postupem P = BC. Plati to nejen
na krychli, ale i na dvanéctisténu, kouli, &tyfsténu,
dominu a na vSech ostatnich hlavolamech s vlastnostf
inverze. Naproti tomu dvojice postupi R =4 a S =
= AAAAA vede k téze pozici pouze na Rubikové krych-
li, nikoliv vsak na &ty¥S$té€nu, kouli nebo dvandctisténu.

V tomto odstavci budeme zkoumat, které dvojice
postupit vedou ke stejné pozici vidy, bez ohledu na
konkrétni vlastnosti hry. Vychozim bodem je vlastnost
inverze, kterd zajisfuje moznost vratit libovolny tah.
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Slozenim X X! nebo X !X dvojice inverznich tahu
v libovolném pofadi vritime vidy hru do p¥edchozi
pozide, nezménime nic. Vynechame-li tedy v néjakém
postupu dvojici sousednich inverznich taht, zménfme
sice postup, ale takto zménény postup povede ke stejné
pozici jako ten puvodnfi. Kaidy postup muZeme redu-
kovat postupnym vynechavanim sousednich dvojic
tahi XX-! nebo X 1X, Tak napfiklad redukeci postu-
Pu P = ABCC'B1CA14BA™! dostavime postupy
ABB'1CA14BA™', ACA7*ABA™ a ACBA™. Posledni
postup je uz redukovany, Zédny tah v ném bezprostied-
né nevracime, Zddné dva po sobé jdouci tahy nejsou
tvaru XX 'nebo X 1X.

Cvicenf 1.2. Které z nasledujicich postupu jsou redu-
kované? BCC'D, ABA'B™', N, ABCDC B 147,
ABCC147,

Cviteni 1.3. Redukujte tyto postupy:
BDDAC-CA™', AFAA'F'B'BCC™ 47, N, ABC,
CEEFF'C'CA*ADDC'C.

Dvojice sousednich inverznich tahti pi#i redukovani
néjakého postupu vybirame libovolné, nékteré takové
dvojice vzniknou aZ po vynechini fady jinych, a neni na
prvni pohled zfejmé, Ze riznym vybérem téchto dvojic
dostaneme vidy stejny redukovany postup. Na ndsle-
dujicich Fadcich dokdZeme, Ze tomu tak opravdu je.

Leva redukce. Nejdfive popiseme jednu specialni
metodu vynechavani dvojic XX nebo X *X. V postu-
pu P najdeme prvnf dvojici zleva sousednich inverznich
taht a vynechame ji. Dostaneme jiny postup, v ném
opét najdeme prvni dvojici zleva sousednich inverznich
tahl a vynechame ji, a to stale opakujeme, az dostaneme
redukovany postup, v némZ Zadné dva sousedni tahy
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uz nejsou navzijem inverzni. Tento postup oznaéime

P a budemec mu ftikat lend redukce postupu P. Napii-
klad pi#i redukei postupu

P=ABC'DD B \CA*ABB™'\C D!
touto metodou dostavame postupy
ABC-'CB'CA*ABB'\C D!,
ABB'CA 'ABB'\C D VACA'ABB\C D},
ACBB'C D1, ACC'D™Y, AD™L,
Plati tedy P— AD.

Timto zpusobem najdeme soudasné levé redukce
viech postupti Q, které dostivame z P jako &istedné
mezivysledky. Pro kazdy takovy postup Q proto plati
Q="

Odvodime jesté nékolik dalsich pravidel levé redukee.
Predpokladejme, Ze postup P je sloZenim postupi R a S,
tj. P = RS. Redukujeme-li popsanou metodou postup
P, redukujeme zpoditku postup R a teprve po nalezeni

jeho levé redukce R vynechavame dvojice, které obsa-
huji aspon jeden tah pat¥ici do S. Jeden z mezivysledki
se tedy rovna RS. Z posledni véty predchoziho odstavee
vime, Ze leva redukce postupu RS se rovné. levé redukei
celého postupu P = RS, plati proto RS = RS.

Jak se lisi levé redukce postupii P a PXX™1? Jeden
z mezivysledki se rovnd PXX™! Je-li posledni tah
postupu P rizny od X!, méiZzeme uz vynechat v PXX 1
pouze dva posledni tahy, plati proto PXX ! = PXX™! =
= P. Je-li posledni tah P roven X1, musime p#i redukei
PXX-1 vynechat dvojici X'X. Na konci ale ziistane
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dalsi X!, dostaneme tedy opét postup P. Vidy proto
plati PXX ! — P, a podobné také PX X = P.

Je-li P redukovany postup, nejsou Zadné dva sousednf
tahy navzijem inverzni, Zadnou dvojici tahii nemuzeme
vypustit, protoje P = P.

Vezméme si nyni libovolny postup P a v ném né&jakou
dvojici sousednich inverznich taht XX~™'. Postup P
rozdélime na postup Q pfed dvojici XX 1, dvojici XX !
a na postup R po XX, tj. P = QXX 1R. Pomoci uZ
odvozenych pravidel levé redukce dostivime P —

——————— ———— g —
= (QXX )R =(QXX )R = QR = QR, coZ zname-
na, Ze levd redukce postupu P se rovna levé redukci
postupu QR, ktery dostaneme z P vynechanim libovolné
dvojice sousednich tahtt XX 1. Vynechanim jiné dvojice
neZ prvni zleva jsme tedy nic nezkazili.

Redukujeme-li postup P libovolné, dostavime postu-

Py P = Qq Qi Qs ..., Q. a kazdy postup Q; vznikne
vynechanfm néjaké dvopce sousednich inverznich taht

z Q; - Podle posledni dokazané vlastnosti levé redukee
plati Q; = Q, ,, levé redukee viech postupt Q; se proto
rovnaji. Platf tedy také P = Q.. Postup Q je ale redu-
kovany, tj. P = Q, = Qi Libovolnou redukef postupu

P dostaneme zase jednom levou redukci P. Tim jsme
dokézali jednoznaénost redukce postupi.

Postupnym vynechdvanim sousednich
dvojic inverznich tahi z postupu P do-
staneme vidy stejny redukovany po-

stup P.

Ke kaZdému postupu P nynf umfime najit jeho redukei
P a timto redukovanym postupem udélame vidy stejnou
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pozici jako postupem P. Plati to pro kaZdou hru. Dva
postupy P a Q, jejichZ redukce P a Q se rovnaji, proto
také udélaji stejné pozice.

Inverzni postup P! k redukovanému postupu P je
rovné’ redukovany. NemuZe obsahovat dva sousedni
inverzni tahy, protofe ani P je neobsahuje. Také
neutralni postup N je redukovany. Naproti tomu slo-
Zeni dvou postupl P a Q nemusf byt redukovany postup
ani za pfedpokladu, %e P a Q redukované jsou, jak se
snadno presvédéime na piikladu P = 4B, Q = B™'C.
Muzeme ale najit redukei PQ jejich slozeni, ktera uz
samoztejmé redukovand je. Postupu PQ budeme ¥ikat
redukované slozeni postupi P a Q a budeme jej ozna-
dovat P o Q, abychom jej odlisili od oby&ejného slozeni
PQ.

Cvi¢eni 1.4. Najdéte slozeni PQ a redukované slozeni
P o Q nasledujicich dvojic postupi:

P — ABC Q = A1B 10
P = ABC Q = C 1B 14"
P = ABB-\CF-! Q = FA1BI(C
P = ABB 4™ Q=N

P = CF'HB'BAC™* Q = CA-'D'DH-'F.
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Druha kapitola

PATNACTKA —
NERESITELNE POZICE

2.1. Reklamni pozice. V dalsich kapitolach budeme
studovat pozice na nejraznéjsich hlavolamech, naudime
se poznavat nefeSitelné pozice, vyhledavat postupy ke
skladani tesitelnych pozie, chapat souvislosti mezi
hratkami a pouzivat podobé triky pii feSeni raznych
hlavolamti. Za¢neme tou nejjednodussi hrou — pat-
nactkou. To je sice hra nedplna, na rozdil od vétsiny
ostatnich, pokud jde ale o pozice, nejsou rozdily tak
podstatné. Metody, které se naudime pouZivat v této
kapitole, budou jen s drobnymi dpravami pouZitelné
1 u ostatnich hlavolami. Pozice budeme studovat po-
moci grafii, proto je dalezité zvliadnout dobfe dvahy
z této kapitoly, zejména odstavee 2.3.—2.11.

Stejné jako na Rubikové krychli, také na patnactce
existuji nefesitelné pozice. Jedna z mnoha je na obrazku
2.1. '

11234
5(6|7)|8
9110 |1 |12
13|15 | 14
Obr. 2.1



Netesitelnost této pozice byla dokonce zakladem reklam-
nfho triku — za jeji sloZeni byla vypsidna odména 10 000
dolarii. Obchodnici, ktefi se snaZili zvysit zdjem o hratku
timto zptisobem, se nemuseli obavat ani o jediny dolar.
Pozice je netesitelna, Zadny postup, ktery by ji pFevedl
pfi zachovani vdech pravidel do pozice zakladni, ne-
existuje.

Jak dokaZeme nefesitelnost néjalgé pozice ? UkdZeme,
%e nemiZeme dostat spravnou pozi¢i ani po sudém, ani
po lichém poétu tahu. )

2.2. Trik se Bachovnici. Jednodussi je ukazat nefegitel-
nost reklamnf{ pozice z obrazku 2.1. lichym podétem tahi.
Na dno krabi¢ky namalujeme 8achovnici 4 x 4 jako na
obrazku 2.2.a.

%, %
7R k&

blg |10]3]6

|
,
///Ay/%y | 12515//7
//////4 | [nls |17
zZ | 2 |14

Obr. 2.2

Prazdné misto ma nyni v jakékoliv pozici svoji barvu —
bilou nebo &ernou. Barva priazdného pole se po kazdém
tahu zméni, kazdé pole sousedi pouze s politky opaéné
barvy. V pozici 2.2.b je prazdné misto ¢erné, po prvnim
tahu bude biflé, po druhém znovu é&erné, atd. Odtud
ihned plyne éernobilé pravidlo.
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Po sudém poétu tah@ bude mit prazdné
misto vidy stejnou barvu jako na po-
&atku, po lichém bude mit barvu opad-
nou.

Prazdné misto v zikladni pozici ma barvu bflou.
Ma-li néjaka jind pozice prizdné misto také bilé, mi-
Zeme z nf dostat zdakladni pozici jen po sudém poétu
tahil, nikdy po lichém. MuZeme také Fici, Ze bila pole
jsou suda. Naopak &ernd prazdni politka jsou licha,
mizeme je presunout do pravého dolniho rohu jenom
lichym podtem tahi. Na obrazku 2.2.b je prazdné misto
liché.

Reklamni pozice mé prizdné misto sudé, nemuZeme
ji proto nikdy slozit po lichém poétu tahi; pokud to vi-
bec néjak jde, musi to byt sudym poétem tahi.

2.3. ZAapis pozice pomoci tabulky. Abychom vylouéili
i tuto zbyvajici moznost, budeme podrobnéji zkoumat
jednotlivé pozice. Piedeviim se je naudime zapisovat
a graficky znazornovat. Jak se li§i naptiklad pozice
na obrazku 2.2.b od zékladni pozice 1.11.? Cislo 1 je na
misté, na némz ma byt v zdkladni pozici &slo 11, &slo 2
je na misté éisla 13, &islo 3 je na misté &isla 3, je na
spravném misté. Cislo 4 je na mist8, které ma byt
prazdné. Oznadime-li si prazdné misto &islem 16, miZe-
me zachovat dosavadni styl popisu a napsat, Ze &fslo 4
‘je na misté &sla 16. Déale pokradujeme: &fslo 5 je na
misté &isla 6, ¢islo 6 je na mistd &isla 4 atd. Zavérem
uréime polohu prazdného mista, &slo 16 je na misté
¢isla 12,

Tabulka pozice. V uvedeném popisu se mnoho slov
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zbyteéné opakuje, celou pozici miiZeme tispornéji zapsat
ve tvaru dvoufadkové tabulky:

( 1, 2,3, 4,5,6,7,8, 9,10,11,12, 13, 14,15,16
11,13,3,16,6,4,8,1,10, 2,15 5, 9.14, 7,12).

Smysl tabulky je jasny, é&islo ¢ je na misté &fsla §, praveé
kdyz je pod ¢ v tabulce ve spodnim fadku ¢&fslo j.

Viimnéte si, Ze kazdé z ¢isel 1, 2,3, ..., 16 se v tabulce
vyskytuje pravé jednou v hornim fadku a pravé jednou
v fadku dolnim. Divod je ztejmy: v pozici je kazdé &islo
(a prézdné misto) pravé jednou — horni fadek -—— a na
kazdém misté se vyskytuje pravé jedno é&islo (prizdné
misto ma ¢&islo 16) — dolni fadek. Uvedené vlastnosti
nejsou Zadnou specialitou pozice z obrazku 2.2.b, ma je
kaZda pozice u patnactky.

Méme-li naopak néjakou tabulku s uvedenymi vlast-
nostmi, miZeme podle ni naskladat é&isla do krabitky

a dostat pozici, jejimz zapisem tato tabulka je. Tak na-
piiklad tabulce

1, 2,3, 4,5,6,7, 8 9,10,11,12,13,14,15,16
7,10,2,13,8,1,9 15,16, 3, 5,11,12, 14, 4, 6
odpovidé pozice na obriazku 2.3. Poloha kazdého fsla

je urtena druhym fadkem tabulky, &fslo 1 je na misté
¢isla 7, &islo 2 je na misté &isla 10 atd.

613|1]1
" 115
71211213
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Cvifeni 2.1, a) Jak vypada tabulka reklamni pozice ?
b) Nakreslete pozici, jejiZ tabulka je

1, 2,3.4,5 6,7,8 9,10,11,12,13, 14, 15, 16
7,16,2,5,8,11,1,6,15,13, 3,10, 414,12, 9).

2.4. Graf pozice. Nékteré pozice jsou hodné, jiné méné
rozhazené. Napiiklad reklamni pozice je malo rozhazena,
na nespravnych mistech jsou pouze éisla 14 a 15. Naproti
tomu pozice na obrazku 2.3. je rozhdzena podstatné vice.
Jak moc je néjaka pozice vzdalena od pozice zakladni,
muzeme odhadnout piimo nebo pomoci tabulky. Dalsi
moznosti je nakreslit si graf pozice. Jak nakreslime graf
pozice na obrazku 2.3.?

Cislo 1 je na misté &isla 7; nakreslime v roviné bod,
ktery oznad¢ime 1, a z ného udélame Sipku do bodu
oznageného 7. Cislo 7 je na misté &sla 9, pokradujeme
proto z bodu 7 dalsi Sipkou do navého bodu, ktery ozna-
¢ime 9. Dile, ¢islo 9 je na misté 16, nakreslime tedy
sipku z 9 do bodu 16. Dalsi Sipka vede z bodu 16 do
bodu 6 a z 6 zpét do bodu 1. Z bodu 1 uz Sipka udavajici
polohu ¢isla 1 v pozici 2.3. vede. Zvolime dalsi ¢islo,
které se zatim v naSem grafu nevyskytuje, naptiklad 2,
a pokratujeme, Z bodu 2 vede Sipka do hodu 10, z 10 do
3 a z bodu 3 zpét do bodu 2. Stale jsme jesté neprobrali

] 4
~

i / \6 /2 13 \1§

\ / 10——3 C11'12 8

I \1«1\./

5
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vSechna &isla. Vezmeme ¢&islo 4, z ného vede Sipka do 13,
atd. Nakonec zbyva uZ jenom ¢&islo 14, které je na sprav-
ném misté, v grafu to vyznaéime Sipkou, kterd vede
z bodu 14 zpét do 14. Na obrazku 2.4. je nakresleny cely
raf.

& Tento graf zcela nahradi tabulku ze zavéru piedcho-
ziho odstavce. Z bodu 7 vede Sipka do bodu j, pravé kdyZ
je v tabulce pod éislem 1 é&fslo j. Z grafu néjaké pozice
muzeme tedy zrekonstruovat zpét tabulku této pozice
a tim i pozici samotnou. Misto pozic muZeme proto
zkoumat jejich grafy.

Cvideni 2.2. a) Jak vypada graf zdkladni a reklam-
ni pozice ?
b) Nakreslete graf pozice, jejiz tabulka je ve cvidenf
2.1.b,

Jaké grafy odpovidaji pozicim ? Predevsim musi mit
sestnact bodl. Z kaZidého bodu musi vychdzet jedna
sipka, nebot kaidé é&islo se ve hie vyskytuje pravé jed-
nou, Také do kazdého bodu vede jedna Sipka, na kazdém
misté je praveé jedno éislo.

2.5. Cykly. Vztah mezi tabulkou a grafem pozice je
bezprostiedni, jedno z druhého miizeme snadno odvodit.
Presto ma graf oproti tabulce nebo pozici samotné jednu
velkou pfednost. Na prvni pohled vidime, Ze je tvofen
nékolika cykly. To je diusledkem faktu, Ze z kazdého
bodu a do kazdého bodu vede pravé jedna Sipka. Zvo-
lime-li néjaky bod, mazeme z ného pokradovat ve sméru
sipek tak dlouho, dokud se nevratime zpét. Z grafu také
ihned zjistime, kolik ma cykla a jaké jsou jejich délky.
Tak naptiklad graf na obrazku 2.4. ma é&tyfi cykly,
nejdelsi ma délku 7, dalsi dva maji délky 5 a 3 a zbyva-
jici mé délku 1.
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Kazdéd pozice je jednoznaéné popsana svym grafem,
miiZzeme proto mluvit o podtu a délkach cykla v pozici
podle toho, kolik cykld a jak dlouhych ma jeji graf.
Zéakladn{ pozice ma tedy Sestnact cyklu délky 1, reklam-
nf pozice ma &trnact cykla délky 1 a jeden cyklus délky
2 tvofeny ¢&isly 14 a 15, atd.

Potet cykli a jejich délky jsou dileZité charakteristi-
ky pozic u viech hradek, a proto ze viech moZnych po-
pisi pozic (obrazkem, tabulkou, grafem) budeme pouZi-
vat pfedevsim grafy, které roli cykli nejvice zdiraziujf.

Cvieni 2.3. Vysvétlete, proé je soudet délek vsech
cykli v kazdé pozici estnact.

Cvitenf 2.4. Kolik cykld mi pozice ze cvideni 2.1.b
a jaké jsou jejich délky ? -

2.6. Jak se zméni pozice po jednom tahu. Vratme se
opét k pozici na obrazku 2.3., jejiz graf je na obrazku
2.4. V této pozici mazeme udélat &tyfi tahy, posunout
na prazdné misto jakékoliv z &fsel 1,2,3a 11.

Jaky bude graf nové pozice, posuneme-li napfiklad
&islo 1? MiZeme jej nakreslit podle nové pozice, nds
viak bude vice zajimat, jak jej dostat pfimo z grafu
pozice pivodni. Cislo 1 bylo ptivodné na mfsté 7, nynf
bude tam, kde bylo prizdné misto, tedy na misté &isla 6.
Prazdné misto se naopak z politka 6 pfesune na misto 7.
Viechna ostatni &isla zistanou na pavodnich mistech.
Jakkoliv se posunuje &islo 1, podstatné je pfedevsim to,
Ze se tah odehrava na mistech 6 a 7, a nikde jinde.
Kde se tah odehrava, muZeme vyznaédit v grafu pozice
pomocnymi &irkovanymi Sipkami, které jdou mezi
misty, na nichz se &isla posunuj{ — obrazek 2.5.a.

Nyni muZeme stanovit, jak dostat graf nové pozice
piimo z grafu pivodnfho. Viechna ¢&fsla, kteri nejsou
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na mistech, mezi nimiz vedou éarkované Sipky, zista-
nou, kde byla. Zméni se pouze Sipky vedouci do 7 a 6.
Do 7 povede §ipka, ktera pivodné vedla do 6, a do 6 po-
vede Sipka, kterd puvodné vedla do 7. MiZeme také
Fici, Ze koncové body sipek vedoucich do 6 a 7 se zaméni
podle &irkovanych Sipek. Novy graf je na obrizku
2.6.b.

Podobné najdeme graf nové pozice, posuneme-li na
prazdné misto &islo 2, nikoliv 1. Nyni pfehazujeme &isla
na mistech, na nichz ma byt 6 a 10, ¢arkované Sipky
povedou tedy mezi 6 a 10 — obrazek 2.6.a. Graf nové
pozice je potom na obrazku 2.6.b.

Obecné miZeme konstrukci nového grafu z grafu
pozice puvodni shrnout takto. Mezi dvéma body odpovi-
dajicimi mistim, na nichZ se tah odehrava, udélime
v puvodnim grafu pomocné ¢arkované Sipky. Graf nové
pozice dostaneme tak, Ze zaménime koncové body Sipek
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vedoucich do téchto dvou bodu. Ostatni sipky ztGstavaji
beze zmény.

Cviteni 2.5. Nakreslete grafy vSech tifi moznych pozic,
které dostaneme po jednom tahu z pozice cviéeni 2.1.b.

*Cvi€eni 2.6. Jaké podminky musi spliiovat dvojice
pomocnych ¢arkovanych 8ipek v grafu néjaké pozice,
aby odpovidala povolenému tahu ?

2.7. Jak se zm&ni polet eykli po jednom tahu. Cérko-
vané Sipky v grafu pivodni pozice jednoznaéné uréuji
novy graf. Mohou vést bud mezi dvéma body ve stej-
ném cyklu — jako na obrazku 2.5.a, nebo mezi body
v raznych cyklech — jako na obrazku 2.6.a.

Oba body ve stejném eyklu. Pozice na obrazku 2.5.a
mé &tyfi cykly, po provedeni naznadeného tahu dosta-
neme pozici 2.5.b, kterd md pét cyklid. To nenf nahoda.
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Jestlize tah vede mezi dvéma body v témie cyklu,
zvétsi se celkovy pocet cykla vidy o jeden. Dokdzeme
si to pomoci obrazku 2.7,

a) b)

~

S s

\.

\\
*xY
-

Obr. 2.7

Uvazujme jeden z cykli v néjaké pozici a v ném dva
libovolné body i, j. Carkované Sipky mezi ¢ a j oznaduj,
ze tah délame na dvou mistech ve stejném cyklu. Jak
bude vypadat graf nové pozice? Zaménou koncovych
boda Sipek do 7 a j se tento eyklus rozpadne do dvou
mensich cykl, v jednom z nich bude ¢ a ve druhém j —
obrazek 2.7.b. Ostatni cykly zGstanou beze zmény,
jejich celkovy potet se tedy zvétsi o jeden.

Body v riiznych eyklech. Zcela stejné si ukaZeme, Ze
pocet cykla se zmensi o jeden, vedou-li ¢arkované Sipky
mezi bodv v riznych eyklech (jako na obriazku 2.6.).
Budeme opét predpokladat, Ze tah vede mezi dvé-
ma body ¢, j a Ze tyto body lezi tentokrat v riznych
cyklech.

Na obrazku 2.8.a jsou z celé pozice nakresleny pouze
tyto dva cykly. V novém grafu Sipka, ktera puvodné
vedla do ¢, povede do j, a Sipka, ktera vedla do 7, povede
do ¢, Oba cykly se tak propoji do jednoho velkého —
obriazek 2.8.b. Ostatni cykly se opét nezméni, nova po-
zice bude mit o jeden cyklus méné.
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Tim jsme si dokazali dulezité pravidlo o poétu cykli
v pozici.

Celkovy podet cykla v pozici se po jed-
nom tahu zméni o jeden. Vede-li tah
mezi body v témie cyklu, podet cykla
se zvétsi, vede-li mezi body v raznych
cyklech, podet se zmensf.

Nl | Vo
P
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2.8. Sudé a liché pozice. UkdaZzeme si jeden dusledek
tohoto pravidla. Kazdym tahem se podet cykla v libo-
volné pozici zméni o jeden. Udélame-li vice tahd, po
ka?dém z nich se rozdil mezi podtem cykla v poléteéni
a koncové pozici zméni o jeden, stfidavé se tedy meéni
ze sudého na lichy a naopak. Po jednom tahu bude
tento rozdil vidy lichy (rovny jedné), po dvou tazich
vidy sudy, po tfech lichy atd.
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Po sudém poétu taht bude rozdil mezi
poétem cykli v politedni a koncové
pozici viZdy sudy, po lichém poétu taha
vizdy lichy.

Odtud ihned vyplyva, Ze je-li rozdil mezi podtem cykla
v néjakych dvou pozicich sudy, nemiZeme jednu z druhé
nikdy dostat lichym podtem tahd, a je-li tento rozdil
lichy, nemuze to jit po sudém poétu tahi.

Nas ptedevsim zajimé, kdy muZeme néjakou pozici
pievést do pozice zakladnf. V piipadé, Ze je rozdil mezi
po&tem cykli v pozici a poétem cykld v pozici zakladn{
(ta ma Sestnact cykld) sudy, nemuzeme ji sloZit lichym
pottem taht, pokud to vibec néjak pijde, tak jediné
po sudém poétu tahu. Takovym pozicim budeme proto
Fikat sudé pozice. Pozice, u nichZ je tento rozdil lichy,
muZeme naopak sloZit jediné lichym podtem tahd,
a budeme jim proto Fikat liché pozice.

V zékladnf pozici je Sestnact cykli, néjaka pozice
u patnactky je tedy sudd, pravé kdyz ma sudy podet
cykli. Sudost nebo lichost pozice zjistime tedy také
podle celkového pottu jejich cykli. Musime si ale uvé-
domit, Ze to tak vychézi pouze proto, %e zakladni pozice
mé sudy pocdet cykli. U hratek, které maji zakladni
pozice s lichym poétem cykld, to vychazi piesné naopak,
sudé jsou pozice s lichym poétem cykli. Takova je
napiiklad varianta 3 x 5 v odstavei 2.12.

Cviteni 2.7, Které z nésledujicich pozic jsou sudé?
a) zakladni, b) reklamni, ¢) pozice ze cvideni 2.1.b.
Cviteni 2.8. Ktera z pozic je suda a ktera licha ?

a)(1,2 3 4, 5 6 7,809 10,11,12 13.14,15,16
16,15,14,13,12,11,10,9,8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1
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b)( 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, 16
16,1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10,11,12, 13,14, 15).

2.9. NefeSitelnost reklamni pozice. V odstavei 2.2.
jsme pomoci triku se Sachovnici vyloudili moznost slo-
Zeni reklamni pozice po lichém poétu tahd. Zbyva do-
sud moZnost dosahnout cile sudym poétem tahi. Podet
cykli v reklamni pozici je 15 a lisi se od podtu cykli
v zakladni pozici o jeden. Reklamni pozice je tedy licha.
NepomiZe nam proto ani Zadny sudy podet tahu.
Pozice je opravu nefesitelnd.

2.10. Dal¥i nefeSitelné pozice. V reklamni pozici je ve
sporu lichy podet cykla a sudé prazdné misto. ProtoZe
je pozice liché, nemizZeme ji sloZit po sudém poétu tahi,
a protoze je prazdné misto sudé, nejde to ani po lichém.
Kdykoliv jsou v néjaké pozici obé charakteristiky —
podet cykli a poloha prazdného mista — v rozporu,
pozice je nefesitelna ze stejného duvodu jako pozice
reklamni. Tak naptiklad obé pozice na obrazku 2.9.
jsou nefesitelné. Prvni z nich je licha a prazdné misto
ma sudé, zatimco druhd je sudd, ale zkazi to zase liché
prazdné misto.

A, T3 15 BTl 7 s
2(9]1]s %{4]|61|1
1%(10]7 |8 8 12(5
1316 |1 |12 1M|(13|(3]|6

Obr. 2.9
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Nas3li jsme mnoho nefesitelnych pozic.

Vsechny sudé pozice s lichym prazd-
nym mistem a vSechny liché pozice se
sudym prazdnym mistem jsou nefesi-
telné.

Zbyva rozhodnout o fesitelnosti ostatnich. Ty jsou
Tesitelné, diikaz ale odlozime do jedné z pristich kapitol,
aZ budeme umét nékolik novych trika.

Véechny sudé pozice se sudym prazd-
nym mistem a vSechny liché pozice
s lichym prazdnym mistem jsou Fesi-
telné.

Cvileni 2.9. Kolik cykli maji pozice na obrazku 2.9.?
CviZeni 2.10. a) Lze prevést pozici ze cvideni 2.8.a do
pozice b) z téhoz cviteni ?
b) Mohou byt obé soudasné fesitelné ?
¢) Ktera z nich je nefesitelna ?

2.11. Polet sudych cykli v pozici. UkdZeme si jests
jeden zpusob, jak zjistit, je-li pozice sudd nebo lich4.
Soucdet délek vsech cykli v kaZdé pozici je Sestnact
(evideni 2.3.). Téch, které maji lichou délku, musi byt
proto sudy poéet. Podet viech cykla je potom sudy nebo
lichy, podle toho, je-li sudy nebo lichy podet cykla sudé
délky. Z odstavce 2.8. vime, Ze pozice u patnactky je su-
da, pravé kdyz ma sudy poéet cykla. Je tedy suda, praveé
kdyZ mé sudy podet cykli sudé délky. A tak zakladni
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pozice je suda také proto, Ze nema Zadny sudy ecyklus,
reklamni je licha, protoze ma jeden sudy cyklus, atd.

Cviteni 2.11. Uréete podty sudych cykli v pozicich na
obrazku 2.9. a ze cvideni 2.8,

*2.12, Jiné varianty, Metodu, kterou jsme ukazali
nefesitelnost reklamni pozice, miZeme pouiit u mnoha
dalsfch variant patnactky. PredevSim nemusime hrat
na ploe 4 x 4, jde to na jakékoliv obdélikové plose
m X m. Varianty 2 X 2,1 x n, m X 1 jsou nezajimavé,
nedavaji Zidnou moZnost prohazovat ¢isla. Popisy
viech fesitelnych pozic a postupy k jejich fefeni jsoun
snadné.

U ostatnich obdélnikovych variant muZeme zkoumat
stejné otazky jako u patndctky: které pozice jsou nefe-
sitelné, a jak skladat ty fesitelné. Dosud jsme se naudili
dokazovat nefesitelnost nékterych pozic u patnictky,
podobné ale mizeme postupovat i u dalsich variant. Tak
napitklad pozici na obrazku 2.10.a — varianta 3 x 5 —
nelze bez porudeni pravidel pfevést do zakladni pozice
2.10.b.

T2 ala]s ] 120345
678|910 6|78 ]9 |10
11214 ]13 1121314

Obr. 2.10

Diikaz je zcela stejny jako diukaz nefeSitelnosti re-
klamni pozice,
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1, Pomoci Sachovnicového triku ukdieme, Ze to nejde

lichym poétem taht — odstavec 2.2.

2. Grafy pozic, poéty cykli a jejich délky najdeme stejné

jako u patnactky — odstavce 2.4. a 2.5. '

3. Po jednom tahu se podet cykli v kazdé pozici zméni

vidy o jeden — odstavce 2.6.a 2.7.

4. Pozice na obriazku 2.10.a mi &étrnact cykla, zatimco

pozice na obrazku 2.10.b jich ma patnact. Jednu z druhé

proto v dusledku bodu 3. nemtZeme dostat po sudém

poétu tahi, pozice 2.10.a je neieditelna — odstavec 2.8,
V souladu s definici z odstavce 2.8. muzeme Fict, Ze

pozice 2.10.a je lichA — maé podet cykli, ktery se od

podtu cykli v zakladni pozici lisi o liché &islo 1.

Cvideni 2.12. Dokazte, Ze polet cykld v libovolné
pozici varianty 3 x 5 se od pottu cykli v zakladni
pozici 2.10.a li§i o sudé &islo, pravé kdyz ma tato pozice
sudy potet sudych cykll, coz je, pravé kdyZ ma lichy
podet viech cykli.

Jind varianta patnactky je na obrazku 2.11. Také zde
muzeme posunout é&islo na sousedni prazdné misto.

Zajima nas, je-li mozné pievést pozici a) do zakladni
pozice b). )
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Cheeme-li postupovat podle bodu 1.—4., jsme chvili na
rozpacich, jak modifikovat trik se Sachovniei. Hraei
plocha pfece nema tvar Sachovnice! Chvile pFemysleni
ale ukaze, Ze prazdné misto v pravém dolnim rohu
mizZeme néjakym postupem dostat zpét zase jenom po
sudém poltu taht. Podstatné totiZ je, Ze také zde lze
hraci plochu obarvit bilou a ¢ernou barvou tak, Ze kazda
dvé sousedni pole maji vidy opad¢né barvy.

A

Obr. 2,12

Opét vidime, Ze kaidy tah zméni barvu priazdného
mista, pozici a) tedy nelze pfevést do pozice b) lichym
poétem tahu. Déale uZ miZeme postupovat podle boda
2., 3. a 4. prakticky beze zmén. Kazdy tah zméni poet
cykli v pozici o jeden. pozice a) jich ma patnact, zatimco
zakladni pozice b) Sestnact. Jednu z druhé proto nemu-
Zeme dostat ani sudym poltem tahit. Pozici a) nelze
pfevést do b) bez poruseni pravidel, je nefesitelns.
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Tteti kapitola

POLOHY PRVKU

3.1. Poloha a orientace. Umime uz kreslit grafy pozic
u patnictky, vime, co jsou cykly a jak jejich podet
ovliviiuje fesitelnost nebo netesitelnost pozice. Nynf se
vratime zpét k Rubikové krychli a dalsim hlavolamam.
Ty jsou podstatné slozitéjsi, nez je celkem jednoduchi
patnactka.

Obtiznost Rubikovy kryvchle ma dvé hlavni p¥iéiny.
Na krychli jsou sloZitéjsi tahy. U patnactky méni kazdy
tah polohu pouhych dvou prvkia hry — posunovaného
disla a prazdného mista. VSechno ostatni zistiva na
pivodnim misté. Zato u krychle méni kazdy tah polohu
hned osmi prvka — &tyt rohovych a &yi hranovych
kostidek. Jsou to dvé pétiny vsech pohyblivych prvki.
Udélame-li v zakladni pozici patnactky &tyti tahy,
pozice se ptili§ nerozhdzi, a snadno ji zase vratime zpét.
Po &tytech tazich na Rubikové krychli obvykle nezusta-
ne nic na puvodnich mistech, a vratit étyfi tahy zpét je
dost obtizné. Vratit sedm nebo osm tahu pak skoro ne-
moZné.

Rubikovu krychli navic komplikuje skuteénost, Ze
stejna mala kosti¢ka miZe byt na jednom misté razné
pootodena, s raznou orientaci. Na obrazku 1.14. jsou
§patné orientované kostitky na spravnych mistech. Nic
takového se u patnactky stit nemize. Hram, u kterych
zalezi nejenom na poloze prvki (kostiéek, kuliéek, éisel,
apod.), ale také na jejich orientaci, fikame hry s orientaci.
U jinych her se o orientaci starat nemusime, jsou to kry
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bez orientace. Mezi né patfi patnactka, babylonska véz,
usi nebo domino.

Vyznam orientace muZeme ovlivnit obarvenim. Na
Rubikové krychli s normalnim obarvenim zaleii na
orientaci rohovych a hranovych kostidek, a nezileii
vitbec na orientacich sténovych. P¥i netradiénfm obarve-
ni podle obrazku 3.1 naopak nezaleif na orientacich ro-
hovych kostiéek — vSechny tFi plosky maji vidy stej-
nou barvu — zato orientace hranovych a sténovych je
dulezita.

e .

e | Obr. 3.1

Cvi¢eni 3.1. a) Navrhnéte obarveni Rubikovy krychle,
pri kterém zaleii na orientacich rohovych a sténovych
kostidek, a nezaleZi na orientacich hranovych.

b) Navrhnéte oznadeni, pfi kterém zaleZi na orienta-
cich vSech kostitek — rohovych, hranovych i sténovych.

Rubikova krychle je hra s orientaci. Pti jejim skladani
musime nejenom dostat vSechny prvky na sprivna
mista, ale navic také se spravnou orientaci. V této
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a nasledujici kapitole se budeme zabyvat pouze polo-
hami prvki, naud¢ime se, jak dostat viechny na spravna
mista, pfipadné poznat, kdy to nejde. Orientace si zatim
viimat nebudeme, podrobné ji prozkoumame az v paté
kapitole. Znamena to, ze ve tfeti a étvrté kapitole se
maudime FeSit hry bez orientace, a pouze ¢asteéné hry
s orientaci. °

3.2. Orbity. Pouze na prvni pohled vypada Rubikova
krychle jakoby sloZend ze samych stejnych malych
kostidek. Ve skutetnosti jsou mezi nimi rozdily. Na
obrazku 3.2.a vidime, jak se kostitky piesunou pfi oto-
¢enf jednou vrstvou.

a) - b) Y 4
Y A -

= -_'
Q) H B
NV B

Obr. 3.2

Kazdy prvek, ktery byl pivodné v rohu, je po néjakém
tahu opét v rohu. Kazdy postup proto pfemisti rohové
kosti¢ky na mista jinych rohovych kosti¢ek. Mezi témito
kostickami uZz zadné rozdily nejsou, kazda z nich muze
byt na misté kterékoliv jiné. Je jich celkem osm a na
krychli obihaji z rohu do rohu, budeme fikat, Ze tvoii
rohovou orbitu.
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Dalsi orbitu tvoti hranové kostiky. Ty jsou obarvené
terné na obrazku 3.2.b. Kazda z nich pfejde po libovol-
ném tahu, a tim i postupu, na misto néjaké jiné hranové
kostiéky. Mezi nimi opét Zadné rozdily nejsou, kazda
z nich muze byt na misté libovolné jiné hranové kostitky.
Téchto dvanact prvki obiha na krychli z hrany na hranu
a tvoli tak hranovou orbitu.

Sténové kostiCky jsou jiné. MiZeme je pouze pootalet,
nikoliv prohazovat. Kazda zustiva pfi kazdém tahu na
misté, nepfesunuje se na misto jiné (otaéime pouze kraj-
nimi vrstvami!). Sténové kostitky maji vaéi sobhé stale
stejnou polohu a tvofi tak souradny systém na Rubikové
krychli, uréuji jediné spravné misto a orientaci pro
vsechny pohyblivé prvky. Na obrazku 3.2.b jsou roz-
liseny vSechny t#i moiné typy kostitek. Rohové orbita
je bild, hrahovd &ernd, a pevné sténové kostitky jsou
oznadené srafami.

Podobné miuzeme rozdélit pohyblivé prvky do orbit
ina dalsich hratkach.

Domino. Na obrazku 3.3.a jsou vyznadené pfesuny
prvka pfi obou moznych typech tahi. Také tady po-
hyblivé prvky z rohu pfechazeji pti kaidém tahu do
rohit a hranové prvky na mista jinych hranovych.

a) b) Y
9 Yy Y
7 4

mf
]

Obr. 3.3
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Domino ma dvé osmiprvkové orbity — rohovou a hra-
novou. Dva sténové prvky miZeme vudi sobé pootadet,
ne véak prohazovat.

USi. Tady je to jednoduché, kazdou kuli¢ku miazeme
piesunout na misto libovolné jiné, usi maji pouze jednu
orbitu, kterou tvoii vSech dvaadvacet kulidek.

Podobné kaidy ze Sestnacti pohyblivych prvka
(patnacti ¢isel a prazdného mista) u patnactky muzeme
pfesunout na misto libovolného jiného, patnactka ma
jen jednu orbitu. Jenom jednu orbitu ma také baby-
lonska veéz.

Obecné muzeme ¥ict, Ze dva pohyblivé prvky na né-
joké hie lezi ve stejné orbité, jestlize existuje postup,
ktery jeden z téchto prvka prevede na misto druhého.
Udélejte si nasledujici cvideni.

Cvifeni 3.2. Rozdélte do orbit pohyblivé prvky na
étyfsténu a dvanactisténu.

Cviteni 3.3. Jaké orbity jsou na krychli 2 x 2 x 2
ad X 4 x 47 '

Cvifeni 3.4. Proé netvoii vSechny rohové a hranové
kostitky na Rubikové krychli spoleéné jednu orbitu ?

Hry, které maji jenom jednu orbitu, jsou souvislé,
maji-li aspon dvé orbity, jsou nesouwislé. Usi, krychle
2 X 2 x 2, babylénska véz, patnactka a koule jsou sou-
vislé, Rubikova krychle, &tyfstén, dvanactistén, kosa
krychle, domino a krychle 4 X 4 X 4 jsou nesouvislé.

3.3. Zikladni poziee. V tomto odstavei vhodné ozna-
¢ime pohyblivé prvky na Rubikové krychli, abychom
mohli polohu prvku v pozicich zapisovat stejné, jako
jsme to délali u patnactky. Pokud to bude nutné, upra-
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vime oznadeni prvka na nékterych dalsich hlavolamech
tak, aby v zakladni pozici bylo pro kazdy pohyblivy
prvek jediné spravné misto.

Na obrazku 1.1. jsme si jednotlivé stény Rubikovy
krychle oznaéili pismeny q, b, ¢, d, e a f. Kazdou kostidku
miZeme nyni popsat seznamem pismen, jimiZ je ozna-
dena. Tak treba sténova kostitka ve sténé a je oznadena
také a. Ostatni sténové kostitky jsou b, ¢, d, e a f.
Hranovy prvek mezi sténami a a b ma dvé plosky ozna-
¢ené stejnymi pismeny, budeme jej proto zapisovat
jako ab. Tady je seznam vsech prvkid hranové orbity:
ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef. Ze Sesti barev
a, b, c, d, e, f mizeme udélat celkem 15 riiznych dvojic.
Pouze ad, be a cf neodpovidaji Zidnym hranovym
kostitkam, protoZe #ddny prvek nemiZe lezet soudasné
ve dvou protilehlych sténach.

Rohovi kostitka lezici ve sténdch a, b, ¢ ma ti plosky
oznalené témito pismeny, budeme ji proto zapisovat
jako abc.

Cvieni 3.5. Napiste seznam viech prvkia patficich do
rohové orbity Pro¢ symbol ade neoznaduje Zadnou

rohovou kosti¢ku ?

Poznamenejme jesté, Ze diky oznadeni malych kosti-
dek pismeny mame nyni moznost rozlisit riizné orientace
sténovych kostidek, coz pfi normalnim obarveni nemii-
Zeme. Jedna z mnoha nejruznéjsich odpovédi na cviéeni
3.1.b je proto uZ na obrazku 1.1.b. My si riznych orien-
taci sténovych prvkia nebudeme vsimat a pozice jako
na obrazku 3.4. budeme povaZovat také za zdkladni.
Lisi se od pozice 1.1.b pouze v orientacich nékterych
sténovych prvki. '

Soufadny systém sténovych kostidek uréuje pro kazdy
pohyblivy prvek jediné spravné misto v zdkladni pozici.
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Tak tieba hranovy prvek ab musi lezet ve sténich a a b,
mezi sténovymi prvky a, b. Na obrazcich 1.1.b a 3.4.
je ab na sprivném misté. Také na obrizku 3.5.a je na
spravném misté, ale se §patnou orientaci.

Q) Sb6/6/6 b) O/6/6
6/6,/5 /¢ 5,/5 /6
8/0/0411c s/0 /70 71¢4c
alq|o Cic qooocc
alalo|c oaogc
0009 ajaja

Obr. 3.5

Na obrazku 3.5.b na spravném misté neni. Je na misté,
kde ma byt v zakladn{ pozici prvek ac, zatimco kosticka
ac je na misté ab.

Podobné je tomu i s rohovymi prvky. Kostitka abc
musf byt v zakladni pozici ve sténach g, b a ¢, musf proto
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lezet v jediném spoledném rohu stén, v jejichZ stfedech
jsou sténové kostitky a, b, c.. Na obrazcich 1.1.b a 3.4.
je prvek abc na spravném misté. Také na obrazku 3.5.a
je na spravném misté, ale se Spatnou orientaci. Na
obrazku 3.5.b na spravném misté neni. Je tam, kde ma
byt v zakladni pozici prvek ace — vpravo dole. Prvek
ace je naopak na misté abc.

Také na daldich hradkdch mitzeme jednoznaéné uréit
spravné misto v zdkladni pozici pro kaidy pohyblivy
prvek.

Domino. Zménime oznaéen{ jednotlivych prvki a mis-
to dominovych symboli budeme pouiivat ¢&isla. V horni
bilé sténé &isla 1, 2, 3, ..., 9 a v dolni &erné sténé
11, 12, ..., 19. Zikladni pozice takto oéislovaného
domina je na obrazku 3.6. Proti kosti¢ce 1 je v dolni
sténé 13, proti 2 pak 12, atd.

4 5 6
7 8 9 "
Rohovou orbitu tvori kosti¢ky 1, 3, 7,9, 11, 13, 17 a 19,

hranovou 2, 4, 6, 8, 12, 14, 16 a 18. Dvé sténové kosticky
jsou oznadené 5 a 15, Oproti pivodnimu oznaéeni mame

Obr. 3.6
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opét moznost rozlisit razna pootoéeni dolni gerné kostic-
ky 15 viéi horni bilé 5. Tak jako na Rubikové krychli
si toho nebudeme vsimat. '

Kazdy prvek ma nyni jediné spravné misto. Vlevo
nahote nad 5 musi byt 1, piimo nad 5 pak 2 atd. V po-
zici na obrazku 3.7. je kostitka 4 na misté kosticky 2,
kostidka 12 na misté 4, 18 na misté 6 atd. Kosticky 1a 3
jsou na spravném misté.

ﬂlsl;
W77

14
.. Obr. 3.7

USi. Na usich oznaéime kuli¢ky ¢isly 1, 2, 3, ..., 22
a za zakladni budeme povaiovat pozici na obrazku
3.8.a. Tim je opét jednoznaéné uréené spravné misto
pro kazdou kulitku. Na obrazku 3.8.b je rozhazena

N
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pozice, kuli¢ka 1 je na misté, kde ma byt 10, kulidka 2

je na misté 15, atd.

Kryehle 2 x 2 x 2. Tato hratka nema zddné pevné
vnéjsi ¢asti, pfi urfovini spravného mista pro malé
kostitky musime proto postupovat trochu rafinovanéji.
Spravna pozice je vétSinou urdena stejné jako na Rubi-
kové krychli — jednobarevnymi sténami. My opét
pouzijeme pismena a, b, ¢, d, e a f. Zikladni pozice je na
obrazku 3.9.a.

a)
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Obr. 3.9
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Dvojice protilehlych stén jsou opét a, d, daldi b, e
a posledni ¢, f. KaZzda mala kostitka ma potom t¥i pisme-
na a jejich seznam bude oznateni této kostidky. Tady
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jsou viechny prvky na krychli 2 x 2 x 2: abc, abf, ace,
aef, bed, bdf, cde, def.

Libovolné rozhazenou krychli 2 x 2 X 2 mizZeme
vidy uchopit tak, aby prvek abf byl v &elni sténé vlevo
nahote, ploskou b v horni sténé, stejné jako na obrazku
3.9. Vzhledem k tomuto prvku maji vsechny ostatnf
jednozna¢né urcéené spravné misto v zakladni pozici
3.9.a. Prvek abc musi byt vpravo od abf, pod abc musi
byt ace, atd. V pozici 3.9.b je prvek ace na misté, kde
ma byt abc, zatimco prvek abc je na misté ace, vpravo
dole v ¢elni sténé. '

Prvek abf takto urtuje soufadny systém na krychli
2 x 2 x 2, Ototeni néjakou " vrstvou vpravo udéla
v pozici stejnou zménu jako otodeni rovnobéZnou
-vrstvou také vpravo. Z kaidé dvojice rovmobéinych
vrstev muZeme vybrat jednu vrstvu a kazdé otodeni
povazovat za otodeni jednou z téchto vybranych vrstev.
Vybereme-li ¢, d, e, pak vSechny mo#né posloupnosti
taht C, D, E, C™, D71, E7! odpovidaji viem moznym
postupim na krychli 2 x 2 x 2, Tim jsme ziskali
,,pevné misto*’, viei kterému posuzujeme polohu vsech
ostatnich pohyblivych prvki.

3.4. Tabulka a grat pozice. Pokud si nevsimame
orientaci prvki, jsme s Rubikovou krychli ve stejné
sitnaci jako s patnactkou na podatku druhé kapitoly.
Umime pro kaidou kosti¢ku urédit jeji spravné misto
v zakladni pozici a umime také v rozhazené pozici
poznat, na misté které kostitky se ta ktera nachazi. Ve
druhé kapitole jsme riizné pozice u patnactky zapisovali
pomoci tabulek a grafi. Stejnym zpusobem ted budeme
zaznamendvat polohy pohyblivych prvku i na dalsich
hragkach.

Jak sestavime tabulku pozice na obrazku 3.10.?
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Zcela stejné jako u patnactky. Pro kaidy pohyblivy
prvek zapiSeme misto, kde se nachazi. Za¢neme tieba
hranovymi. Kosti¢ka ab je na misté af, kosti¢ka ac je na
misté ce atd. Tabulka poloh hranovych prvkia vypada
takto:

ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef
[af, ce, bf, ab, bd, b, ef, ae, df, cd, ac, deJ

.....

prvek xy je na misté prvku uv, pravé kdyz pod symbo-
lem xy v prvni fadce je symbol uv v fadce druhé. Tak
kostitka bc je na misté bd, kostitka de je na misté cd
atd.

Rohova éast tabulky pozice 3.10. vypada nésledovné:

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef).



Kostitka abc je na misté bdf, kostitka aef je na misté
ace atd.

Obé uvedené tabulky — hranova a rohova — tvoii
spole¢né celou tabulku pozice 3.10. Sestrojili jsme ji
stejné jako tabulky pozic u patnactky, pfesto je mezi
nimi podstatny rozdil. Zatimco pozice u patnactky
zrekonstruujeme zpét z jejich tabulek, pozici 3.10. z jejf
tabulky rekonstruovat nemuzeme. Diivod je ziejmy —
orientace. Tabulka neobsahuje Zadnou informaci o orien-
tacich jednotlivych prvku. Podle tabulky mizZeme dat
kazdy prvek zpét na stejné misto, nevime ale, jak ho
orientovat.

Vlastnosti pozic budeme zkoumat opét pfedevsim po-
mocf grafi. Na obrizku 3.11. je graf pozice 3.10.

/AN

e~ —df

/ \cd be
o // N >oef

ef def
Obr. 3.11

abc

o
bdf / dee

|
|
| ace
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|

Graf jsme sestrojili z tabulky pozice stejné jako u pat-
nactky. Pro kazdy pohyblivy prvek jsme zvolili jeden
bod a kazdému sloupci v tabulce odpovida jedna Sipka.
Z bodu ab vede sipka do bodu df, protoze pod ab je
v tabulce af. Ze stejného divodu vede snpka z abf do
bodu def. Z kaidého bodu vede pravé jedna sipka,
kterd urduje, kde se dany prvek nachazi, a do kazdého

56



bodu vede také jedna Sipka, ktera urluje, jaky prvek je
na daném miste.

Cviteni 3.6. MiazZe vést v grafu néjaké pozice Sipka
z ab do bodu abf? Nebo z bodu bcd do bodu ae ?

.Odpovéd na cvideni je jednoznatns — NE. Zadny
hranovy prvek nemuze byt na misté rohového a naopak.
Z hranovych bodi vedou Sipky jen do hranovych
a z rohovych jen do rohovych. KaZdy graf se proto roz-
padéd na hranovou a rohovou d&ast, obé &asti jsme od-
délili svislou ¢arkovanou éarou na obrazku 3.11.

Stejné jako tabulka, ani graf pozice neobsahuje Zad-
nou informaci o orientacich prvki. A tak, zatimco
z tabulky sestrojime graf a z grafu zpétné tabulku, ani
tabulka, ani graf nestaéi k dplné rekonstrukei pozice.
Jin4d je situace u her bez orientace. Tady tabulka i graf
obsahuji dplnou informaci o dané pozici.

USi. Vezméme si pozici na obrazku 3.8.b. Srovnanim
ge zakladni fpoziei 3.8.a snadno uréime, kde se kazdd
kulitka nachazi. Tabulka pozice 3.8.b vypada ndsle-
dovné:

1, 2,3,4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12, 13, 14,
10,15,3,7,18,19,11,13,16, 1, 5,22 9, 8,

15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22
12,20, 4,17,21, 2, 6,14

Graf pozice je na obrazku 3.12. Z tohoto grafu miZeme
zpét zrekonstruovat tabulku a z tabulky pozici 3.8.b.
Kuli¢ku 1 ddme na misto, kde je v zdkladnf pozici ku-
litka 10, kulitku 2 dame na misto 15 atd.
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Obr. 3.12

Cvifenf 3.7. Napiste tabulky a nakreslete grafy pozic
na udich, které jsou na obrazku 3.13.

Obr. 3.12
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Cvi¢eni 3.8, Napiste tabulku a nakreslete graf pozice
na dominu na obrazku 3.14.

Obr. 3.14

3.5. Permntace. V piedchozich odstaveich jsme stale
piipominali podobnost Rubikovy krychle s Loydovou
patnactkou a s dalsimi hlavolamy. Ukdzali jsme, jak
polohu pohyblivych prvki u patnactky, usi, Rubikovy
krychle a dalsich her zapisovat pomoci tabulek a grafu.
V tomto odstavei shrneme dosavadni poznatky a uve-
deme matematicky pojem, ktery zachycuje dosud
zjisténé podobnosti mezi jednotlivymi hratkami. Pojem
permutace je klidovy pojem celé teorie hlavolami uve-
dené v této knizce a bude v dalsim textu stale pouzivan.

Na kazdém hlavolamu je skupina pohyblivych prvka
— osm rohovych a dvanact hranovych kosti¢ek na Ru-
bikové krychli, patnact é&tveredktt s ¢isly a prazdné
misto u patnactky, dvaadvacet kuli¢ek u usi, tficet Sest
kulitek a dvé prazdna mista na-babylénské vézi apod.
Skupinu (nebo, chcete-li, mnozinu) vsech pohyblivych
prvki budeme vidy oznadovat I. Tyto pohyblivé proky
mohou ménit polohu vad¢i pevnym éastem hlavolamu
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o také vzijemné mezi sebou. Pro kazdy pohyblivy prvek
existuje pfesné jedno spravné misto v zakladni pozici.
V jinych pozicich jsou prvky na nespravnych mistech.
Polohu vsech pohyblivych prvkt v néjaké pozici p ma-
Zeme snadno popsat. Je-li prvek 7 na misté, kde ma byt
v zékladni pozici prvek j, fekneme, Ze prvek i je v pozici
p na misté j. Tim jsme kaZdému prvku ¢ ptifadili néjaky
prvek j, prvek, na jehoZ misté se i nachdzi. Toto ptita-
zeni ma dvé dilezité viastnosti:

a) Kazdému prvku ¢ je pfitazen pravé jeden prvek j,
protoze kazdy prvek je na jednom misté,

b) kazdy prvek j je pfifazen ptesné jednomu prvku 7,
protoZe na kazdém misté je pfesné jeden prvek,

Ptitazeni, které ma tyto dvé vlastnosti, se nazyva
vzdjemné jednoznaéné piifazeni mezi prvky mnoiiny I,
a misto slova pkifazeni je v matematice vice vZity nazev
zobrazendi.

Permutace na mnoziné I je vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni p : I — I, které kazdému prvku ¢ € I pfifazuje
jednoznadéné uréeny prvek ip € I.

Poloha pohyblivyoh prvku v néjaké pozici na néjakém
hlavolamu je tedy matematicky popsina permutaci na
mnoziné I viech pohyblivych prvki tohoto hlavolamu.

vvvvv ’

Proto je permutace nejdulezitéjsi pojem celé knizky.

Tabulka permutace. Permutace ‘muiZeme zapisovat
pomoci tabulek, stejné jako jsme zapisovali polohy
pohyblivych prvkid na hlavolamech. Vidy muiZeme
prvky mnoZiny I oéislovat pfirozenymi &isly 1, 2,3, ...,
..., k. (U Rubikovy krychle to nedélame proto, aby
lépe vyniklo, co je spravné misto pro kazdou kosticku.)
Tato &isla napiSeme do prvniho Fadku tabulky a pod
kaZdé z nich pak napiSeme jemu pfifazené ¢islo do dru-
hého fadku. Tak tfeba
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(1,2,3,4,5
P= 3,4,5,1,2)
je tabulka permutace na mnoziné I = {1, 2, 3, 4, 5}.

Graf permutace. Pro kazdy prvek I nakreslime v rovi-
né jeden bod a z kazdého bodu ¢ udéldme sipku do bodu
ip. Graf permutace p je na obrazku 3.15.a. Na obrdzku
3.15.b je graf permutace

Obr. 3.15

ProtoZze permutace je vzadjemné jednoznaéné zobrazeni,
z kazdého bodu vychazi pravé jedna Sipka a do kazdého
bodu vede také pravé jedna Sipka.

Cykly v permutaci. Z grafu permutace ihned zjistime,
kolik ma cykli a jaké jsou jejich délky. Tak napiiklad
permutace », jejiz graf je na obrazku 3.15.b, md t¥i
cykly, jeden ma délku 1, druhy 2 a tieti 4. Permutace p
ma jediny cyklus délky 5.

Cviceni 3.9. Nakreslete grafy nadsledujicich permutaci,
urdete, kolik maji cyklu, a jejich délky
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C(1,2,3,4,5,6)  (1,2,3,4,56,7,8
P=12,3 1,564 ‘1“[1,3,2,4,6,7,8,5
(1,2,3,4, 56,7, 89,10,11,12
"=12,5.7.3,12,6,1,10,8, 9, 4,11

Cvilenf 3.10. Napiste tabulky a nakreslete grafy viech
Sesti moZnych permutaci na mnoziné I = {1, 2, 3}.

Cvileni 3.11. Kolik riznych permutaci existuje na
mnoZiné, ktera ma 4 prvky ? Kolik na mnoziné, ktera ma
kprvka?

Identickd permutace na mnoziné I je permutace n, pro
kterou plati in = ¢ pro vSechny prvky ¢ mnozZiny I.
V zakladni pozici n na kazdé hraéce jsou viechny prvky
na spravnych mistech. Poloha prvku v zakladni pozici
je proto vidy popsina identickou permutaci n na mno-
ziné I viech pohyblivych prvki.

3.6. Jaké permutace délaji tahy a postupy. Vzajemnou
polohu pohyblivych prvki muZeme ménit pomoci tahji
a z nich sloZzenych postupu. Vztah mezi postupy a pozi-
cemi jsme si struéné vysvétlili uz v prvni kapitole,
Kazdy postup P pievede hradku ze zakladni pozice n do
néjaké jiné pozice p. Zapisujeme to PU = p — postup
P udéla pozici p. Polohu prvka v pozici p zapisujeme
permutaci p na mnoZiné I vSech pohyblivych prvku.
Zatimco v pozici p je dilezita jak poloha, tak orientace
viech prvki, permutace p zachycuje pouze jejich polohu.
Postup P polohu prvki zméni, fikame, Ze udéla permu-
taci p. Protoze jsme tak zapomnéli na orientace, budeme
to zapisovat PY = p. U her bez orientace neni mezi
pozici p = PU a permutaci p = PY Zadny podstatny
rozdil, pozici p muZeme s permutaci p ztotoznit. Je-li
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hra s orientaci, permutace p nepopisuje pozici p upiné,
chybi informace o orientacich. V tomto ptipadé nemu-
Zeme pozici p s permutaci p ztotoZnit, PU 3 PV. Bude-
me Fikat, ze p je polohovd permutace pozice p.

Kazdy postup P tedy udéla na mnoziné I vsech
pohyblivych prvka néjakou permutaci p = PV, poloho-
vou permutaci pozice p = PU. Teoreticky miiZeme na-
psat tabulku a nakreslit graf této permutace. Hlavo-
lamy jsou ale zajimavé predevsim proto, Ze vztah mezi
postupy a pozicemi je sloZity. Pochopit, jak né&jaky
postup prehazuje a pootddi jednotlivé prvky, neni viabec
snadné. Pouze u téch nejjednodussich postupi je to
zcela jasné,

Nejjednodussii postupy, které zakladni pozici néjak
zméni, jsou tahy. Jakou permutaci udéld tah 4 — oto-
¢eni vrstvou a o 90° vpravo — na Rubikové krychli?
Zc zakladni pozice n dostaneme poziei na obrazku 3.16.

b/ /6

/6,6 /¢

—ﬁ—v\-\c
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Kostitka ab piejde na misto ac, ac na misto ae, gde na
misto af a af na misto ab. Ostatni hranové prvky se
nepohybuji, zistanou na pavodnich mistech. Podobné
se posunou rohové kostitky: abc picjde na misto ace,
ace na misto agef, aef na misto abf a abf na misto abc.
Zbyvajici rohové prvky opét zistivaji na pavodnich
mistech. Tahem A udélime permutaci ¢ = AV, jejiZ
graf je na obrazku 3.17,

Graf permutace a ma dva cykly délky 4, jeden na roho-
-vych a druhy na hranovych kostidkach, ostatni cykly
maji délku 1. Vsechny ostatni tahy na Rubikové krychli
udélaji permutace, které maji také jeden cyklus délky 4
na rohovych prveich, druhy cyklus délky 4 na hrano-
vych kosti¢kach a ostatni eykly délky 1.

Cvifenf 3.12. Nakreslete grafy permutaci, které udé-
laji tahy 471, B, D na Rubikové krychli.
A jaké permutace délaji tahy na jinych hlavolamech ?

USi. Zékladni pozice je na obrizku 3.8.a. Tahem
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A piejde kulidka 1 na misto 17, kulicka 2 na misto 1,
atd. Permutace — pozice AU = ¢ mé tabulku
1,2,3,4,56,7,8,9,10,11, 12,13, 14,
17,1,2,3,4,5,6,7,9,10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22
15, 16, 19, 18,21, 20,22, 8
a jeji graf je na obrazku 3.18. plnymi darami. Carkované

je tam graf permutace b = BU. Obé permutace majf
jeden cyklus délky 12 a ostatni cykly délky 1.

)
1 A/ g} g
e "'\1?-—'0\\10
w9
5 RS9 A
\,_;. zobt:./ A2
6 ‘.; PN \/ 21 QI
75N 13
22 /
8 1\60‘__0‘_.012’
15
Obr. 3.18

Domino. Tah A otaéi spodni sténou o 90° vpravo,
kosti¢ka 11 pfejde na misto 13, 13 na misto 19, 12 na
misto 16 atd. Graf permutace a = AU je na obrazku
3.19.a. Permutace ma dva cykly délky 4, jeden na roho-
vych a druhy na hranovych kosti¢kach, zbyva]wl cykly
maji délku 1.

Na obrizku 3.19.b je graf permutace ¢ = CU, kterou
udélé otodeni pravou boéni vrstvou. Tato permutace mé
tki cykly délky 2, jeden na hranovych a dva na rohovych
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prvcich. Ostatni cykly maji opét délku 1. VSechny dalsi
tahy B, D, E udélajf permutace, které maji rovnéz dva
cykly délky 2 na rohovych kostitkich, jeden cyklus
délky 2 na hranovych a viechny ostatni cykly délky 1.

Kryehle 2 x 2 x 2. Pfipomeiime si, Ze polohu prvkia
posuzujeme vzhledem ke kosti¢ce abf, kterou povazuje-
me za pevnou. MnoZinu I vSech pohyblivych prvkia
tvofi sedm zbyvajicich kostidek. Na obrazku 3.20.a je
naznadeny tah C a na obrazku 3.20.b je graf permutace
¢ = CV, kterou tah C udéld. M4 jeden cyklus délky 4
a t¥i eykly délky 1.

a) b,/ b I'b)  abe  bed
of |
: ||
ala ¢ l
c jC ac
a|a |
l

e cde
ddf Cjef def
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Viechny ostatni tahy udélaji také jeden é&tyFeyklus
a t¥i cykly délky 1.

Cvi€eni 3.13. Napiste tabulku a nakreslete graf permu-
tace e = E'V, kterou udéla tah E na krychli 2 x 2 x 2.

3.7. Co udéla sloZeni dvou postupi a inverzni postup?
Néjaky postup P udéld na Rubikové krychli permutaci
p = PV, tfeba tu, jejiZ graf je na obrazku 3.11. a tabulka
podrobné vysvétlena v odstavei 3.4. Jiny postup Q
udéld permutaci ¢ = QV. Permutace ¢q je polohova per-
mutace pozice, kterou dostaneme postupem Q z pozice
zékladni. Jakou permutaci udélame sloZenym postupem
PQ, jak vypada permutace (PQ) V?

Délame-li postup PQ ze zikladni pozice, zadindme
postupem P. Po jeho skonéeni dostavame jako 8istedny
mezivysledek pozici p = PU. Z této pozice pokradujeme
postupem Q a chceme uréit, na jakych mistech budou
pohyblivé prvky po skoné&eni celého postupu PQ. Na
jakém misté bude t¥eba rohova kosti¢ka bdf ! Po postu-
pu P — v pozici p — bude na misté abc, plati (bdf) p =
= abc. Checeme védét, kam se bdf pfemisti, pokraduje-
me-li dile postupem Q. Pfedstavme si, Z¢ mame kromé
krychle v pozici p (obrazek 3.10) jesté jednu krychli
v pozici zdkladni, a postup Q délame na obou krychlich
soutasné. Prvek bdf je na prvni krychli na misté abc
a posunuje se po stejné draze jako prvek abc na druhé
kryehli — na obou délime stejné tahy. Po skonéeni
postupu budou oba prvky na stejném misté. Toto misto
zndme na druhé krychli — prvek abc bude na misté
(abc) q. Prvek bdf bude proto na prvni krychli po skon-
¢en{ celého postupu P Q na stejném misté (abc) g. A pro-
toZe abc = (bdf) p, miizeme toto misto zapsat také jako
((bdf) p) ¢. Stejné urdime polohu viech ostatnich prvki
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po postupu PQ: hranovd kostitka af bude na misté
((af) p) ¢, rohova abc bude na misté ((abc) p) ¢, atd.

Obecné muzeme polohu pohyblivych prvkd na néja-
kém hlavolamu po postupu PQ ze zakladni pozice uréit
nasledovné. Postupem P jsme udélali permutaci p =
= PV. Prvek ¢ je v pozici p = PU na misté j = ip.
Pokratujeme-li nyni postupem Q, pfejde prvek i na
stejné misto, na jaké dostaneme prvek j postupem Q ze
zakladni pozice, tj. na misto jq. Postupem PQ proto
piemistime prvek i ze zakladni pozice na misto jg =
= (ip) ¢.

Slovni popis permutace, kterou udéldé postup PQ,
doplnime jesté tabulkou a grafem. Jak najdeme tabulku
a graf permutace (P Q) V, zname-li tabulky a grafy per-
mutaci p = PY u g = QV, které udélaji postupy P
a Q? Vriatime se opét ke konkrétnimu ptikladu na
Rubikové krychli z poéatku odstavce. Tabulka permu-
tace p = PV je v odstavci 3.4., rohova &ast je

[abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def]
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef ) .

Postupem Q udélame na rohovych prveich tieba tuto
permutaci

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def ]
ace, bdf, abc, aef, bcd, abf, def, cde }.

Jak dostaneme tabulku permutace, kterou udéléme na
rohovych kostit¢kach postupem PQ? Kostitka abc bude
po postupu P na misté bdf. Postupem Q ji d 4le posuneme
na stejné misto, na jaké prejde prvek bdf, udéléme-li Q
ze zékladn{ pozice. Toto mfsto najdeme ve druhé Fadce
tabulky permutace g pod bdf, je to bcd. Kostitka abc
prejde postupem PQ na misto bcd. Podobné zjistfme
polohu jakékoliv jiné kostitky. MiZeme si to zjednodu-
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it tak, Ze napideme obé tabulky permutaci p a ¢ pod
sebe, pfitemi druhy fddek tabulky p povaZujeme za
prvnf Fidek tabulky ¢:

abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bdf, def, abf, ace, abc, bcd, cde, aef
bed, cde, bdf, abc, ace, abf, def, aef/ ,

a potom vynechime ,,pribéiny stav’ po postupu P,
zachyceny ve druhé fadce. Zistane tabulka permutace
(P Q) V, kterou udéla postup P Q na rohovych prveich:

(abc, abf, ace, aef, bdf, bcd, cde, def
bed, cde, bdf, abc. ace, abf, def, aef).

Stejné dostaneme i hranovou éast tabulky permutace
(PQ V.

Vzpomeneme-li si na vztah mezi tabulkou a grafem
permutace, snadno sestrojime také graf permutace
(PQ) V. Nejdfive si nakreslime graf permutace p =
= PY — obrizek 3.11. Potom do stejného obrazku pfi-
kreslime darkované graf permutace ¢ = QV. Na obrazku
3.21. vidime rohovou ¢&ast obou grafi. Kam povede
v grafu permutace (P Q) V Sipka z bodu abc? Kosti¢ka
abc ptejde postupem P na misto bdf — plna Sipka —

abc ~—-~.
\ace
S - '/ ~——__aef

- “Gbf T

cde\’)-—” Obr. 3.21
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a 7 tohoto mista postupem Q na misto bcd — &arkovana
sipka. V grafu (PQ) V tedy povede sipka z abc do bcd —
silnd Sipka. Kosti¢ka abf piejde podél plné sipky do bodu
def a dale podle ¢irkované Sipky do bodu cde. Celd ro-
hova &ast grafu permutace (P Q) V je na obrazku 3.22.

abe
ace aef
" bdf

abf

/ def
bed /
cde
Obr. 3.22

Cvi¢eni 3.14. Hranova &ast tabulky permutace QV je

[ab, ac, ae, af, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef]
af, bf, ac, bc, ce, ef, bd, df, cd, ae, ab, de }.

Sestrojte hranovou ¢ast tabulky a grafu permutace, kte-
rou udéld postup P Q. Sestrojte tabulku a graf permuta-
ce, kterou udéla postup QP — napfed Q, potom P.
Sestrojte tabulku a graf permutace (PP) ¥V — postup P
opakujeme dvakrat po sobé.

Cvifenf 3.15. Nakreslete graf permutace, kterou udé-
lame, jestlize v pozici na obrazku 3.10. pokradujeme ta-
hem B.

Zcela stejné muZeme uvaZovat i o vSech ostatnich
hlavolamech. UkazZeme si to struéné na usich.

USi. Vezméme si tfeba pozici p na obrizku 3.8.b,
dostali jsme ji néjakym postupem P. Jak se pozice zménf,
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udélame-li ted tah B? Graf pozice b = BU je ¢arkované
na obrazku 3.18. Kuli¢ka 1 je v pozici p na misté 10,
tahem B se posune na misto 11. Kulidka 2 pfejde z mista
15 na misto 16 atd. Graf nové pozice je na obrazku 3.23.

Obr. 3.23

Cvieni 3.16. a) PouZijte obrdazek 3.18. a nakreslete
grafy permutaci, které udélame na usich postupy AB
a BA

b) Pouzijte &ist a) tohoto cvideni a nakreslete graf
permutace, kterou dostaneme, jestli%e v pozici na obraz-
ku 3.12.b udélime postup Q = AB.

Na z4vér skladani postupt jesté dileZitd poznamka.
Pfi feSeni hlavolami zaéiname v néjaké rozhazené po-
zici p, kterou jsme dostali neznimym postupem P.
Na tento pfipad se také hodi dosavadni vysiedky tohoto
odstavce. V pozici p, jejiZ polohovd permutace je p,
udélame néjaky postup Q. Zname-li permutaci ¢ = QV,
kterou postup Q udéld, miZeme urdit polohy prvki
v nové pozici — prvek ¢ bude na misté (ip) q. Pokud je
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permutace ¢ dostatetné jednoducha, umime si zménu
pozice p po postupu Q piedstavit. Postupnym pozmé-
novanim dostaneme nakonec pozici zakladni. Nase
strategie FeSeni hlavolami spodiva proto v hledani
postupu, které v pozicich udélaji co nejjednodussi
zmény. Metodam vyhledavani takovych postupi bude
vénovana ¢tvrta kapitola.

A jakou permutaci udélame postupem P!, inverznim
k postupu P? PouZijeme uz znamé vysledky. SloZenym
postupem PP~! zakladni pozici nezménime, na koneci
bude stejna jako na poéatku. Uprostied tohoto postupu,
po P, bude krychle v pozici p, jeji polohova permutace
je p. Jestlize néjaky prvek i pfejde postupem P na misto
j = ip, pak postup P! jej zase vrati zpét z mista j na
misto 7. Permutace (P~1) V proto zobrazuje prvek j do <,
pravé kdyZ permutace p = PV zobrazuje ¢ do j. Graf
(P7') ¥ dostaneme tak, Ze v grafu permutace p obratime
smeéry viech Sipek a jeji tabulku tak, Zze v tabulce p
prohodime oba Fadky.

3.8. Skladani permutaci. V patém odstavei této kapi-
toly jsme ukazali, jak matematicky pojem permutace
popisuje polohy pohyblivych prvki na nejriznéjsich
hlavolamech. Nynf uvedeme dalsi matematicky pojem,
ktery vystihuje, jak se poloha prvkd méni, délame-li
néjaké postupy.

Zopakujme si stru¢né, co jsme zjistili v minulém od-
stavci. Je-li poloha prvku v néjaké pozici p popsina
permutaci p a udélame-li postupem Q permutaci ¢ =
= QV, pak poloha prvka v pozici, kterou dostaneme
postupem Q z pozice p, je popsana permutacf na mnoziné
I véech pohyblivych prvku, ktera kazdému prvku ¢ pii-
Fazuje prvek (ip) ¢. Z permutaci p a q jsme tak dostali
jakousi novou permutaci. MiZeme to udélat s libovol-
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nymi dvéma permutacemi, nejenom s polohovymi per-
mutacemi na hlavolamech.

Jsou-li p a ¢ permutace na néjaké mnoziné I, pak
slofeni permutaci p © q je permutace na mnoziné I, ktera
kazdému prvku ¢ ptifazuje prvek i(p o q) = (ip) q.

SloZzenym postupem PQ tedy udélaime permutaci,
ktera je sloZenim permutacip = PYagq = QV.

Permutaci jsme definovali jako vzajemné jednoznaé-
né zobrazeni na mnoziné I. Aby mélo sloZeni permutaci
smysl, musime ukdazat, Ze p o ¢ je opravdu permutace —
vzajemné jednozna&né zobrazeni. To je jasné v piipadé
polohovych permutaci na hlavolamech, a obecny ptfipad
nenf o nic obtiZnéjsi. Zobrazeni p o ¢ pfifazuje kazdému
prvku i € I jednoznaéné urleny prvek (ip)q. A je-li
naopak k néjaky prvek I, existuje pfesné jeden prvek
j € I takovy, Ze jqg = k, protoZe g je permutace. Existuje
také pfesné jeden prvek ¢ €l takovy, %e ip = §, protoze
také p je permutace. Tento prvek ¢ je jediny, pro ktery
plati (1p)g = i(p o q) = k. Zobrazeni p ogq je tedy
opravdu vzdjemné jednoznaéné, je to permutace.

Tabulku a graf sloZenf permutaci umime najit uz z mi-
nulého odstavce, takZe jenom strudné opakovani.

Tabulka sloZené permutace. NapfSeme si napfed tabul-
ku permutace p a pod nf tabulku g, ptitemz dolnf Fadek
tabulky p povaZujeme za hornf fadek tabulky ¢ — na
pofad{ prvki v tabulce nezdleZi. Dostaneme tak tabulku
o tfech fidcich. Vynechanim ,,prubéiného‘ druhého
fadku dostaneme tabulku permutace p o ¢. Pod prvkem
1+ v prvnfm Fadku je ve druhém fadku ip a ve tfetim

(ip)g =pogq)
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Cvifeni 3.17. Napiste tabulky permutaci pogq, g o p
ap o p,ijeli

(1,2,3,4,5,6 . (1,2,3,4,5,6
P=1{3,41,526 .97 12,1,3,6,4,5
Diile%ité upozorn&ni. Vysledek pfedchoziho cvideni

ukazuje, Ze sloZenim dvou permutaci v rizném pofadi

miiZzeme dostat rizné vysledky. Permutace p ogagq o p
mohou byt, a vétsinou také jsou, rizné.

Graf sloZeni permutaef. Nakreslime do jednoho obraz-
ku grafy obou permutaci p a q. Na obrazku 3.24.a jsou
grafy permutaci p (plnou &arou) a g (¢arkované) ze cvi-
geni 3.17. Sipka v grafu p o ¢ z bodu ¢ povede do bodu
(?p) ¢. Tento bod najdeme tak, Ze se vydame z bodu ¢
po Sipce grafu p do bodu ¢p, a dale po Sipce grafu ¢
dojdeme do bodu (¢p) ¢q. Graf p o ¢ je na obrazku 3.24.b.

-
~~-__—-‘

Obr. 3.24

Cvideni 3.18. Nakreslete grafy permutaciq o pagq o g,
P, q stejné jako ve cvidenf 3.17. — obrazek 3.24.a.

Zavérem jesté nékolik jednoduchych vlastnostf skla-
dén{ permutacf.
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Asociativita, Mame-li sloZit tf¥i permutace p, q, r na
mno%iné I v tomto potfadi, miZeme to udélat dvéma
zpisoby. Bud napfed sloifme p s ¢ a vysledek p o ¢
sloZime s », nebo sloZime p s permutac{ ¢ o . Obé moz-
nosti (p o q) ora p o (g o r) vedou ke stejnému vysled-
ku. V prvém pifpadé zobrazime prvek ¢ napfed do prvku
i(p o q) = (ip) q a tento pak do prvku ({(¢p) ¢) r. Ve dru-
hém pkipadé zobrazime napked ¢ do ip a potom do
(¢p) (g o r) = ((¥p) g) r. Obé permutace (pog)orapo
0 (q o r) zobrazuji libovolny prvek ¢ € I do jednoho
a téhoZ prvku ((¢p) ¢) r. Znamena to, Ze se rovnaji,
(pogq)or =pol(qor) pro kazdé tF permutace p, ¢, r
na mno%iné I. Rikame, %e skldddni permutaci je asocia-
tiond.

Asociativita skladani permutaci ma jeden duleiity
disledek. Mame-li sloZit k& permutaci p,, py, ..., D&
v tomto pofadi, miZeme to udélat mnoha zpusoby.
Vybereme néjakou sousedn{ dvojici p; a p;., sloiime ji,
a misto obou permutaci napifeme v seznamu jedinou
permutaci p; o p;,,. V novém seznamu opét vybereme
dv& sousedni permutace a cely postup opakujeme. Dé-
lame to tak dlouho, aZ dostaneme jedinou permutaci.
Z asociativity skldadani permutaci plyne, Ze véechny
zpisoby vedou ke stejnému vysledku, ktery oznaéime
PL O Py O ... O P.. Nebudeme to dokazovat ted, doka-
Zieme to aZz v hvézditkovaném odstavei 3.13., pouzivat
to ale budeme i d¥ive.

Identicka permutace je neutralni. Pro kazdou permu-
taci p plati p o n = n o p = p. Jinymi slovy, identicka
permutace je neutralni vzhledem ke skladani permutaci,
slozime-li ji s néjakou permutaci p, dostaneme opét p.

Cvileni 3.19. Dokaiterovnostipon =n o p = p.
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Inverzni permutace. Néjakym postupem P udélame
permutaci p = PV a inverznim postupem P~! udélime
permutaci, kterd zobrazuje prvek j do 4, privé kdyz
ip = j. Permutaci (P!} ¥V budeme Fikat inverzni per-
mulace k p = PV a znatit ji p~1. Stejné mizZeme defino-
vat inverzni permutaci p~! k libovolné permutaci p na
mnoZiné I. Pro permutaci p~! plati 7p‘1 = 1, praveé kdyz
ip = j. Tabulku p~! dostaneme tak, Ze v tabulce p za-
ménime oba Fadky. Tak tfeba

2,1,3,6,4,5
1,2,3,4,5,6

je tabulka permutace ¢! inverzni k permutaci ¢ ze
cviteni 3.17. Graf inverzni permutace p~! dostaneme
tak, Ze v gra.fu p obratime sméry vsech sipek. Snadno se
také ovéii, Ze k permutaci p~!je inverzni zase permutace
P, tj. plati (p71) 7! =

Z vlastnosti mverze hlavolamii plyne Ze umime-li
udélat néjakou permutaci p, pak umime udélat také per-
mutaci inverzni p~!. Ukdzali jsme to na koneci minulého
odstavce. A nakonec lehka, ale dilezitd vlastnost inverz-
nich permutaci.

Cvi€enf 3.20. DokaZte rovnosti popt =pltop =
=n.

Tato vlastnost je pro inverzni permutaci p~* charak-
teristicka. Pokud p o q = n nebo ¢ © p = n pro néjakou
permutaci ¢, pak ¢ = Opravdu je-li ip = j, pak
z kazdé z téchto rovnosti lhned plyne jqg = 1.

3.9. Matematicky model vplnyech hlavelami. Vime
toho uZ o hradkach dost, abychom mohli sestavit jejich
matematicky model. Na kazdém hlavolamu je néjaka
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skupina pohyblivych prvkia, kterou oznalujeme I.
PRolohu téchto prvka popisujeme permutacemi na mno-
%2iné I. Na poditku je hra v zakladni pozici, poloha
prvki je popséna identickou permutaci. Polohu prvki
ménime pomoci tahi, kazdy tah udéla néjakou permu-
taci. Permutace, které udélame jednotlivymi tahy, bu-
deme nazyvat gemerdtory. Postupnym providénim ta-
hu déldime dalsf pozice. Jejich polohové permutace
dostaneme sloZenim odpovidajicich generatoru. Zname-li
generatory, zname vlastné celou hru. Viechna moZni
sloZeni generitori odpovidaji polohovym permutacim
vech pozic, které muZeme dostat néjakym postupem
z pozice zdkladni, a tedy vdem FfeSitelnym pozicim. Ge-
neratory tak uréuji vSechny vlastnosti polohy prvki na
hlavolamu.

Matematicky model iplného hlavolamu vypada takto.
Méme néjakou mnoZinu I a nékolik permutaci-genera-
tor na /. Umét fesit hlavolam znamend umét popsat
vSechny permutace na I, které jsou sloZenim generator,
a pro kazdou takovou permutaci najit néjaké jeji vy-
jadfeni jako sloZenf generatori.

MnoZinu I jsme vidy interpretovali jako mnoZinu
viech pohyblivych prvki. N4 model tak pfesné popi-
suje hry bez orientace a &dste&né hry s orientaci, ztraci
se v ném pravé ta orientace. Pokud nemiame domino
nebo usi, miZeme si hrat aspon na papife s jejich mate-
matickym modelem. A co vic, miZeme hrat i hry, které
neexistujf, nebyly vyrobeny. V piistim odstavci tak
budeme zkoumat model hry, ve které jsou obzvlast
jednoduché tahy. Tato hra bude velice snadnd, a presto
se pfi nf naudfme mnoho uZiteéného i pro dalsf hlavola-
my. SloZitost hlavolami totiZz zcela zavisi na sloZitosti
vzdjemné polohy generatoru a vlastnosti, které budou
otividné v nasf jednoduché h¥e, by bylo mnohem obtiz-
néjsf odhalit na Rubikové krychli nebo &tyfsténu.
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Poznamka, kterou je moZné piFeskolit. Pii vhodné
interpretaci mnoziny / miZeme na$ matematicky model
pouzit i ke studiu orientaci. UkaZeme si struéné jak na
Rubikové krychli. MnozZinu I budeme tentokrat interpre-
tovat jako mnoZinu malych plosek — &tveredkti na
krychli, a ne jako mnozinu pohyblivych prvku. Kazdy
tah udéld dva é&étyfcykly na hranovych ploskiach a t¥i
¢tyfeykly na rohovych ploskach. Pozice pak chapeme ne
jako permutace na kostitkach, ale jako permutace na
ploskach. V tomto modelu se daji studovat i orientace,
nenf k tomu ale p¥ili§ vhodny. Lepsf matematicky model
her s orientaci sestavime v paté kapitole.

A nekonec jeité par slov o vyznamu modela vibeec.
Matematické modely jsou béiné pouZivany v nejriznéj-
ich oblastech védy a techniky. Rozsah jejich aplikaci
nesmfrné vzrostl pouzitim vykonnych poéitada. Ty
umo#iiuji zpracovavat slozité modely, jejichZ studium
by jinak bylo zcela nemyslitelné. Nikladné experimen-
tovani pf¥i stavbé lodi, letadel, automobild nebo raketo-
pléni lze nahradit mnohem lacinéj§im experimentova-
nim na poditadi. Misto zkouseni riaznych profili kiidel
v aerodynamickych tunelech staéi ¢asto sestavit a zpra-
covat spravné rovnice obtékani téles. A v piipadé
stavby pfehrady, mostu nebo jaderné elektrirny si ani
néjaké experimentovani nejde dost dobfe predstavit,
viechno musi byt propoéitané pfedem. Matematické
modely se pouZivaji v genetice, v teorii pfenosu infor-
mace, fyziologii, psychologii nebo ve fyzice elementar-
nich &astic. Teoretickda prace v mnoha oborech spoéivd
pfevainé ve studiu matematickych modelid. V tom je
zcela urdité nejdéle fyzika. Prvni sloZitéjsi modely p¥i-
rodnich jeva vytvofili patrné astronomové, pravidelny
pohyb planet a hvézd na nebeské klenbé je k tomu jako
stvofeny. Rozvijen{ a zkoumani stale sloZitéjsich modeli
dalo vznik celym matematickym disciplinam. Ur¢ité
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neni nahodou, Ze zakony klasické mechaniky a objev
infinitezimalniho poétu jsou spojeny s jednim ¢&lovékem,
Isaacem Newtonem.

Mnohem &astéji je ale pii sestavovani modeli pouii-
vana matematika jiZz vytvofend. A tak vlastnosti modelt
zavisi hodné na matematickych znalostech téch, kdo
je sestavuji. Vidyt ani my nepouZivame pii zkoumani
a feSenf hlavolami v této knize pojmy a metody, které
by nebyly matematikim zniamé aspon sto padesat let.

3.10. Nezajimavé hrafky. Nezajimavé jsou takové
hlavolamy, které kaidy snadno vyfesi. Nikdo by je ne-
kupoval, a proto je také nikdo nevyrabi. Pfesto se jimi
budeme trochu zabyvat. Nemusime si ani pfedstavovat,
jak by asi vypadaly, sta¢i nam jejich matematicky mo-
del.

Tento model spodiva ve vybéru néjaké mnoziny per-
mutaci-generatori na mnoziné I = {1, 2, ..., k}. Nej-
jednodussi by bylo fesit hlavolam, na kterém bychom
mohli prohodit kazdé dva prvky na libovelnych dvou
mistech, a Zadné jiné by polohu nezménily. Znamena to,
fe pro kazdé dva rtuzné prvky ¢, j € I bychom méli
k dispozici tah, ktery by udélal permutaci

t__(l,2,...i,...j, vk — 1k
2.5 .. ...,lc—l,k)'

Graf této permutace je na obrazku 3.25., ma jeden cyklus
délky 2 a ostatnis délkou 1.

Takovym permutacim se v matematice tka transpo-
zice. KaZda transpozice je jednoznadné popsana dvojici
prvku, které tvofi cyklus délky 2. Pravé uvedena trans-
pozice ¢ je popsdna dvojici (¢, §). Pro snazsi orientaci
budeme transpozice oznadovat dvojicemi prohazova-
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nych prvki, (¢, j) je tedy nové oznadeni pro transpozici
¢ na ohrazku 3.25.

T O i O
G C ﬂoo

Cvieni 3.21. Necht i, §, £, [ jsou &tyfi razné prvky
mnoziny /. Nakreslete grafy sloZeni transpozic (7, §) o

= (l’ 7)) (7" ]) 2 (]’ k)v “” 7) “ (k’ ’)1 (1” 7) o (7’ k) Q (1’1 7)

Nagde snadna hra ma pro kazdou dvojici raznych prvki
t,§ € I jeden tah, ktery udéla transpozici (i, §). Velka
zasoba jednoduchyech tahd umoziuje snadno slozit kaz-
dou pozici-permutaci. Zadneme konkrétnim piikladem.
Mnozina I ma osm prvka 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a jejich
poloha je popsana permutaci

(1,2,3,4,5,6,7,8
—12,53,6,7,8 1,4}

Permutace p neni identickd, aZ na jeden jsou viechny
prvky na nespravnych mistech. Vezmeme si jeden
z nich, tieba 1. Ten je na misté 2, abychom ho dostali na
spravné misto, udélame transpozici (1, 2). Dostaneme
novou permutaci '
1,2,3,4,5,6,7,8
pc(l’Q)—(l,s, 3,6,1, 8,2,4]'

Déle dime na spravné misto prvek 2. Ten je na misté 5,
udélame proto transpozici (2, 5). Dostaneme permutaci
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1,2,3,4,56,7,8
p o (l) 2)_0 (2)5) - ( 1, 2’ 3" 6, 7’ 8, 5, 4]'
Stéle jesté neni viechno na spravném misté, tfeba 6 je
na misté 8, udélame tedy transpozici (6, 8). Kaidy
snadno ovéFi, Ze sloZenim transpozic (1, 2) o (2,5) o
o (6, 8) o (5, 7) o (4, 8) dostaneme hru z pozice p do
pozice zakladni, tj. Ze platf p o (1, 2) o (2, 5) o (6, 8) ©
o(5, 7) o (4, 8) = n. Permutaci p jsme sloZili z trans-

pozic.
Zcela stejné se presvédéime, Ze kaZdou permutaci g
na mnoziné I ={1,2, ..., k} lze sloZit z transpozic.

Pokud je g identickd permutace, neni tfeba délat nic.
Pokud neni, existuje prvek i takovy, Ze iq¢ + 1, tj. ¢ neni
na spravném misté. SloZime ¢ s transpozici (4, 1q). Pro-
toze tq * 1 a ¢ je vzajemné jednoznaéné zobrazeni,
existuje jiny prvek j € I, pro ktery plati jg = ¢ (na
kaZdém misté je néjaky prvek!). Ani prvek j neni na
sprivném misté:

__[ L, ..., 7 ..., j,...,k]

7 lg, ...,1q, ..., 0 =1jq, ..., kq

V nové pozici ¢ o (¢, ¢q) budou s vyjimkou prvki ¢ a j§
viechny ostatnf na stejnych mistech jako v pozici g.
Vsechny, které byly na spravnych mistech v ¢, budou
proto na spravnych mistech také v g o (¢, ig). Navie
bude sprivné také i. Tahem (¢, 4g) jsme tak zvétsili
podet prvku na spravnych mistech aspor o jeden. Pokud
je permutace q o (i, ¢q) identickd, jsme u cile. Pokud
nenf, vybereme néjaky prvek, ktery jesté na spravném
misté neni, a opakujeme celou uvahu znovu. Tak postup-
né zvétiujeme podet prvki na spravnych mistech, aZ po
nejvyse k — 1 krocich dostaneme identickou permuta-
ci n. Platf proto, Ze
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ke kazdé permutaci ¢ existuji transpozice
by bay ..., b takové, Ze go (fo0t, 0 ... 08) =mn.

(I

Z posledni véty odstavce 3.8. plyne, Zet, ot, 0 ... ©
o t, musf byt inverzni permutace ¢! k permutaci ¢, tj.
g ' =t 0t,0...0¢ KaZidou permutaciinverzni k né-
jaké permutaci ¢ na mnoziné I tedy muiZeme vyjadfit
jako sloZenf néjakych transpozic. A protoze kazda per-
mutace je inverzni k néjaké jiné, ¢ je inverzni ke ¢77,
dostavame

(1) pro kazdou permutaci g existuji transpozice
Uy, Ugy -+ o, Up tak, Ze g = U, O U, O ... OU,.

Dokazali jsme tak, Ze z vlastnosti (I) plyne vlastnost
(ITI). Plati to i naopak, z (II) plyne (I). Vyjadiime ¢!
jako sloZeni transpozic: ¢! =%, ou, 0 ... O u,. Po-
tom platiq o (¥, ou, 0 ... o u,) = q 0 ¢! = n, neboli
plati vlastnost (I). Obé vlastnosti (I) a (II) jsou proto
ekvivalentni. Budeme fikat, ze

kaZdou permutaci lze sloZit z transpozic.

Formulace (I) je vyhodnéjsi pfi feSeni hlavolamu, formu-
lace (II) je zase vhodnéjsi pro teoretické zkoumani per-

033

mutaci. Uvidime to v ptistim odstavci.

Po téchto ponékud teoretittéjsich dvahach se vratime
zpét k nasi nezajimavé hie. Jeji feseni je opravdu snad-
né. Kazdou permutaci lze sloit, mame-li k dispozici
vSechny transpozice. Nalezeni posloupnosti transpozic,
kterymi z néjaké permutace p dostaneme permutaci
identickou, také neni nijak obtiZné. Vezmeme vidy
néjaky prvek, ktery neni na spravném misté, a udélime
transpozici, ktera ho na spravné misto pfevede. Tim

82



postupné zvysujeme podet prvkii na spravnych mistech,
a? dostaneme viechny tam, kde maji byt.

Jakkoliv je hra, ve které mizZeme délat viechny trans-
pozice, snadnd, miZeme se z ni hodné poudit. Zjistili
jsme, Ze kaZzdou permutaci lze sloZit z transpozic. Kdy-
bychom uméli na kaidé Rubikové kostce najit postupy,
které udélaji libovolnou transpozici, bylo by snadné
dostat viechny prvky na spravna mista. Tim bychom
uméli fedit vSechny hry bez orientace a také trochu
hry s orientaci. Brzy si ale ukaieme, Ze tak jednoduché
to zase neni. V mnoha p¥ipadech postupy, které by udé-
laly néjakou transpozici, vibec neexistuji, zrovna
Rubikova krychle je takovy pipad. Nebo sice existujf,
jsou ale pi#ili§ dlouhé a jejich nalezeni obtiZné. Tak je
tomu tieba na usich.

Pfesto se touto myslenkou budeme jesté zabyvat.
Jeji upravend verze nam uZ umozni vytesit viechny
hiavolamy bez orientace a dostat viechny prvky na
spravné misto u her s orientaci. Napfed ale zopakujeme
a zobecnime poznatky druhé kapitoly.

3.11. Sudé a liché permutace. V tomto odstavei ukaze-
me, Ze viechny permutace na mnoziné I = {1, 2, ..., k}
miZeme pfirozenym zpuisobem rozdélit na sudé a liché
podobné jako celd &sla. V podstaté jsme to udélali uz
ve druhé kapitole pfi zkouman{ pozic u patnactky. Tam
méla mnoZina I Sestnact prvki.

Vezmeme néjakou permutaci p na mnoziné I a trans-
pozici (¢, §). Jak se lisi grafy permutacf p a p o (4, §)?
Jsou-li 7 a § ve stejném cyklu permutace p — obrazek
3.26. — rozpadne se tento cyklus do dvou mensich eykla
v grafu p o (¢, j). Ostatni cykly se nezméni, jejich cel-
kovy podet se tak zvétsi o jeden.
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Obr. 3.26
Jsou-li prvky ¢, j naopak v riznych cykleéh v grafu p,
propoji se tyto dva cykly do jednoho velkého v grafu
P o (i, 9).

DN |
SO, SN,
[ TR ¥ ¥

Obr. 3.27

I v tomto piipadé se tak poéet cykli zméni, tentokrat
zvétsi, o jeden. V kazidém piipadé se proto podty cykla
v permutacich p & p o (¢, j) li§f o jeden. Pfidame-li k p
sudy podet transpozic, musf se li§it podty cykld v p
avypot oty o ... 0ly, osudé &islo. Pfidame-li lichy
podet transpozic, je rozdil mezi podtem cykld v p
avpot, oty 0... 0ly,,, vidylichy.

Rozdil mezi poétem cyklid v identické permutaci n
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a v permutaci n 0, 0ty 0 ... Oty, (sloZeni sudého
podtu transpozic) je proto vidy sudy, rozdfl mezi
pottem cykla v.n a v not, 080 ... Olgpy =
=t 0t O ... Olyy,; (sloZeni lichého podtu transpo-
zic) je vidycky lichyx Z minulého odstavce vime, Ze
kaidou permutaci p miZeme sloZit z transpozic, p =
=t ot 0... 0t Jeli rozdfl mezi podtem cykld
v identické permutaci (ten se rovna k, kaidy cyklus
mé délku 1) a v permutaci p sudy, musfme pouZft sudy
potet trpnspozic, je-li rozdl lichy, pak musf byt &fslo [
liché. Tyto uvahy vedou k nasledujicf definici.

Permutace p na mnoziné I je sudd. je-li rozdil mezi
podtem prvki I a poétem cyklu v p sudy, o je lichd. je-li
tento rozdil lichy. .

Cvifeni 3.22, Které z nasledujicich permutaci jsou su-
dé a které liché?

C(1,2,3,4,5)  (1,2,3.4,56) (L2
P=\2,3,541) 97 3,1,2,5.6,4] "‘(2,1}

1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10.11,12)  (1,2,3,4
7,4,6,1,9,2 8. 10,3, 5,11,12)" ‘[1,2,3,4)'

Cviteni 3.23. Kterych permutaci na mnoziné I je vice,
sudych, nebo lichych ?

Permutace p a inverzni permutace p~! maji stejny
podet cykli stejnych délek, jejich grafy se lis{ jen ve
sméru Sipek. Obé jsou soudasné bud liché, nebo sudé.

Uz pfed definici sudych a lichych permutacf jsme uka-
zali nasledujicf pravidlo o poctu transpozic.
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Permutace p je sudé, pravé kdyz ji lze
slozit ze sudého poétu transpozic, a je
lichd, pravé kdyz ji lze sloZit z lichého
podtu transpozic.

S timto pravidlem snadno zjistime, kdy je sloZeni
dvou permutaci sudé a kdy liché. Vezméme si dvé per-
mutace p a ¢ na mnoziné [ a jejich libovolna vyjadfeni

p=tot,o...ol a ¢q=u,0u0 ... 0u, jako
sloZeni transpozic. SloZenou permutaci p o ¢ pak mu-
zeme vyjadFit jako pog =t ot,o ... 0oty ou, 0 ...

.+. O u,. K rozhodnuti, je-li p o ¢ sudé nebo lichd,
stadi zjistit, je-li &slo I + m sudé nebo liché. Je sudé,
jestliZe jsou obé &fsla I a m soudasné suda nebo soucasné
licha, a je liché v opaéném piipadé. Permutace p o ¢
je tedy suda, privé kdyZ jsou obé permutace p a g sudé
nebo obé liché, a je licha, pravé kdyZ je jedna z nich
sud4 a druha licha. Skladani permutaci m4 stejné vlast-
nosti jako séftani celych &isel.

SloZeni dvou sudych nebo dvou lichych
permutaci je sudd permutace, sloZeni
sudé s lichou je permutace licha.

Toto pravidlo budeme nazyvat pravidlo o parité sloZeni
permutact. Je to pravidlo velmi duleZité, s jeho pomoci
uz budeme v pi§tim odstavci schopni dokédzat nefesitel-
nost nejriaznéj§ich pozic na mnoha hlavolamech.
Viimnéte si jesté, jak byl pfi jeho odvozeni uZiteény
ekvivalentni popis sudych a lichych permutaci{ pomoci
podtu transpozic potfebnych k jejich sloZeni. Kdyby-
chom méli pouZivat pouze definici, museli bychom po&i-
tat podet cykli v p o ¢ v zdvislosti na poétech cykla
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v permutacich p a ¢, coz by bylo podstatné slozité;jsi.
Razné pohledy na stejnou véc. jsou vidy uZiteéné.
tace.

Tentokrit budeme poéitat podet sudych eyklia v per-
mutacich p a p o (3, §). Jsou-li prvky ¢, j v témze cyklu
permutace p, rozpadne se tento cyklus na dva mensf
v p o (%, §). Ma-li ptivodni cyklus lichou délku, musf byt
jeden z mensich cykld sudy a druhy lichy, sudych cykla
v permutaci p o (1, j) je tedy o jeden vice neZ v permu-
taci p. Je-li pivodni velky cyklus sudy, musi byt cba
mensi bud sudé, nebo liché. Ve viech tfech piipadech se
tak podet sudych cyklt v pa p o (2, j) lisf o jeden.

Zcela stejné se ukaze, ze také v piipadé, kdy jsou ¢, j
v ruznych cyklech grafu p, je rozdil mezi poétem su-
dych cykli v p a p o (¢, j) rovny jedné (v absolutni hod-
noté).

Identicka permutace » ma pouze liché cykly délky 1,
Z4dny sudy. Jestlize tedy néjakou permutaci p sloZime
ze sudého podtu transpozic, musi mit sudy poéet sudych
cykly, a sloZime-li ji z lichého poétu transpozic, musi mit
lichy pocet sudych cykli. Tim jsme ukazali pravidlo:
o poctu sudgjch cykla.

Permutace je sud4, pravé kdyZ ma su-
dy pocet cykld sudé délky, a je licha,
pravé kdyz ma lichy poéet cyklu sudé
délky.

Cviteni 3.24, Kazda transpozice je licha permutace.

V odstavcich 3.4. a 3.5. jsme se naudili zaznamenavat
polohu pohyblivych prvka v pozicich na hlavolamech
pomoci permutaci. Nyni uz umime mezi permutacemi
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rozliovat sudé a liché, miZeme tedy rozliSovat také
mezi pozicemi.

Pozice na néjakém hlavolamu je sudd, je-li jeji polo-
hové permutace suda, a je lichd, je-li jeji polohova per-
mutace lichd.

Cvifeni 3.25. Které z nasledujicich pozic na usich jsou
sudé a které liché: pozice na obriazku 3.8.b, 3.13.a,
3.13.b.

Cviteni 3.26. Je pozice na Rubikové krychli na obraz-
ku 3.10. sud4, nebo lichd ? Jeji graf je na obrazku 3.11.

3.12. Nékteré nefefitelné pozice. Koneéné se muzeme
presvédéit o nefesitelnosti mnoha pozic na hlavolamech.
Zadneme opét Rubikovou krychli. Na obrazku 3.28. jsou
dvé pozice. Viechny kosti¢ky s vyjimkou dvou jsou vidy
na spravnych mistech.

A 5 5 5 b 5 5 5
é 5 5 /¢ 5 5 75 /¢
oo¢CCC oo-sdcc
(] c
alalo|AC alal| ¢
c c
alala alala
Obr. 3.28

V pozici a) jsou piehozené pouze hranové kosti¢ky ab
a ac, v pozici b) jsou Spatné jenom rohové kostitky abc
a abf. Polohové permutace obou pozic jsou transpozice,
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maji jeden cyklus délky 2 a ostatni s délkou 1. Obé po-
zice jsou proto liché,

Diive nez dokaZeme nefesitelnost téchto pozic, naudi-
me se jesté rozlisovat sudé a liché tahy na hratkach.
KaZdému tahu jsme ptifadili néjakou permutaci — polo-
hovou permutaci pozice, kterou timto tahem dostaneme
z pozice zakladni.

Budeme fikat, Ze néjaky lah je sudy, jestlize timto
tahem ud&ldme sudou permutaci, a Ze je lichy, jestlize
jim udélame permutaci lichou.

Kaidy tah na Rubikové krychli udéld permutaci,
ktera ma dva cykly délky 4 a ostatni eykly délky 1.
Tato permutace je suda, ma dva sudé cykly.

Kazdy tah na Rubikové krychli je sudy.

Z tahu sklidame postupy. Jakou permutaci udélame
néjakym postupem P=X,X,... X,.? V odstavei 3.7.
jsme si vysvétlili, Ze permutacl kterou udéls postup P,
dostaneme slozenim permutacf, které udélaji jednotlivé
tahy. Symbolicky to zapisujeme PV = (X.,V) o (X,V) o
o...0(X,V). Pravé jsme si ukazali, Ze kazdy tah na
Rubikové krychli je sudy, udéla sudou permutaci.
Vsechny permutace X;V jsou proto sudé. Podle pravidla
o parité sloZeni permutaci musi byt sudé i jejich sloZeni,
permutace PV.

Kazdy postup na Rubikové krychli
udéla sudou permutaci.

Uz 2z prvn{ kapitoly, z odstavce 1.9., vime, Ze fesitelné
jsou jenom ty pozice, které mizeme dostat ze zakladnf
néjakym postupem. Kazdy postup ale udélé sudou per-
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mutaci, nikdy lichou. Liché pozice jsou proto nefesi-
telné.

Vsechny liché pozice na Rubikové -
krychli jsou nekesitelné,

A tak obé liché pozice na obrdzku 3.28. jsou nefesitelné.
Na Rubikové krychli neexistuje zadny postup, ktery by
prohodil pouze dva prvky. a ostatni nechal na pivodnich
mistech. Transpozice nejdou udélat.

Jind varianta dikazu nefesitelnosti lichych pozic je
v nasledujicim cvideni.

Cvideni 3.27. Jakd je polohovd permutace pozice,
kterou dostaneme z liché pozice néjakym postupem ?
Mizeme nékdyv dostat pozici. ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech ?

V prlisti kapitole ukdzeme, jak kazdou sudou pozici
srovhat do pozice, ve které jsou viechny prvky na
spravnych mistech. Kazda suda pozioe je srovnatelna.
Neznameni to jesté, ze je fesitelna. I mezi sudymi pozi-
cemi je mnoho nefeditelnych. PF¢ina jejich neresitel-
nosti je ale v orientacich, nikoliv uz v polohach jednotli-
vych prvki.

A ted na dalsi hratky!

USi. Kazdy tah udéld jeden cyklus délky 12 a zbyva-
jici eykly jsou jednoprvkové. Na usich jsou tahy liché,
maji jeden sudy eyklus. Pomoci pravidla o parité sloZeni
permutaci zjistime, Ze sudym poétem tahti udélime
sudou pozici a lichym pottem lichou. Resitelné pozice
na usich mohou byt proto jak sudé, tak liché. V pristi
kapitole ukaZeme, Ze ve skuteénosti jsou v8echny pozice
Fesitelné.
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Jiné je to u varianty s lichym poétem kulidek v jed-
nom uchu. Na obrazku 3.29. je jich t¥inact.

Obr. 3.29

Na obrdzku a) je zakladni pozice. pozice na obrizku b)
je licha, jeji polohova permutace je transpozice. Kaidy
tah udéla jeden cyklus délky 13 a ostatni cykly jsou
délky 1. Tentokrat je kaZidy tah sudy a pravidlo o pa-
rité slozeni permutaci pak dava, Ze kazdy postup udéla
sudou permutaci. Liché pozice jsou proto nefesitelné.
Sudé Fesitelné jsou, jak uvidime v pristi kapitole.
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ClyFstEn. Touto hrou jsme se dosud pFilis nezabyvali,
a tak ji nyni probereme podrobnéji. Ctykstén ma Gtyfi
pohyblivé vrstvy, tvofi je vidy sedm prvka leZicich
v jedné stené. Kazdou vrstvou lze otodit o 120” vpravo
nebo vlevo. Stény a vrstvy v zakladni pozici oznad¢ime
podle obrazku 3.30. pismeny a, b, ¢, d, zadni sténa je ¢
a dolni d. Pkislusna oto¢eni vpravo pak budeme znadit
A, B,C, D.

bﬂ Obr. 3.30

Poloha a orientace prvku v zakladni pozici je jedno-
znaéné uréend ¢&tyfmi sténovymi trojuhelniky, které
tvofi soufadny systém na &tyfsténu. MiZeme jimi po-
otatet, nelze je ale prohazovat. Jednotlivé prvky bude-
me oznadovat tak jako na Rubikové krychli, seznamem
pismen, kterymi jsou oznaéené. Sténové trojuhelniky
budou a, b, ¢, d, hranové prvky ab, ac. ad, bc, bd a cd
a rohové abc, abd, acd a bcd. Ctyistén je hra nesouvisld,
ma dvé orbity, Sestiprvkovou hranovou a &tyfprvkovou
rohovou. Je to hra iiplnd, kazdy tah lze udélat kdykoliv,
a s orientaci.

Soufadny systém sténovych trojihelniki uréuje jediné
spravné misto v zakladni pozici pro kaidy pohyblivy
prvek. Hranovy prvek ab musi lezet mezi trojthelnfky
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a a b, rohovy abc pak ve spoleéném vrcholu stén, v je-
jichZ stfedech jsou trojihelniky a,ba c.

Polohu pohyblivych prvki zapisujeme pomoci tabu-
lek a grafu. Tak tieba

__(ab, ac, ad, be, bd, cd, abc, abd, acd, bcd
[ad, bd, bc, cd, ac, ab, acd, bed, abc, abd

je tabulka polohové permutace néjaké pozice na &tyi-
sténu, jeji graf je na obrazku 3.31.

acd

/ bd : abc& hed
|
|

abd

L) ﬂ

Jaké permutace udélaji jednotlivé tahy? Tieba tah
A? Prvek ab ptejde na misto ac, ac na misto ad a ad
zpét na misto ab. Jiné hranové prvky se nepohybuji.
Z rohovych piejde abc na misto acd, acd na misto abd
a abd zpét na misto abc. Prvek bcd se nepohybuje.
Graf permutace, kterou udéla tah 4, je na obrazku 3.32.

Obr. 3.31

/\ C;di abe -

acd

Obr. 3.32

93



Ma dva cykly délky 3 a ¢tyfi cykly délky 1. Tah 4 je
sudy, nema Zddny cyklus sudé délky. Také vsechny
ostatni tahy jsou sudé.

Kazdy tah na étyfsténu je sudy.

SloZzenim sudych permutaci dostaneme jenom sudé
permutace, kazidy postup na étyfsténu proto udéla
sudou permutaci. Liché pozice jsou nefesitelné.

O Rubikové krychli jsme si ekli, a v piisti kapitole to
dokaZeme, Ze vsechny sudé pozice jsou srovnatelné,
lze je pfevést do pozice, ve které jsou viechny prvky na
spravnych mistech. Na étyfsténu to ale neplati. Na
obrazku 3.33. je graf pozice, kterou nejde srovnat. Je
nefeditelna, protoZe ji nikdy nedostaneme do pozice,
ve které by byly vSechny prvky na spravnych mistech.

ac CBC i abd
d d /
ab Cj Cf‘ l abc
bd
@ l
Obr. 3.33

Pro¢ to nejde ? Podivejme se jesté jednou na obriazek
3.32., na graf permutace, kterou udéla tah A. Soustfe-
dfme-li se jenom na hranovou ¢ast, vidime, Ze na hrano-
vych prveich udéla tah 4 také sudou permutaci, ma
jeden trojcyklus a tfi cykly délky 1. A protoze to plati
pro kazdy tah, jsou viechny tahy sudé na hranovych
prveich. Kazdy postup proto udéla na hranovych kostic¢-
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kich sudou permutaci, nikdy lichou. Vsechny pozice,
jejichz polohové permutace jsou liché na hranovych
prveich, jsou proto nefesitelné.

Také na rohovych prveich délaji vSechny tahy, a tedy
také vSechny postupy, sudé permutace. Tim jsme pod-
statné zvétsili polet pozic, o kteryoh umime dokazat,
ze jsou nefesitelné.

Kazda pozice na &étyfsténu, jejiz polo-
hova permutace na hranovych nebo
na rohovych prvcich je licha, je nefe-
Sitelnd.

Polohovd permutace Zadné fesSitelné pozice proto ne-
miZe mit graf jako na obrazku 3.33.

Jako obvykle slibime, Ze v pfisti kapitole najdeme
postupy, které viechny ostatni pozice srovnaji, pfevedou
do pozice, ve které jsou vSechny prvky na sprivnych
mistech.

Dvanietistén. Tato hratka ma, aspon pokud jde o po-
lohy prvki, podobné vlastnosti jako ¢&tyfstén. Na
obrazku 3.34. vidime dvanactistén v zakladni pozici
a s nazna¢enym tahem A. Libovolnou z dvanacti vrstev
muzZeme otadet vpravo nebo vlevo o 72°. Také tady
tvoii prvky ve stiedech stén soufadny systém, uréujici
spravné misto a orientaci pro kaidy pohyblivy prvek.
Dvandctistén je hra nesouvisla, jednu orbitu tvofi tficet
hranovych prvki, druhou dvacet rohovych. Je to hra
uplnd a s orientaci.

Tahem A udélime permutaci, ktera ma jeden cyklus
délky 5 na hranovych kosti¢kach, druhy cyklus délky 5
na rohovych kosti¢kach, a zbyvajici cykly maji délku 1.
Stejné délky cyklu maji také viechny ostatni permuta-
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ce, které udélame vSemi moinymi taby. KaZdy tah,
a tedy také kazdy postup, udéla jak na hranovych, tak
na rohovych prvcich pouze sudé permutace.

Kazdéa pozice na dvanactisténu, jejiZ
polohova permutace na hranovych ne-
bo na rohovych prveich je licha, je
nefesitelna.

Vsechny ostatni pozice jsou srovnatelné, lze je dostat
do pozice, ve které jsou viechny prvky na spravnych
mistech. Kviili orientacim je mezi nimi stile jesté dost
nefesitelnych.

Obr. 3.34

Domino. Na dominu jsou dva razné typy tahi — oto-
¢eni Cétvercovou vrstvou a otoéeni nékterou ze &EtyF
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obdéinikovych vrstev. Grafy permutaci, které tyto
tahy udélaji, jsou na obrazku 3.19. Otodeni &tvercovou
vrstvou, éast a), udéla sudou permutaci. ktersa ma dva
cykly délky 4 a ostatni jednoprvkové. Ototeni bo&ni
obdélnfkovou vrstvou, &ast b), udéla permutaci lichou —
mé tFi cykly délky 2. Na dominu tedy existuji jak sudé.
tak liché tahy, resitelné pozice mohou byt proto sudé
i liché. Ve skuteénosti jsou feSitelné vsechny pozice.
ukdZeme to rovnéz v piisti kapitole.

Kryehle 2 x 2 x 2. Na této krychli jsou liché tahy,
kaZdy udélé jeden &tyicyklus — obrazek 3.20. Riznymi
postupy muZeme proto udélat sudé i liché permutace
a v pristi kapitole ukazeme, Ze kaZzda pozice na krychli
2 X 2 X 2 je srovnatelna. Nefesitelné pozice ale existu-
jf, je to kvuli orientacim.

A nakonec jesté naposledy o nefesitelnych pozicich
na patnactce.

Patnéctka. Na patnactce jsou viechny tahy liché. Ménf
polohu pouhych dvou prvkii, délaji transpozice. Cheeme-
li pfevést reklamni pozici 2.1. do zdkladni pozice 1.11.,
musime udélat néjaky specidlni postup — zadfndme
a kond¢fme prazdnym mistem v pravém dolnim rohu.
Trik se Sachovnici ukazuje, Ze kaZdy specidlni postup
musi mit sudy polet tahi, zaéind a konéi prazdnym
mistem stejné barvy. KaZdy specidlni postup tak udéla
permutaci, ktera je sloZzenim sudého poétu transpozic,
a tedy suda.

Udélame-li néjaky specidlni postup v liché reklamnf{
pozici, dostaneme pozici, jejiz polohovd permutace je
slozenim liché (reklamni) a sudé (specialnim postupem
udélané) permutace. Vysledek je proto zase licha pozice,
nikdy sudéd zdkladni. Reklamni pozice 2.1. je opravdu
nefesitelnd.
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3.13. Pojem grupy. Symetricka a alternativni grupa.
Zopakujme si vlastnosti skladani permutaci na mnoziné
I, které jsme zjistili v odstavei 3.8.

a) Asociativita. Pro kazdé tfi permutace p, q, r na mno-
ziné Iplati(pogq)or =po(qgor).

b) Existence neutrialniho prvku. Identicka permutace
n je neutrilni vzhledem ke skldddni permutaci, sloZi-
me-li ji s néjakou permutacf, tato permutace se nezméni.
Plati p on = n o p = p pro kazdou permutaci p na I.

c) Existence inverzniho prvku. Pro kaZdou permutaci
p existuje permutace p~! takovd, Ze pop 'l =plo
0 p = n. Permutace p! se nazyva inverzni permutace
k permutaci p.

Podobné vlastnosti ma operace séitdni na mnoziné
viech celych éisel.

a) Asociativita. Pro kazda tfi celd &isla plati (x + y) +
+z=2+ (y + 2).

b) Existence ncutralniho prvku. Pro kazdé celé ¢islo
z plati z + 0 = 0 + = = z, 0 je neutralni vzhledem ke
séitani.

c) Existence inverznfho prvku. Pro kaidé celé ¢&islo
z plati z + (—=2) = (—=x) + 2 =0, —=x je inverzni
éslok z.

Snadno ovéfime, Ze také operace nasobeni na mnoZiné
nenulovych raciondlnich &isel ma vlastnosti a), b) a ¢).
Asociativita je zndm4, neutralni prvek je 1 a inverznf
prvekk xjex~1.

Jak vidét, operace, které kaidé dvojici prvka z, y
néjaké mnoziny G pFifazuji jednoznaéné uréeny prvek
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x o y € (7 a které maji vlastnosti a), b) a ¢), jsou v mate-
matice ¢asté a dulezité. Byly proto pojmenovany
zvlastnim jménem.

Operaci, ktera kazdym dvéma prvkim néjaké mno-
ziny G pfifazuje jiny prvek této mnoZiny, budeme obec-
né fikat skidddni na mnoZiné G a jeji vysledek = oy
bude slofeni prvka z, y € G. V konkrétnim ptipadé
miZe byt operaci s¢itini, nasobeni, nebo tfeba skladani
permutaci.

Mnozina G spolu s operaci skladdni na G se nazyva
grupa, jestliZe splnuje tyto podminky:

a) (xoy) oz =z o (y o z) pro kazdé t¥i prvky «z, y,
z€e@,

b) existuje prvek n € G takovy, e xon =nocx ==z
pro kaidy prvek z € G, prvek n se nazyva neutrdlni
prvek grupy G,

c) ke kazdému prvku z € G existuje prvek 1 e G
takovy, Ze x o ™! = z7! oz = n, prvek 2! se nazyva
tnverzni proek k x.

Jinak Fedeno, operace je asociativni, existuje neutrilni
prvek a ke kaidému prvku existuje prvek inverzni.
Podminkam a), b), c) se také Fika axiémy grupy.

Zname uz tii piiklady grup. Mnozina S; viech permu-
taci na I spolu s operaci skladdni permutaci je grupa.
Budeme ji znaédit S; a nazyvat symetrickd grupa na mno-
Ziné I. Také mnozina viech celych &isel spolu s operaci
séitani je grupa — aditivni grupa celyjch &isel. Znadit ji
budeme Z. Také mnozina nenulovych raciondlnich ¢isel
spolu s operaci nasobeni je grupa. Je to multiplikativni
grupa ractondlnich éisel a obvykle se oznaduje Q,.

Musime zdiraznit, e grupa je vidy mnoZina spolu
s néjakou operaci, neni to ani jenom mnoZina, ani jenom
operace. Zatimco mnozina celych ¢&isel s operaci séitani
je grupa, stejnd mnozina s operaci nasobeni grupa neni.
Nasobeni je sice asociativni, neexistuje ale neutrilni
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prvek, kazi to 0. MnoZina nenulovych celych &fsel s ope-
raci nasobeni také neni grupa. Nasobeni je asociativni
a existuje i neutrdlni prvek 1, k &fslu 2 vSak neexistuje
prvek inverzni (1/2 neni celé ¢islo, a nepatii tedy do Z).
Jiné priklady jsou ve cvideni.

Cviceni 3.28. Které z nasledujicich mneZin s p¥islus-
nymi operacemi jsou grupy ?

a) mnozina racionalnich &isel s operaci séitanf,

b) mnoZina nenulovych racionalnich ¢isel s operacf
séitani, :

¢) mnoZina realnych &isel s operaci nasobent,

d) mnozina nenulovych reilnych &isel s operaci naso-
beni,

e) mnozina celych ¢isel s operaci nasobent,

f) mnoZina komplexnich &isel s operaci ndsobent,

g) mnozina nenulovych komplexnich ¢&isel s operaci
nasobeni,

h) mnoZina komplexnich &isel s operaci séftani.

Dalsi pfiklad vysvétlime podrobnéji. Podle pravidla
o parité sloZeni permutaci je sloZeni libovolnych dvou
sudych permutaci zase suda permutace. Pro kazdé t#i
sudé permutace p, g, r plati (pog)or =po(gor),
protoze to plati pro libovolné tii permutace. Skladan{
permutaci je proto asociativni operace na mnoZiné viech
sudych permutaci na I. Tuto mnoZinu budeme znatit
A;. Neutralnf prvek také existuje, identickd permutace
je suda, nema Zadny sudy cyklus. A protoZe inverzni
permutace k sudé je také suda — ma cykly stejnych dé-
lek — existuje ke kazdé permutaci z A; inverzni prvek
v A;. Mnozina A4, viech sudych permutaci spolu s opera-
ci skladani permutaci tedy tvofi grupu. Tato grupa se
nazyva allernativni grupe na mnoziné I. Oznadovat ji
budeme A,.
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Vyznam asociativity. Skladani v grupé je definovdno
pouze pro dvojice prvki. Mame-li sloZit t#i prvky z, y, z
v tomto pofadi, musime pomoci zivorek urdit, jaké
dvojice postupné sklidat. MiZeme to udélat dvéma zpi-
soby: (z 0 y) 0z a z o (y 0 2). Asociativita Fké, Ze oba
zpisoby vedou ke stejnému vysledku, ktery oznadime
z 0 y o z. V pfipadé ¢tyt prvki uz je moznosti vice,

Cvilenf 3.29. Pomoci zavorek urdete viechny mozné
zplsoby, jak sloZit v néjaké grupé &tyfi prvky u, v, z, y
v tomto pofadi. Vede to vidy ke stejnému vysledku ?

Méme-li sloZit v néjaké grupé G m prvku a,, a,, ...,
..., @, v tomto pofadi, je moZnosti jesté vice. Z asocia-
tivity ale plyne, Ze vSechny vedou ke stejnému vy-
sledku. DokaZeme to ted indukci podle poétu prvki,
tj. podle m.

*Je-li m = 3, skladdme t¥i prvky, a rovnost (a,
0 @,) 0 ay; = a, O (a, O a,) plyne pfimo z definice grupy,
sklddan{ je asociativni.

Pfedpokladejme nynf, Ze m > 3 a Ze vSechny zpusoby,
jak spotitat sloZenf méné nez m prvki v daném pofadi,
vedou ke stejnému vysledku. Znamena to, Ze kaidy
vypoéet sloZenf libovolnych prvki b,, b,, ..., b, v tomto
pofadi diva stejny vysledek, ktery oznaéime b, 0 b, ©
O ... o b, Poditame-li néjak sloZzenia,, a,, ..., ¢,, v po-
slednfm kroku délame vypodet (@, 0, < ... o @) ©
o(a;4, © ... 0a,). V obou zavorkach je sloZeni méné
neZ m prvki, mazeme proto pouzit indukéni pfedpoklad,
viechny mozZné vypoéty vedou ke stejnému vysledku.
Pii jiném vypodtu sloZeni viech m prvka poéitame v po-
slednim kroku (¢, 0a,0 ... 0 @) O (44, O ... O @,).
Pro vypodty v zavorkich opét pouiivime indukéeni
pfedpoklad. Pokud je k£ = I, oba vypoéty vedou samo-
zfejmé ke stejnému vysledku. Budeme pfedpokladat,
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Ze tieba k < l. Prvni zavorku v prvnim vypoétu jesté
rozdélime naa, ca,0 ... 0a; =(#8,08,0 ... O @) O
O (@41 O ... O&).

Prvnim zpisobem tak dostavime vysledek

(@go0a,0...0aq)0(@41 0 ... 0a,) =
= (@, 08,0 ...08;)0(A4 0 ... C)) O
0(0;4, 0 ... Oay,).

Nyni pouZijeme-li asociativitu, rovna se to dale

(@g,0a,0...0a)0 (@i © ... 0a;) (@4 ©
0...08,) =(@,0a,0 ... 0a;) O(@yy © ... 0
o ay,).

Na posledni fadce je ale posledni krok pii vypoétu
druhym zptsobem. Oba vysledky se tak rovnaji. Vech-
ny moiné zpusoby vypoétu sloZeni a,, a,, ... a, proto
vedou ke stejnému vysledku, ktery oznatime a, o a, o
... 0a,. ’ :

Matematickou indukei jsme tak dokazali, Ze pf¥i
vypottu sloZeni libovolné mnoha prvkid néjaké grupy
v daném pofadi dostaneme viemi moZnymi zptsoby
vidy jeden a tentyz vysledek.

Zpétné jsme tim dokazali také vlastnost skladani
permutaci, kterou jsme uvedli v odstavci 3.8. a pouZivali
v odstavcich 3.10., 3.11. a 3.12. Nic neZ jednoduché
vlastnosti sklidani, dokdzané uz v odstavei 3.8., jsme
k tomu nepotfebovali.

Vratime se jesté jednou k zdkladnim pFikladim grup
z potitku tohoto odstavce. Symetrickda a alternativni
grupa se od é&iselnych grup Z a Q, li§i v jednom pod-
statném rysu. Existuji dvojice sudych permutaci p, ¢
takové, Ze p o ¢ # ¢q o p. Kaidy snadno najde dvé ta-
kové permutace, pokud mé I aspon &tyfi prvky. Na-
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proti tomu z + y = y -+ z pro libovolna dvé cela &isla
a zy = yxr pro kazdad dvé nenulovd racionalni ¢isla.
Budeme #ikat, Ze grupa G na mnoziné G je komutativni,
jestliZe goh = h og pro kaidé dva prvky g,k e G.
Grupy Z a Q, jsou komutativni, symetricka a alterna-
tivni grupa komutativnf nejsou, pokud ma mnoiina I
aspon ¢tyfi prvky.

A kolik je vlastné sudych permutaci? Pro ty, kdo
nezvladli cviteni 3.22., a zajima je vysledek, ted doka-
Zeme, Ze na kazdé mnoziné I, ktera je koneénd a ma
aspoii dva prvky, je sudych permutac{ p¥esné tolik,
kolik je lichych. '

Vybereme libovolné dva razné prvky ¢, j € I a trans-
pozici t = (7, §). Je-li p néjaka sudi permutace na I, pak
p ot je podle pravidla o parité sloZeni permutaci licha.
KazZdé sudé permutaci p jsme tak pfifadili lichou permu-
taci p o t. Jsou-li p, ¢ sudé permutace a pot =qot,
pak také

(pot)ot=(qot)ot,
a tedy také
po(tot)=qof(tol),
tj.
Pp=q.

Riuznym sudym permutacim proto odpovidaji rizné
liché. Lichych permutaci je tedy aspon tolik, kolik je
sudych. Abychom dokazali, Ze je jich stejné, musime se
pFesvéddiit o tom, Ze kaZda licha permutace je pfifazena
néjaké sudé. To je ale snadné. Je-li r lichd, pak p =r ot
je sudd, a této permutaci je pfifazena lichd permutace
pot=(rot)ot=ro(tot)=r. Sudych permutaci
je proto pfesné tolik co lichych. A protoie viech per-
mutaci na k-prvkové mnoziné je k! (cvidenf 3.11.), je
sudych permutaci na k-prvkové mnoZiné (1/2) k!.
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*3.14. Podgrupy. Lagrangeova véta. Stejnou metodou
ted dokdazeme Lagrangeovu vétu. Jako jeden z prvnich
vysledki rodici se teorie grup ji dokazal jesté v 18. sto-
leti francouzsky matematik J. L. Lagrange (1736 a%
1813).

Dtive nez ji zformulujeme a dokdZeme, vysvétlime si

pofadné, co je to podgrupa. KaZda grupa G je urdena
néjakou mnozinou (7 a operaci, ktera kaidym dvéma
prvkim z,y € G pfifazuje jejich sloZeni z oy e G.
Je-li nyni H néjakd podmnozina @, je pro kaidé dva
prvky z, y € H definované jejich slozeni (v grupé G)
z ¢ y. Toto slozeni nemusi byt samoziejmé prvkem H.
Pokud ale je x ¢ y € H pro libovolné dva prvky x, y € H,
muzeme se ptat, je-li H spolu s operaci skladani indu-
kovanou takto z grupy G také grupa. Jaké podminky
musi mnozina H spliovat? Jednu jsme si uz fekli.
‘Je-li x,y € H, musi byt také z c y € H. Operace skla-
dani na mnoZiné H je potom asociativni, rovnost
(zcy)cz==x0o(yoz) plati pro kaidé tF prvky
z,y,z € H, protoe plati také v grupé G. Je-li navic
neutralni prvek n grupy G v mnoZiné H a pro kaidy
prvek z € H je také inverzni prvek z~! v H, spliuje
mnoZina H spolu s operaci sklddéni indukovanou
z grupy G viechny axiémy grupy, a je to tedy také grupa.
Rikame, 7e je to podgrupa grupy G.

Né&kolik priklada. Aditivn{ grupa celych éisel Z je pod-
grupou aditivni grupy racionalnich ¢&isel (tj. grupy viech
racionalnich &fsel s operaci s¢itani).

Mnozina {1, —1} spolu s operaci ndsobeni je grupa
(ovéite to!) a je to podgrupa multiplikativni grupy ne-
nulovych racionainich &isel Q.

Multiplikativni grupa racionalnich éfsel Q, je grupa,
neni to ale podgrupa aditivni grupy racionalnich &fsel.
Nenulova racionaln{ ¢&sla sice tvoff podmnozinu mnoZi-
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ny viech racionilnich ¢&isel, operace jsou ale definoviny
rizné; 2.3 (v grupé Q,) se nerovnd 2 + 3 (v aditivni
grupé racionalnich &isel).

Alternativni grupa A; je podgrupou symetrické grupy
S.

A ted k Langrangeové vété.

Lagrangeova vita, Je-li G koneénd grupa a H jeji
podgrupa, pak polet prvki grupy H je délitelem poétu
proka grupy G.

Dikaz. Oznadime G mnoZinu, na které je definovana
grupa G, a H mnoZinu, na které je definovana grupa H.
Proto%e je H podgrupa G, plati H C G. MiZeme pfed-
pokladat, Ze mnoZina H ma k prvkid, a oznadime je
ki by oo By

Je i H = (¢, maji obé grupy ste]ny podet prvki,
Jestlize H # @, existuje néjaky prvek z, € G, ktery
nélezi v podmnoZiné H. Symbolem Hzx, oznadime mno-
Zinu vsech prvka tvaru % o xz,, kde h € H. Viechny
prvky h o z, leif v G. UkdZeme, Ze mnoZiny H a Hz,
maji stejny podet prvki.

Jsou-li h; a h; dva prvky H a h; 0 z, = h; 0 x,, pak
také (h; o x,) 0 25! = (h; 0 z,) 0 7. Z asociativity pak
plyne h; 0 (z, 0 277') = h; o (z, 0 25'). ProtoZe z, 0 237! =
= n,platih; on = h; o n,tj.h; = h,.

Vsechny prvky A, o x,, hy O s, ..., b O 2, mnoZiny
Hz, jsou proto ruzné. A protoze Zidny jiny prvek v Hz,
lezet nemuze, ma Hz, stejny podet prvki jako H, tj. k.

Mnoziny H a Hzx, jsou navic disjunktni. Kdyby totiZ
existoval prvek g € H ( Hz,, bylo by ¢ € H a soutasné
g = h o z, pronéjaky prvek h € H. Potomale k"l 0 g =
= z,. Protoze g,h € H, je také h' e Ha h*oge H.
Prvek z,= k™! 0 g by musel leiet v mnoziné H, co je
ve sporu s tim, jak jsme ho vybrali.
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Mnoziny H a Hzx, jsou proto opravdu disjunktni. Obé
obsahuji £ prvku a jsou podmnoZinami @. MnoZina G
tak obsahuje aspoii 2k raznych prvki:

H: hy,hyhy ..., ¢k,
Hx,:h oz, hyox,, ..., 0 0x,.

Je-li G = H ) Hz,, obsahuje G ptesné 2k prvku.
Je-i G # H |J Hz,, existuje prvek z,e€ G, ktery
v H (J Hz, nelezi. Symbolem Hz, oznalime mnoZinu
viech prvki tvaru h o z,, kde h € H. VSechny tyto
prvky opét lezi v G. Stejné jako v pfipadé mnoZiny Hz,
ukdZeme, Ze Hz, obsahuje pfesné & prvku a je disjunktni
s H. Navic je Hzx, také disjunktni s Hz, Kdyby totiZ
existoval prvek g € Hz, (\ Hx,, platilo by ¢ = h; o 2,
a g = h; o x, pro néjaké prvky k;, h; € H. Z rovnosti
hiczxy =h;cz, plyne z, =h7'0 (h; 0 x,) = (' 0
c hj) cz,, H je ale podgrupa G, proto h; ' oh; € H,
a tedy z, € Huz,, coi je opét ve sporu s nasim vybérem
xz,¢ H (J Hz,. Proto je Hz, disjunktni s Hz,. Grupa G
tak obsahuje aspon 3k riznych prvkua

H: hy,hy by ..o, 1y,
Hzxy hyoxy, hyoxy, ..., 0 O 2y,
Hx, hyoxzy, hy 02y, ..., by Ox,y.

JestliZe je nyni G = H {J Hz, | Hz;, ma G pfesné
3k prvku. Je-li G = H \J Hx, (J Hx;, vybereme libo-
volny prvek z,, ktery v H {J Hz, {J Hz, nelezi, a cely
postup znovu opakujeme. Oznadime Hz, mnozinu vSech
prvka tvaru A c z,, kde h € H. Mnozina Hz, obsahuje
ptesné k prvki a je disjunktni s H (J Hx, |) Hx,. Mno-
Zzina G tak ma aspoii 4k prvka. Takto pokrafujeme
déle, aZ nakonec po néjakych ! krocich dostaneme uplny
seznam viech prvki grupy G:
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H: hyhyhy, ...k,

Hzy: hy 0oz, by 0 2y ..., by Oy,
Hxy: hyozg,hy02,, ..., 0 0x,,
Hx;hyox,hyomx, ..., hh ox,.

Celkovy pocet prvkd mnoziny G je tedy kl. Lagran-
geova véta je tim dokazana.

Pocet prvki grupy G se nazyva rdd grupy G a znadi se
|G!. R4d symetrické grupy na k- prvkové mnoZiné je tedy
k!, alternativni grupy na stejné mnoziné pak (1/2)k!.
Lagrangeovu vétu muzeme formulovat také takto:

Je-li G koneénd grupe o H jeji podgrupa, pak Eislo
|G|/, H jecelé.

Toto ¢islo se nazyva index podgrupy H v grupé G.
Index alternativni grupy A; v symetrické grupé §; je
tedy 2.

*3.15. Grupy na hralkach. Na kazdém Gplném hlavo-
lamu muzeme objevit fadu ruznych grup. V tomto od-
stavei si ukaZeme dvé, grupu polohovych permutaci
a grupu redukovanych postupt. V paté kapitole ukaze-
me dalsi dvé, grupu Fediteinych pozic a grupu vsech
moznych pozic.

Grupa polohovych permutaci. Pfesnéji bychom ji méli
nazyvat grupa vSech permutaci, které miZeme udélat
néjakymi postupy. V této grupé leif viechny permutace
p na mnoZiné I pohyblivych prvka, které miZeme vy-
jadFit ve tvaru p = PVY. Operaci bude opét sklddani
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permutaci. Grupa polohovych permutaci na néjakém
hlavolamu je proto podgrupa grupy vSech permutact
na mnoziné I vsech pohyblivych prvka.

Musime ovéfit, Ze to opravdu podgrupa symetrické
grupy je. JestliZe permutaci p udélame postupem P
a permutaci ¢ postupem Q, pak jejich sloZeni p ogq
udélame slozenym postupem PQ — odstavec 3.7. In-
verzn{ permutaci p~! udélame inverznim postupem
P-1, také podle vysledku z odstavce 3.7. Zbyvd néjak
udélat identickou permutaci z. To je ale jednoduché, ne-
musime délat vibec nic, staéf na to neutralni postup N.

Grupa redukovanyeh postupi. Redukované postupy
a jejich skladani jsme definovali uz v prvni kapitole,
Nyni dokaZeme, Ze mnozZina vSech redukovanych po-
stupi spolu s operaci redukovaného sklidani tvoii
grupu — grupu redukovanych postupu na néjakém
uplném hlavolamu. Musime ovéfit axidmy grupy.

a) Jsou-li P, Q, R tii redukované postupy, pak oba
postupy (P © Q) o Ra P o {Q o R) dostaneme redukova-
nim téhoz postupu P QR. V prvém ptipadé redukujeme
napfed zaditek PQ a potom pfipojime R, ve druhém
ptipadé naopak zalinime od konce redukci QR a pak
ptidame P. Z jednoznaénosti redukce postuptt dokazané
v odstavei 1.10. plyne, Ze obéma zpisoby dostaneme
stejny vysledek, (P o Q) o R =P o (Q o R).

b) Neutralnf prvek existuje, je jim neutralni postup N,
PoN =NoP =P pro kaidy redukovany postup P.

¢) Inverzni postup P! k redukovanému postupu P
je rovnéz redukovany Je-li P=X.X,... X, pak
P = X;'X. 7', ... Xi'. Pri redukei postupu PPl =
=X, X, . XLX 'Xi7' ... XT' muZeme vynechdvat
dva prostredm tahy tak dlouho, aZ nic nezbyde, tj. ai
zbyde neutralni postup N. Proto P o P71 = N. Ze stej-
ného davodu také plati P~ > P = N.
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Nasli jsme tak dvé rtzné grupy na kazdém hlavolamu.
Prvni z nich je koneéna grupa permutaci, druhd pak
nekoneéna grupa postupd. Mezi obéma je \zky vztah,
ktery si vysvétlime v pFistim odstaveci.

*3.16. Homomeorfismus a izomorfismus grup. V od-
stavei 3.11. jsme dokézali pravidlo o parité sloZzeni per-
mutaci. Toto pravidlo lze také vyjadfit zpusobem na
prvni pohled zcela odlisnym.

Setkali jsme se uz s grupou T, kterou tvofi mnozina
{1, —1} spolu s operaci nasobeni. Kazdé permutaci na
mnoziné I ted pfifadime jedno z éisel 1 a —1:

je-li psudé permutace, pak pW = 1,
je-li plicha permutace, pak pW = —1.

Definovali jsme tak jakési zobrazeni z mnoziny S; viech
permutaci na I do mnoziny {1, —1}. Zobrazenf W vysti-
huje jistou souvislost mezi symetrickou grupou §;
a grupou T. M nasledujici viastnosti:

a) (poq) W= (pW) (gW),

to je viastné pravidlo o parité sloZenf permutaci. SloZeni
dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je permutace
suda, slozenisudé s lichou je permutace licha.

h) aW =1,
identicka permutace je sudd.

) Inverzni-permutace k sudé je suda a k liché licha,

plati proto
(PW) (p7'W) = 1.

Mizeme to vyjadfit také jinak, inverzni prvek k pW
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v grupé T, to je (pW)™1, se rovna (p~!) W. neboli
(PW)* = () W

pro kazdou permutaci p.

Podminky a), b) a ¢) ukazuji, #e zobrazeni W tésné
souvisf se strukturou grup $; a T. Podminka a) ¥ika, Ze
W zachovava operace skladani. Soudin pW.¢W miizeme
spotitat také tak, Ze napied sloiime p s ¢ v grupé S,
a vysledek p o ¢ pak zobrazimedogrupy T, (p o q) W =
= pW.gqW. Podminka b) fika, Ze W zachoviva také
neutralnf prvek, obraz nW neutralniho prvku grupy §;
je neutralnf prvek grupy T. A podminka c) je o zachova-
van{ inverznfho prvku, obraz p~'W inverzniho prvku k p
je inverzni k prvku pW v grupé T, p~ W = (pW)™L,

Struktura dvouprvkové grupy T se prostiednictvim
zobrazeni W odrazi v symetrické grupé §;, a proto plati
pravidlo o parité sloZeni permutaci.

Zobrazeni mezi grupami s vlastnostmi a), b) a c¢)
tak umozZnuji porovnivat rizné grupy, nakolik jsou
podobné nebo odlisné.

Jdsou-li G a H dvé grupy definované na mnozinach ¢
a H, pak zobrazeni W: G — H se nazyva homomorfismus
grup G a H, jestliZe spliiuje podminky

a)(goh) W= (gW)o (hW) pro kazdé dva prvky
g, h €@,

b) je-li n neutrdlnf prvek grupy G, pak nW je neutral-
nf prvek grupy H,

c) g7 'W = (gW)! pro vSechny prvky g grupy G.
To, e W je homomorfismus grup G a H, zapisujeme
W : G — H. Je-li zobrazeni W navic vzajemné jedno-
znaéné, fikame, e W je izomorfismus grup G a H,
a zapisujeme to W:G —- H. Grupy G a H jsou v tom
ptipadé izomorfni.

Izomorfni grupy jsou v podstaté stejné, lisi se pouze
ve jménech prvki mnoZin G a H. V odstavci 3.18. uka-
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Zeme, %e kazda grupa je izomorfni néjaké grupé permu-
taci, kazdou grupu si miZeme piedstavit jako grupu
permutaci.

Nynf jeden piiklad homomorfismu na hlavolamech.
V minulém odstavci jsme si ukdzali dvé grupy na kaz-
dém viplném hlavolamu, grupu redukovanych postupu
a grupu polohovych permutaci. V pfedchozim textu jsme
dasto pouzivali zobrazeni V, jeZ kazdému redukované-
mu postupu P pfifazuje permutaci p = PV, kterou
postup P udéla na mnoZiné I pohyblivych prvkii.
UkéaZeme, Ze zobrazeni V je homomorfismus grup. Musi-
me ovérit, Ze ma vlastnostia), b)a c).

a) V odstavei 3.7. jsme ukazali, Ze slozenym postu-
pem PQ udélame permutaci, kterd je slofenim permu-
taci PY a QV, tj. (PQ)V = PV o QV. Postup PQ ale
nemusi byt redukovany, nerovna se vidy redukované-
mu sloZeni P o Q. Jestlize ale v néjakém postupu vy-
nechame dvojici sousednich inverznich tahd, vysledna
pozice se nezméni. Nezmén{ se proto ani jeji polohova
permutace. Redukei P o Q postupu PQ proto udélim
stejnou permutaci jako postupem PQ. Atak (P o Q) V =
=(PQ) V = (P¥) o (QV).

b) Neutrilnim postupem N nic nezménime, hralka
zustane v zakladni pozici n, proto NV = n.

¢) Inverznim postupem P-! udélame permutaci in-
verzni k p = PV, dokazali jsme to také v odstavei 3.7.
Platf proto

PV = (PV)L.

Zobrazeni V je tedy homomorfismus grup, ktery
ukazuje, jak spolu souvisi postupy na hlavolamu
a permutace, které jimi udélame.

**3.17. Sylowovy véty, Kaida grupa G ma urdité
aspoii dvé podgrupy. Jednu tvoi{ grupa G samotni
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a druhou jednoprvkova mnoZina {n}, obsahujici neutral-
ni prvek G spolu s operaci » ¢ n - n. Tyto podgrupy
nejsou prilis zajimavé, fika se jim nevlasini podgrupy
grupy G. Viem ostatnim podgrupim fikame vlastni,
Jaké dalii podgrupy G obsahuje? (st cdpovédi zndme
u? z odstavee 3.14. Lagrangeova véta ki, Ze Fad kazdé
podgrupy H grupy G musi délit #id grupy G. Pokud
je Fad |G| prvodislo, nemuZe G 7adné dalsi podgrupy
kromé nevlastnich obsahovat. Pokud ale ¥ad G neni
prvodislo, Lagrangeova véta o existenci daldich podgrup
nic nefika. a vyvolavé tak Fadu dalsich otdzek:

1. Existuje pro kazdého délitele k fddu grupy G pod-
grupa, ktera ma piesné k prvka?

2. Pokud ne, pro které délitele k ¢isla |G| urdité
existuji podgrupy fadu k£ ?

3. Pokud existuji podgrupy tadu k, kolik- takovych
podgrup G obsahuje ?

Tyto otazky byly podrobné zkoumany v 19. stoleti
a vyzkum vyvrcholil v praci némeckého matematika
L. Sylowa v roce 1872, Sylow dokazal fadu hlubokych
tvrzeni o existenci, podtu a vzajemné poloze podgrup
v kone&nych grupach. Tyto vysledky patfi v soudasné
dobé mezi zakladni poznatky teorie konednych grup
a jsou shrhovany pod spoledny nizev Sylowovy véty.

vvys

Pro zajimavost uvedeme nejjednodussi z nich.

Sylowova véta. Je-li G koneénd grupa, p prvolislo
a 1 prirozené &islo takové, %e p' déli vad grupy G, pak
existuje podgrupa H grupy G, kterd obsahuje piesné pi
proka.

Z této véty plyne, 7e kazdé konednd grupa G, jejiz
fad nenf prvoéislo, obsahuje vlastni podgrupu. Existuje
totiz prvodislo p, které déli |G|, a G musi obsahovat
podgrupu #adu p.
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**3.18. Cayleyho reprezentace. Jako ponékud pokroéi-
lejii ukdzku price s axidmy grupy ted dokaZeme, Ze
kazdi grupa je izomorfni néjaké grupé permutaci. Nebo
jinak fedeno, kaZzdou grupu si lze pfedstavit (reprezen-
tovat) jako néjakou grupu permutaci. Autorem tohoto
klasického vysledku teorie grup je anglicky matematik
A. C. Cayley (1821—1895), a reprezentace grupy jako
grupy permutaci, kterou ukdZeme, se nazyva Cayleyho
reprezentace. )

Vezmeme si tedy néjakou grupu G. MnoZinu jejich prv-
ki budeme oznadovat jako vidy (7 a operaci skladédni o.
Na mnoziné ' sestrojime jakousi permutaéni grupu
a ukazeme, Ze je izomorfni grupé G.

Kazdému prvku a € @ musime pfifadit néjakou per-
mutaci p,. Tuto permutaci definujeme na mnoziné G
predpisem

xp, = x o a pro kaidy prvek x € (7.

Nejdfive musime dokazat, Ze zobrazeni p, je skuteéné
permutace, vzijemné jednoznaéné zobrazeni, na mnozi-
né G. Kazdému prvku z € G je ptitazeny pfesné jeden
prvek zp, = z o a. Jsou-li z, y dva prvky G a zp, =
= yps, pak podle definice zobrazeni p, plati x ca =
= y o a. Poslednf rovnost slozime s prvkem a~! zprava
a pouzijeme asociativitu. Dostavame tak postupné

(xoa)oal=(yoa)oa
xo(@oal)=yo(aocal),
rom=yomn,
xT=y.

Rizné prvky G se proto zobrazuji do ruznych prvki.
Je-liz € Glibovolny prvek,pak{z o a™)p, = (20 a ™) o
oa =2z o0 (! oa) = z Tim je dokazano, Ze kaidy
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prvek z € G je pfifazen pravé jednomu prvku G, p, je
opravdu permutace.

Ted dokaZeme n&kolik vlastnosti permutaci p,.
a) Jsou-li a, b prvky G, pak slozeni permutaci p, ¢ p,
mé tuto vlastnost: pro kazdé x € @ plati

(P, © ) = (:cp.,) p=(@oa)p, =(@oa)ob=
=z 0(aob) =zxpios.

To znamend, Ze p, O P, = Pgo . Oznatime-lisymbolem 1
mnozinu vSech permutaci tvaru p, pro néjaké a € G,
pak sloZeni p, o p, libovolnych dvou permutaci p..
p» € H patii také do H, rovna se p,.,. MiZeme se proto
ptat, tvofi-li H spolu s operaci skladani permutaci gru-
Pu, podgrupu symetrické grupy S;. K tomu potfebujeme
zjistit, zda H obsahuje identickou permutaci na @
a inverzni permutace.

Jak vypada permutace p,, uréena neutralnim prvkem
n grupy G? Pro kazdé z € @ plati zp, =2 on = z. To
znamena, ze p, je identicka permutace na 7.

A jeli p, € H, pak pro permutaci p,— plati x(p, o
O Py—1) = TPyog—t =P, = T a také z(p.—rcp) =
= XPg—los = Zp, = pro kaidé x € (7. Permutace
Po—1 je proto inverzni k p,. MnoZina H spolu s operaci
skladdni permutaci je tedy grupa, budeme ji dile ozna-
dovat H.

Grupa permutaci H je tésné spjata s grupou G, a doka-
feme ted, Ze je s ni izomorfni. Definujeme zobrazenf
W : @ — H predpisem

aW = p,.
Vime, e
a) (@ 0b) W =piosr = p, 0 pp = (aW) 0 OW),
b) nW = p, — identickd permutace na G a neutrdlni
prvek grupy H,

¢)a W = p,—1 = (p,)7} = (aW)™.
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Ovéfili jsme tak vlastnosti z definice homomorfismu
grup, grupy G a H jsou homomorfni. Abychom ukazali,
ze jsou izomorfni, musime ovéfit, Ze zobrazeni W je
vzajemné jednoznaéné. Kazd4a permutace p, € H je
pkifazena prvku ¢ € G, zbyvé dokazat, Ze riznym
prvkam b, ¢ nemuze byt prifazena stejnd permutace
z H. Platl ale np, = b # ¢ = np,, permutace D 8 P,
jsou tedy ruzné. Zobrazeni W : G — H je proto opravdu
izomorfismus grup.

**3.19. Volné grupy. V prvni kapitole jsme se podrob-
né zabyvali postupy a skladanim postupu na tplnych
hrach s vlastnosti inverze. Nazvy tah, postup, sloZeni
postupt jsme volili tak, aby bezprostfedné souvisely
s fesenim hlavolamu. V odstavci 3.15. jsme ukazali, Ze
mnoZina viech redukovanych postupu spolu s operaci
redukovaného skladani tvofi grupu — grupu redukova-
nych postupti. Tato grupa je specidlni pfipad duleZité
teoretické konstrukce pouZivané v teorii grup. Pro
uplnost nyni uvedeme tuto konstrukei s matematickou
terminologii. Nasledujici ivahy jsou analogické uvaham,
které jsme délali o postupech a redukovanych postu-
pech v prvni kapitole a v odstavci 3.15, a jejich dukazy
jsou proto ponechany jako posledni cvi¢eni ke tieti
kapitole.

a) Uvazujme néjakou mnoZinu A4, jeji prvky jsou
a,, @y, ..., 6. Budeme si pfedstavovat, Ze 4 je jakasi
abeceda a Ze z jejich prvkl muzZeme sestavovat néjaka
slova. Prvni pravidlo fika, Ze ke kaidému prvku a;
muZeme udélat inverzni prvek a;! a Ze viechny prvky

a,, @y, ..., & a prvky inverzni «;’, ai”', ..., a;' jsou
navzajem razné.
b) Libovolna posloupnost z prvki a,, a,. ..., , ai’',

.., @' se nazyva slovo nad ubecedow 4. Tuk tieba
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ot atty '@ty je slovo nad A. Specidlni slovo je posloup-
nost neobsahujici Zadny prvek, ta se nazyva prdzdné
slovo.

¢) Slovo, ve kterém se nevyskytuje Ziddnd dvojice
sousednich inverznich prvkia aa;' nebo a'a;, se nazy-
va redukované slovo. Kazdé slovo muzeme redukovat
postupnym vynechidvanim sousednich dvojic tvaru
aa' nebo ¢ 'a;,, aZ dostaneme redukované slovo.
Stejné jako v odstavei 1.10. miZeme dokazat, Ze libo-
volnou redukei néjakého slova dostaneme vidy stejné
redukované slovo.

d) Z kaidych dvou slov miZeme vytvorit slovo nové
tak, ze prislusné posloupnosti napiseme po sobé. Takto
vytvofené slovo se nazyva slofeni pavodnich slov. Re-
dukce sloieni dvou slov se nazyva redukované slofeni,
nebo také soudin téchto slov.

e) Mnozina vsech redukovanych slov s operaci redu-
kovaného sloZeni (souéinu) slov je grupa. Tato grupa se
nazyva volnd grupa nad abecedou A.

f) Vratime-li se zpét ke grupam redukovanych postu-
pu na Gplnych hlavolamech s vlastnosti inverze, vidime,
ze jde vidy o volné grupy nad néjakou abecedou. Touto
abecedou je vidy néjakd mnozina taht. Tak tieba
u Rubikovy krychle je to mnoZina vSech otogeni kraj-
nimi vrstvami vpravo o 90°. Tato otodeni jsme oznadovali
stejnym pismenem jako pFislusnou sténu, muZeme proto
také rict, Ze grupa redukovanych postupi na Rubikové
krychli je volna grupa nad abecedou stén. Abeceda ma
v tomto piipadé Sest prvki. Podobné grupa redukova-
nych postupti na dvanactisténu je volnd grupa nad
dvandactiprvkovou abecedou vSech stén, na é&tyfsténu
ma abeceda &tyFi prvky. Také na kosé krychli je grupa
redukovanych postupi volnd grupa nad &tyiprvkovou
abecedou, na usich m4 abeceda dva prvky.
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Ctvrtd kapitola

VSECHNO
NA SPRAVNE MiSTO!

4.1. Strategie FeSenf hlavolamii. Kone¢né se dostavdme
k praktickému skladani hlavolama. V pfedchozich ka-
pitolach jsme dokazali nefesitelnost fady pozic na nej-
ruznéjSich hradkach. Stadilo k tomu dobf¥e rozlidovat
sudé a liché permutace na mnozinach pohyblivych prv-
ku. NefeSitelnost pozic potom vyplynula z faktu, Ze
zddnym postupem neslo prevést vsechny pohyblivé
prvky souéasné na spravna mista. Kli¢ovou roli pf¥itom
hrilo pravidlo o parité sloZeni permutaci. Nyni nas ¢eka
opaény udkol, najit postupy, kterymi srovname zbyvajlci
pozice do pozic, ve kterych jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. Tim se nauéime fesit hlavolamy bez
orientace a dasteéné budeme také umét fesit hlavolamy
s orientaci.

Na vétsiné hlavolamu existuje nesmirné mnoho fesi-
telnych pozic, nemtZeme proto pro kaZdou pozici
zvlast uvést potiebny postup. Musime zvolit jiny pii-
stup. Naudime se nachizet postupy, které na jednotli-
vych hradkach délaji co moZna nejjednodussi permutace,
a ukazeme, Ze kaZdou Fesitelnou pozici jde sloZit pomoci
téchto jednoduchych permutaci. K tomu piedevsim
potiebujeme vytipovat vhodné jednoduché permutace,
které jde udélat néjakym postupem a kterymi je mozné
slozit kaZdou pozici. V odstavei 3.10. jsme zjistili, Ze
kazdou permutaci muZeme sloZit z transpozic. Trans-
pozice ale nejsou vhodny kandidat, protoZe na mnoha
hlavolamech, tfeba pravé na Rubikové krychli, ¢tyisté-
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nu nebo dvanictisténu je mozné néjakym postupem
udélat pouze sudou permutaci, nikdy lichou transpozici.

Jiné jednoduché permutace jsou trojeykly, permutace,
které maji pouze jeden cyklus délky 3 a ostatni cykly
délky 1. Kaidy trojcyklus je sudd permutace, neobsa-
huje zadny cyklus sudé délky. Dokazeme ted, Ze

kaZdou sudou permutaci lze sloZit
z trojeykla.

Vezmeme si néjakou sudou permutaci p. Tu lze sloZit
z transpozic a polet transpozic musf byt sudy: p = ¢, o
otyc ... ct,, Protoie je skladani permutaci asocia-
tivni, miiZeme psat také p = ({, 08) o (fyo0t) 0 ..
... Oty C ty,). Jak vypadaji sloZeni dvojic trans-
pozic v jednotlivych zavorkich — cviéenf 3.21? Pokud
jsou dvojcykly v obou transpozicich ¢y;_, , f,; na dvojicich
prvki, které se protinaji, je sloZenf ¢,;_, o ¢ty trojeyklus
— cviéenf 3.21. Jsou-li dvojeykly v transpozicich
t);-1, ty; na disjunktnich dvojicich prvkid, mé permutace
ty;,_y oty dva cykly délky 2 a ostatnf{ jednoprvkové.
Vezmeme v tomto pfipadé libovolny prvek k, ktery lezi
v dvojeyklu transpozice t,;_;, a libovolny prvek I, ktery
lezi v dvojeyklu permutace ¢,;. ProtoZe pro transpozici
(k, 1) plati (k, 1) o (k,]) = n, plati také

fy 10ty =1y MmOty =1ty 10

ok, ) ok, 1) ~ty =ty (kD) o ((k, 1) oty).

V poslednich dvou zavorkach jsou vidy sloZeni dvou
transpozic, dvojeykly u transpozic v prvnf zavorce maji
spole¢ny prvek k, jejich sloZeni je tedy trojcyklus. Stejné
tak je (k, 1) < ¢, trojoyklus, pFislusné dvojcykly se pro-
tinaji v I. V tomto piipadé je proto ¢,,_, c ¢, sloZeni dvou
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trojeykla. Je-li ,;_, = ty;, pak, protoZe jde o.transpo-
zice, ty;_, O £y = m, a permutacify_, 0 {;; miZeme ve vy-
jadien{ p jako sloZeni transpozic vynechat. Ve vyjadieni
p={(t,ot)o(tyot)o...0(ly ., Oly,)jeproto kazdé
sloZen{ transpozic v zavorce bud trojeyklus, nebo slozeni
dvou trojeykli. Libovolnou sudou permutaci p jsme
tak vyjadfili jako sloZeni néjakych trojeyklid.

Pro¢ je vyhodnéjsi pokousSet se délat trojeykly?
Skute&nost, Ze z nich lze sloZit pouze sudé permutace,
nenf na zivadu — kaZdou hradku lze nejvyse jednim
tahem pfevést do pozice, ktera ma polohovou permutaci
sudou. Pokud jsou u hratky pouze sudé tahy, kaida
Feditelna pozice je suda. Pokud je néjakd hracka v li-
ché fesitelné pozici, musf existovat néjaky tah A4, ktery
udéla lichou permutaci a = AVY. Udélame-li v liché po-
zici q tah A4, dostaneme pozici, jejiZz polohova permutace
je g o a, a ta je suda podle pravidla o parité slozeni per-
mutaci. MiZeme se tak snadno omezit pouze na skladani
sudych pozic. Pro trojcykly navic mluvi pfedevsim to,
e miZeme pomérné snadno nachdzet postupy, které
trojeykly udélaji.

Po tomto vice teoretickém tivodu zduvodiiujicim
pouziti trojcykli jako jednoduchych operaci na hlavo-
lamech si ukaZeme, jak najit postupy, které udélaji
trojcykly na Rubikové krychli.

4.2, Jak ud&lat trojeykly? V predchozim odstavei
jsme zjistili, Ze kazdou sudou permutaci lze sloZit z troj-
cykla a Ze kaidou fesitelnou pozici na libovolném hla-
volamu dostaneme nejvyse jednim tahem do pozice,
kterd mé polohovou permutaci sudou. Ted se tedy po-
tfebujeme naudit délat trojeykly.

Zatneme opét Rubikovou krychli. UkaZzeme si docela
jednoduchy trik, jak najit postupy, které udélaji troj-
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cykly. Tento trik budeme v rizné modifikovanych ver-
zich pouzivat v dal§im textu mnohokrat. Mimo jiné nam
umozni dokazat, e vSechny sudé pozice na Rubikové
krychli jde vhodnym postupem pievést do pozice, ve kte-
ré jsou viechny prvky na spravnych mistech, nebo Ze
viechny pozice na usich jsou fesitelné, atd.

Dtfive ne7 najdeme postup, ktery udéla trojeyklus
na rohovych kostitkach tak, aby vsechny zbyvajici
rohové i hranové zlstaly na pivodnich mistech, vy-
svétlime si postup, ktery udéla na prvni pohled podstat-
né méné. Zakladni pozici pfevede do pozice schematicky
znazornéné na obrazku 4.1,

O/ b6 /6
6/6,/6 /1€
o/6,/—/1¢
c|al|e Ch

a

Obr. 4.1

V horni vrstvé b jsou prohozené pouze rohové prvky abc
a abf a vsechny ostatni kostitky v této vrstvé jsou
na pavodnich mistech. Na poloze zbyvajicich kostigek,
které neleZi ve vrstvé b, viibec nezalezi, mohou byt libo-
volné prehazené. Najit néjaky takovy postup je docela
snadné. Jedna z mnoha moznych cest je podrobné vy-
svétlena na obrazku 4.2.

Nejdiive pomoci tahi C'"!'F pfesuneme obé rohové
kostieky abc a abf do dolni vrstvy, obrazek 4.2.a. Dalsi
dva tahy K (spodni vrstva) a C dostanou kosti¢ku abf
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a) /) b) b /5
) 55 /¢
05 SO oo-ﬂdc
‘bCleJ blalo c
blalb|> bla
b b‘) od
¢l SO,/ b/6
676 /56 /¢
o /6 /(¢
cqodc
Obr. 4.2

na misto abc a vrati bc a bcd zpét na pivodni sprdvni
mista — obrazek 4.2.b. Postup dokonéime tahy E-1F1,
kterymi dostaneme kosti¢ku abc na misto abf a vratime
bf a bdf zpatky na spravné mista — obrazek 4.2.c. Cely
postup C'FECE'F' tak udéla piesné to, co jsme
chtéli, Prohodi v horni vrstvé b kosti¢ky abc a abf
a zbyvajici prvky v této vrstvé necha na puvodnich
mistech. Tento postup oznaéime P. Je to jednoduchy
a srozumitelny postup a neni obtiZné ho objevit. A kazdy
miuze snadno pfijit na néjaky jiny, ktery udéla ve vrstvé
b stejnou zménu. Jednim z nich je naptiklad P2,
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Cvileni 4.1. Ovéite, Ze nasledujici postupy prohodi ve
vrstvé b rohové kostiky abc a abf a ostatni prvky
ve vrstvé b ponechajf na piivodnich mistech. Zdavodnéte
kazdy tah!

a) P = FECEF1C, b) FC1E'FEC,

¢) CTAEAFECF L,

Postup P rozhiZe zbytek krychle mimo vrstvu b
a neni nijak vidét, co ma vlastné spoleéného s néjakym
trojeyklem na rohovych kosti¢kach.

Ted ptijde ke slovu nejdilezitéjsi trik. Vysvétlime si
ho pomoci obrazku 4.3,

a S /6 /5 bl QO'O-d
éééc o/o/ 0
o/6/-/1C ,/o-o-d
dC
olala|C Tlc|c
a a
c) o/ O/, d /6/6/7
O'O'O'd b/6/6 /10
vo--dd /6 /0 /)6
v
o o) C olalb ¢
a

Obr. 4.3
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V zikladni pozici jsme udélali postup P a dostali pozici
4.3.a. Pak udélame tah B, kterym dostaneme kosticky
abf & bcd na mista abf a abc — obrazck 4.3.b. A nyni je
klitovy moment. Cheeme prohodit kosticky abf a bed,
které jsou na mistech abf a abc, a jinak v hornf vrstvé b
nic nezménit. To uZ umime udélat nékolika zptsoby,
a my si vybereme postup P ' inverzni k P. Ten totiZ
navic vrati viechny zbyvajici kosti¢ky, které neleii v b,
na pavodni mista — obriazck 4.3.c. Duvod je v tom, Ze
permutace b == BV s prvky mimo sténu b nchybd, a po-
stup P ! na nich udéld permutaci inverzni k permutaci
p = PV. Proto se vicchny vrati zpét na spravna mista.
Nakonec zbyva tahem B! vratit viechny hranové prvky
a také rohovou kostitku bdf ve vrstvé b na pavodni
mista — obrazek 4.3.d. V horni vrstvé b jsme udélali
dvé transpozice — postupem P jsme prohodili abc a abf
a postupem P! abf a bcd. Celkové jsme tak udélali
trojeyklus, ktery prvek abc pfesunuje na misto prvku
abf, prvek abf posild na misto bed a prvek bed zpét na
misto gbc. Schematicky je to vyznaleno na obriazku
4.4.a. Pouizili jsme na to postup

(CFECE"F2)B(FEC'E'F\C)B* = PBP 'B™\,

a) b
fe] o)

Obr. 4.4
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Misto postupu P a k nému imverzniho P ! jsme mohli
pouzit také jakykoliv jiny postup, ktery udéla v horni
vrstvé b stejnou permutaci jako P, a postup k nému
inverzni. Napiiklad mitZeme P nahradit kazdym z po-
stupll uvedenych ve evi¢enf 4.1. Neni proto viubec nutné
naudit se cely postup zpaméti, stadi si pamatovat jeho
strukturu PBP 1B ! a védét, co ma postup P ve vrstvé b
udélat.

Nepatrnou upravou najdeme také postup, ktery udéla
permutaci schematicky znazornénou na obriazku 4.4.b.
Pokud udélame po postupu P tah B dvakrit, tj. BB,
prohodi postup P! v horni vrstvé prvky bcd a bdf,
a po zpétném vraceni hranovych kosti¢ek na pavodni
mista dvojici taht B7'"! dostaneme permutaci, ktera
ma pouze dva dvojeykly, jeden prohazuje abc a abf
a druhy bcd a bdf.

Cvicenf 4.2, Najdéte postup, ktery udéla permutaci na
obrazku 4.5. Vsechny prvky zastanou na puvodnich
mistech aZ na dvé dvojice rohovych kostidek ve vrstvé b.

Ndvod. Najdéte napfed postup, ktery ve vrstvé b
prohodi pouze dva rohové prvky v protilehlych vrcho-
lech, a ostatni prvky v b nechd na pivodnich mistech.

o

Obr. 4.5
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Nyni si, uz ponékud struénéji, vysvetlime, jak najit
postup, ktery udéld trojeyklus na hranovych kostic-
kdch, a viechno ostatni ponecha na ptivodnich mistech.
Muazeme to udélat v podstaté zcela stejné jako troj-
cyklus na rohovych kostitkiach. Nejdiive najdeme néja-
ky postup Q, ktery prohodi ve vrstvé b pouze dva hra-
nové prvky, a ty, které v b nelezi, mie zpiehazet libo-
volné, Jeden z mnoha takovych postupl je vysvétlen
na obrazku 4.6.

Q) Jb5/6 /6 bl Jb/6 /6
&/6 /5 /¢ Y72y /Lyl
éaécc oaaco
a{o|al| /¢ alo|a )
D A0 D 9
o b /5 /6
6 /6 /o ¢
6 /76714
c
Q o] J
a
Obr. 4.6
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Nejdfive pomoci tahtt CF ! uvolnime kosti¢ku ab, aby-
chom ji mohli posunovat ve vrstvé a, a neménili pritom
polohu jinych prvki, které patii do b. Potom tahy 4 4
ptemistime ab do spodni vrstvy e, tahy C"'F vritime
zbyvajici prvky z b na ptvodni mista a tahem E posu-
neme ab ve spodni vrstvé pod prvek bc — obrazek +.6.a.
Nyni tahy 471D uvolnime vrstvu ¢, tahy CC piesuneme
ab na misto bc a tahy D™'A vratime zbylé prvky b
zpét na puvodni mista. Zbyva pfemistit prvek bc z dolni
vrstvy na misto ab. To udélame tahy F 'F'CA 1A
C~'F — obrazck 4.6.c. Je to vlastné inverze prvni &isti
postupu. Cely postup Q ma potom tvar

Q =
= F1CAAC'FE|ADCCD ' A|E '\ F 1AV A 1C7F.,
Rozdélili jsme jej do tii snadno pochopitelnych édsti.

Cvileni 4.3, Ovéite, Ze nasledujici dva postupy pro-
hodi ve vrstvé b pouze dva prvky ab a bc, a ostatni prvky
b nechaji na ptivodnich mistech. Zdivodnéte kazdy tah!

a) Q1, b) CF1AFC-A'DCCD 1A CF1 4 1FC

S postupem Q nyni udélime trojeyklus na hranovych
kostitkach stejné snadno, jako jsme ho udélali na ro-
hovych s postupem P. Nejdiive tahem B piesuneme
kostiéky ab a bd na mista ab a bc — obrazek 4.7.b. Po-
tom postupem Q! prohodime kosti¢ky ab a bd na mi-
stech ab a bc a vriatime vSechny prvky, které neleii
ve vrstvé b na puvodni spravna mista — obrizek 4.7.c.
Nakonee tahem B~! vritime na plvodni mista také
viechny kosti¢ky ve vrstvé b, s vyjimkou tii hranovych
ab, bc a bd — obrazek 4.7.d.

Postupem QB QB! jsme tak udélali trojeyklus, ktery
posilé ab na misto bd, bd na misto bc a bc zpét na misto
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Obr. 4.7

ab. Vsechny ostatni prvky zustaly na misté, dokonce
i s pivodnf orientaci. Udélali jsme tak permutaci, ktera
je schematicky znézornénd na obrazku 4.8.a.

Stejné jako v pifpadé rohovych prvki miizeme stej-
ného triku pouzit k nalezeni postupi, které udélaji jiné
jednoduché permutace na hranovych kostitkach. Tak
napfiklad postupem QBB Q*B1B"! udélame permutaci
na obrazku 4.8.b.
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a) b)

c)

Obr. 4.8

Cvileni 4.4. Najdéte postup, ktery udéld permutaci na
obriazku 4.8.c. Napfed najdéte postup, ktery prohodi
hranové kostitky ab a bd, a vSechny ostatni prvky
ve vrstvé b zustanou na pivodnich mistech.

Podivejme se jesté jednou na postupy, které jsme nasli
v tomto odstavei. Vidy jsme zaéinali néjakym postu-
pem P nebo Q. Kdybychom udélali ihned postup in-
verzni, Pl nebo Q71, vratili bychom krychli zpét do pi-
vodni pozice. My jsme ale postup P! nebo Q™! nevratili
ptimo. Mirné jsme ho pozménili na BP 1B™! nebo
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BQ B! (ptipadné BBP-1B-1B1 nebo BBQ'B~1B71).
Tim jsme dosahli toho, Ze se zna¥né dast prvki vritila
zpét na puvodni mista, ale ne viechny. V horn{ vrstvé
b jsme postupem BP~1B~! nebo BQ B! udélali jinou
transpozici neZ postupem P nebo Q, a tyto dvé trans-
pozice dohromady udélaly hledany trojcyklus.

Tento trik ma svij puvod v matematickém pojmu
konjugovanych permutaci a vysvétlime ho v pfistim
odstavci. Budeme zkoumat, jak se zméni permutace,
kterou udéld néjaky postup P, jestlize pfed P vlozime
néjaky jiny postup Q a po postupu P udélame inverznf
postup Q71 Jinymi slovy, jak se lidf permutace, které
udélaji postupy Pa QPQL.

4.3. Konjugované postupy a permutace. Postupim
P a QPQ™! budeme ¥ikat konjugované postupy, budeme
také fikat, Ze postup QP Q! je konjugovany k postupu P.
Postupem P udélame permutaci p = PV a postupem Q
permutaci ¢ = QV. Vime také, jakou permutaci udéla-
me konjugovanym postupem QP Q™! —je to (QPQ )V
= ¢ o p 0 ¢"1. Permutacim p a q o p 0 ¢~! budeme také
tikat konjugované permutace. '

Jak se lisi permutace pa q o p o ¢7*? Vysvétlime si to
na obrazku 4.9.

jommd e jq!
/ qopeq”
i-..__q---——iq.1 Obr. 4.9

Vezmeme néjaky prvek 7€ I. Ten se permutaci p
zobrazi do § = ip. V grafu p tomu odpovida Sipka z ¢
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do j. Tato Sipka uréuje jinou Sipku v grafu konjugované
permutace g o p o ¢7': kam se zobrazi prvek ig 1?
Snadno spoéitime, Ze (ig7)gopogqgl=(igtog)po
ogqt =1i(pogqt) = (tp)g* = jg~'. Prvek ig~! se per-
mutaci g o p o ¢! zobrazi do j¢!. Nakreslime jesté.
Sipky permutace g, které vedou do bodi ¢ a j (¢arkova-
né). Jejich podateéni body jsou pravé iqg~! a jg~1. V grafu
permutace g o p 0 ¢! vede Sipka z bodu ig™* do jg!
Graf konjugované permutace ¢ o p o ¢! tedy z grafi
permutaci p a ¢ dostaneme posunutim, pfelozenim, grafu
p proti sméru Sipek grafu gq.

Jeden maly priklad. Na mnoZiné I = {1, 2, 3, 4} vez-
meme dvé permutace

(1,234 (1,2,3,4
ol ER ) IR i
Jejich grafy j jsou na obrazku 4.10.a. Graf p nyni dosune-

me proti sméru Sipek grafu ¢ a dostaneme tak graf
konjugované permutace ¢ o p o ¢~ na obrazku 4.10.b.

Obr. 4.10

Cviteni 4.5, Nakreslete grafy permutaci p,gagop o
oq7L
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B 1,2,3,4] (1,2,3,4
"“”"(2,3,1,4 "‘[2,3,4,1]
by p = 1,2,3,4,5 (1,2,3,4,5
P=1213,41,5 7= 5,2,3,4,1]
) p = 1,2,3,4,5,6 (1,2,3,4,56
¢ ”‘(4,5,6,1,2,3) _(6,1,2,3,4,5]

Cviteni 4.6. Jak dostaneme graf permutace ¢~ o p o
o ¢ z grafi permutaci p a q?

Zhruba feéeno, permutace ¢ © p o ¢! je ,,permutace p
pieloZena na jiné misto permutaci ¢‘‘. JestliZe misto
néjakého postupu P udélame postup QP Q~!, zname-
na to, Ze jsme permutaci p = PV pFesunuli jinam pomoci
postupu Q. Priavé to jsme udélali pfi hledani postupt
na Rubikové krychli v minulém odstavci. Podivejme se
na nalezené postupy jesté jednou. Nasli jsme néjaky
postup P, ktery na krychli udélal permutaci na obrazku
4.11. . ’
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V horn{ poloviné jsou prvky z vrstvy b. Potom jsme in-
verznf permutaci p~1 pfelozili postupem B—obrazek 4.13.

bcd! “““ ’gbqf | bfr“"":bd
[
I
b ’bf abli jbe
q c‘- ————— a o S E——
o _I ~ _O_ Obr. 4.12
':-\‘ ed -
cde aef af.. - -

Udélali jsme tak permutaci b o p~! o b1, ktera je na
obrazku 4.13. nakreslena vlnovkovymi Sipkami.

PR
0%

=
GO 'Cc? 80\‘\“‘)

Obr. 4.13
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Mimo vrstvu b se permutace b o p ! 0 b1 shoduje s p1,
protoZe b permutaci p~! mimo vrstvu b nepteklada.
Postup PBP-'B-! proto vdechny prvky, které neleii
v b, necha na pivodnich mistech. Na tom, co ptesné po-
stup P udéld mimo vrstvu b, vibec nezalezi. V samotné
vrstvé b jsme postupem P udélali transpozici na prvcich
abc, abf. Také postup P! tyto prvky prohodf a ostatni
v b necha na misté. Postupem BP 'B~! jsme transpozici
(abc, abf) prelozili do transpozice na prvcich abf, bcd.
Cely postup PB'P-1B~! pak udéla hledany trojoyklus
na rohovych kosti¢kach.

Piekladani permutaci pomoci konjugovanych postupi
je velmi udinny prostiedek pro Feseni hlavolami a vse-
chny postupy, které v daldim textu najdeme, jsou na
ném zaloZeny. Misto piekladani budeme nyni pouzivat
matematicky termin konjugovdni.

4.4. Dal3f trojecykly na Rubikov® krychli. Ve druhém
odstavci jsme nasli postupy, které udélaji uréité troj-
cykly na rohovych nebo hranovych kosti¢kach, a ostatni
prvky ponechaji na puvodnich mistech. Tyto trojcykly
jsou schematicky znazornéné na obrazcich 4.4.a. a 4.8.a.
P#i skladani krychle ale nékdy postfebujeme udélat
trojcykly také na jinych mistech, nez jenom v jedné
vrstvé. Konjugovanim uz znamych postupii toho snadno
dosahneme.

Rohové trojeykly. Potfebujeme udélat napiiklad troj-
cyklus na obriazku 4.14.a. Postupem PBP~'B~! umime
udélat trojeyklus zndzornény na obriazku 4.4.a. Tento
postup nyni musime konjugovat néjakym daliim postu-
pem, ktery pfemisti kostitky z roht vyznadenych na
obrazku 4.14.a do roha v horni vrstvé, na kterych uz
trojcyklus udélat umime. K tomu staéi pouZit otofeni
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zadni vrstvou d doprava. Postup D(PBP-'B~1)D™! pak
udéla trojeyklus na obrazku 4.14.a.

a) b)

\

Obr. 4.14

Jak udélat velky trojcyklus na obrazku 4.14.b ? Opét
sta¢i najit postup, ktery piesune t¥i vyznaéené kostiéky
do jedné stény, a timto postupem konjugovat uz znimy
postup PBP'B-1. Takovy postup najdeme snadno, stadi
tieba FD. Postupem FD(PBP 1B YYD 'F-1pak udelame
trojcyklus na obrazku 4.14.b.

Na obrazcich 4.4.a, 4.14.a a 4.14.b jsou vsechny tfi
mozné polohy tfi riznych vrcholi na krychli. Takze uz
umime udélat kaZdy trojcyklus na rohovych prvcich
tak, aby vSechny ostatni prvky zistaly na pavodnich
mistech.

Hranové trojeykly. Podobné mizZeme pomoci postupu
Q z druhého odstavce udélat vSechny mozné trojcykly
na hranovych kosti¢kach. Vidy staéi najit néjaky jed-
noduchy postup, ktery tii dily, které chceme prohodit,
pfevede na mista tF vyznatenych prvkd na obrazku
4.8.a, a timto postupem konjugovat QBQ 'B-l. TH
prvky na obrizku 4.15.a pfevedeme na mista na obrazku
4.8.a tahem 4. Trojcyklus 4.15.a proto udélame postu-
pem A( QBQ 1B 1A', Pro trojcyklus na obrazku
4.15.b pouzijeme tahy CD, hledany postup je
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CD(QBQBY)DC-1. V piipadé 4.15.c stadi konju-
govat postupem DCA-!, pfislusny trojeyklus proto
udélame postupem DCA-QBQ'B1)AC D1, V pii-
padé 4.15.d stati ACC(QBQB1)C1C 147,

a) b} c
7 ) =

d)// e)// f) (//

Obr. 4.15

CviZeni 4.7. Najdéte postupy, kterymi udélame troj-
cykly na obrazcich 4.15.¢ a 4.15.f.

Tak jako v piipadé rohovych prvka mizeme nyni
probirat vSechny mozné polohy tii hranovych kostidek
na krychli, pro kazdou z nich najit jednoduchy postup,
ktery tyto tfi kosti¢ky pfevede do jedné stény, a timto
postupem konjugovat uZ znamy postup QBQ'B7%
Pro kazdé tti hranové prvky tak najdeme postup, ktery
na nich udéla trojcyklus, a véechny ostatni prvky necha
na misté.

UkézZeme si jesté jeden zpusob, jak dokazat, Ze existu-
i postupy, které udélaji libovolny hranovy trojeyklus.
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Tento zpusob je sice vice teoreticky, zbavi nas ale po-
vinnosti rozebirat mnoho riznych pfipadi. Vybereme
tii hranové prvky <, j, k a chceme udélat trojcyklus,
ktery posila ¢ na misto §, j na misto k a k zpét na misto s.
Hranové kostiky tvofi orbitu na krychli, existuje proto
postup, ktery kosti¢ku ¢ pievede na misto ab. Nyni si
vSimnéme, Ze otafenim vrstvami c, d, e a f miZeme stale
jesté pohybovat kazdou hranovou kostigkou, s vyjimkou
té, kterd je pravé na misté ab, tj. v nasem pfipadé .
Existuje proto postup slozeny z taht C, D, E, F, ktery
piesune j na misto bd a necha ¢ na misté ab. A opét si
véimneme, Ze pomoci tahu C, E, F muZeme stile jesté
pohybovat vSemi hranovymi prvky, s vyjimkou téch,
které jsou na mistech ab a bd. Z téchto taht sloZime po-
stup, ktery pfesune k na misto bc a necha ¢ na misté ab
a j na misté bd. Tim jsme si ukazali, Ze vidy existuje
postup R, ktery libovolné tFi h_ranove prvky ¢, j, k
pfevede na mista ab, bd a bc. Postupem R nyni konju-
gujeme nas znamy postup QB Q 1B, ktery udéla troj-
cyklus na prveich ab, bd a bc. Konjugovany postup
R(QBQ !B Y)R™! pak udéld hledany trojcyklus na ko-
stitkach ¢, j a k.
MizZeme shrnout:

Na Rubikové krychli mizZeme udélat
libovolny rohovy a libovolny hranovy
trojeyklus.

Ptipomenme si znovu, Ze vsechny postupy, které
trojeykly udélaji, najdeme vhodnym jednoduchym kon-
jugovanim postupi PBP7'B~! a QBQ'B7! z druhého
odstavce.
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4.6. KaZdou sudou pozici na Rubikové krychli miZeme
pFevést do pozice, ve které jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. To uZ nyni snadno dokazeme. Zadneme
v néjaké sudé pozici. Obé polohové permutace na roho-
vych a hranovych kosti¢kich musi byt soudasné sudé
nebo soudasné liché. Pokud jsou liché, otoéime libovol-
nou vrstvou o 90° a dostaneme novou pozici, ve které
jsou polohové permutace na rohové i hranové orbité uz
sudé. V pfedchozim odstavei jsme nasli postupy, které
udélaji libovolné trojeykly na rohovych kostigkach.
Z odstavce 4.1. vime, Ze kaZdou sudou permutaci jde
sloZit z trojeykld. Pomoci téchto postupti muZeme
prevést krychli do pozice, ve které jsou viechny rohové
prvky na spravnych mistech. Polohovd permutace na
hranovych kosti¢kach musi byt v této nové pozici suda.
Protoze jsme se v minulém odstavci naudili délat také
libovolné hranové trojeykly tak, aby vSechny ostatnf
prvky zistaly na misté, miZeme znovu pouZit vysledku
z prvnfho odstavce a dokazat, Ze novou pozici (s roho-
vymi prvky na spravnych mistech) jde prevést do pozice,
ve které jsou viechny prvky na sprivnych mistech.

Tim jsme doplnili nase poznatky o Rubikové krychli
z predchozi kapitoly. Zadna licha pozice nejde prevést
do pozice, ve které jsou vSechny prvky na spravnych
mistech (a je proto nefesitelnd), sudé pozice takto prevést
jdou.

Ziavérem nékolik poznamek. Postup, kterym jsme
v tomto odstavei dostali vSechny prvky na spravna
mfsta, je hodné pomaly, a nikomu nedoporuéuji skladat
Rubikovu krychli pravé timto zpisobem. Nasfm hlav-
nim cflem bylo pfesvédéit se o tom, Ze to opravdu jde,
a ukdzat metodu, jak najit postupy, které udélaji néjaké
jednoduché permutace. Mnohem rychlejsi zptasoh skla-
dénf kostky spodiva v oby&ejném davani prvki na sprav-
né mista a se sprivnou orientaci, ,,dokud to jde‘‘. Tak
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snad kaZzdy sloZi aspon jednu vrstvu, a vétsinou i dvé.
Teprve v zavéru, kdy uZ nevystatime s pouhou prosto-
rovou piedstavivosti, obvykle k tomu dojde pti skladani
posledni vrstvy, pouZijeme postupy, které jsme nasli
v.této kapitole, ve druhém odstavci. Ty jsou k tomu
uZ ptipravené, prohazuji kosti¢ky pouze v jedné vrstveé.

Vsimnéme si také, Ze v prvni &asti dikazu pii pfe-
mistovani rohovych kostitek na spravna mista jsme
vibec nepotiebovali postupy, které délaji trojeykly na
rohovych prveich, a soudasné nechavaji hranové prvky
na misté. Hranové prvky na poditku nebyly v Zadné
specialni poloze. Ke stejnému ulelu by nam poslouzily
i postupy, které na rohovych kosti¢kach udélaji troj-
cykly, a hranové prvky libovolné pfehazeji. Témito
postupy bychom rovnéZz dostali pozici, ve které jsou
vSechny rohové prvky na spravnych mistech. Dale by-
chom pokratovali uz stejné. To je dileZité si uvédomit
zvldsté pii skladani ¢tyksténu, kdy je velmi snadné
dostat vsechny &tyfi rohové prvky na spravnia mista,
a vlastni skladéni ¢tyisténu probiha pouze na hranovych
kostidkach.

V dalsich odstavcich pouZijeme trik s konjugovanim
pfi Fedeni jinych hlavolamu.

4.6. USi. Budeme skladat verzi s dvanacti kuli¢kami
v kazdém uchu — obrazek 3.8. UkdZeme, Ze kazidou
pozici jde slozit. Z pfedchozi kapitoly vime, Ze kazdy
tah je lichy. Jsou-li na podatku usi v liché pozici, stadéi
udélat jeden tah, a dostaneme pozici sudou. Strategie
skladani bude -potom opét zaloZena na vysledku z od-
stavce 4.1. — kazdou sudou permutaci jde slozit z troj-
cykli. Budeme postupovat stejné jako u Rubikovy
krychle. Napied musime najit postup, ktery udéla viabec
néjaky trojeyklus, a potom ukazeme, Ze vhodnym kon-
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jugovanim tohoto postupu udélame jakykoliv trojeyklus.

Zaéneme tedy hledanfm postupu, ktery udéld troj-
cyklus. Kdybychom méli pouzit zcela stejny napad jako
u Rubikovy krychle, museli bychom najit néjaky po-
stup X, ktery by v jednom z usi — tifeba A — udélal
jedinou transpozici — t¥eba (1, 2) — a vSechny ostatnf
kulitky v 4 nechal na ptivodnich mistech. Postup
AX71A1 konjugovany k inverznimu postupu X!, by
potom udglal transpozici (2, 3) v uchu 4 a vratil véechny
kuli¢ky v B na piivodni mista. Cely postup X4X 141
by tak pfesunul 1 na misto 3, 3 na misto 2 a 2 zpét na
misto 1. Ostatni kuliéky by nechal na pavodnich mistech.
Problém je v tom, Ze najit postup X s témito vlastnostmi
je dost obtfZzné, nemame k dispozici tolik riznych taha
jako na krychli.

Musime se proto obejit bez postupu X s uvedenymi
vlastnostmi a udélat trojeyklus ponékud jinym zptso-
bem. Konjugovan{ postupl a permutaci bude hrat i na-
dale kli¢ovou roli.

Chceme najit jednoduchy postup, ktery by prohodil
néjaké dvé kulitky v uchu A4, a pfitom A p#ili§ neroz-
hézel. Kulitky miZeme pfehazovat pouze v okoli obou
prusediku, zvolime proto 1 a 17. Pomocf tahit BAB™!
"pfesuneme kulié¢ku 17 na misto 1 a tahy 4 -'B vratime 1
zpét do ucha 4 na misto 17. Vétdina kulidek v A4 se vrat{
na puvodni mista, nevrati se ale viechny. U dolnfho
prusediku se prohodi také 21 a 22. Cely postup P =
= BAB'A7'B udéld permutaci na obrizku 4.16.a.
Dulezité je, Ze vSechny kuli¢ky, které byly pivodné v 4,
pfejdou opét do 4. Nyni budeme inverzni postup
Pt = B-14BA'B~! konjugovat tahem 4. Konjugova-
nym postupem AP-14-! udélame permutaci na obrizku
4.16.b. Cely postup Q = P(AP~141) potom udéla sloZe-
ni permutacf z obrizku a) a b), které je na obrazku
4.16.c.
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Obr. 4.16

Misto jednoho trojcyklu se nam podatilo udélat trojeykly
dva. _ :

Ptesto jsme se k jednomu trojeyklu ptibliZili. Zbyva-
jici trik by mélo napovédét nasledujici cviéeni.

Cvileni 4.8. Na mnoziné I = {i, 4, k, I} vezmeme dva
trojeykly. Trojeyklus s posila 4 do 4, j do k a k zpét do ¢,
trojcyklus ¢ posfla k doj, j do ! a l zpét do k:

NEYEN _ i,j,k,l)
8‘[;’,1“',1)' “[i,z,;‘,k '
Nakreslete grafy nésledujicich permutaci:

a)sos, b)slot c¢)sot, d)sotL

Pro nas je dilezity zvlasté pfipad c), ktery ukazuje, Ze
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sloZeni dvou raznych trojeykli miZe byt opét trojey-
klus. Viimnéte si, jaka je poloha trojeykla s, t v tomto
piipadé. Sipky mezi dvojici prvki j, k, které lezi v obou
z nich, jdou proti sobé.

Inverznim postupem Q! bychom vratili viechno na
puvodni mista. Na§ trik vidy spoéiva v tom, Ze misto
Q! udélame vhodny konjugovany postup RQ-'R7I,
V nafem piipadé udéld kaidy konjugovany postup
RQ™'R"! opét dva trojcykly, protozZe je udéla Q, a tedy
také Q-'. My se chceme jednoho zbavit, tieba trojcy-
klu, ktery posila 17 do 2, 2do 1 a 1 do 17. K tomu po-
tfebujeme, aby postup R nechal prvky 17, 1, 2 na misté.
Abychom se nezbavili soudasné i druhého trojcyklu,
musime jej postupem R posunout. Chtéli bychom, aby
mél posunuty trojecyklus vidi pivodnimu na kuli¢kach
19, 21 a 22 stejnou pelohu, jakou mély trojeykly s a ¢
ve cvieni. K tomu sta¢i postupem R zaménit jeden
z prvku 19, 21 a 22 za néjaky jiny a zbyvajici dva nechat
na misté. Ted, kdyz uz vime, jaké vlastnosti by mél
postup R mit, je jeho nalezeni snadné. Napted tahem
A~ posuneme kuli¢ky 17, 1, 2 mimo praseéiky (abychom
si je nepfehazeli), pak tahem B posuneme kulid¢ku 18
na misto 19 a nakonec tahem A4 vratime 17, 1, 2, 21 a 22
na plivodnf mista. MiZeme proto zvolit R = A"1BA.
V odstavei o konjugovanych postupech a permutacich
jsme vysvétlili, jakou permutaci postup RQ'R™! udéla.
Jeji graf je na obrazku 4.17.a. Li&i se od grafu permuta-
ce ¢! inverzni ke ¢ = QU (obrizek 4.16.c) zaménou
prvku 19 za prvek 18. SloZenym postupem Q(RQ™!R™!)
pak udélame hledany trojcyklus, jeho graf na obriazku
4.17.b je sloZenim grafi permutaci, které udélaji postupy
Qa RQ 'R, obrazky 4.16.ca4.17.a.Jeto trojcyklus,kte-
ry posilid 18 na misto 22, 22 na misto 19 a 19 zpét na mis-
to 18. Pripomefime si,2e R = A"'BA, P = BAB™'A™'B
a Q=PAP 14 Cely postup je tedy

141



r p-
S = BAB 1A 1BAB'ABA 1B 14-1 A"1BA

Q R
P p-1
ABAB'A-\BA'B'ABA'B~* A“B4 .
— c—
Q—l R—l

Je to dlouhy postup, smysl kazdého tahu by mél byt
ale jasny.

a 2.1 9 10 b) 2 1 9 10
Y 1 17

o BER 2 4o 19 O

2 202,20 4 > <13
560002200Q143 5500(?22600%
7 8 % 15 7 8 16 15
Obr. 4.17

Zbyva ukazat, ze muzeme udélat kaidy trojeyklus.
Tady uz mizZeme postupovat zcela stejné jako u krychle.
TFi prvky, na kterych chceme trojeyklus udélat, musime
posunout na mista 18, 19, 22, na kterych to uz umime.
Vhodné konjugovanym postupem S tak udélime hleda-
ny trojcyklus. Omezime se jen na nékolik ptiklada.
Abychom udélali trojcyklus, ktery posila 19 na misto
21, 21 na misto 22 a 22 zpét na misto 19, tj. trojcyklus
v jednom uchu, musime posunout 21 na misto 18 tak,
aby 19 a 22 zastaly na misté. To udélame tieba postupem
ABBA-!. Timto postupem konjugujeme S, hledany
trojcyklus proto udélame postupem
(ABBAY)S(AB*B14A™!). Trojcyklus, ktery posila 1
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na misto 3, 3 na misto 2 a 2 na misto 1, pak udélime
konjugovanim posledniho postupu néjakym postupem,
ktery ptevede 1, 2, 3 na mista 22, 21, 19. Stadi proto
AAAA(ABBA'SAB 1B 1A WA 1A 14141,

Cvileni 4.9. Najdéte postupy na usich, které udélaji
nasledujici trojeykly:

a) 9 na misto 11, 11 na misto 6 a 6 zpét na misto 9,
b) 2 na misto 4, 4 na misto 12 a 12 zpét na misto 4,
¢) 2 na misto 7, 7 na misto 14 a 14 zpét na misto 2.

Tak mizZeme udélat kazdy trojcyklus (jak si za chvili
dokazZeme). Z nich slozime kazdou sudou permutaci (od-
stavec 4.1.). A protoZe kazdou lichou pozici pfevedeme
jednim tahem do pozice sudé, umime sloZit kazdou po-
zici.

Na usich lze sloZit kazdou pozici.

Stejné jako u Rubikovy krychle, nikomu nedoporu-
¢uji, aby takto postupoval pii skladanf usi od samého
potatku. Opét je mnohem rychlejsi davat kulitky na
spravna mista, dokud to jde, a teprve potom délat po-
ttebné trojcykly vhodnym konjugovanim postupu S,
nebo jesté lépe, néjakého vlastniho postupu. Varianty
usi, které byly v prodeji, obsahovaly vidy nékolik kuli-
¢ek stejné barvy. To skladani podstatné ulehéuje, pro-
toZe piehozeni kulidek stejné barvy neni vidét. Troj-
cykly mizeme proto délat také tak, ze konjugujeme
postup Q néjakym postupem, ktery na mista kulitek
v jednom z trojeyklu ptevede tii kulitky stejné barvy.
S vyhodou muzeme takto pouzivat i kratky postup P.

Zbyva jesté potadné ukazat, Ze muzeme udélat jaky-
koliv trojcyklus. Budeme postupovat stejné jako v pfi-
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padé hranovych kosti¢ek na Rubikové krychli. Umime
udélat trojeyklus na mistech 1, 2, 3, staéi proto libovolné
t# kuli¢ky ¢, j, k£ vhodnym postupem -pfemistit na mista
1, 2, 3. Timto postupem pak konjugujeme postup,
ktery udéla trojcyklus na kuli¢kach 1, 2, 3.

Napied posuneme kulidku k na misto 17 a tahem 47!
pak na misto 1. Potom najdeme kuli¢ku j. Je-li v uchu
B, posuneme ji vhodnym opakovanim tahu B na misto
17, k zistavé na misté 1. Tahem A~! pak dostaneme k
na mfsto 2 a § na misto 1. Nenf-li j v uchu B, vhodnym
opakovanim tahu 4! posuneme j do jednoho z prisedi-
ku tak, aby k zustala na jednom z mist 1—8. Tahem B
pak premistime j do ucha B a opakovanim tahu 4 vré-
time k zpét na misto 1. Z ucha B uZ umime dostat j
na misto 1 a k na misto 2. S kuli¢kou ¢ postupujeme
analogicky. Je-li v uchu B, posuneme ji na misto 17,
a tahem A~! dostaneme vSechny tfi kulitky tam, kam
chceme: k© na misto 3, j na misto 2 a ¢ na misto 1.
Pokud ¢ neni v uchu B, opakujeme napfed vhodné tah
AT, abychom dostali # do jednoho z pruseéikd a j, k
zustaly v oblouku na mistech 1—8, Tahem B pak do-
staneme ¢ do ucha B a opakovanim tahu A vratime k
na misto 2 a j na misto 1. Z ucha B uZ ¢ spolusjak
na mista 1, 2, 3 umime dostat. Tim jsme ukazali, Ze na
usich jde opravdu udélat kaZdy trojcyklus.

Cviceni 4.10. Dokaite, Ze libovolnych Sest riznych ku-
li¢ek miZeme vhodnym postupem dostat na mista 1, 2,
3, 4, 5, 6, aniZz byste pouzivali toho, Ze umime kaZdou
pozici slozit.

A jak je to s variantou s tfindcti kulitkami v jednom

uchu? Postup S funguje i na ni. Funguje i na mnoha
dalsich.
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4.7. Dvandctistén, ftyfstén, domino, patnactka, haby-
lénska vE&%. U dalsich her budeme postupovat rychleji.

Dvanéectistén. Vzhledem k tomu, Ze jedna vrstva tvofi
jen malou &ast hradky, je nalezeni postupi, které pro-
hodi v jedné vrstvé jen dva rohové nebo dva hranové
prvky, jednoduché.

Jak prohodit rohové prvky acd a ade tak, aby zby-
vajici prvky ve vrstvé g zastaly na pivodnich mistech ?
Tahy C'E dostaneme obé kostitky mimo vrstvu a.
Zbyva je néjak zaménit, a pfitom nepohnout ostatnimi
prvky a. K tomu mame na dvanactisténu velky prostor,
muzZeme to udélat tieba tahy G-1HG (ade je uZ tam, kde
ma byt),a potom H~1E-1C vritime vée zpét do vrstvy a.
Postupem P = C1EG'HGH1E-C tedy prohodime
ve vrstvé a dva rohové prvky acd a ade. Postupem
PAP-'4-1 potom udélame trojcyklus na rohovych ko-
stitkdch ade, abc, acd a vhodnym konjugovanim tohoto
postupu udélame jakykoliv rohovy trojcyklus.

Cvilenf 4.11. Stejnou metodou, jakou jsme pouzili
u hranovych kostitek na Rubikové krychli, dokazte, Ze
libovolné tfi rohové prvky na dvanictisténu muZeme
pfevést na mista ade, acd a abc.




Protoze kaidou sudou permutaci lze sloZit z troj-
cyklti, umime libovolnou pozici, ktera ma polohovou
permutaci na rohovych kosti¢kach sudou, pievést do po-
zice, ve které jsou viechny rohové prvky na spravnych
mistech. Ma-li byt pozice fesitelnd, musi byt také jeji
polohovd permutace na hranovych kostitkach suda.
Zbyva proto najit postup, ktery udéla néjaky trojeyklus
na hranovych kostidkach, a ponecha vsechny rohové
prvky na spravnych mistech.

To je rovnéz snadné. Prohodime nejdiive néjaké dva
hranové prvky, treba ac a ad, ve vrstvé a. Tahy BD™!
uvolnime prvek ac a tahem C-! jej pfesuneme mimo
vrstvu g. Tahy DB™! vratime zbyvajici prvky z a zpét
na pavodni mista. Nyni tahy CE~! uvolnime ad, tahy
D~1D~' posuneme ac na jeho misto a opét vratime po-
stupem EC~! viechno ostatni zpét do vrstvy a. Nakonce
piesuneme ad na misto ac postupem D 'BGCCB™'D.
Prvky ac a ad jsme pak prohodili postupem’

Q = BD\C'\DB'CE'D'\D'EC'D1BGCCB™'D.

Snadno asi najdetc jednodus$i postup, ktery udéla
ve vrstvé g totéz, co Q. Postupem QA Q147! udélame
trojcyklus na hranovych prveich ab, ac, ad a vsechno
ostatn{ zlistane na pivodnich mistech. A nakonec kon-
jugovanim tohoto postupu udélame jakykoliv troj-
cyklus.

Cviteni 4.12. Dokaite, Ze libovolné tfi hranové prvky
muzeme vhodnym postupem pievést na mista ad, ab
a ac.

Kazdou pozici, kterd méd polohovou permutaci sudou
jak na rohovych, tak na hranovych prvceich, umime tedy
prevést do pozice, ve které jsou vSechny prvky na sprav-
nych mistech. Z minulé kapitoly uz vime, Ze u ostatnich
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pozic to nejde. Objasnili jsme tak zcela, které pozice
na dvanactisténu jde srovnat.

Kazda pozice na dvandctisténu se su-
dou polohovou permutaci na rohovych
i hranovych prveich Ize pfevést do po-
zice, ve které jsou vSechny prvky na
spravnych mistech.

CtyFstén. Aby mohla byt pozice viibec fesitelna, musi
byt jeji polohova permutace suda jak na rohovych, tak
na hranovych kostitkich. Ctyfstén méa &ty¥i rohové
prvky a kazdou sudou permutaci na ¢tyiprvkové mno-
Ziné muzeme slozit z nejvyse dvou trojeykli. Protoze
kazdé tFi rohové prvky lezi v jedné vrstvé, miZeme na
ttyfsténu udélat libovolny trojcyklus na rohovych prv-
cich, hranové pfitom ale nezistanou na misté! V kazdém
piipadé tak sta¢i nejvyse dva tahy, abychom dostali
viechny rohové prvky na spravna mista.

Abychom dostali na spravna mista i prvky hranové,
najdeme opét postup, ktery udéla néjaky hranovy troj-
cyklus, a viechno ostatni necha na misté. Jeho konju-
govanim pak uz udélame kazdy hranovy trojcyklus. Do-
sud jsme vidy zadinali postupem, ktery prohodil dva
hranové prvky v jedné vrstvé. V pripadé étyfsténu to
znamena najit postup, ktery tieba ve vrstvé a prohodf
dva hranové prvky, a ostatni kostidky v této vrstvé
(tj. jeden hranovy a t#i rohové) necha na pivodnich
mistech. U Rubikovy krychle a dvanéctisténu se nim
podafilo najit dokonce takové postupy, které tyto prvky
nechaly nejen na pivodnim misté, ale i s pivodnf orien-
taci. Najit takové postupy na &tyisténu se zda byt obtfz-
né&jsi, podstatnou roli zde hraje skuteénost, ze v kazdé
vrstvé lezi vice nez polovina véech pohyblivych prvku.
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Na rozdil od krychle a dvanactisténu neni na Styfsténu
dost prostoru mimo jednu vrstvu, a to éini jeho skladani
obtiZnéjsim. V této chvili ndm jde o to, abychom do-
stali v8echny prvky na sprivna mista, a tak si orientaci
nebudeme zatim vdimat.

Jak prohodit prvky ad a ac?

Postupem D-'4ABA-! zistanou ve vrstvé a vsechny
prvky na pivodnich mistech s vyjimkou ad, ktery si
vystiidd misto s protilehlym prvkem bc. Nyni pouZijeme
konjugovéani. Tahem A posuneme prvek ac na misto ad,
pak udélame stejny postup D 1ABA~!, kterym zamé-
nime ac za ad, a zakondime konjugovani tahem A~
Prvek ad je ui na misté ac, a zbyvd pouze vyménit
prvek bc z vrstvy a za ac. To uZ umime, stadf udélat
opét D*4ABA. Cely postup, ktery prohodi ve vrstvé
a prvky ad a ac tak, Ze viechny ostatni prvky v a ztsta-
nou na misté (n8které se zménénou orientacf), se proto
rovna Q = (D'ABAY)YA(D'ABAY)A Y (D1'ABA™).

Dale uZ pokradujeme standardnim zpusobem. Postu-
pem QA QA ! udélame trojcyklus prohazujici hranové
prvky ab, ac a ad, a ponechavajici viechny ostatni po-
hyblivé prvky na pivodnich mistech. Jeho dal§im konju-
govanim udélame libovolny hranovy trojcyklus. Kazdou
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pozici, kterd je suda jak na hranovych, tak na rohovych
kostidkach, umime tak prevést do pozice se viemi prvky
na spravnych mistech. Ze tteti kapitoly vime, %e u jinych
pozic to nejde. Tim jsme zcela vyjasnili, kdy mizZeme
dostat kaZdy prvek na spravné misto, a nasli postup, jak
to udélat.

KaZdou pozici na &tyfsténu, kterd ma
polohovou permutaci sudou na roho-
vych i na hranovych prvcich, lze srov-
nat do pozice se viemi prvky na sprav-
nych mistech.

Domino. Skladani domina je podstatné ulehéené tim,
Je existuje pomérné jednoduchy postup, ktery prohodi
pouze dva hranové prvky, a vsechny ostatni nechd na
piavodnich mistech. Pfipomenime si oznaéeni stén:

F

2
w
Obr. 4.20

Timto postupem je Q = BAABAABAA a prohodime
jim prvky 14 a 16 v dolnf vrstvé (tah A je otodeni dolni
vrstvou). Snadno se pfesvédéime, Ze jeho konjugovanim
udéléme kaZzdou hranovou transpozici, a tedy libovolnou
permutaci na hranovych kostitkach, kterda nechava
viechny rohové na piivodnich mistech.
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Cvileni 4.13. Stejné jako v pfipadé hranovych prvki
na Rubikové krychli dokazte, ze libovolné dva hranové
prvky %, § na dominu miiZeme vhodnym postupem pfe-
vést na mista 14 a 16.

Zbyva dopravit néjak viechny rohové prvky na sprav-
na mista. Konjugovanim postupu Q pak uZ umime pfte-
mfstit na sprivna mista i hranové prvky, aniz bychom
si rohové opét rozhazeli. Zatneme zase postupem, ktery
prohodi v hornf vrstvé dva rohové prvky, a zbyvajict
dva nechd na misté. Hranové prvky nas v této chvili
nezajimaji. Prosté otodeni boéni vrstvou C udéla per-
mutaci na obrazku 4.21.a. Nyni staéi konjugovat tah C
néjakym postupem, ktery piesune tyto dva dvojcykly
tak, Ze jeden bude v horni vrstvé a druhy v dolni.
Konjugujeme-li tahem A4, udélame postup ACA™?
a permutaci na obrazku 4.21.b.

a) , Z | | b)
/ Obr. 4.21

c) / d) / - e /
Lo
\ 7R

Dalsim konjugovdnim tahem B udélime postup
BACA'B~! a permutaci na obrazku 4.21.c. Ted konju-
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gujeme tahem A4 -1, postupem A-1BACA1B 14 udélame
permutaci 4.21.d. A nakonec konjugujeme tahem E,
cely postup P = EA"'BACA1B~14E"! prohodi v horni
vrstvé dva hranové prvky 3 a 9 a zbylé dva 1 a 7 necha
na puvodnich mistech — obrazek 4.21.e.

Dale pokratujeme obvyklym zptsobem. Pro tento
jediny okamzik oznaéime otodenf horni vrstvou vpravo
pismenem F. Postupem PFP-1F-! udélame trojeyklus
na rohovych prveich v horni vrstvé a jeho konjugovanim
libovolny trojeyklus na rohovych kostitkach, a tim i kaz-
dou sudou permutaci. Pokud nidhodou na poé¢itku neni
permutace na rohovych prveich sudd, sta¢i udélat na-
pied tah A.

Kazda pozice na dominu je feSitelna.

Patnictka. Ve druhé kapitole jsme ukdzali, ze sudé
pozice s lichym priazdnym mistem a liché se sudym
prizdnym mistem jsou nefeSitelné. Nyni ukaZeme, Ze
viechny ostatn{ pozice Fesitelné jsou. Pfedevsim si ujas-
nime, %e kaZdou takovou pozici lze prevést do sudé
pozice s prazdnym mistem 16. Kazdy tah déla totiz
transpozici, a je tedy lichy. Je-li pozice sud4, je prazdné
misto také sudé, a sudym poétem tahd ho pfesuneme
na misto 16. Udélame tim sudou permutaci, nova pozice
proto bude zase suda. Je-li pozice lichd, je prazdné misto
také liché, po lichém poétu tahii ho dostaneme na misto
16. Udéléme tim lichy podet transpozic, lichou permu-
taci, nova pozice bude proto suda.

Pri praktickém sklidani je tfeba umét slozit pozici
na obrazku 4.22.

Cvileni 4.14. Najdéte postup, ktery pievede pozici na
obrazku 4.22. do pozice zdkladni.
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112(3]4
516|718
9(10|11 |12
15{13 114 Obr. 4.22

Postup P, ktery jsme nasli ve cvideni, je specialnf, za-
¢ind a konéi prizdnym mistem v pravém dolnim rohu.
Pouzijeme ho také pfi nasem dikazu, Ze zbyvajici pozice
na patnactce jsou fesitelné. Druhy potfebny krok je
obsahem dalsfho cvideni. -

Cvifeni 4.15. Vezméte v zdkladni pozici t#i libovolné
prvky t, §, k (prazdné misto mezi nimi nen{) a dokazte,
Ze existuje specidlni postup, ktery pFevede ¢ na misto 13,
j na misto 14 a k na misto 15,

Tento postup oznatime Q. Postup P ze cvideni 4.14.
udélal trojcyklus na mistech 13, 14 a 15. ProtoZe jsou
P i Q specialnf, muZeme je sklidat. Konjugovany po-
stup QP Q! pak udélad trojcyklus na prveich 1, j a k.
Tim jsme ukazali, %e existujf specidlni postupy, které
udélajf libovolné trojeykly. KaZdou sudou permutaci
Ize slozit z trojeykld, muZeme tedy sloZit kaZdou sudou
pozici s prazdnym mistem 16. Na pod¢atku jsme ukazali,
te do takové pozice muzeme snadno pievést kaidou
potenciilné Fesitelnou pozici. Dokazali jsme tak pravidlo
uvedené ui ve druhé kapitole.

KaZd4 suda pozice se sudym prazdnym
mistem a kaZda licha pozice s lichym
prazdnym mistem je Fesitelna.
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Babylénska véX. Tato u nds hodné rozsifena hra je
prostorovou variantou patnictky. Jeji FeSenf je v pod-
statd stejné jednoduché, aZ na jedno obtiZné&jsi misto —
prohozeni dvou kuli¢ek. UkdZeme si, jak pomoci vhodné
modifikace triku se Sachovnici a rozliseni sudych a li-
chych permutaci toto misto snadno pifekonat.

Zatneme podrobnéjsim popisem hry. Na obrazku
4.23. vidime rozvinutou zakladni pozici, misto barev-
nych kuliéek pouzivime opét ¢isla.

51|52|53|54/55(56
1(42[4344|45]46
31/32(33|34/35[36
21|22|23[24|25]26
11[12[13[14 [15[16
01]02[03]04 [05]06
LA. _E Obr. 4.23

Jednotlivé vrstvy budeme oznadovat symboly (0), (1),
(2), (3), (4), & (5). Ve vrstvé (5) lez{ &fsla 51, 62, 53, 54,
55, 56. Kazdou vrstvou miZeme otdéet vidi zbyvajicim
vrstvam, na obrizku se to projevi jako posunutf ptislus-
ného Fadku vpravo nebo vlevo. Posunutf vpravo budeme
oznadovat symbolem pfislusné vrstvy — (2), (5), atd.,
pro oznaden{ posunut{ vlevo pfidime opét -1. (2)2,
(0)1a (5)71. Tak tfeba po tahu (3) bude &fslo 31 na mistd
disla 32, 32 na misté 33 atd. Cislo 36 bude na mists 31.
Tah (2)7! pifesune 21 na misto 26, 26 na misto 25 atd.
Kromé téchto tahi muiZeme jesté posunovat kulit¢ky
vertikalné ve sloupci obsahujicim prazdné misto. Prazd-
né misto se objevi, pokud do jednoho ze dvou mist ozna-
¢enych 4, B (nikoliv do obou soudasné) posuneme ku-
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licku ze sousedniho pole 01 nebo 04. PFi téchto tazich
muZeme posunout kulicku na s ni sousedni prazdné
misto. NemuzZeme je proto délat kdykoliv, nezavisle na
tom, jaké prvky se na sousednich mistech nachazeji —
babylénska véz je hra netiplna.

Jestlize #adna kulitka neni na nékterém ze dvou
mist A, B, budeme fikat, %e véZ je ve specidlni pozici.
Postuptim, které zadinaji a konéi ve specialni pozici,
fikdme také specidlni. Specidlni postupy muZeme libo-
volné skladat.

Posunutf kulitky na sousedni prazdné misto ve stej-
ném sloupci udéla transpozici. Jaké dal§i transpozice
muZeme snadno udélat ? Budeme pfedpokladat, %e pozi-
ce, ve které se véz nachazi, nenf specidlni — na jednom
z mist A, B je néjaka kulitka. Potom miZeme jedno-
duse udélat fadu dalsich transpozic. UkaZeme si jak na
konkrétnim pfipadé. Necht je prazdné tfeba misto 23.
Vhodnym opakovanim tahu (3) dostaneme nad prazdné
misto 23 libovolnou z kuli¢ek na mistech 31—36, pak ji
transpozici (23, 33) pfesuneme na misto 23 a opakova-
nim tahu (3)~! vratime zbyvajici kuliéky ve vrstvé (3)
na puvodni mista. Udélame tak transpozici, ktera na
prazdné misto 23 pfesune libovolnou z kulitek v sousednf
vrstvé (3). Naprosto stejné najdeme také postup, ktery
na misto 23 pkesune libovolnou z kulidek v druhé
sousedn{ vrstvé (1), a viechny ostatni ponechd na pu-
vodnich mistech .Umime tedy jednoduse udélat ty trans-
pozice, které na prazdné misto posunou kteroukoliv
z kuli¢ek v sousedni vrstvé.

Skladame-li véZ, jsme obvykle v pokuseni pouZivat
pouze tyto transpozice. To vsak ke sloZenf vSech pozic
nestaéi. Specialné timto zplsobem nedokaZeme proho-
dit dvé kuli¢ky tak, aby vSechny ostatni ztistaly na pi-
vodnich mistech. DokaZeme to vhodnou aplikaci meto-
dy, kterou jsme pouZili uz u patnactky.
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Ka#dé posunuti kulicky na prazdné misto v sousedni
vrstvé budeme povaZovat za jeden tah. Témito tahy
délame rizné transpozice. Pro¢ nestadi ke sloZeni pozice
na obrazku 4.24.a se dvéma piehozenymi kulidkami 23
a 337 Tato pozice je lichd, ma jediny sudy ecyklus. Za-
kladni pozice 4.23. je suda. Kaidym tahem udélame
néjakou transpozici, lichou pozici 4.24.a proto muiZeme
slozit, pokud to vibec néjak jde, pouze lichym poétem
tahu-transpozic. A to vyloudime spravnym pouzitim
triku se Sachovnici. Jednotlivda mista na vézi obarvime
podle obriazku 4.24.b.

al{51]52]s3[54]55[56] b | '

41)42[43]s4l45]46 RRinnkaa
31{32|23]34]35[36
21]22|33]24(25[26 T
11[12[13]14 |15 |16
01]02/03}04|0s|06 AT

- [ ] [
Obr. 4.24

Kaidy tah-transpozice zméni barvu prizdného mista,
z jedné specialni pozice do druhé — tieba z pozice 4.24.a
do zédkladni — se proto mizeme dostat jen sudym po-
¢tem taht-transpozic, nikdy lichym. Pozici 4.24.a tedy
pouzZitim pouhych tahii-transpozie nikdy neslozime. Na-
prosto stejné se ukaZe, Ze tahy-transpozice nestaéi ke slo-
Zenf Zadné specidlni pozice, ktera ma polohovou permu-
taci lichou. Staéi pouze na sudé speciilni pozice. To uz
dokaZeme béZnym zpisobem. Nejprve najdeme specidlnf
postup, ktery udélid néjaky trojeyklus, potom konjugo-
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vanim udélame viechny trojeykly a nakonec pouZijeme
vysledku z odstavce 4.1.

Cvifeni 4.16. a) Najd&te specidlni postup z taht
transpozic, ktery udéla trojeyklus na mistech 31, 41, 51.

b) Dokazte, Ze pro libovolné tfi kuliky 2, j, k existuje
specidlni postup z tahi-transpozic, ktery pfemisti ¢ na
misto 31, § na misto 41 a k na misto 51.

c¢) Dokaite, Ze libovolny trojcyklus se da udélat vhod-
nym specidlnim postupem sloZenym jen z tahi-transpo-
zic.

d) Dokaite, Ze pomoci tahii-transpozic lze sloZit kaz-
dou sudou specialni pozici.

A jak tedy sloZfme pozici 4.24.a? Odpovéd je jedno-
duché. Musime ji napted néjak dostat do sudé specialni
pozice. Ve cviéeni jsme pravé dokdzali, Ze takové pozice
slozit jdou. Tahem-transpozici to neudélame, zbyva
jenom otodeni néjakou vrstvou. Jakou pozici tak dosta-
neme? Ototenim udélime permutaci, kterd ma jeden
cyklus délky 6 a zbyvajici jednoprvkové. Otoéeni je
lichy tah. Z liché pozice 4.24.a tak dostaneme pozici
sudou. ProtoZe je to navic pozice specialni, sta¢i k jejimu
sloZeni dale pouzivat uZ jenom tahy-transpozice. Otode-
nfm néjakou vrstvou tak dostaneme z kazdé liché specidl-
ni pozice sudou specialni pozici, kterou uz umime sloZit.
Vsechny specidlni pozice proto sloZit jdou. A jelikoZ
z kazdé pozice se snadno dostaneme do specialni, jsou
vSechny pozice fesitelné.

Na babyl6nské vézi jsou viechny pozice
Fesitelné.
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Cvileni 4.17. a) DokazZte, Ze pozice se dvéma piehoze-
nymi kulitkami na babylénské vézi, kterd ma lichy
podet sloupei, je nefesitelna.

b) Popiste FeSitelné pozice na takovych véZich.

*4.8, k-tranzitivni grupy permutaci. Mnohokrat jsme
uZ pouzivali postupy, které néjakou trojici prvka pte-
mistily na misto jiné trojice. DaFilo se nam to diky tomu,
%e grupy polohovych permutaci na jednotlivych hlavo-
lamech byly ,,dostatetné bohaté‘‘. UkaZeme si nyni ma-
tematicky pojem, ktery tuto bohatost zachycuje. V sou-
vislosti s tim také zopakujeme souvislé a nesouvislé hry.

Rikdme, e néjaka grupa G permutaci na mno%iné I
je tranzitivni, jestliZe pro kazdé dva prvky ¢, j € I existu-
je permutace p € G takova, Ze ip = j.

Je-li G grupa vsech polohovych permutaci na néjaké
hfe, pak tranzitivita G znamend, %e kaidy pohyblivy
prvek i lze néjakym postupem pievést na misto libovol-
ného jiného pohyblivého prvku j. Néjaka hra je proto
souvisla, pravé kdyZ grupa polohovych permutaci na
této hie je tranzitivni.

U nesouvislych hlavolamu jsme rozliSovali orbity.
TotéZ miZeme udélat u libovolné permutaéni grupy.
Je-li G grupa permutacn na I a 1, j € I libovolné dva
prvky, pak fikdme, Ze i je ekvivalentni s §, jestliZe existuje
permutace p € G takové, Ze ip = j.

Axiémy grupy maji nasledu]ici t¥i dusledky.

a) Je-li ¢t ekvivalentni s § a j ekvivalentn{ s k, pak také
¢ je ekvivalentni s k. Podle pfedpokladii existuji permu-
tace p, ¢ € G takové, Zeip = jajqg = k. Potom i(p o0 q)=
= (ip)qg = k, tj., opravdu ¢ je ekvivalentni s k.

b) Kaidy prvek i € I je ekvivalentni sam se sebou,
nebot identickd permutace na I zobrazuje ¢ do z.

c¢) Je-li1 ekvivalentni s §, pak také j je ekvivalentni s .
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Existuje totiz permutace p € G takova, %e ip = j. Po-
tom ale jp~! = ¢, tj., j je ekvivalentni s 1.

Maximélnim mnoZindm vzijemné ekvivalentnich prv-
ki budeme tikat orbity grupy G. Podle bodu b) kazdy
prvek ¢ € I lezf v néjaké orbité. UkdZeme, Ze rizné orbity
jsou disjunktni, nemaji Zadny spoleény prvek. Jsou-li K,
L dvé orbity, které se protinaji, j néjaky jejich spoleény
prvek, potom kaidy prvek k € K je ekvivalentnf s j
a prvek j je ekvivalentn{ s kazdym prvkem [ € L. Podle
vlastnosti a) je také k ekvivalentni s /. V mnoZiné
K {J L jsou proto kazdé dva prvky ekvivaletnni. Vzhle-
dem k tomu, Ze K i L jsou maximalni mnoZiny vzdjemné
ekvivalentnich prvki, plati K, L D K |J L. ProtoZe je
také K \JL D K, L, dostavime tak K = L = K {J L.
Tim jsme dokazali, Ze rizné orbity permutaéni grupy G
jsou disjunktni.

Orbity na néjakém hlavolamu tak, jak jsme je pouii-
vali, odpovidaji orbitam grupy polohovych permutaci
tohoto hlavolamu.

Grupa permutaci G na mnoziné I je tranzitivni, praveé
kdyz jsou kaZdé dva prvky I ekvivalentni, a to je, pravé
kdyZ ma pouze jednu orbitu. Jestlize G neni tranzitivni
a J je néjaka orbita, potom ka?dd permutace p € @
zobrazuje kazdy prvek j € J do jednoznaéné urdeného
prvku jp € J. Zobrazeni p;, které kazdému prvku
j € J pfifazuje prvek jp, = jp € J, je, jak snadno ové-
fime, vzdjemné jednoznaéné zobrazeni, tj. permutace
na mnoziné J. Rikdme mu restrikce p na J. P¥ipometime
si, Zze v pfipadé polohcvé permutace p néjaké pozice na
Rubikové krychli, &tyfsténu nebo dvanactisténu, jsme
restrikei p na rohovou (hranovou) orbitu fikali rohova
(hranova) éast p.

Cvi¢eni 4.18. Pfedpoklidejme, Ze G je néjaka grupa
permutaci na mnoziné I a J orbita G. Dokaite, Ze mnoZi-
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na vsech restrikei p, permutaci p € G na J spolu s opera-
ci sklddani tvofi grupu. Této grupé budeme fikat res-
trikce G na J a oznadovat ji G,.

Ndvod. Ovéite axiémy grupy.

Samotnd tranzitivita grup polohovych permutaci,
pfipadné jejich restrikci na orbity, nam pti sklddani her
nestatila, potfebovali jsme vice. Kazdou trojici raznych
prvka z jedné orbity piemistit vhodnym postupem na
mista néjaké jiné trojice. Odpovidajici vlastnost grupy
polohovych permutaci popisuje nasledujici dulezity
pojem.

Rikame, e grupa G permutaci na mno%iné I je k-tran-
zitivni (k je nenulové piirozené &islo mensi nebo rovné
pottu prvku I), jestlize pro kazdé dvé posloupnosti
i1, %2, -+ - 8]y, ], . -+, Jx FUZNych prvki I existuje per-
mutace p € G takova, Ze i;p = j, prokaidé | = 1, 2,

k. Jinak feéeno, grupa G je k-tranzitivni, ]estllze
kaidou tabulku permutace na I, ve které je uz napséno
libovolné k sloupct, miZeme doplnit do tabulky permu-
tace patfici do G. Nebo jedté jinak, libovolnych k Sipek
mezi prvky mnozZiny I (z kazdého a do kazdého nejvyse
jedna) miZeme vidy doplnit do grafu néjaké permuta-
ce z G.

Grupa permutaci je tedy 1-tranzitivni, pravé kdyz je
tranzitivni. Je-li k > 2, pak kaZd4a k-tranzitivni grupa je
samoziejmé (k — 1)-tranzitivni. Nasledujici jednoduché
tvrzeni nam ponékud usnadni zjistovani, kdy je néjaka
grupa k-tranzitivni.

Kdy je grupa tranzitivni? Grupe G permutaci na
mnofiné I ={1,2, ..., m} je k-tranzitivni, prdvé kdyZ
splituje jednu z ndsledujicich dvou podminek.

1. Pro kaZdou posloupnost 1., ..., % raznijch proki 1
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existuje permutace p € G takovd, Ze lp =1, pro kaidé
=12 ...k

2. Pro kaZdou posloupnost 1., ..., i raznych proka I
existuje permutace r € G takovd, Ze uyr =1 pro viechna
=12 ...,k

Ditkaz. Je-li G k-tranzitivni, pak permutace p takova,
%e Ilp = i, pro viechna [ existuje podle definice k-tranzi-
tivnich grup.

Necht naopak G splituje podminku 1., 7, 7,, ..., %
&y, Jzs -« Jx jsou dvé posloupnosti ruznych prvku I.
Potom existuji permutace p, ¢ € G takové, Ze lp =4,
a lg =4, pro kazdé 1 =1, 2, ..., k. Pak ale plati
Li(p~t oq) = j, pro véechna l =1, 2, ..., k, G je tudiz
k-tranzitivni.

Dokazat, Ze také podminky 1. a 2. jsou ekvivalentni,
je snadné. Plati lp = ¢, prokazdé! = 1,2, ..., k, pravé
kdyz 4,p ! = I pro vsechna .

Ve cvid¢eni 4.10. jsme ukazali, Ze libovolnych Sest ku-
li¢ek na usich mizeme vhodnym postupem pfevést na
mista 1, 2, ..., 6. Grupa v§ech Fesitelnych pozic na usich
je tedy podle podminky 2. 6-tranzitivni. Ukazeme
jesté, jak moc tranzitivn{ jsou symetricka a alternativni
grupa.

Symetrickd grupa §; na mnoziné I = {1, 2, ..., m},
ktera ma m prvku, je m-tranzitivai, alternativni grupa
A; je (m — 2)-tranzitivni.

Dokazeme to pomoei podminky 1. Je-li 4, %5, ..., %,
posloupnost riznych prvki I, pak

1, 2, ...,m
p:

Lslay v cny Uy

je tabulka permutace p € §;, ktera zobrazuje kaidy
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prvek 1 =1,2, ..., m do ¢,. Symetricki grupa §, je
tudiZ m-tranzitivni.

Je-li 4, ,, ..., ©._s posloupnost riznych prvka 7,
pak pouze dva prvky I v ni nelezi. Oznaéime je ¢ a 5.
Nyni uvaZujeme dvé razné permutace na mnoZiné I:

cee,m—2 m—1m
(z,,zo.... T s i, ]

_(1, 2, ....om—2m—1m

C A i, i

Vsimnéme si, Ze ¢ = p < (2, j). Pravé jedna z permutaci
P, q je tedy licha a druhd sudd. Vidy proto existuje
suda permutace, ktera zobrazuje kazdy prvek I =1, 2,

.,m — 2, do t,. Podle podminky 1. je alternativni
grupa A; (m — 2)-tranzitivni.

Grupa vsech Fesitelnych pozic na usich je proto ve sku-
tednosti 22-tranzitivni, kazda pozice je FeSiteln4.

Zivérem tohoto odstavce jesté kratkd poznamka.
4-tranzitivnich grup je velice malo. Pokud mnozina [
nema pravé 11, 12, 23 nebo 24 prvkid, pak jediné
4-tranzitivni grupy, které na I existuji, jsou symetricka
a alternativni grupa. Na mnozinach s 11, 12, 23 a 24
prvky existuje vidy jesté jedna dalsi 4-tranzitivni gru-
pa, a %adné jiné 4-tranzitivni grupy neexistuji. To je
matematikim zndmo pouze nékolik let a je to disled-
kem jednoho z nejobtiZnéjsich tvrzeni, které kdy bylo
v matematice dokazano. Vice si o tom povime v posled-
nim dvouhvézditkovém odstavci této kapitoly.

*4.9. Soudin grup. Tentokrit zahdjime zcela mimotad-
né &tylsténem. Na &étyfsténu jsou dvé orbity, jednu
tvolf &tyfi rohové prvky, druhou Sest hranovych. Polo-
hovd permutace p libovolné pozice p uréuje dvé rtizné
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restrikce — restrikei na rohovou orbitu, kterou oznaéi-
me p,, a restrikei na hranovou orbitu, kterou ozna¢ime
p,. Polohu vSech pohyblivych prvki v pozici p mizeme
popsat nejenom permutaci p, ale také dvojici restrikei
(py, p;). Permutace p, je permutace na &tyiprvkové
mnoziné {abc, abd, acd, bcd} rohovych kostidek, p, je
permutace na Sestiprvkové mnoziné {ab, ac, ad, bc, bd, cd}
hranovych kostidek.

Které dvojice (p,, p,) permutam odpovidaji polohové
permutaci néjaké srovnatelné pozice ? V minulé kapitole
jsme dokazali, Ze polohova permutace p kaidé srovna-
telné pozice je suda jak na rohovych, tak na hranovych
prveich, t). p, a p, jsou v tomto pfipadé sudé. V této
kapitole jsme naopak dokazali, Ze kazdou pozici, jejiz
polohova permutace ma obé restrikce sudé, lze srovnat.
Polohovym permutacim srovnatelnych pozic proto
odpovidaji dvojice (p,, p,), kde p, a p, jsou sudé permu-
tace na mnozinach rohovych a hranovych prvki. Kazda
polohovd permutace p je jednoznafné urdena svymi
restrikcemi p, a p,. Jsou-li p a ¢ dvé razné polohové per-
mutace na ¢tyfsténu, pak plati aspon jedna z nerovnosti
Py # ¢1, P2 £ ;. Ruznym polohovym permutacim
proto odpovidaji ruzné dvojice restrikci. To znamena,
Ze mezi polohovymi permutacemi srovnatelnych pozic
na &tyfsténu a dvojicemi (p,, p,) sudych permutaci na
&tyfprvkové, resp. Sestiprvkové mnoZiné existuje vza-
jemné jednoznalné zobrazeni, které oznadéime W. Plati

W = (p,, p,).

Polohové permutace tvofi grupu — grupu polohovych
permuta,ci étyf'sténu. Skladani mezi prvky této grupy
muZeme pomoci zobrazeni W pFenést na mnozinu dvojic
(p,, p,) Vezmeme dvé polohové permutace p, q. Plati
pW = (p1, Po)aqW = (q1, ¢z). Cemu serovna (p o q)W?
Muslme najit restrikce sloZené permutace p o ¢ na ro-
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hovou a hranovou orbitu. Libovolny rohovy prvek 7 se
permutam p o g zobrazi do prvku i(p o q) = (ip)g =

= (¢p,1)q, = (P, © q;). Restrikee p o ¢ na rohovou orbi-
tu se tedy rovna p, ¢ q,. Zcela stejné snadno se ovéii,
Ze restrikce p o ¢ na hranovou orbitu se rovna p, o ¢,.
Plati proto (p o q)W = (p, © q1, P» © ¢,). Mezi dvojicemi
restrikei mizZeme tak pFirozenym zpisobem definovat
operaci skladani, ktera dvojicim (p,, p,) a (¢;, ¢,) pFifadi
dvojici (py, P2) © (g1, 92) = (P1 © Gy, P2 © ¢»). DokaZeme
nyni v mnohem obecnéjdim tvaru, Ze takto definovana
operace skladanf ma vlastnosti grupy. Nejdiive ale jednu
definici.

Vezmeme dvé grupy G, a G, definované na mnoii-
nach G, a G,. Operaci skladani budeme v obou ptipa-
dech oznatovat stejnym symbolem o. Dale oznadime
G, x @G, kartézsky souéin mnozin @, a G,, tj. mnozinu
v8ech uspofadanych dvojic (g,, g,), kde g, € G, a g, € G,.
Na mnoziné G, x G, definujeme operaci skladani takto:
(gl, gs) o (ky, h 2) = (9, 0 ky, g» O hy). UkdZeme, Ze mno-
Zina G, x G, s takto deﬁnovanym skladdnim tvoii gru-
pu. Budeme | Ji nazyvat souéinem grup G, a G, a oznado-
vat G, x G,.

Musime ovétit, Ze mnozina G, X G, s operaci skladani
spliiuje aiémy grupy. Pokud jde o asociativu, platf

(91, 92) © (g, k) © (44, 35) =
= (¢y O hy, g5 0 hy) O (4y,%5) =
= (g1 0k 0y, (g20hy) 01y) =
= (g1 0 (k1 0%), g2 0 (hy 0 1,)) =
= (¢1,92) O (hy C %y, by 0%y) =
= (g1, 92) © (R, 2) O (3, %))
Asociativita tedy plyne z toho, Ze operace v obou grupach

G, a G, jsou asociativni. Jsou-li n, a n, neutralni prvky
v grupach G, a G,, pak pro kazdy prvek (g,, ¢,) € G, X
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x Gy plati (g1, 9,) © (ny, ny) = (g; 01y, g2 © ny) = (g1
gs), a také (ny, n;) © (g1, §:) = (g1, g2)- Dvojice (ny, n,) je
proto neutralni prvek. A nakonec, jsou-lig, € G, a g, €
€ G, libovolné prvky, existuji k nim inverzni prvky
gi ' a go'. Potom plati (g,, ¢5) o (g7", g2") = (gL o g1,
g2 0 gz') = (nq, my), a také (g, gz') © (g1, 2) = (ny, My).
Prvek (g7, g57') je tedy inverzni k prvku (g, , g,). MnoZina
G, x @G, spolu s operaci skladani je tedy opravdu grupa.

Ted uZ nenf tézké dokazat, Ze zobrazeni W, které
jsme definovali na podatku odstavce, je izomorfismus
grupy polohovych permutaci na ¢tyfsténu a soudinu
alternativnich grup A; x A,.

Grupa polohovych permutaci na &¢tyt-
sténu je izomorfni soudinu alternativ-
nich grup A, x A;.

Cvileni 4.19. Dokazte nasledujici vlastnost grupy po-
lohovych permutaci na dvanactisténu:

Grupa polohovych permutaci na dva-
nictisténu je izomorfni soulinu alter-
nativnich grup A,, x A,,.

Stejné muzeme dokdzat o dominu:

Grupa Fesitelnych pozic na dominu je
izomorfni souéinu symetrickych grup

S. x S;.

Cvigeni 4.20. Dokazte pravé uvedenou vlastnost grupy
Fesitelnych pozic na dominu.
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A jak je to s Rubikovou krychli? Také tady uréuje
kaidé polohova permutace p néjaké srovnatelné pozice p
dvé restrikce p,.a p, na rohovou a hranovou orbitu.
Z minulé kapitoly vime, Ze obé restrikce musi byt sou-
¢asné sudé nebo soudasné liché. V této kapitole jsme do-
kézali, Ze kazdou pozici p, jejiz polohova permutace p
mé tuto vlastnost, lze srovnat. Grupa polohovych per-
mutacf{ na Rubikové krychli je proto izomorfni s pod-
grupou soudinu symetrickych grup $§, x §,,, kterou
tvofi takové dvojice (p,, p,), ve kterych maji obé per-
mutace p, a p, stejnou paritu. Jsou bud obé sudé, nebo
obé liché. Této podgrupé mizeme fikat paritni podgrupa
S, x §,, a ognadime ji R.

UkéZeme, %e index paritni podgrupy v grup€ §; x §,,
se rovna 2. K tomu stadi najit néjaky prvek z grupy
S, x §,,, ktery nelezi v R a pro ktery plati §; x §,, =
= R J Rz. V grupé R leif viechny dvojice (p,, p,), kde
P, & p, maji stejnou paritu. Zvolime x = (n, t), n je iden-
ticka permutace na rohové orbité a ¢ je libovolna trans-
pozice na hranové orbité. Permutace »n a ¢ maji riznou
paritu, proto 2 ¢ R. JestliZe nyni néjaka dvojice (q,, ¢)
nelezi v R, pak ¢,, ¢, maji rdznou paritu. Dvojice
(915 2) © (m, 2) = (qy, q. © t) potom musi leZet v R. Pak
plati (¢,, g2) = (91, g2) O ((», 1) © (n, ?)) = ((q1, ¢2) ©
o (n, t)) o (n, t) € Rx. Odtud vyplyva, Ze §; x §;, =
= R (J Rz, tj. paritni podgrupa R ma index 2 v §, X
X 85,

Grupa polohovych permutaci na Rubi-
kové krychli je izomorfn{ s paritni pod-
grupou soudinu symetrickych grup
S; x §,,. Paritni podgrupa m4a index 2
v S8 xS,

165



**4,10. Mathieuovy grupy a vicetranzitivnf permutaéni
grupy. Dosud se ndm u kaZdého hlavolamu podafilo najit
postupy, které udélaly transpozici nebo trojcyklus. To fe-
Seni velmi usnadnovalo, konjugovanim jsme nasli po-
stupy, které udélaly libovolnou transpozici nebo troj-
cyklus. A sloZit kaZdou permutaci z transpozic nebo
kaZdou sudou permutaci z trojcykld uz je snadné. Nej-
obtiinéjsi je vidy udélat viabec néjakou transpozici
nebo trojcyklus. Také p¥i tom pouZivime konjugovani.
Nemiuzeme to ale délat mechanicky, musime vidy také
pfemyslet o konkrétnich vlastnostech hratky, abychom
mohli konjugoviani dob¥e pouzit.

Existuje viibec néjaky hlavolam, na kterém by neslo
udélat transpozici nebo trojcyklus? Pokud vim, nikdo
takovy nevyrobil. MiZeme si ho ale predstavit. Pro za-
jimavost ted ukdZeme matematické modely dvou tako-
vych hlavolamu. Pfipomeifime si, modelem hry bez
orientace je vidy néjakd mmnozina I (odpovidajici po-
hyblivym prvkam) a nékolik permutaci-generatora
na I (které si pfedstavujeme jako tahy). ,,Redeni‘‘ takové
hry spodiva v popisu grupy vech permutaci, které lze
z generdtord poskladat, a v nalezeni metody, jak kazdou
takovou permutaci z generdtoru sloZit. Grupy permu-
taci, které ukazeme, objevil kolem roku 1860 francouzsky
matematik E. Mathieu a na jeho poéest jsou nyni na-
zyvany Mathieuovy grupy.

Prvni z nich budeme oznaéovat M,,. Je definovana
na mnoziné I = {1, 2, 3, ..., 12}, Patii do ni viechny
permutace na I, které lze dostat skladanim nasledujicich
tfi generatoru:

gl 2345678, 910,11,12

- (2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 1,12)°’

b — 1,2,3, 4,5,6, 7,8,9,10,11, 12
“\1,2,17,10,6,4,11,3,9, 5 8,12)°
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(1, 2,3,4,56, 7,89,10,11,12
~\12,11,6,8,9,3,10,4,5, 7, 2, 1

Nakreslete si grafy téchto permutaci, abyste méli pred-
stavu, jak sloZita je jejich vzajemna poloba, a jak obtiz-
né by asi bylo ,,feSeni’ takové hry.

Druhy piiklad, ktery ukazeme, je grupa M,,. Je defi-
novana na mnoziné I = {1, 2, 3, ..., 24}. Patfi do ni
viechny permutace na I, které lze dostat skladanim
nésledujicich t¥ generitoru:

1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11, 12, 13, 14,
[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,
15, 16, 17, 18, 29, 20, 21, 22, 23, 24
16, 17, 18, 19, 10, 21, 22, 23, 1,24]’

1,2, 3, 4,5,6,7, 8,9, 10,11,12, 13, 14,
[1,2,17,13,4,6,9,18,3, 7,12,23, 14, 19,
15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24
20,15, 10,11, 5,22, 16,21, 8,24)’

1, 2, 3, 4,5 6, 7, 8, 9,10,11,12,
(24,23,12,16,18,10,20,14,21, 6,17, 3,
13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24
22, 8,19, 4,11, 515 7, 9,13, 2, 1)

Nakreslete si opét grafy téchto permutaci.

Snadno se ovéif, Zze obé grupy M,, a M,, jsou tranzi-
tivni. O trochu vic prace da dokazat, Ze jsou 2-tranzitiv-
ni. Matematiky zaujaly pfedeviim proto, Ze jsou obé
5-tranzitivni a nejsou 6-tranzitivni.

Tuto vlastnost dokazovat nebudeme (neni to snadné!),
pouze s jeji pomoci ukaZeme, Ze grupy M,, a M,, ne-
obsahuji Zadnou transpozici ani trojeyklus. MiZe grupa
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M,, obsahovat néjakou transpozici? Kdyby ji obsaho-
vala, pak by také, protoZe je 5-tranzitivni (2-tranziti-
vita by v této chvili zcela statila), obsahovala viechny
ostatni transpozice (konjugovani!). Z transpozic lze ale
sloZit kaZdou permutaci, grupa M,, by tedy musela
obsahovat viechny permutace na I a byla by 12-tranzi-
tivni. My ale vime, %e neni ani 6-tranzitivni. M,, tedy
zaddnou transpozici neobsahuje. Zcela stejné se ukéze,
Ze neobsahuje ani Zadny trojcyklus. Kdyby totiZz néjaky
méla, pak by opét z 5-tranzitivity plynulo, Ze obsahuje
viechny trojeykly, a tedy vSechny sudé permutace na I.
Musela by byt 10-tranzitivni, coZ zase nenf. M,, proto
neobsahuje ani Zadny trojeyklus.

Cviteni 4.21. Podobné dokaite, Ze grupa M,, neobsa-
huje Zadnou transpozici ani trojeyklus.

E. Matheiu odvodil z grup M,, a M,, dalsi zajimavé
grupy, které se také nazyvaji Mathieuovy grupy. Zpi-
sob, jak to udélal, je dileiitou standardni metodou
v teorii permutaénich grup. Proto si ji nyni podrobnéji
ukazeme.

Vezmeme si néjakou permutaéni grupu G na mnoziné
I a libovolny prvek a € I. Symbolem G, oznaéime mno-
Zinu vdech permutaci z G, které zobrazuji prvek a
do sebe, tj., p € G,, pravé kdyz ap = a. Rikdme také,
Ze p fizuje a. MnozZina G, spolu s operaci skladani per-
mutaci je podgrupa grupy G. Jestlize p a ¢ fixuji a,
_pak jejich slozenf p o ¢ také fixuje a. G, obsahuje také
neutralni permutaci n (ta fixuje ka%dy prvek I) a spolu
s kaidou permutaci p také permutaci k ni inverzni.
Grupu G, budeme nazyvat stabilizdtor bodu a v grupé G.
Grupa G, zavisi nejenom na puvedni grupé G, ale také
na volbé prvku e € I. Dokaieme, Ze v piipadé tranzi-
tivni grupy G rizné volby dévaji izomorfni grupy.
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Izomorfismus mezi stahilizitory riznyeh hoda.
Bud G tranzitivni grupa permutaci na mnoZiné I a a,
b € I dva proky. Potom jsou stabilizdtory G, a G, izo-
morfni.

Ditkaz. Grupa @ je tranzitivni, existuje proto permu-
tace s € G takova, Ze as = b. JestliZe permutace p fixuje
bod «, pak permutace s7! o p o s fixuje bod b. Skuteéné,
plati b(s *opos) =(bs)pos =a(pocs) =as =0
Kazdé permutaci p € G, miZeme proto ptifadit jedno-
znaéné urdenou permutaci pW =s1c pose Gy. Do-
kazeme, Ze takto definované zobrazeni W j je izomorfis-
mus stabilizatora G, a G,. Nejdkive ukaZeme, Ze je zobra-
zeni W vzajemné jednoznadéné. Je-li pW = ¢W, pak
slopos=stoqos Odtud plyne so(stopo
oglogPd=s0(sTogos)osd, tj. p=gq. Pro kai-
dou permutaci r € G, existuje p € G, takové, zer = pW.
Je-li totiz t € G, pak br = b. Potom a(s o r 0 s71) = a,
tj. s or o s7! € G,. Pro permutaci p = s o r o s7! plati
pW =810opos=slo(soros?) os =r. Zobra-
zeni W je tedy opravdu vzajemné jednoznaéné.

Dale plati (pogqW =s1o(poglos=s1o (po
cgosloglos=(stopos)o(stoqos) =pWo
o qW, zobrazeni W proto zachovava operaci sklddéni.
Zachovava také neutralni prvek,nW =s 1 on os = n.
Nakonec (p)YW =s1oplos=(stopos)!=
= (pW)™1. Tim je dokazdno, e W je izomorfismus sta-
bilizatori G, a G,.

V piipadé tranzitni grupy G tedy vibec nezilezi na
tom, jaky prvek a € I zvolime, stabilizatory viech prvki
jsou izomorfni. UkdZeme jesté, jak je to s tranzitivitou
stabilizatoru.
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Tranzitivita stabilizatoru hedu. Je-li G k-tranzitivni
grupe permutaci (k > 2) na mnoZiné I, pak stabilizdtor
G, bodu a € I je (k — 1)-tranzitivni grupa permutaci na
mnoZiné I — {a}.

Dikaz je jednoduchy. Jsou-li ¢, ¢, ..., 4 a j,,
j ey Jry dvé posloupnostl ruznych prvku mnoziny.
1 —fa} doplnime je prvkem a na posloupnosti i,, i,,
o1y W = @& ]y, Ja, ..oy i, Jx = @ riznych prvka
I Grupa. G je k- tranzitivni na I existuje proto permu-
tace p € (7 takova, Ze i;p = j,prokaidél = 1,2, ..., k.
Specidlné tedy plati ap = i;p =j =a, tj., p€GC.
Existuje proto permutace p € @, kterd zobravu]e i, do 3,
pro véechna l =1, 2, ..., k— 1, grupa G, je opravdu
(k — 1)-tranzitivni na mnoziné I — {«}.

E. Mathieu zkoumal stabilizdtor prvku 12 v grupé
M,;. My si tento stabilizator oznaéime M,,. ProtoZe je
M,; 5-tranzitivni na mnoziné {1, 2, ..., 12}, je M,
4-tranzitivni na mnoziné {1, 2, .... 11}. Symbolem M,,
dile oznadime stabilizator bodu 24 v grupé M,,. Grupa
M,, je 4-tranzitivni na mnoziné {1, 2, 3, ..., 23}.

Nyni muZeme koneéné potadné zformulovat vétu
o existenci vicetranzitivnich grup, o které jsme se zmini-
li v odstaveci 4.8.

Kazda 4-tranzitivni permutaéni grupa je bud syme-
tricka grupa, nebo alternativni grupa, nebo jedna z Mat-
hieuovych grup M,;, M,,, M,;, M,,

Grupy M,, a M,, jsou 4-tranzitivni, a nejsou 5-tranzi-
tivni. KaZda 5-tranzitivni grupa permutaci je proto bud
symetrickd, nebo alternativni grupa, anebo jedna ze
dvou 5-tranzitivnich Mathieuovych grup — M,, a M,,.
A protoZe zadna z Mathieuovych grup nenf 6-tranzitivni,
jediné 6-tranzitivni grupy permutaci jsou symetrické
a alternativni grupy.
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Pfi feSeni hlavolamu jsme hledali postupy, které udé-
laji transpozici nebo trojeyklus, aniz bychom si byli
jisti, Ze takové postupy existuji. O jejich existenci se
ted muzZeme piesvédéit pomoci uvedeného vydtu 4-tran-
zitivnich grup permutaci. UkaZeme si to na jediném p#i-
kladu — na usich.

Celkem jednoduse se da ukazat, Ze grupa vsech Fesi-
telnych pozic na usich je 6-tranzitivni, udélali jsme to
ve cvideni 4.10. Nezbyva tedy jind mozZnost, nez Ze grupa
vsech Fesitelnych pozic je bud symetricka, nebo alterna-
tivni. Kaidy tah je lichy, nemuze to proto byt alterna-
tivni grupa, a musi to byt grupa symetrickd. Kaidou
pozici lze tedy sloZit, mimo jiné proto existuji postupy,
které udélaji transpozici nebo trojcyklus. Vime tedy,
Ze takové postupy existuji, zbyva je néjak najit.

Upliny seznam 4-tranzitivnich permutaénich grup je
diosledkem tzv. klasifikace koneényjch jednoduchijch grup,
aosazené pfed nékolika lety. NemiZeme se poustét do
vysvétlovani, co tato klasifikace Fikd. Omezime se pouze
na velice hrubou analogii. Kazdé slozené pfirozené éislo
je soudinem mensich prvodisel, prvoéislo uz jako soudin
néjakych mensich ¢&isel vyjadiit nemuzZeme. Prvodisla
jsou tedy jakési stavebni kameny, ze kterych nasobenim
dostaneme viechna ostatni pfirozena &isla. Také koneéné
grupy miZeme nasobit. Nasobeni grup je ale mnohem
slozitéjsi zalezitost neZ nasobeni ptirozenych é&isel.
Velice specidlni pfiklad soudinu dvou grup jsme si uka-
zali v minulém odstavei. Konedné jednoduché grupy
jsou podobné stavebni kameny, ze kterych muZeme
dostat kazdou koneénou grupu nasobenim, zadna jedno-
ducha grupa jako souéin dvou mensich grup uz vyjadrit
nejde. Podobné jako prvotisel, také koneénych jednodu-
chych grup je nekoneéné mnoho. Po¢itkem osmdesatych
let se podafilo dokonéit seznam viech téchto grup.
U vétsiny koneénych jednoduchych grup je jasné, kde
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se vzaly. Zbyva ale mald skupina 26 jednoduchych
grup, kterym se Fka sporadické, o nichZ se sice vi, Ze
existuji, pHéina jejich existence ale neni jasna. Prvnf{
sporadické grupy objevil privé E. Mathieu. Kromé &tyt
uz uvedenych to byla jesté pata grupa — stabilizator
bodu 23 v grupé M,, — kterd se oznaduje M,,. Sesta
sporadickd grupa byla objevena aZ po vice neZ sto
letech, a pak béhem necelych dvaceti let nisledovaly
daldf, a% se jejich seznam uzaviel na &sle 26. Zadné
jiné nikdo nenajde, neexistuji.

To je ale jenom &ast pozoruhodné historie Mat-
hieuovych grup. Kolem roku 1950 nasly zcela neéekanou
aplikaci v teorii samoopravnych kédiu, oblasti matema-
tiky, ktera tvof{ teoreticky zaklad bezchybného pienosu
informace, a umoznila soudasnou revoluci v pfenosu in-
formaci. Mathieuovy grupy tak dobfe ilustruji jednotli-
vé etapy vyvoje matematické teorie. Na podatku byly
zajimavé jen jako piekvapivé izolované piiklady. Po
dlouhé dobé byly logicky zafFazeny do rozsihlé matema-
tické teorie, ktera vznikla zéisti také ze snahy vysvét-
lit, kde se tyto piiklady vzaly, najit pfiklady podobné,
piipadné dokazat, 7e dalsi neexistuji. A praktickd apli-
kace, o které prvni matematik zaujaty zvlastnostf téchto
piikladit viibec nemél, a ani nemohl mit tuseni, se objevi-
la zcela nedekané. Kdo mél v roce 1860 ponéti o foto-
grafiich Saturnova prstence, pienosu televizniho signalu
prostiednictvim druZie, potitatich provadéjicich sta-
tisice operaci za sekundu nebo sondach odebirajicich
automaticky vzorky hornin z povrchu Mésice? Nie
z toho by bez samoopravnych kédi nebylo mozné.

172



Pata kapitola

ORIENTACE

5.1. Rubikova krychle zbyvajici nefefitelné pozice. Ve
tieti kapitole jsme uz odhalili fadu netesitelnych pozic
na kryebli, kazda pozice s lichou polohovou permutaci
je nefeditelnd. Mezi pozicemi se sudou polohovou per-
mutaci je stile jesté dost nefeditelnych. Jejich nefesi-
telnost je zpusobena orientacemi jednotlivych prvka,
ne uZz polohou. V tomto odstavei se nau¢ime poznivat
viechny zbyvajici nefesitelné pozice.

Tak jako jsme v pfedchozich dvou kapitolach zcela
zanedbavali orientace a zkoumali pouze polohu pohybli-
vych prvkt, budeme nyni studovat jenom orientace
a polohy si nebudeme vsimat. Pro vétsi nazornost si
k tomuto ugelu krychli nové obarvime. A protoZe bu-
deme zkoumat zvlast orientace hranovych kosti¢ek
a zvlast rohovych, budeme pouZivat dvé rizna obarveni.
Na obrazku 5.1.a je obarveni pro hranové prvky. Kazda
hranova kostitka mé jednu plosku bilou a druhou &er-
nou. Ruzné kostitky jsou obarvené stejné, nemuzZeme
je proto nijak rozliit. At je kterdkoliv z nich kdekoliv,
je na spravném misté. MuZeme rozliSovat pouze jejich
orientace. U rohovych prvki nemiZeme ani to, viechny
jsou celé bilé.

Obarveni 5.1.b budeme pouzivat p¥i studiu orientaci
rohovych prvka. Tady ma kaidy rohovy prvek jednu
plodku &ernou a dvé bilé, opét nemuZeme rozliSovat
Jejich polohy, pouze orientace. Hranové prvky jsou celé
bilé, vibec na nich nezilezi. Obé pozice na obrazku 5.1.
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Obr. 5.1

budeme povaZovat za spravné a popiseme viechny pozi-
ce, které z nich miuzeme dostat néjakym postupem.

Jednodussi to je u hranovych prvki, zaéneme tedy
obrizkem 5.1.a. Takto obarvena krychle ma dvé proti-
lehlé vrstvy éerné (podle barvy stiedového prvku), dalsi
dvé bilé, a zbyvajicim dvéma budeme fikat &ernobilé.
V libovolné pozici mizeme o kaZdém hranovém prvku
rozhodnout, ma-li spravnou orientaci nebo ne: pokud le-
Zi v derné vrstveé, musi byt v piislusné sténé ¢erna plos-
ka, lezi-li v bilé vrstvé, musi tam byt bilou ploskou. Na
obrazku 5.1.a jsou vSechny prvky spravné orientované.

Kolik spatné orientovanych prvkd mizeme néjakym
postupem z pozice 5.1.a dostat ¢ Napied zjistime, jak se
zméni polet Spatné orientovanych prvki, udélame-li
v néjaké porzici jeden tah. K obrazku 5.1.a si pfibereme
jeSté obrazek 5.2., na kterém jsou naopak vsechny
prvky se §patnou orientaci.

Oto¢ime nyni v obou pozicich éernou vrstvou. V pozici
5.1.a zustanou vSechny prvky i nadile se spriavnou
orientaci, v pozici 5.2. budou mit stdle orientaci $patnou.
Otodeni dernou vrstvou tedy neméni orientaci Zadného
prvku. Otoéime-li éernou vrstvou v libovolné pozici,
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Obr. 5.2

potet Spatné orientovanych prvki se nikdy nezmeéni.
Zcela stejné se ukaZe, Ze ani oto¢eni bilou vrstvou ne-
zméni podet Spatné orientovanych prvki. Prvky, které
jsou dob¥e orientované, ziistanou se sprivnou orientaci
1 nadale, prvky se §patnou orientaci ziistanou po tomto
otodeni Spatné orientované.

Jiné je to s &ernobilou vrstvou. Otolime-li touto
vrstvou v pozici 5.1.a, budou mit prvky v Cernobilé
vrstvé v nové pozici stejré orientace, jako maji prvky
v horni vrstvé v pozici 5.2. — viechny budou #patné
“orientované. Otoéime-li naopak &ernobilou vrstvou
v pozici 5.2. (0 90°), budou mit v nové pozici viechny
prvky stejnou orientaci jako prvky v horni vrstvé v po-
ziei 5.1.a, tentokrat budou dobfe orientované. To zna-
mena, e po ototeni ¢ernobilou vrstvou se zméni orien-
tace kazdého prvku v této vrstvé. Ty, co byly pivodné
dobfe, budou nyni §patné orientované, a ty, co byly
§patné, budou naopak orientované dobfe.

Pokud jsou tedy vSechny prvky v &ernobilé vrstvé
se spravnou orientaci, po jejim otoéeni{ budou 3patné
orientované. Potet §patné orientovanych prvki se tak
zvétsi o Styfi. Pokud jsou tii dobfe orientované a jeden
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Spatné, budou po otodeni tfi §patné a jeden dob¥e orien-
tovany, podet Spatné orientovanych prvkid se v tomto
pfipadé zvétsi o dva. Jsou-li dva dobfe a dva Spatné
orientované, bude tomu tak i po otoéeni, podet Spatné
orientovanych se tedy nezméni. V piipadé tii Spatné
orientovanych a jednoho dobfe se podet Spatné oriento-
vanych zmensi o dva, a koneéné v pfipadé viech dtyt
prvka se Spatnou orientaci se zmensi dokonce o ¢tyfi.
Ve vSech pfipadech se tak poéet Spatné orientovanych
prvki zméni, zvétsi, zustane stejny nebo zmensi, o sudé
¢islo.

Ototeni libovolnou vrstvou tedy podet §patné orien-
tovanych prvki bud nezméni, nebo zméni o sudé ¢islo.
Zadiname-li v pozici 5.1.a, ve které je 0 §patné oriento-
vanych prvka, zméni se tento podet kazdym tahem
vzdy zase na sudé &éislo. V kazdé pozici, kterou dostane-
me néjakym postupem z 5.1.a, musf byt podet Spatné
orientovanych prvki proto sudy, nikdy lichy.

A co to ma viechno spole¢ného s normalni Rubikovou
krychli ? Velice mnoho. Pojmenujeme si prosté jednotlivé
vrstvy a plosky ¢ernd a bila tak, aby to odpovidalo obraz-
ku 5.1.a. Na normalni krychli zvolime libovolné dvé
protilehlé vrstvy — tteba @ a d — a budeme jim fikat
terné (nebo jedté radéji dominantni, aby se to nepletlo
se skutetnymi barvami) a jinou dvojici protilehlych
vrstev, tieba ¢ a f, a tém budeme Fikat bilé (nebo rece-
sivni). Viem malym ploskdm na hranovych kosti¢kach
oznafenym @ nebo d budeme rovnéz fikat dominantni
a ploskdm ¢ a f pak recesivni. Zédny hranovy prvek
nemuize mit soulasné obé malé plosky dominantni nebo
soutasné recesivni, protoZe Zadné dvé sousedni vrstvy
nejsou dominantni nebo recesivni. Nékteré prvky — ty,
co majf jednu plosku oznatenou b nebo ¢ — maji pojme-
novanou zatim pouze jednu plosku. Té druhé budeme
fikat dominantni nebo recesivni tak, aby kaZdy prvek
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mél vidy jednu plosku recesivni a jednu dominantni —
obrazek 5.3.a.

Tim jsme si jednotlivé plosky oznatili stejné jako na
obrazku 5.1.a, a miZeme tak o kazdém hranovém prvku
rozhodnout, ma-li spravnou nebo Spatnou orientaci.
Na obrazku 5.3.b ma napi. prvek ac Spatnou orientaci,
protoZe je recesivni ploSkou v dominantn{ vrstvé. Rovnéz
prvek ab ma Spatnou orientaci, dominantni ploska je
v recesfvni vrstvé. Prvek df ma orientaci spravnou. Oba
prvky oznatené sipkami maji orientaci §patnou. Je-li né-
jaky prvek, dejme tomu ac, na spravném misté, pak ma
podle nasi definice spravnou orientaci, jestlize lezi do-
minantni plodkou, tj. @, v dominantni sténé, tj. také a.
To souhlasi 8 tim, jak mé byt orientovany v zdkladni
pozici. Nade definice spravné orientace néjakého prvku,
ktery je na spravném misté, odpovida pfesné tomu, jak
mé byt orientovany v zakladni pozici.

V prvni &asti odstavce jsme ukdazali, Ze néjakym po-
stupem muZeme ze zakladni pozice 5.1.a, a tedy také
z 5.3.a, dostat pouze pozice se sudym poltem S§patné
orientovanych prvki. Tim jsme ukazali nasledujici
pravidlo o orientacich hranovyjch prvka.

Obr. 5.3
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Vsechny pozice na Rubikové krychli, ve
kterych je lichy podet Spatné orientova-
nych hranovych prvki, jsou nefesitelné.

Pozice na obrazku 1.14.a je tedy opravdu netesitelna,
m4a pouze jeden Spatné orientovany prvek.

Dokéizeme pravidlo o orientacich hranovych prvkiu
jesté jednou, ponékud jinym zptsobem. Nejprve ohod-
notime obé mozné orientace hranového prvku é&isly.
Budeme fikat, Ze dpatné orientovany prvek ma orien-
taci 1 a dobfe orientovany prvek orientaci 0. Podet
Spatné orientovanych hranovych prvka se potom rovna
souétu orientaci viech téchto prvki.

Zménime-li orientaci néjakého hranového prvku ze
spravné na Spatnou, zméni se jeji hodnota z 0 (spravna)
na 1 (S8patnd). Znamena to vlastné, Ze jsme k orientaci
tohoto prvku pFiéetli ¢islo 1. Radi bychom si piedstavili
také opa¢nou zménu orientace — ze Spatné na spravnou
— jako pFigtenf 1. Spatna orientace 1 se tentokrat zméni
na dobrou 0. Nase pFi¢itani &fsla 1 musf mit proto
vlastnost 1 + 1 = 0. Nen{ to obyé&ejné séitanf &isel, a dii-
ve neZz budeme pokrafovat v jiném dukazu pravidla
o orientacich hranovych prvkda, zastavime se u tohoto
séitani podrobnéji.

Grupa Z,. Hranovy prvek muzZe mit dvé orientace —
spravnou 0 a Spatnou 1. Na mnoziné {0, 1} budeme de-
finovat skladani tak, aby mélo stejné vlastnosti jako
pravé zjisténé vlastnosti orientace hranovych prvki.
A protoZe ma toto skladani blizko ke séitani, budeme je
misto b&iného symbolu o oznafovat ®. Definujeme
060=0,120=001=1alol=0.

DokéZeme ted, Ze mnoZina {0, 1} spolu s operaci @ je
komutativni grupa. Budeme ji oznatovat Z,.
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Abychom ukazali, ze Z, je opravdu grupa, musime
ovéfit axiomy grupy. Pvek 0 je zfejmé neutralni prvek.
Ten je inverzni sam k sobé. Také prvek 1 je inverzni
sdm k sobé, nebof 1 @ 1 = 0. Ke kazdému prvku Z, tedy
existuje inverzni prvek. Dale musime ukazat rovnost
zo(y®z) = (x@y)®z pro libovolnou trojici prvki
z,y,z€{0,1}. Kazdy si snadno ovéff sim, Ze obé
strany se rovnaji 0, pokud je mezi z, y, z sudy podet
prvka 1, a Ze se obé strany rovnaji 1, pokud je mezi
z, y, 2 lichy potet prvka 1. MnoZina Z, spolu s operaci ®
je tedy opravdu grupa. Navic je to grupa komutativni,
operace ® ma vlastnost r®y = y ® r pro kaidé dva

prvky z, y.

Cvideni 5.1. Dokazte, Ze slozenf sudého podtu prvki 1
v grupé Z, se rovna 0 a sloZeni lichého poé¢tu prvka 1 se
rovné 1.

Cviceni 5.2. a) Dokazte, Ze grupa Z, je izomorfni gru-
pé T, kterou tvoii prvky {1, —1} spolu s operaci ni-
sobeni.

b) Dokazte, ze kaida grupa, kterd ma dva prvky, je
izomorfn{ grupé Z,.

Vratme se zpét k Rubikové krychli. MoZné orientace 0
a 1 hranovych prvki budeme nadale povaZovat za prvky
grupy Z,. Zménit orientaci hranového prvku znamena
pFidist k jeji hodnoté prvek 1 v grupé Z,. Spravna
orientace 0 se tak zménina Spatnou0 ® 1 = 1,a §patnd 1
piejde na spravnou 1 ® 1 = 0. Grupa Z, ma tedy piesné
ty vlastnosti, které maji mozné orientace hranovych
prvki, a budeme j{ proto Fikat také grupa orientaci
hranovyjch proka.

Uz dfive jsme ukazali, Ze jediné otodeni &ernobilou
vrstvou méni podet Spatné orientovanych prvka. Tento
polet se rovnd soudtu x, + x, + ... + x5, kde z; jsou
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orientace jednotlivych hranovych prvki. MiZeme pied-
pokladat, Ze tfeba z,, x,, =, a x, jsou orientace prvki
lezicich v é&ernobilé vrstvé, kterou otad¢ime. Protoze
ototeni ¢ernobilou vrstvou méni orientaci kazdého prvku
v této vrstvé, bude se podet §patné orientovanych prvki
po tomto otodeni rovnat souétu (v, ®'1) + (x,® 1) +
+ (@@l +(z4©1) + 25+ ... +x,,. Pokud byl
v pavodni pozici sudy podet §patné orientovanych prv-
ki, byl mezi orientacemi z,, x,, ..., z;, sudy poéet
jednotek. Ve vyrazu (z,@1) + (z,@ 1) 4+ (2,0 1) +
+ (x,®1) + x5 + ... + 2, se potom také vyskytuje
sudy pocet jednotek, pfidali jsme &tyfi. Abychom do-
stali skuteény poéet Spatné orientovanych prvka v nové
pozici, musime provést soudty v zavorkach (v grupé Z,).
Je-li néktera z orientaci z,, z,, £, a x,rovna 1, dostavame
z,@l =1®1 = 0. Seltenim takové dvojice potom
zmizi dvé jednotky v novém vyrazu, zistane jich
proto zase sudy polet. A protoZe v zdkladni pozici maji
viechny hranové prvky orientaci 0, muZeme dostat
néjakym postupem zase jenom pozice se sudym soudtem,
tj. se sudym podtem S§patné orientovanych hranovych
prvki. Tim jsme znovu dokazali pravidlo o orientacich
hranovych prvki.

Udélame jesté jeden maly kridek navic. Pro Fesitel-
nost pozice nenf dileZity konkrétni polet Spatné orien-
tovanych hranovych prvku, ale pouze jeho parita —
sudost & lichost. Orientace jednotlivych prvkua jsou
prvky grupy Z,, zkusme proto ve vyrazu z, + z; +
+ ... + z,, stitat nikoliv jako v grupé celych &isel
s operaci séitdni, jak jsme to délali dosud, nybrz opét
v grupé Z,. Zajim4. nas vlastné sloZeni{ z, 02,0 ... @
® Zy,.

Podle cviéeni 5.1, je tento soudet rovny 0, je-li mezi
orientacemi z,, z,, ..., z,, sudy podet jednotek, a je
revny 1, je-li tento polet lichy. Tim jsme kaZdé pozici
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na Rubikové krychli ptifadili jeden ze dvou prvka
grupy Z, — soudet orientaci viech hranovych prvki
v Z,. Pozice se sudym podtem Spatné orientovanych
hranovych prvki maji tento soutet rovny 0 a ty s lichym
podtem pak 1. Pravidlo o orientacich hranovych prvkd
muZeme vyjadfit také takto:

Je-li soudet orientaci hranovych prvka
v né)aké poz101 na Rubikové krychh
rovny 1 v grupé Z,, pak je tato poznce
nefesitelnd.

Druhy a ponékud abstraktnéjsf z obou ptistupi k ori-
entacim hranovych prvki nyni pouZijeme také na orien-
tace rohovych prvkji. Tentokrit budeme pouiivat
krychli obarvenou podle obrazku 5.1.b, pfipomeinme si,
Ze stfedovy prvek a viechny plosky na rohovych kostié¢-
kach v zadn{ sténé jsou také ¢erné. Takto obarvena kry-
chle ma dvé vrstvy &erné a &tyti bilé (podle stfedovych
prvki). KaZdy rohovy prvek miZe byt na libovolném
misté orientovany tfemi rdznymi zptsoby. Na obrazku
5.1.b jsou vSechny se spravnou orientaci — &erné plosky
jsou v &ernych vrstvach. Spravné orientované prvky
budou mit opét orientaci 0. Na obrazku 5.4.a vidime
rohové prvky se §patnou orientaci.

Oba prvky oznadené svislymi Sipkami jsou oproti
spravné orientaci pootodené o 120° doprava. Hodnota
orientace téchto prvkd bude 1. Dalsi dva rohové prvky
oznadené vodorovnymi Sipkami jsou vidi spravné orien-
taci pootodené o 120° vlevo. Orientace takto pootodenych
prvkid bude mit hodnotu 2. Nynf muZeme o kaidém
rohovém prvku rozhodnout, jakou ma orientaci. Napfi-
klad prvek v levém dolnim rohu na obriazku 5.4.a je
spravné, m4 orientaci 0. Prvek v pravém dolnim zadnfm
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Obr. 5.4

rohu ma &ernou plosku v bilé vrstvé, je orientovany
Spatné. Oproti sprivné orientaci je pootodeny o 120°
doleva, ma proto orientaci 2. Prvek v levém zadnim
hornim rohu je pooto&eny o 120° doprava, jeho orientace
se rovnd 1.

V pifipadé hranovych prvki tvofily moZné orientace
grupu Z, — grupu orientaci hranovych prvki. Také
u rohovych prvkia bychom radi nasli grupu, ktera by
odpovidala mozZnym orientacim téchto prvkia. Méme
tfi orientace, 0, 1, 2. Nyni budeme uvaZovat néjaky
rohovy prvek a pootodime jej v duchu o 120° vpravo
na stejném misté. Pokud mél piivodné spravnou orienta-
ci 0, bude potom pootodeny o 120° doprava a bude mit
orientaci 1. Pokud mél piavodné orientaci 1, bude pak
pootofeny o 240° vpravo, tj. o 120° vlevo, bude mit
tedy orientaci 2. Prvek s orientaci 2 bude mit po otogeni
orientaci sprivnou — 0. Chceme-li vyjadiit pootodeni
vpravo o 120° pfi¢tenim é&fsla 1 k pavodni orientaci,
tak, jak to vychéazf v prvnich dvou ptipadech, musi
mit hledand grupa orientaci rohovych prvkia vlastnost
2 4+ 1 = 0. Takova grupa skuteéné existuje.
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Grupa Z,. Na mnoiiné Z, = {0, 1, 2} definujeme ope-
raci sklddani takto: 000 =0, 00l =100=1,
092 =200 =2 (prvek 0 je tedy neutrilni), 151 =
=2 192=28®1=0,202=1 K prvku 1 je in-
verzni prvek 2, a k 2 je proto inverzni 1. Ke kaZdému
prvku Z, tak existuje prvek inverzni. Zbyvé, ovéfit
asociativitu, rovnost (z @ y) ® z = z ® (y @ z) pro kaidé
tfi prvky z, v, z € {0, 1, 2}. MiZeme to udélat tak, Ze pro-
bereme postupné vsech 3.3.3 = 27 moinych voleb
trojice &isel z, y, 2. Mnohem jednodussi je ale viimnout
si, Ze &fslo z @ y je vidy zbytek é&fsla z + y (normaln{
soudet celych ¢isel) pfi déleni ¢&islem 3. Oba vyrazy
(z®y)®zazo (yo® z)se proto rovnaji zbytku pfi deé-
lenf soudtu z + y + z &islem 3. Rovnost (z@y)oz =
=z o (y ® z) tedy plati a Z, je opravdu grupa. A pro-
toze plati x @ y = y ® z pro kazdé dva prvky Z,, je to
navic grupa komutativni.

Pootodime-li néjaky rohovy prvek o 120° vpravo,
dostaneme jeho novou orientaci tak, Ze k pivodni orien-
taci pti¢teme prvek 1 v grupé Z;. Pototit néjaky prvek
o 120° vlevo znamena totéZ ]ako poototit jej dvakrat
0 120° vpravo. Prvek s orientaci z bude mit tedy po oto-
genf o 120° vlevo orientaci (zeo 1)l =zo(1al) =
= z ® 2. Novou orientaci dostaneme tak, Ze k pivodni
orientaci pfidteme prvek 2 v grupé Z,. Grupa Z, tak
dobfe vystihuje vlastnosti orientace rohovych prvki,
budeme ji proto fikat grupa orientact rohovych prvki.

Kaidému rohovému prvku v kazdé pozici nyni umi-
me pfifadit néjaky prvek grupy Z,. Tak jako v pFipadé
hranovych prvku budeme zkoumat soudet z, ® z, ®
® ... ® Ty orientaci vSech rohovych prvka v grupé Z,
Jak se tento soulet zméni, udélime-li néjaky tah?
Jednoduché to je v piipadé otodeni &ernou vrstvou.
Podivejme se na pozici 5.4.b, kterou dostaneme z 5.4.a
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otolenim pfedni &erné vrstvy o 90° vpravo. LeZi-li néja-
ky prvek v této vrstvé ¢ernou ploskou (tj. ma orientaci 0
v pozici 5.4.a, jako tfeba prvek vlevo dole), bude v ni
touto ploskou lezet i po otodeni. Prvky se spravnou
orientacf 0 zistanou spravné orientované i nadale. Je-li
néjaky prvek v pozici 5.4.a pootodeny doprava (tj. ma
orientaci 1, jako t¥eba prvky vpravo dole a vpravo na-
hofe v pfedni vrstvé), bude pooto&eny doprava i nadile.
Stejné tak prvky s orientaci 2 (tfeba vlevo nahofe) budou
mit orientaci 2 i po uvedeném tahu. Otoéeni &ernou
vrstvou nezméni orientaci Zadného prvku, soudet
T, ®Z,® ... ®x, se tedy také nezméni, protoZe se ne-
zméni zddny z prvka z; grupy Z,.

&
74

. Obr. 5.5

Slozitéjsi je to v piipadé otodeni bilou vrstvou. Na
obrazku 5.5. vidime pozici, kterou dostaneme ze spravné
pozice 5.1.b po otodenf pravou bilou vrstvou. Vsechny
¢tyfi rohové prvky v této vrstvé mély piivodné spravnou
orientaci 0, nyni je jejich orientace zménéna. Prvek,
ktery byl pivodné dole v pfedni vrstvé, je v nové pozici
v predni vrstvé vpravo nahofe a ma orientaci 1 = 0 ® 1.
Pokud by mél pivodné orientaci z; bude jeho nové
orientace rovna z; ® 1. RovnézZ prvek, ktery byl puvodné
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vzandu nahofe a v nové pozici je vzadu dole, mé novou
orientaci 1, Pokud by jeho orientace byla z;, bude nova
orientace z; ® 1. Zbylé dva prvky v pravé bilé vrstvé
maji novou orientaci 2, k piivodni orientaci musfme ten-
tokrit pfidist v grupé Z, prvek 2, abychom dostali orien-
taci novou. Otadime-li pravou bilou vrstvou v libovolné
pozici, musime k piavodnim orientacim dvou prvka
v této vrstvé pFidist 1 a kde druhym dvéma 2, abychom
dostali orientace v nové pozici. Podobné ovétime, Ze se
stejné zménf orientace prvki i po otodenf ostatnimi bily-
mi vrstvami.

A jak se zmén{ soulet z, ®x,® ... ® 4 po otodenf
néjakou bflou vrstvou? Mazeme pfedpokladat, Ze orien-
tace prvku v této vrstvé jsou x,, x,, z; a z,. V nové po-
zici se bude soulet orientaci rohovych prvkia rovnat
(oo (z,022)0(x;,01)® (v, ® 2)oz;0 ... D 4.
Grupa Z, je komutativni, v uvedeném soudtu muzeme
jednotlivé prvky libovolné pferovnat, cely soudet se
proto rovna také (z, @ z,® ... 0 z) @ (1l @ 2) @ (1 ® 2).
V grupé Z, ale plati 1 ® 2 = 0, soudet orientaci v nové
pozici se proto rovna x, @z, ® ... ® &y, co je soudet
orientac{ v ptivodn{ pozici. Soudet orientaci viech roho-
vych prvku zustava tedy po kazdém tahu stejny, pfesto-
%e se orientace jednotlivych prvki mohou ménit. Kazdou
fesitelnou pozici dostaneme néjakym postupem z pozice
zdkladni, ve vSech feditelnych pozicich je proto soudet
orientaci rohovych prvki stejny jako v pozici zakladni.
V té jsou ale viechny prvky orientované spravné, maji
orientaci 0. Soudet orientaci viech rohovych prvki je
tedy v zakladnf pozici rovny 0. Stejny soudet 0 musf
byt proto v kaidé Fesitelné pozici. Pozice se souftem
orientaci rohovych prvkid rovnym 1 nebo 2 jsou proto
nefesitelné.

Nyni pfeneseme vysledky z pomocné krychle 5.1.b
na normaln{ krychli pouZitim stejné ivahy jako v pii-
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padé hranovych prvka. Zvolime dvé protilehlé vrstvy,
tieba a a d, a budeme jim tikat éerné — dominantni.
Zbyvajici vrstvy jsou bilé — recesivni. Kazdy rohovy
prvek m4 pravé jednu plosku oznadenou @ nebo d,
a témto ploskam budeme rovné% iikat dominantni.
Je-li rohovy prvek dominantni ploskou v dominantni
vrstvé, ma spravnou orientaci 0, je-li potoéeny doprava
(nebo doleva), ma orientaci 1 (nebo 2). Specidlné, je-li
néjaky prvek na spravném misté, ma orientaci O, pravé
kdyZ je spravné orientovany. Z poznatki o krychli
5.1.b plyne nasledujfci pravidlo o orientacich rohovych
prvki.

Je-li soudet orientaci rohovych prvkia
v néjaké pozici na Rubikové krychli
rizny od 0 (v grupé Z,), je pozice nefe-
Sitelna.

Odtud vyplyva nefesitelnost pozice na obrazku 1.14.b.
Véechny prvky aZ na jeden maji spravnou orientaci 0,
posledni ma orientaci 1. Souéet orientaci je tedy 1 # 0,
pozice je opravdu nefesitelna.

P#i dilkazech pravidel o orientacich hranovych a ro-
hovych prvki jsme museli vidy probirat fadu p¥ipadia
v zavislosti na tom, jak byly jednotlivé prvky oriento-
vané. Nyni dokazeme pravidlo o orientacich rohovych
prvku jedté jednou rafinovanéjsim zpisobem, ktery
budeme v daliim textu pouZivat i u ostatnich hradek.
Vezméme si krychli 5.1.b v libovolné pozici, tfeba v po-
zici na obrazku 5.6.

Na obrizku je Sipkami vyznaleny jeden tah — oto-
teni bilou vrstvou. Udélame-li tento tah &tykikrat
po sobé, vrati se krychle opét do pozice 5.6., viechny
prvky budou zase na puvodnich mistech a s pivodni
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orientaci. Ted budeme pfedpokladat, e orientace prvku
vpravo dole v predni vrstvé je z, € Z;. Po jednom tahu
bude orientace tohoto prvku z, @ ¢,, kde i, je néjaky
prvek grupy Z,. Udélame-li dali tah, bude mit prvek
orientaci (T, ® 1,) @ 1,, pki tfetim tahu pFicteme iy & pfi
stvrtém i,. Po &tyfech tazich bude tento prvek zpét

X3

X,

it |/
||y
. Obr. 5.0

X1

na pivodnim misté a s orientaci z,©1, ® 1, ® i, @ 1,.
Tato orientace se ale musi rovnat orientaci puvodni, tj.,
z,01, 01,01, ®1, =x,. SloZime nyni obé strany po-
slednf rovnosti s prvkem 27! € Z,. Dostaneme z7 '@ z, ®
@1, 012,01,0t, =z oz, tj., ,01,0i,01 =0.
Pfi jakékoliv definici spravnych orientaci na jednotli-
vych mistech musi platit ¢, @i, 94, @¢, = 0. (To je
v souladu s plivodnim pFistupem, kdy jsmé ukazali
i, =13 =1ai, =1 =2.).

Jak se zméni soudet orientaci x, @2, @ 2,0z, ® ; ®

® ... @z po jednom tahu? Bude se rovnat
(Z,01,)0 (2, 01,)C (T3€13) @ (2, 01,)0T;® ... ® Ty =
=L 05,0T,0%,@ ... CTy® (1), ® 1, ® iy ®1,).

Ukazali jsme uZ, Ze vyraz v zdvorce se rovna neutralni-
mu prvku 0 grupy Z,. Zadny tah tedy sotdet orientaci
nezménf, po libovolném postupu bude stejny jako na
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podatku, tj. 0. Resitelné pozice proto musi mit soudet
orientacf rohovych prvki rovny 0.

Viimnéte si, Ze pfi poslednim dikazu jsme nepouii-
vali téméf Zddné specidlni vlastnosti Rubikovy krychle.
Jediné, co jsme pouzili, byla skutednost, Ze pfi opakovani
stile jednoho tahu se vsechny prvky vritily poprvé
na pivodni mista také s pivodn{ orientaci. Jinymi slovy,
opakovanim stale jednoho tahu ze zdkladni pozice ne-
dostaneme nikdy néjaky prvek zpét na pivodni misto
se zménénou orientaci, vidy jenom zase s orientaci pu-
vodnfi. Takovou vlastnost maji téméF viechny ostatni
hry s orientaci. Proto také viechny hry, aspoii pokud jde
o orientaci, maji velmi podobné vlastnosti. Jedinou vy-
jimku tvoii koule.

5.2. Jak sloZit Rubikovu kryehli. Ve tfetf kapitole
a v prvnim odstavei této kapitoly jsme se nauédili pozna-
vat mnoho nefesitelnych pozic na Rubikové krychli.
Kazda pozice, jejiz polohovd permutace je lichd, je ne-
Fesitelna. Také vsechny pozice; ve kterych je soudet
orientac{ hranovych nebo rohovych prvka rizny od 0,
jsou nefesitelné. Nyni ukdZeme, Ze viechny ostatni po-
zice uZ Feditelné jsou. Tyto pozice musf mft nasledujicf
vlastnosti:

a) polohova permutace je suda,

b) soudet orientaci hranovych prvki je 0 (v grupé Z,),

c¢) soudet orientaci rohovych prvki je také 0 (v gru-
pé Z,).

Vezméme si tedy néjakou takovou pozici p. Ve &tvrté
kapitole jsme ukazali, Ze existuje postup, ktery tuto po-
zici pfevede do pozice q, ve které jsou vsechny prvky
na spravnych mistech. Soulet orientaci hranovych nebo
rohovych prvku se zadnym postupem nezménf{, bude se
proto rovnat 0 i v pozici q. Znamena to specidlné, Ze
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v pozici q je sudy podet §patné orientovanych hranovych
prvka.

Jak opravit orientace hranovych prvka? Pouiijeme
opét znamy trik s konjugovanim postupd. Nejdfive
najdeme néjaky postup, ktery v jedné vrstvé zménf
orientaci jediného hranového prvku, a viechny ostatni
prvky v této vrstvé ponechd na puvodnich mistech
a s puvodni orientaci. Budeme ménit orientaci prvku ab
ve vrstvé b, a jako obvykle zaéneme v zakladni pozici
5.7.a.

a /b /b /6 bl So,/6 /O
b 75 /5 /1€ % °
é-'éécc ' 0

alala]| ¢ e
410

(o] oo

cd Jb/6 /5 d /&6/5 /6
6,/6.5 /(¢ 66 ,/5,/]¢

2 écc % 0,/ /¢

a al| ¢ QQQGC

Obr. 5.7
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Nejdiive tahy CF~! prvek ab uvolnime a tahem 4 jej
odsuneme z vrstvy b. Dostaneme pozici 5.7.b. Nyni tahy
FC~' pfesuneme ab do dolni vrstvy a vriatime zbylé
prvky v b na puvodni mista. Pak tahem E~! piesuneme
ab zpét do vrstvy a — pozice 5.7.c. Dile tahy CF™}
znovu uvolnime prvek ab ve vrstvé a, tahy 44 ho pke-
suneme na sprivné misto se zménénou orientaci a tahy
FC~! vratime ostatni prvky z vrstvy b zpét na pavodni
mista. Dostali jsme tak pozici 5.7.d. Cely postup R =
= CF1AFCE-'\CF'AAFC™! tedy v horni vrstvé b
ototf hranovy prvek ab, a vSechny ostatni prvky b
necha na pivodnich mistech a s pivodni orientaci. Prvky
mimo vrstvu b se pfehazely, to uz ale umime spravit.

Pomoci postupu R najdeme jiny postup, ktery zmeén{
orientaci pouhych dvou hranovych prvkia. Tahem B
pfesuneme prvek bc na misto ab. Nyni inverzni postup
R~ vrati véechno mimo vrstvu b zpét na puvodni mfsta
a zméni orientaci prvku na misté ab, tj. prvku bc. Na-
konec tahem B™!' vriatime vsechny prvky vrstvy b
zpatky. Cely postup RBR™1B-! tedy udéla pozici na
obrazku 5.8.a. Zméni orientaci dvou hranovych prvku
na mistech ab a bc a vdechno ostatni zistane pa puvod-
nich mistech a s pivodni orientacf.

aQ /g /5 /& b)

S/ /6
66060 6,676 ,]¢
& /0/5 c écéccc
aqaccc alq}a| 1
alalalYc alalalYc
alalalé a alC

Obr. 5.8
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Konjugujeme-li inverznf postup R~! tahy BB, dostaneme
postup RBBR™1B-1B~1, Timto postupem udéldme pozici
na obrazku 5.8.b, hranové prvky ab, bd maji zménénou
orientaci. Pokud pottebujeme zménit orientaci néjakych
dvou prvki, které nelezi ve stejné vrstvé, najdeme néja-
ky pomocny postup, ktery tyto dva prvky presune do
jedné vrstvy, a timto postupem konjugujeme RBR™1B}
nebo RBBR'B 1B, Tak napiiklad prvky vyznatené
na obrizku 5.9.8 otodme postupem A(RBR™!'B1)A47,
prvky vyznadené na obrazku 5.9.b postupem

AC Y RBR1B~1)CA™1 nebo postupem
AD(RBBRB'B1)D"147},

a) b)
O o)

c) d)

Obr. 5.9
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Cvileni 5.3. Najdéte postupy, které otoéi prvky vy-
znadené na obrazku 5.9.¢ a 5.9.d, a viechny ostatnf
nechaji na pivodnich mistech a s pavodni orientaci.

Postupem RBR '8 1, piipadné postupy k nému kon-
jugovanymi, umime zménit orientaci vidy dvou hrano-
vych prvkt soudasné. Predpokladali jsme, Ze v pozici ¢
je sudy polet S8patné orientovanych hranovych prvku
(to je disledkem vlastnosti b) podateéni pozice p). Tento
pocet umime postupné snizovat vidy o dva prvky. Do-
staneme se tak nakonec do néjaké pozice r, ve které
jsou nejenom viechny prvky na spravnych mistech, ale
navic véechny hranové se spravnou orientaci.

Abychom dostali z pozice r pozici zakladni, musime
jesté umét ménit orientace rohovych prvka. Také tady
.nas konjugovani snadno dovede k cili. Jako vZdy udéla-
me napfed nejjednodussi moiné rohové otodeni v horni
vrstvé b — pootodime prvek abc doprava, a vsechno
ostatni ve vrstvé b zistane na misté. To je jednoduché,
nejdiive tahem C~! dostaneme abc do dolni vrstvy, po-
tom tahem E oddélime abc od ostatnich prvka vrstvy b
a tahem C vratime zbylé prvky b zpét na sva mista —
obrazek 5.10.a.

o /E/6 /b b B /5 /5
6/ 76 /¢ %5 /6 /1¢
Y7 ¢ ooaqc
ala ¢ ajafo | ¢
a a
(o]
Q

192



o /8/6/a d /8 /6 /c
6 /5 /6 /1b éééd
6éaqcc 6 ,/6 /01X
alalalYc aqch
aaac c1aac
Obr. 5.10

Nyni vriatime abc zpét do vrstvy b-postupem E-1C1EC
— obrazek 5.10.h. Cely postup $ = C'ECECEC
pootodi prvek abc doprava, a jinak neché vrstvu b
beze zmény. Zhyla ¢ést krychle se rozhaZe, to u% ale
umime napravit. Tahem B ptesuneme prvek bcd na
misto abc, pak inverznim postupem $-! vratime viechny
prvky mimo vrstvu b zpét na mista. Postup S~ navic
pootodf prvek na misté abc — tj. prvek bcd — doleva.
Pak tahem B~! umistime zpét prvky ve vrstvé b na pi-
vodnf mista. Postup SBS B! proto udéla pozici na ob-
razku 5.10.c, poototi abc doprava, bcd doleva, a jinak zé-
stane viechno na puvodnich mistech as pivodni orientaci.

Inverzni postup S™! pootadi abc doleva. Pokud by-
chom zahajili postupem S$-!, tj., udélali S'BSB7},
dostaneme pozici 5.10.d. Prvek abc je pootodeny doleva
a bcd doprava.

Cvilenf 5.4, Ovéfte, Ze misto postupu S miZeme pouzit
také postup C1ECAEA™'. Vysvétlete kazdy tah!

Zatim umime pootddet pouze dva sousedni rohové
prvky. Jiné dvojice rohovych prvki snadno pootodime
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pomoci konjugovani. Tak napiiklad prvky abc a bdf
pootodime postupem SBBS"1B~1B~! nebo postupem
DY (SBS'B™1)D, viz obrizek 5.11.a. Dva protilehlé
prvky abc a def (neviditelny na obrizku 5.11.b) oto¢ime
tieba postupem DD(SBS'B71)D~1D"! nebo
D~YSBBS1B'B1)D.

Q) /=755 by b/ /&
s /6 /5 /)¢ éééc
ééﬂacc 6,6 /24 1c
alalo 0] alalo CC
ala Crc oaacc
ala ¢ alalal®
Obr. 5.11

Naudili jsme se poototit libovolné dva rohové prvky,
jeden doleva a druhy doprava, tak, aby vSechno ostatni
zustalo na piavodnich mistech a s pavodni orientaci.
Nyni uz snadno dostaneme krychli z pozice r do pozice
zakladni. Zbyva opravit orientace rohovych prvki.
Pokud jsou néjaké spatné, musi byt Spatné aspon dva.
V opaéném piipadé by totiZ sedm rohovych prvki mélo
orientaci 0, a pouze jeden orientaci nenulovou, 1 nebo 2.
V kazdém piipadé by byl soudet orientaci rohovych
prvki rizny od neutralniho prvku 0 € Z,, a to by bylo
ve sporu s vlastnosti ¢) pozice r.

Vime tedy, Ze jsou aspon dva rohové prvky oriento-
vané Spatné. Vezmeme si dva takové rohové prvky
a vhodné konjugovanym postupem SBS-1B-! je pootodi-
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me tak, aby aspon jeden z nich byl po tomto postupu
dobfe orientovany. Takto sniZujeme podet Spatné orien-
tovanych rohovych prvki tak dlouho, aZ zustanou pouze
dva. ProtoZe je soulet orientaci stale 0, musi byt jeden
z nich pootodeny doprava a druhy doleva. Vhodné kon-
jugovanym postupem SBS-'B-! pak udélame sprivnou
orientaci u obou souéasné, krychle je sloZzena.

Tim jsme zcela vyjasnili, jaké pozice na Rubikové
krychli jsou fesitelné, a nasli postupy, jak je slozit.
Nepotiebovali jsme k tomu umét mnoho. Postupy P
a Q ze &tvrté kapitoly, postupy R, S z tohoto odstavce,
a hlavné dobfe pouiivat trik s konjugovanim. Neni
naprosto nutné znat postupy P, Q, R, S zpaméti, vysta-
¢ime s jakymikoliv postupy, které udélaji v horni vrstvé
totéz co P, Q, R nebo S. Takové postupy muzeme
vymyslet piimo p#i skladani, v podstaté stadi umét
z kazdé pozice slozit spravné jednu vrstvu. To je docela
jednoduché, kaidy to po néjaké dobé snadno zvlidne.
Zbytek uZ zavisi pouze na spravném pouZivani triku
s konjugovinim.

5.3. CtyFstén a dvanactistén. Polohova permutace kaz-
dé Fesitelné pozice musi byt u obou hratek suda jak na
rohovych, tak na hranovych prveich. V piedchozi kapi-
tole jsme se nauédili kazdou takovou pozici pievést do
pozice. ve které jsou vSechny prvky na sprivnych mi-
stech. Nvni si ujasnime, jak je to s orientacemi.

Nejdiive musime opét zvolit néjaky zpusob, jak
o kazdém prvku na kaidém misté rozhodnout, jakou
ma orientaci. Ctvistén ma &tyf vrstvy — a, b, ¢, d,
dvandctistén jich ma dvandct — a, b, ¢, d, e, f, g, h, i,
j» k, I. Na kaidém pohyblivém prvku zvolime opét
jednu plosku a prohlisime ji za dominantni. VyuZijeme
k tomu uspofadani pismen podle abecedy. Hranovy
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prvek ma dvé slozky a dominantni bude ta z nich, ktera
je oznadena pismenem, jez je v abecedé diive. Druha
ploska bude recesivni. Tak na prvku ab je ploska a
dominantni a b recesivni. Na prvku dg je d dominantni
atd. Podobné na rohovych prveich bude dominantni
vidy ploska oznadena pismenem, které je v abecedé
nejdfive. Na prvku abc je dominantni ploska a, na
prvku cdg je dominantni ¢ atd. (VSimnéte si, Ze po-
dobné jsme volili dominantni plosky-také na Rubikové
krychli, pouze uspofidani pismen bylo jiné nez v abece-
dé, pouzivali jsme uspotidani a, d, b, e, ¢, f.) i
Které hranové prvky budeme povazovat za sprivné
orientované, a které budou orientované spatné? Vy-
svétlime si to v pozici na &tyfFsténu na obrazku 5.12.

Obr. 5.12

Prvek ad je na misté ac. Dominantni ploska a je ve sté-
né a, ve které ma v zakladni pozici byt dominantni
plodka a prvku ac. Prvek ad budeme povaZovat za
spravné orientovany. Prvek ac je na misté ab, domi-
nantni plogka @ je ve sténé a, kde ma byt v zdikladni
pozici dominantni ploska a prvku ab. Také ac je dobie
orientovany. Prvek bc je Spatné orientovany, domi-
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nantni plodka b je ve sténé c, kde mé byt v zdkladni po-
zici recesivnf plo§ka prvku bc. Obecné miZeme defino-
vat, e néjaky hranovy prvek je orientovany dobfe,
je-li jeho dominantni ploska ve stejné sténé, ve které
mda byt dominantni ploska prvku na stejném misté
‘v zakladni pozici. Udélejte si nasledujicf evideni.

Cviteni 5.5. Rozhodnéte, které z ndsledujicich prvki
jsou orientované dobfe a které Spatné:

a) na dtyksténu 5.12. prvky ab, bd, cd, ,

b) na dvanéctisténu 5.13. prvky bk, cd, ad, bf, gh, ef.

Tak jako u krychle budeme oznalovat orientace hra-
novych prvka elementy grupy Z,, prvek mé orientaci 0,
je-li orientovany dobfe, a ma orientaci 1, je-li oriento-
vany Spatné. KaZdé pozici pak mizZeme pfitadit soudet
orientacf (v grupé Z,) viech hranovych prvka. Tak tfe-
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ba v pozici 5.12. jsou dva prvky, bc a cd, orientované
Spatné, ostatni &tyfi jsou orientované dobfe. Soudet
orientaci se rovnd 1®1©®0®0®0®0 = 0. Na &tyf-
sténu a dvanactisténu plati stejné pravidlo o orientacich
hranovych prvki jako na Rubikové krychli.

Kaida pozice na &tyfsténu nebo na
dvanactisténu s lichym podétem Spatné
orientovanych hranovych prvki je ne-
FeSitelna,

Pii dukazu pouiijeme metodu ze zavéru prvniho
odstavce. Zadneme ¢tyfsténem. Nechf jsou v néjaké
pozici orientace jednotlivych hranovych prvkt z,, 2,, x,,
x,, s, T4, & otodme vrstvou, ve které jsou tieba prvky
s orientacemi z,, =, a z,. Po tomto tahu budou mit
prvky v této vrstvé orientace z, ® i,, T, ® 1, Ty ® 14,
kde z,, ,, 1, jsou n&jaké prvky grupy Z,. Opakujeme-li
tento tah t¥ikrat, zménfi se orientace x, na x, ® ¢, ® ¢, ® 1.
Tento prvek mus{ mit ale po trojnasobném opakovan{
jednoho tahu stejnou pozici jako na podatku, tj., z, ®
®1 ®1, @1y = z,. Odtud plyne i, ® 7, ® 1, = 0. Soudet
orientaci viech hranovych prvka po jednom tahu bude
tedy

(X, 07)0 (X, 01%,) (X, @ 1,) OX, DTy © Xy =

=L, 0L, 0T, 0T, 0T; O L ® (1, ® 1, ® 1) =

=1,02,0T,0%,0T; 0T,

tj., bude stejny jako v pivodni pozici pred tahem. Zadny
tah tedy soufet nezménf a kazdd FeSitelnd pozice jej
musf mit stejny jako pozice zakladni, tedy 0. Podle
cvideni 5.1. musi byt proto v kazdé fesitelné pozici sudy
potet prvkiu s orientaci 1, neboli sudy podet Spatné
orientovanych hranovych prvku.
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Cvifeni 5.6. Dokazte pravidlo o orientacich hranovych
prvki na dvanactisténu — obrazek 5.14.b.

Obr. 5.14

Analogicky dokiZeme také pravidla o orientacich
rohovych prvki na étyfsténu a dvandctisténu. Stejné
jako u hranovych prvkid budeme definovat, kdy ma
rohovy prvek sprivnou orientaci. Rekneme, Ze rohovy
prvek je orientovany dobfe, ma orientaci 0, je-li domi-
nantni pologkou ve stejné sténé, ve které je dominantni
ploskou prvek na stejném misté v zakladni pozici. Je-li
prvek oproti spravné orientaci pooto¢eny o 120° vpravo,
pfifadime mu hodnotu orientace 1, a je-li poototeny
vlevo, bude mit hodnotu 2. Par piikladd definici osvétli.
Na obrazku 5.12: je prvek abd na misté abc. Dominant-
nf plogka a je ve sténé b, zatimco v zakladnf pozici ma
byt dominantni ploska prvku abc na stejném misté ve
sténé a. Prvek abd je tedy pootoéeny o 120° vpravo, md
orientaci 1. Vpravo dole na misté abd je prvek abc.
Dominantni ploskou g je ve sténé b, v zakladni poziei
ma byt dominantni ploska prvku abd na stejném misté
ve sténé a. Prvek abc je tedy pootodeny o 120° vlevo,
ma orientaci 2. Nahofe na misté acd je prvek acd. Domi-
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nantni ploskou a je ve sténé ¢, zatimeo v zakladni pozici
musf byt dominantni ploskou ve sténé a. Prvek acd je
tedy pootoleny vpravo. ma orientaci 1. Zbyva prvek
bcd. Ten je vlevo dole na misté bcd. Dominantni ploska b
je ve sténé b. Prvek bcd je spravné, ma orientaci 0.

Cviteni 5.7. Urdete hodnoty orientaci nasledujicich
prvki na dvandctisténu v pozici na obrazku 5.13.:

abc. cdg. deh, abf, gkl.

Kazdé pozici miZeme opét prifadit soudet (v grupé
Z,) orientaci vSech rohovych prvki. Tak jako ve viech
pfedchozich pfipadech muzeme ukazat, Ze se tento sou-
éet po Zadném tahu nezméni. U vsech Fesitelnych pozic
je proto stejny jako v pozici zakladni, tj. 0.

Kazida pozice na &tyfsténu nebo dva-
nactisténu, kterA ma soudet orientaci
rohovych prvka rizny od neutralniho
prvku grupy Z,, je nefesitelna.

Cviteni 5.8. Dokazite pravé uvedené pravidlo. Navod
je na obrdazku 5.15. Je pozice 5.12. Fesitelna ?

x3 X

Obr, 5.15
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Shriime dosavadni poznatky o &étyfsténu a dvanacti-
sténu. Ma-li byt pozice feSitelna, musi mit nasledujici
vlastnosti:

a) polohova permutace musi byt sud4 jak na hrano-
vych, tak na rohovych prveich,

b) podet Spatné orientovanych hranovych prvki musi
byt sudy,

¢) soudet orientaci rohovych prvki musi byt neutralni
prvek 0 grupy Z,.

Dokéazeme nyni, Ze kazda takové pozice opravdu Fesi-
telna je. Ve étvrté kapitole jsme si ukazali, jak poziei
spliiujici podminku a) ptevést do pozice, ve které jsou
vSechny prvky na spravném misté. Zbyva jesté spravné
orientovat jednotlivé hranové a rohové prvky.

Jednodussi to je u dvandctisténu. MiZeme pouiit
v podstaté stejné postupy jako na krychli. Postup
R =CF4FC D \CF1'414A'FC zméni orientaci
prvku ab ve vrstvé b, a jinak véechny prvky v této vrstvé
ponecha na puvodnich mistech a s pivodni orientaci.
(Vysvétleni postupu je doslova stejné jako v piipadé
krychle.) Postup RBR™1B~! pak zméni orientace prvki
ab a bc, a jinak nic nezméni. Konjugovanim tohoto
postupu ukaZeme, %e lze zménit orientace libovolné
dvojice hranovych prvkt na dvanactisténu tak, aby
vSechny ostatni rohové i hranové prvky zustaly na pi-
vodnich mistech a s pavodni orientaci. Postupnym
provadénim vhodné konjugovaného postupu RBR™B™!
opravime orientace vSech Spatné orientovanych hrano-
vych prvki (na podatku jich byl sudy podet!).

Stejné snadno opravime orientace rohovych prvku.
Postupem S = C1DCD-1C1DC pootodime ve vrstvé b
prvek abc vpravo, a jinak nic v této vrstvé nezménime.
Vysvétlenf postupu je opét doslova stejné jako v pfi-
padé krychle. Postup SBS-1B~! pak pootodi abc vpravo,
bch vlevo, a jinak ponechd viechny prvky na pivodnich
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mistech a s pivodni orientaci. Dal8im konjugovanim
postupu SBS'B3°! pootodime libovolné dva rohové
prvky, jeden vpravo a druhy vlevo. A protoZe soudet
orientaci rohovych prvka v pivodni pozici byl 0, opra-
vime takto postupné orientace viech rohovych prvki.
Na dvanactisténu umime tedy sloZit kazdou fesitelnou
pozici a dokazat nefesitelnost téch ostatnich.

Skladat étyfstén je obtiZnéjsi, kazidym tahem zméni-
me polohu vice neZ poloviny pohyblivych prvka.
Ve ¢tvrté kapitole jsme se naudili, jak dostat kaidy
prvek na spravné misto. Zbyva jesté viechny spravné
orientovat. Zadéneme hranovymi. V zakladni pozici
5.16.a chceme v horni vrstvé a zménit orientaci hrano-
vého prvku ab tak, aby zbyvajici dva hranové prvky
v této vrstvé, tj. ac a ad, zustaly na pivodnich mistech
a s puvodni orientaci, a aby rovnéi vsechny rohové
prvky v této vrstvé zistaly na pivodnich mistech. Orien-
tace rohovych prvki nas v této chvili nebude zajimat.

Jak tedy zménit orientaci prvku ab? Nejdfive si jej
odsuneme z vrstvy a tak, aby viechno ostatni v g zustalo
na pavodnich mistech. To uZ umime ze &tvrté kapitoly:
postup B'ACA ! ptesune ab na misto ¢cd — obrazek
5.16.b.

Obr. 5.16

Nyni musime vratit ab zpét do vrstvy a s opaénou orien-
taci. Udéldme to stejnym postupem, pouze zaménime
otodeni vrstvou c za otodeni d: udélime B4 'D'4. Cely

202



postup R = B 'ACA'BA1D 4 udéla pozici 5.16.c,
viechny prvky ve vrstvé a ziistaly na puvodnich mistech,
a z hranovych zménil orientaci pouze ab.

Dalsi ¢dst je uz rutinni. Postupem RAR™14 ! zménime
u hranovych prvka pouze orientace ab a ad, a viechny
rohové a hranové prvky zistanou na puvodnich mistech.

Cvienf 5.9. Ovéfte, Ze misto postupu R miZeme po-
uZit rovnéZ postup B 'ACADAB™.

Vhodné konjugovanym postupem RAR1A4"! pak mii-
zeme zménit orientace libovolnych dvou hranovych
prvkid, a dostaneme tak pozici, ve které jsou vsechny
prvky na spravnych mistech a hranové navic se spravnou
orientaci. Postupem RAR 147! jsme sice zménili také
orientace nékterych rohovych prvka (nikoliv polohut),
to nam ale v tuto chvili nevadi, protoZe jsme o jejich
orientaci dosud nic nepfedpokladali. Tu opravime aZ
nakoneec.

Musime to udélat tak, aby se spravna orientace hra-
novych prvki uZ nepokazila. Znamena to tentokrat najit
postup S, ktery v horni vrstvé zméni orientaci jediného
rohového prvku, tfeba acd, a vSechno ostatni nechd ve
vrstvé g na puvodnich mistech a s pivodni orientaci.
Zatneme opét v zakladnf pozici 5.16.a. Budeme se snaZit
o to, aby trojice prvku abc, ab a abd zlistivala stale po-
hromadé. Za¢neme tedy tahy B 1(')"1. Dostaneme po-
zici 5.17.a. Nyni tahem A ~! pfemistime prvek acd od ac
k ad, a pak vriatime vdechno zpét do vrstvy a tahy
C DB Cely. postup $ = B 'CD 14" 'C DB udéla
pozici 5.17.b, ve vrsty& a je viechno na piavodnich
mistech s puvodni orientaci, pouze prvek acd je pootoée-
ny doleva. Postupem $SA4S7'47! pootodime acd doleva
a abc doprava. MuZeme si vidy hornf vrstvu vybrat tak,
aby na mistech abc a acd byly dva Spatné orientované
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prvky. Postup S4S57'A4-!' pak opravi orientaci aspon
jednoho z nich. JelikoZ je soudet orientaci rohovych
prvkia 0 € Z,, dostaneme nakonec zakladni pozici. Umi-
me tedy uZ Fesit také Etyistén.

Obr. 5.17

5.4. DalSi kryehle: 2 » 2 x 2,4 x4 x 4,5 X 5 x 5
a'™ xn xn 2 x2x2 Zopakujme si dosavadni po-
znatky. V kazdé pozici miizeme krychli natodit tak, aby
prvek abf byl v levém hornim rohu ploskou a v pednf
sténé. Tento prvek povaZzujeme za pevny a polohu a ori-
entaci zbyvajicich sedmi prvkt posuzujeme vzhledem
k abf. Libovolny ze zbyvajicich sedmi pohyblivych prv-
ki miZeme piesunout na misto kazdého jiného, krychle
2 X 2 x 2 je tedy souvisla hra. Kazdy ze t¥ moZnych
zakladnjch tahd C, D, E udéla lichou permutaci — &ty#-
cyklus. Polohové permutace Fesitelnych pozic mohou
byt proto jak sudé, tak liché. Ve skutednosti kazdou
pozici maZeme pievést do pozice, ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech. Jde to udélat v podstaté
stejnymi postupy, jaké jsme pouZivali p¥i pfemistovan{
rohovych prvku na Rubikové krychli.

K zapisovani postupi budeme pouZivat znovu otodeni
vSemi vrstvami, nejenom témi, které neobsahujf zaklad-
nf prvek abf. A oznaéeni tahii bude zaviset na tom, jak
krychli driime, nikoliv na poloze prvku abf — ototeni
horni vrstvou bude B, otodeni prednf A, zadni D, dolni
E, pravou C a levou F.
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Jak udé&lat trojeyklus? Opét pouZijeme konjugovani,
a k tomu potiebujeme prohodit v horni vrstvé b dva
prvky, tieba abc a bcd, tak, aby bdf a abf zistaly na pt-
vodnim misté. To udélime snadno postupem P =
= C71DED. Dalsi uz je dobfe zndmé. Postup PBP1B~1
udélé trojeyklus na prveich abc, bdf, bcd a zbyvajici
prvky zustanou na puvodnich mistech a s puvodni
orientaci. Dale pouZijeme vysledku nasledujiciho cvi-
éeni.

Cvigeni 5.10. Dokazte, Ze libovolné t¥i pohyblivé prv-
ky miZeme néjakym postupem posunout na mista abc,

bdf a bcd.

V disledku tohoto cvi¢eni mizeme vhodnym konju-
govanim postupu PBP~1B-1 udélat libovolny trojeyklus,
a tim tedy pFevést kaidou pozici se sudou polohovou
permutaci do pozice, ve které jsou vdechny prvky na
spravnych mistech. A tim to umime z kazdé pozice. Je-li
na poéatku licha, stadi napted libovolnym tahem dostat
krychli do pozice sudé.

Z kazdé pozice na krychli 2 x 2 x 2
muZeme dostat pozici, ve které jsou
véechny prvky na spravnych mistech.

Zbyva je§té viechny prvky spravné orientovat. Tak
jako v pfipadé Rubikovy krychle zvolime barvy a a d
za dominantni a orientacim prvku pfifadime hodnoty
0, 1, 2 podle polohy jejich dominantnich plosek. Napro-
sto stejné jako u Rubikovy krychle dokazeme pravidlo
o orientacich prvki na krychli 2 x 2 x 2.

205



Je-li soudet orientaci viech pohyblivych
prvk@t v néjaké pozici na krvchli
2 x 2 x 2razny od neutralniho prvku
0 grupy Z,. je tato pozice nefesitelna.

Cvidenf 5.11. DokaZte pravé uvedené pravidlo.

a) b)

6 /6

8/6 /)¢
¢

ala| ¢ BB
alal® ..

Obr. 5.18

V Sestém odstavei této kapitoly dokiZeme Kiizovu
vétu, ktera popisuje mozné orientace prvkit na vsech
hlavolamech s orientaci uvedenych v této kniZce, spe-
cidlné také na krychli 2 < 2 x 2.

Vsechny pozice, ve ktervch je soutet orientaci rizny
od neutrilnifho prvku 0 € Z,. jsou tedy nefesitelné. Ty
zbyvajici sloZime postupem znamym uz z Rubikovy
krychle. Postup R = C1ECE 'C'EC pootoéi.prvek abc
vpravo, a viechno ostatni ve vrstvé b ziistane na ptivod-
nich mistech a s plivodni orientaci. Postup RBR-1B~!
pak pootodi abc vpravo, bcd vlevo. a jinak nic nezméni.
Vhodnym konjugovanim tohoto postupu pootoéime
prvky na libovolnych dvou mistech a tim slozime celou
krychli 2 x 2 x 2. '

4 x 4 x 4. Narozdil od krychle 2 x 2 x 2 je krychle
4 X 4 X 4 nesouvisld] ma tfi orbity. Jednu tvofi roho-
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vé prvky, druhou hranové a t¥etf sténové. Jinak ma ale
krychle 4 x 4 x 4 mnohem bliz ke krychli 2 x 2 x 2
nez k normilni Rubikové 3 x 3 x 3. Opét neexistuji
zadné pevné prvky, tak si znovu vybereme prvek abf,
ktery budeme povaZovat za pevny, a polohu a orientaci
viech ostatnich prvka budeme posuzovat vzhledem
k nému.

Na krychli 4 x 4 x 4 miZeme otadet krajnimi nebo
stfednimi vrstvami. Otoéeni krajni vrstvou udéla jeden
¢tyFevklus na rohovych a jeden na sténovych kosti¢kach,
zatimco na hranovych udéla &tyfeykly dva. Tento tah
je tedy sudy na hranové orbité a lichy na rohové a sté-
nové. Otodeni stfedni vrstvou udéld na sténovych prv-
cich dva étyfcykly a na hranovych jeden. Toto otodeni
je proto liché na hranové orbité a sudé na sténové a ro-
hové orbité.

Kaidy tah ma proto stejnou paritu na rohové a sté-
nové orbité. Libovolnd pozice, kterou dostaneme néja-
kym postupem z pozice zakladni (tj. FeSitelnd), musi mit
stejnou vlastnost. Nyni najdeme postupy, které kazdou
takovou pozici pfevedou do pozice, ve které jsou viechny
prvky na spravnych mistech. MizZeme pfedpokladat, Ze
pozice je sudid jak na rohové, tak na sténové orbité,
v piipadé potfeby otod¢ime libovolnou krajni vrstvou,
a ze je také sudd na hranové orbité. Pokud by byla lich4,
otodime stfedni vrstvou.

Oznadeni tahl je na obrazku 5.19. na dalsi strance.
Dva vyznadené hranové prvky prohodime v horni
vrstvé postupem Q = F,A,E,A7'ET'F;'. Viechny osta-
tni prvky v horni vrstvé zistanou na puvodnich mistech
a s puvodn{ orientaci. Pomoci Q uz znamym trikem udé-
lame trojcyklus na hranovych kosti¢kach v horni vrstvé
a dal§im konjugovanim libovolny hranovy trojcyklus.
Viechny hranové prvky tedy umime dostat na spravna
mista, aniZ bychom pohnuli prvky rohovymi nebo sté-
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novymi. Elementarni rohovou transpozici v horni vrstvé
udélame tfeba postupem P = A,D E,D7'ET'AT (pro-
hodime abc a bcd) a sténové prvky b, a b, prohodime
postupem S = F,A,E,A;'E;'F;'. 7 téchto postupi
dostaneme opét postupy, které udélaji libovolny rohovy
nebo sténovy trojcyklus. To uZ staéi k prevedeni kazdé
pozice do pozice, ve které jsou viechny prvky na sprav-
nych mistech. Postupujeme rychle, pro nikoho, kdo se
pFi &teni dostal az sem, by uz ale nemély existovat pti
skladani hlavolamu Zadna velké problémy.

A jak je to s orientacemi prvkid?! Prvek abc pooto-
¢me doprava starym znimym zpisobem: R =
= CT'E\C,ET'CTE O, Postup RBR 1B 1 pak pootodi
abc vpravo, bcd vlt‘vo o vicchno ostatni ponecha
beze zmény. A protoZe soudet orientaci rohovych prvki
musf byt v kazdé feditelné pozici rovny 0 € Z, (dokaie-
me to v Sestém odstavei — Kiizova véta), umimc spmv-
né orientovat viechny rohové prvky.

U sténovych prvka p¥i normilnim oznadeni stén bar-
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vami nemuiZeme rizné orientace rozlisit, zbyva tedy
orientovat hranové. Pokousime-li se najit postup, ktery
by udélal elementarni hranové otodeni v horni vrstve,
tfeba prvku ab vyznaleného na obrizku 5.19., zjistime,
e se stejny prvek vraci na stejné misto vidy se stejnou
orientaci, jakou mél pivodné. Jde vibec otodit prvek
ab tak, aby vSechno ostatni v horni vrstvé zistalo na
puvodnich mistech ?

Ne, a pro¢ to nejde, si vysvétlime pomoci obrazku
5.20. Na ném je orientadni systém pro hranové prvky
podobny systému z obrazku 5.1.a.

al b)
y Y
& >
(10 c
a

|
L]

Obr. 5.20

Pouze tahy 4,, D,, C, a F,, tj. otoleni pFedni, zadni,
pravou a levou vrstvou, neméni orientace Zadnych hra-
novych prvku. Zbyvajici tahy, otofeni horni a dolni
vistvou B, a E, a vSechna otodeni stfednimi vrstvami,
méni orientace vsech hranovych prvka, které v piislus-
nych vrstvach lezi. Kazdy prvek se tedy muZe objevit
na raznych mistech s riznou orientaci vzhledem k orien-
tatnimu systému 5.20.a. NemiZe se ale vyskytnout
rizné orientovany na stejném misté. Dokazeme to po-
mocf obrazku 5.20.b.

Na ném jsou kiizky vyznadena uréita mista pro hra-
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nové prvky. Jsou to viechna mista, jejichZ prvky na sebe
muzZeme prevadét, pouzivame-li pouze tahy 4,, D,, C,
a F,. Tyto tahy neméni orientace hranovych prvku.
Oznatenym mistim budeme Fikat mista typu X. Pokud
tedy pouZivime pouze tahy nemeénici orientaci hrano-
vych prvkil, mizeme pievést prvek z mista typu X
zase jenom na jiné misto typu X. KaZdy jiny tah, ktery
ménf orientace hranovych prvku, naopak prevadi prvky
z mista typu X na mista, ktera typ X nemajf, fikejme
jim tFeba mista typu Y. Orientaci néjakého hranového
prvku zménime pouze za cenu toho, Ze zménfme typ
mista, na kterém se nachazi, z X na Y, nebo naopak.
Ma-li byt néjaky prvek na podatku a na konci néjakého
postupu na stejném mfsté, musf byt poéet téchto zmén
nutné sudy. Kazdy hranovy prvek se proto musi vratit
na stejné misto vidy se stejnou orientaci. Hranové prvky
na krychli 4 x 4 x 4 Jsou bez orientace, pokud jsou na
spravném misté, maji v feditelné pozici nutné také
spravnou orientaci. Zadny postup, ktery by udélal ele-
mentirni hranové otofeni v jedné vrstvé, neexistuje,
a ani ho nepotfebujeme.

Kazdy, kdo si nékdy hral s krychli 4 x 4 x 4, ted asi
namitne pozici 5.21,

””

Obr. 5.21
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V ni jsou pouze dva $patné orientované hranové prvky.
jinak je vSechno spravné. A pfesto je tato pozice FeSi-
telna. Neni to ve sporu s tim, Ze hranové prvky mohou
byt na spravném misté pouze se spravnou orientaci?
Vtip je v tom, Ze oba prvky jsou obarvené stejné, takie
jsou na spravnych mistech pouze zdanlivé, ve skutetno-
sti jsou prohozené. Pokud se ndm je podati zaménit, zmé-
nf kazdy z nich typ mista, na kterém se nachazi, a tim
se také zméni jeho orientace na spravnou. V pozici na
obrazku 5.21. jsou tedy dva hranové prvky prohozené,
polohova permutace pozice je na hranové orbité licha.
Udélame napfed libovolny tah stfedni vrstvou, tieba C,.
Dostaneme tak pozici, jejiz polohovd permutace je
sudd na viech tfech orbitach, a pak uz pouZivame pouze
postupy uvedené dfive.

5 x b x 5. Umime-li sklddat Rubikovu krychli
3 x3 x 3 a krychli 4 x 4 x 4, slozime snadno také
krychli 5 x 5 x 5 na obrazku 5.22. To uZz ponechame
jako sloZitéjsi cvideni.

Najdéte viechny orbity, rozhodnéte, které prvky se
mohou objevit na stejném misté s ruznou orientaci, na-

V Z X 7728

211



jdéte postupy, které udélaji elementdrni transpozice na
jednotlivych orbitach, ptipadné elementarni otoceni,
pokud jsou mozZna. A pokud vam to ptijde dobfe, mi-
zete vvzkouset sily na krychli *» x n x n. Tady je du-
lezité rozlisit pfipady, kdy je n sudé a kdy liché.

*35.5. Matematiecky model hlavolamii s orientaci. Vén-
covy soufin grup. Ve tieti kapitole jsme sestrojili mate-
maticky model upinych her bez orientace. Riznym po-
zicim odpovidaly razné permutace na mnoZiné I po-
hyblivych prvkia. Kazdy tah udélal néjakou permutaci,
témto permutacim jsme ¥fikali generdtory. Postupnému
provadéni taht odpovidalo skladani permutaci-genera-
tori. Umét fesit hlavolam pak znamenalo popsat viech-
ny permutace, které mizeme dostat skladanim generi-
tort (tj. popsat Fesitelné pozice), a pro kazdou takovou
permutaci najit néjaké konkrétni vyjadfeni jako sloZeni
generatora (tj. najit postup, ktery kazdou Fesitelnou po-
zici slozi). Stejny model jsme pouzivali také pii zkouma-
ni polohy prvku u her s orientaci. Orientace ale nebyla
v tomto modelu nijak zachycena.

Nyni sestrojime model tplnych her s orientaci, ktery
bude obsahovat také viechny potfebné informace o ori-
entacich jednotlivych prvka.

Nazornéjsi bude zaéit s néjakou souvislou hrou s ori-
entaci. Takovou zname dosud pouze jednu — krychli
2 » 2 v 2. Jak miZeme zapsat polohu a orientaci viech
prvki v néjaké (FeSitelné nebo nefeSitelné) pozici p?
Polohu a orientaci posuzujeme vzhledem k prvku abf,
ktery povaZiujeme na pevny. Polohu zaznamenavat
umime. Je popsina permutaci p na mnoiiné ] =
= {abc, ace, aef, bcd, bdf, cde, def} viech pohyblivych
prvki. Zbyva néjak zachytit orientace. Vzhledem k ori-
entadnimu systému na obrazku 5.18.b m4& orientace
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kaZdého pohyblivého prvku hodnotu 0, 1 nebo 2 v grupé
Z,. Orientaci viech prvki popiSeme zobrazenim g:.I —
—~ Z,, které kazdému prvku ¢ € I pfifadi hodnotu jeho
orientace ig € Z,. Poloha a orientace vsech prvki v po-
zici p je tak zcela popsdna dvojici (p, g), kde p je per-
mutace na mnoZiné I a g je zobrazeni z mnoziny I do
grupy Z,. Tato dvojice pozici p tiplné popisuje, pro
jednoduchost budeme dvojici (p, g) s pozici p ztotoziio-
vat a psat p = (p, g). Prvek ¢ je na misté ip a ma orienta-
¢i ig vzhledem k orienta¢nimu systému 5.18.b. Zobrazem
g budeme nazyvat zobrazeni orientace.

Jakou dvojici je popsina zékladni pozice n? Kazdy
prvek  je na spravném misté, poloha prvki je popsana
identickou permutaci n na mnoziné I. Kazdy prvek mi
navic spravnou orientaci 0. Zobrazeni orientace, které
ka%dému prvku ¢ € I pfirazuje neutrilni prvek grupy
orientac{ (v tomto piipadé Z;), budeme vidy oznaéovat
pismenem o, {0 = 0. Zakladni pozice n je tedy popsana
dvojici (n, o).

Postupem P udélime ze zakladni pozice na krychli
2 x 2 x 2 néjakou pozici PU = p = (p, g). Jinym po-
stupem Q udélame pozici QU = q = (¢, #). Jakou po-
zici udélime sloZenym postupem PQ? Vezmeme libo-
volny prvek ¢ € I. Musime uréit, na jakém misté a s ja-
kou orientaci bude po provedeni postupu P Q ze zakladni
pozice. Poloha je jasna — postupem P pfejde z mista ¢
na misto ¢p a z tohoto mista déle postupem Q na misto
(3p)g = i(p o q). Zbyvé urdit funkci orientace v pozici
(P Q)U. Prvek i je po postupu P na misté ¢p s orientaci g.
Délame-li postup Q ze zakladni pozice, zménf se puvodm
orientace 0 prvku na misté ip ha orientaci (¢p)k v pozici
q. Tentokrat ale délime postup Q z pozice p, ve které
mé prvek na misté ¢p orientaci ig. Postnpem Q pfejde
tento prvek dile na misto i(p o ¢) a jeho pivodni orien-
tace ig se zméni na ¢g ® (¢p)h. Funkce orientace k v po-
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zici (PQ)U je proto popsana rovnosti tk = ig © (ip)h
(séitame v grupé Z,). Postupem P Q tedy udélame pozici
(p o g, k). Tuto pozici miZeme nazvat sloZenf pozic pa q
a oznaéime ji p o q. Definovali jsme tak sloZen{ libovol-
nych dvou pozic, které dostaneme ze zdkladni pozice
néjakymi postupy, tj. libovolnych dvou Feditelnych
pozic. Naprosto stejné muzeme ale skladat i nefeditelné
pozice.

Definice skladani pozie na krychli 2 x 2 x 2. Jsou-li
P =(p,9) a q = (g, k) dvé pozice, pak jejich sloZen{
P © q je pozice p o @ = (p © g, k), kde funkce orientace
k je definovana pfredpisem ¢k = ig ® (ip)h.

Polohové permutace pozic na hlavolamech spolu
s operacf sklddani permutaci tvofi grupu. UkaZeme nyni,
Ze také vSechny pozice na krychli 2 x 2 x 2 s pravé
definovanou operaci skladani pozic tvofi grupu.

Grupa pozie na kryechli 2 x 2 x 2, Musime ové&fit
axiémy grupy. Pokud jde o existenci neutrilnfho prvku,
méame o¢ividného kandidita — zakladni pozici n =

= (n,0). Plati (p, g) o(n, o) = (p om, k), kde ik =

=19 ® (ip)o = 19 ® 0 = ig. Protoze také pon = p,
plati (p, g) © (n, 0) = (p, ¢). Stejné spoditime (n, 0) o
o (pv g) =(no y l) =(p l)) kde il =i0® (1’n)g =
=00®1g =1g, tj. (n, o) c (p, ¢) = (p, g). Pozice n =
= (n, 0) je tedy skutetné neutralnf vzhledem k operaci
skladani.

Déle budeme hledat inverzni prvek k pozici (p, g).
Inverzni pozici k néjaké pozici p = (p, g), kterou udélé-
me néjakym postupem P, bychom méli udélat nejspis
inverznim postupem P~'. Jakou pozici tento postup
udéla? Polohova permutace je jasnd, je to inverzni
permutace p~* k permutaci p. Postup P premist{ prvek ¢
na misto § = ip a jeho nova orientace bude ig. Inverznf
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postup P! vrati prvek i z mista j = ¢p na misto 7 = jp!
a orientace bude spravna 0, tj. k orientaci g musime pf¥i-
&st (¢g)7! = ((jp~V)g) . Zkusme tedy jako kandidata
na inverzni prvek k pozici p = (p, g) pozici (p~}, k), kde
th = ((tp~V)g)"'. Potom plati (p, g) o (p™, B) =(pc
op~lk) = (n,k),kde ik = ig® (ip)h = ig ® (((ip)p~)g) "
=1g @ ((¢(p o p™V))g) ! = ig @ (¢g)~! = 0. Hodnota zo-
brazeni orientace k se proto vidy rovné, 0Oe Z,,tj.k =o.
Tim jsme dokéazali (p, g) o (p! = (n, o). Podobné
ukdZeme také (P k)o (p, g) (n 0), tj. (p7, h) je
opravdu inverzni poznce k pozici (p, g).

Zbyva ovéfit asociativitu skladani pozic. Zvolime tfi
libovolné pozice p = (p, 9). 9 = (¢, k) ar = (r, k). Mame
ukézat rovnost (poq)or=po(qor).Platipoq =

= (p o q, 1), kde il = ig ® (ip)h. Potom (poqlor =

=(poglyo(r,k)=((pogq)or, cﬁzzm:il@
@ (¢(p 0 9k = (tg ® (Zp)h) ® (i(p © q))k Nyni budeme
poditat p o (3 or) =(p,g)o(qgor,s), kde zobrazeni
orientace ¢ je definované pevnost{ ts = ih ® (¢g)k. Potom
(P, g)o(gor, ) =(polgor), t) a it =ige (ip)s =
=it @ ((sp)h ® (i(p 0 q))k). ProtoZe operace skladani
v grupé Z, je asociativni, plati ¢ = ¢m pro kazdé i € I.
A protoze také sklddani permutaci je asociativni, mame
rovnéi (pogq)or = po(qor). Tim jsme dokazali, Ze
opravdu plati (p 0 @) o r = p o (q o r). MnoZina vsech
pozic na krychli 2 X 2 x 2 spolu s operaci skladani
tvoff grupu. .

Pfi konstrukei grupy pozic na krychli 2 x 2 x 2 jsme
pouZivali dvé grupy — grupu vsech permutaci na mno-
Ziné I pohyblivych prvki a grupu orientaci, v tomto
ptipadé Z,. Zadné specialni vlastnosti téchto dvou grup
jsme nepotfebovali. Ve skuteénosti je konstrukce grupy
pozic na krychli 2 x 2 x 2 velice specidlnim pfipadem
obecné a duleZité konstrukce v teorii grup, véncového
soudinu grup.
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Definice véncového soufinu grup. Predpoklidejme, Ze
P = (P, ¢) je permutaéni grupa na néjaké mnoziné I
a G = (G, ®) libovolna grupa. Na mnoziné vSech dvojic
tvaru (p, g), kde p € P a g:I — @ je zobrazeni, definuje-
me operaci sklidani pfedpisem (p, g) o (¢, k) = (p 0 ¢, k)
zobrazeni k je definovano formuli ik = ig ® (zp)h Mnoizi-
nu vsech dvojic (p, ¢) spolu s pravé definovanou operaci
skladani budeme nazyvat véncovy soudin grup P a G
a oznatovat ji budeme P | G.

Véncovy soulin grup je grupa. To jsme vlastné doka-
zali uz pfed definici véncového soudinu. Pfi dikazu, Ze
mnoZina pozic na krychli 2 x 2 x 2 s operaci sklddan{
tvoli grupu, jsme nijak nevyuzivali specidlnich vlastno-
st{ grupy polohovych permutaci a grupy Z,, a cely du-
kaz muZeme doslova zopakovat i v pfipadé obecnych
grup P a G.

Grupa vSech moznych pozic na krychli
2 X 2 X 2serovna véncovému soudinu

S, [ Z,.

A ted zpatky k Rubikové krychli. Tady je situace
o néco malo komplikovanéjsi, protoZze grupy orientaci
prvki z raznych orbit jsou rizné — Z, u rohové orbity
a Z, u hranové. Jak,tedy popiSeme polohu a orientaci
viech prvka v néjaké pozici p? Zadtneme rohovymi
prvky. Jejich poloha je popsana permutacf p, na mnozi-
né J = {abc, abf, ace, aef, bcd, bdf, cde, def} viech roho-
vych prvki. Jejich orientace jsou stejné jako u krychle
2 X 2 X 2 popsiny zobrazenim orientace g,:J — Z,,
které kaidému rohovému prvku j € J pfifadi hodnotu
jeho orientace jg, € Z, vzhledem k né&jakému' pevné
zvolenému orientaénimu systému, naptiklad k tomu
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na obrazku 5.1.b. Poloha a orientace vSech rohovych
prvki v pozici p je tedy popsana dvojici (p,, ¢,).

Podobné popiseme také polohu a orientaci hranovych
prvki v pozici p. Poloha je uréena permutaci p, na mno-
ziné K = {ab, ac, ae, df, bc, bd, bf, cd, ce, de, df, ef } viech
hranovych prvki. KaZdy z nich ma dvé mozné orientace
0,1 € Z, a tato orientace je popsana zobrazenim orienta-
ce g,:K — Z,, které kazdému prvku k € K piifazuje
hodnotu jeho orientace kg, vzhledem k néjakému orien-
ta¢nimu systému, tfeba k tomu na obrazku 5.1.a. Poloha
a orientace viéech hranovych prvka je potom popséna
dvojici (p,, g,). Celd pozice p je jednoznaéné popsina
dvojici dvojic ((p,, §1), (P2, g2)). Pro jednoduchost bu-
deme tuto dvojici dvojic s pozici p ztotoZiiovat a psat
P = ((pl ’ gl)’ (Pe, 92))

Také pozice na Rubikové krychli miZeme pfirozenym
zpusobem sklddat. Udélame-li postupem P pozici PU =
= p = (P, ¢1), (P2, 9,) 8 postupem Q pozici QU =
= q = ({¢1, M), (g2, k), jakou pozici udéldme sloZzenym
postupem PQ? Zcela stejné jako v pfipadé krychle
2 X 2 x 2 ukiZeme, Ze postup P Q udéla pozici (PQ)U=
= ((p1 © q1, k), (P2 © @y, k2)), kde jk, = jg, @ (jp)hy
(s¢itdme v grupé Z,), a ik, = ig, ® (vp,)h, (tady séfta-
me v Z,). Tuto definici skladdni pozic na Rubikové
krychli miZzeme rozsifit i na nefesitelné pozice.

Definice skladani pozic na RubikovE krychli. Jsou-_li
P = (11, 91), (P2, 92)) 8 9 = (@1, 1), (G2, Do) .dVé pozi-
ce na Rubikové krychli, pak jejich sloZeni je pozice
Poq=(poq, k), (P.0q, k), kde jk, = jg,

® (jpi)hy a iky = igs ® (iPy)hs.

Podfvame-li se pouze na rohové &asti pozic, vidime,
Ze jejich sklddéni je zcela stejné jako skladani v grupé
S, | Z,, kter4 je véncovym soudinem symetrické grupy
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na mnoZiné J s grupou Z;. Podobné skladani hranovych
¢dsti pozic na Rubikové krychli je stejné jako skladani
ve véncovém souéinu Sy [ Z,. A vzpomeneme-li si na
definici obyé&ejného soudinu grup ze &tvrté kapitoly,
vidime, Ze sklddani pozic na Rubikové krychli je stejné
jako operace skldadini v soutinu grup (S, Z;) X
X (Sk | Z,). Vzhledem k tomu, Ze¢ mnoZina J méi osm
prvki a K dvanact, dostavame, %e:

MnoZina viech moZnych pozic na Ru-
bikové krychli spolu s operaci skldddni
pozic je grupa a rovna se soudinu grup

(Se f Z3) x (8, | Z,).

Matematicky model Rubikovy krychle pak vypada
nasledovné. V grupé viech moznych pozic (S, [ Z;) X
X (8,2 | Z,) zvolime pozice @ = AU, b = BU, ¢ = CU,
d =DU,e = EUa f = FU. Jsou to pozice, které udé-
lime jednotlivymi tahy. Umét fesit Rubikovu krychli
pak znameni popsat mnozinu v§ech pozic, které dosta-
neme sklddédnim prvki a, b, ¢, d, e, f, tj. popsat viechny
Feditelné pozice a pro kaZidou Ffeditelnou pozici p najit
néjaké jeji vyjadfeni jako sloZeni prvka a, b, c, d, e, f,
neboli najit postup P, kterym pozici p slozime. Oboji uz
umime.

Strudné jesté uvedeme grupy vsech moZnych pozic
na dalsich hlavolamech s orientaci, kterymi jsme se do-
sud zabyvali. Na &tyfsténu jsou dvé orbity, étyFprvkova
rohové a Sestiprvkova hranova. Grupa orientaci roho-
vych prvka je Z,, hranovych Z,.

Grupa vdéech moZnych pozic na &tyf-
sténu se rovna soudinu (§, | Z,) X

X (8¢ | Zs).
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Podobné popiseme grupu pozic na dvanactisténu.

Grupa vsech mo#nych pozic na dva-
nactisténu se rovna soudinu (S,, [ Z,) X

X (Sgo0 § Zy).

Na krychli 4 x 4 X 4 mohou mft riznou orientaci
rohové a hranové prvky, orientace sténovych prvki
zanedbavame. Rohovych prvki je osm a grupa jejich
orientaci je Z,, hranovych prvki je dvacet &tyFi a grupa
orientaci je Z,. Také sténovych prvku je tyfiadvacet.

Grupa véech mdinjah pozic na krychli
4 x 4 X 4serovna soudinu (S, | Z,) X
X (Sqq f Zy) X Sy

Pfipomenme jesté jedpou, Ze viemi moZnymi pozice-
mi na n&jakém hlavolamu rozumime vSechny pozice,
které muZeme udélat tak. Ze hratku rozebereme a zase
slozime. Patfi sem tedy i -pozice nefesitelné,

Grupy FeSitelnych pozie. Také vSechny fesitelné pozice
na kazdém iiplném hlavolamu tvofi spolu s operaci
skladéni grupu, podgrupu grupy vsech moinych pozic.
Resitelné pozice jsou ty, které muzeme udélat ze zaklad-
ni pozice néjakym postupem. Jsou-li tedy p a q dvé Fe-
Sitelné pozice. pak p = PU a q = QU pro néjaké po-
stupy P. Q. SloZzenym postupem PQ udélame pozici
P © q (tak je skladani pozic definované), pozice p o q je
proto také Fesitelna. Nulovym postupem N zdkladnf
pozici nezménime. udélaime jim tedy vlastné neutrainf
prvek grupy viech moZnych pozic. A protoZe postupy
PP a P7'P nic nezménime, hra ztstane v zakladnf
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pozici, plati, Ze pozice (PP 1)U = (P-1P)U je neutrilni
prvek grupy vSech moinych pozic. Oznaélme li (P YU =
= r, rovnaji se obé pozice (PP")U = p o ra (P~ lP)U =
= r o p neutralnimu prvku, r je proto inverzni prvek
k p. Tim jsme dokazali, Ze:

MnoZina v8ech Fesitelnych pozic na né-
jakém udplném hlavolamu spolu s ope-
raci skladani pozic je podgrupa grupy
vsech moinych pozic na tomto hlavo-
lamu.

*5.6. KfiZova vEta.Resitelné pozice na viech moznych
hlavolamech jsme charakterizovali na mnoha mistech
v ptedchozim textu. Vlastnosti polohovych permutaci
jsme zkoumali ve tfetf a &tvrté kapitole, orientace
v prvnich odstaveich této kapitoly. Tam jsme se také
zminili o KiiZové vété, ktera popisuje moiné orientace
prvki v fesitelnych pozicich. Nynf si pro zajimavost
tuto velmi péknou vétu uvedeme. Jejim autorem je
Igor KF#iz, byvaly dspésny ulastnik matematickych
olympiad a nyni posluchal matematicko-fyzikdlni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze.

Uvazujeme néjakou orbitu na tplném hlavolamu
s orientaci, jejiZ prvky se mchou na stejném misté vy-
skytovat s riznymi orientacemi. Budeme pfedpoklidat,
ze grupa @ orientaci prvku této orbity je komutativni.
Takovou vlastnost majf viechny hlavolamy v této knize,
grupa orientaci byla dosud vidy Z, nebo Z;. Dile
budeme ptedpokladat, ze opakovanim Zadného tahu
nemuZeme zménit orientaci néjakého prvku nasi orbity.
Jinak Feleno, opakujeme-li jeden tah tak dlouho, az se
néjaky prvek z nasi orbity vrati na pavodni misto, vrati
se tam hned poprvé také s pivodni orientaci. I tuto
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vlastnost maji véechny dosud zkoumané hlavolamy, na
#Z4dném nemiZeme zménit orientaci néjakého prvku
na stejném misté opakovanim pouze jednoho tahu. Nyni
zvolime na hlavolamu orientaéni systém v nasi vybrané
orbité tak, abychom mohli o kaidém prvku na kazdém
misté rozhodnout, jakou ma orientaci, a aby hodnota
orientace spravné orientovaného prvku na spravném
misté byla rovnéd neutralnimu prvku 0 grupy orientaci G.
Takové orientadni systémy jsme vidy volili.
A jak znf KiiZova véta?

Za uvedenych pfedpokladi mé soudet
orientacf vSech prvku dané orbity
v ka%dé fesitelné pozici hodnotu 0 € G.

Dikaz je celkem jednoduchy. Predpokladejme, Ze
hra je v néjaké pozici p. Vezmeme si jeden prvek j ve zvo-
lené orbité a budeme pFedpoklidat, Ze ma orientaci
z, € G. Nyni udélame néjaky tah. V grafu polohové
permutace, kterou tento tah udéla, lezi nami zvoleny
prvek j v néjakém cyklu délky k¥ > 1 — obrazek 5.23.
Dalsi prvky v tomto cyklu maji v pozici p orientace

Zy, Xy, .. ., 23 podle obrazku. U Sipek v grafu permutace
jsou zaznamenané prvky i,, %,, . . ., % grupy orientaci G.
X2 3 X% '

L PR Obr. 5.23
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Tyto prvky zachycuji, jak se zménf orientace jednotli-
vych prvka v tomto cyklu, udélame-li zvoleny tah.
Prvek s orientaci z, bude mit po tomto tahu orientaci
x, ® ¢,, prvek s orientaci x, bude mit novou orientaci
z, ® 1, atd.

Prvek j se dostane poprvé zpét na své puivodni misto,
opakujeme-li zvoleny tah k-krat po sobé. Pfitom se jeho
puvodni orientace méni postupné z z, na z, ®1,, pak
na z, ® i, ® 4, atd., aZ nakonec po k tazich bude mit
hodnotu z, ® ¢, ® 1, ® ... @ %;. Druhy piedpoklad ¥fika,
Ze se tato hodnota bude rovnat opét poéitedni orientaci
z,.Zrovnostiz, ®4,®1,® ... @1 = z, plyne 1, @1, ®
®...0% =0.

Se&teme-li nyni hodnoty orientaci véech prvki v cyklu
obsahujicim j po provedeni zvoleného tahu, dostaneme
(r,©%)® (2, ®1,) ® ... ® (2, ® 7). ProtoZe grupa G je
komutativni, miZeme jednotlivé prvky soudtu libovolné
prohézet, aniz by se vysledek zménil. Soudet orientaci

se proto rovnid také (r,02,0...0m)0 (1,15
®@...0%) =2,02,® .., @x;, nebot 7, 0i,®...0

® 4 = 0. Soudet orientaci prvku v jednom cyklu se
tedy provedenim zvoleného tahu nezméni. A protoze to
plati pro viechny cykly, nezmén{ se ani souéegorientaci
viech prvka v nasi orbité. Plati to také pro kazdy tah,
soudet orientaci viech prvka ve zvolené orbité je proto
stejny jako soudet orientaci vsech prvkia v pozici zé-
kladni. V ni je kaidy prvek na sprivném misté a se
spravnou orientaci. Podle toho, jak jsme zvolili orien-
taéni systém, ma jeho orientace v zakladni pozici hodno-
tu 0 € G. Soulet orientaci vech prvki nasdi orbity
v zakladni pozici je tedy 0, a takovy musi byt i v kazdé
FeSitelné pozici.

Z Ktiizovy véty tedy okamzité plynou vlastnosti orien-
taci prvku v fesitelnych pozicich na vsech dosud zkou-
manych hlavolamech.
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*5.7. Koule a kosa krychle. Jsou to posledni dva hlavo-
lamy v této kniZce, které jesté neumime Fesit.

Koule. Koule — obrazek 1.10. — neni o nic obtiZné&jsi
neZ ostatnf hlavolamy. Jeji teorie je ale ponékud kom-
plikovanéjii, a proto ji uvedeme aZ nyni. Na kouli je
thicet pohyblivych é&tveredkd. MiZeme si je rozdélit
do patnacti dvojic, kazdou dvojici tvoti vidy dva proti-
lehlé &tverce. Tyto dva &tverce maji v sobé stéle
stejnou polohu, v kazdé pozici jsou na dvou protilehlych
mistech. Zvolime-li v kaZdém z nich jeden roh tak, aby
jejich spojnice byla prumérem koule, Zidny postup
tuto vlastnost nezméni. Pokud se nam podafi jeden ze
étvercu pootodit doprava, pootodf se druhy automaticky
doleva. Dvojice protilehlych &tverci maji stejnou vlast-
nost jako dvojice plosek na hranovych kostitkach na Ru-
bikové krychli — jejich poloha a orientace jsou vza-
jemné propojené, jeden vié¢i druhému nemiZeme ani
posunout, ani otodit. Pii skladani koule je proto musfme
povaZovat za jeden prvek. Tim jsme podet pohyblivych
prvki zmensili na polovinu, na patnact. Kazdy je tvo-
feny dvojici protilehlych &tvere¢ki.

Pii obarveni podle obrazku 1.10. jsou nékteré prvky
nerozlifitelné, jsou obarvené stejné. Ve gpravné pozici
tak mohou byt na riznych mistech. Jako vidy zméni-
me oznadeni tak, aby mél kazdy prvek v zdkladni po-
zici jediné spravné misto a jedinou spravnou orientaci.
Zakladni pozice je na obriazku 5.24 na dal3i strance.
Pohyblivé prvky jsou oznalené ¢isly 1, 2, 3, ..., 15,
kaZdy z nich mé jednu dominantni plosku, ozna¢enou A4,
a druhou recesivni, kterou oznadime B. 34 je domi-
nantni ploska prvku 3, 11B je recesivni ploska prvku 11.
Na obrazku 5.24. je navic §ipkou oznaéené spravné misto
a orientace pro prvek 1, pfesnéji pro jeho dominantni
plosku 14. Poloha a orientace vsech ostatnich prvki je
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pak jednoznaéné uréena vzhledem k prvku 1.

Na kazdé plosce zvolime dale jeden fidici vrchol. U do-
minantnich plosek (ty jsou viechny aspon ¢iste¢né vidét
na obrazku 5.24.) to bude vrchol vpravo nahofe nad

Obhr. 5.25

oznadenim, tj. vpravo nahofe nad 14, 24, atd. Na rece-
sivnich ploskach zvolime ¥idici vrchol tak, aby spojnice
Fidicich vrchold obou protilehlych plosek tvotficich jeden
prvek byla pramér krychle. Ridici vreholy jsou na obraz-
cich oznadené teckami.

Jaké orientace muZe mit jeden prvek na stejném
misté? Vysvétlime to tfeba na prvku 3. MuZe byt tak
jako na obrazku 5.24., nebo pootoéeny o 90°, 180° nebo
270° vpravo. Tato rizna pootodeni tvofi grupu, stejné
jako ji tvorily rizné orientace hranovych nebo roho-
vych prvkit na Rubikové krychli. Tentokrat je to gru-

Pa Z,.

Grupa Z,. Na mnoziné Z, = {0, 1, 2, 3} definujeme
operaci sklddini takto: x ® y se rovnid zbytku ¢&isla
z + y (normalnf soudet) pii déleni éislem 4. Tak tfeba
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203 =1, 202 = 0 atd. Zcela stejné jako v ptipadé
grup Z, a Z, lze dokéazat, Ze mnoZina Z, s pravé defino-
vanou operaci tvoif grupu. Budeme ji oznadovat Z,.
Je to grupa komutativni. Viimnéte si, Ze soudet (tj. slo-
Zeni) dvou sudych nebo dvou lichych prvki v grupé Z,
je sudy, soulet lichého se sudym pak lichy. Tato vlast-
nost bude dile%ita.

Cvieni 5.12. Ovéfte, Ze Z, spliiuje axiémy grupy.

Prvek 3 miZe byt navic pfevrz;meny, recesfvni plodkou
3B na misté dominantni 34, jako na obrazku 5.25.

Obr. 5.24

Pfevriceny prvek muZe byt také pootodeny &tyFmi raz-
nymi zpusoby. Celkem je proto pro orientaci jednoho
prvku na stejném misté osm riznych moZnostf.

Jakou grupu téchto osm moznych orientaci tvoff?
Orientaci kaZdého prvku na sprivném misté popiSeme
dvojici (z, y). Cislo x udavi, je-li prvek pfevriceny nebo
ne. Je-li £ = 0, prvek pfevriaceny nenf, je dominantn{
ploskou tam, kde ma byt dominantni ploika také v za-
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kladni pozici. V opaéném piipadé bude x = 1. Druhé
tislo y uddva, jak je prvek pootoéeny. Tady musime
byt trochu opatrnéjsi. Oto¢ime-li jednu plosku doprava
o 90°, oto¢i se ploska protilehld také o 90°, ale dolevn.
Ototeni budeme proto posuzovat pouze podle domi-
nantnich plosek. Je-li ¥idici vrchol dominantni plosky
tam, kde ma byt Fidici vrchol plosky na stejném misté
v zakladni pozici, ma y hodnotu 0. Je-li dominantni
ploska oproti spravné orientaci otodena o 90° doprava,
ma y hodnotu 1. Je-li oto¢ena o 180° nebo 270° vpravo,
ma y hodnotu 2 nebo 3. Podle recesivnich plosek to pak
vychazi pfesné naopak. Cislo y ma hodnotu 0, 1, 2, 3,
je-li recesivni ploska pootofend o 0°, 90°, 180°, 270°
doleva. Prvek 3 na obrizku 5.25. ma tedy hodnotu
y = 1. Jeho celkova orientace je (1, 1), je pfevraceny
a recesfvni ploska je otolend o 90° vlevo (dominantni
pak musi byt ototend o 90° vpravo).

Vsimnéte si také, Ze dvojnasobnym prevricenim se
vrati dominantni ploska na pivodni misto. Cislo x
proto budeme povaZovat za prvek grupy Z,, ¢islo y pak
za prvek grupy Z,.

Dominantni plosky a Fidici vrcholy nyni vyuZijeme
pro uréeni hodnoty orientace prvku na libovolném misté,
tj. ke stanoveni orientaéniho systému na kouli. Je-li do-
minantni ploska néjakého prvku ¢ tam, kde ma byt
dominantni ploska prvku na stejném misté v zakladn{
pozici, bude x = 0. V opaéném piipadé bude x = 1.
Je-li navie dominantni ploska pootofena viéi ploSce na
stejném misté v zakladni pozici o 0°, 90°, 180° nebo
270° vpravo, bude hodnota y rovna 0, 1, 2, nebo 3. Choe-
me-li posuzovat orientaci podle recesivni plosky, musime
brat v ivahu otodeni vlevo. Kazdému prvku na kazdém
misté tak umime pfifadit jednoznaéné néjakou dvojici
(®,y) € Z, x Z,, kterd popisuje jeho orientaci. Pozici p
potom miiZzeme stejné jako u jinych hlavolami s orienta-
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ci popsat dvojici (p, g), kde p je polohova permutace
na mnoziné I ={1,2,3,...,15}ag je zobrazeni orien-
tace, které kazdému prvku ¢ ptifazuje jeho orientaci
tig € Z, X Z4 Budeme psit p = (p, g).

Jak se méni orientace prvku, udélame-li ne]a.ky po-
stup ? Vezmeme si zakladni pozici a v ni néjaky prvek <.
Ma spravnou orientaci (0, 0). Postupem P pfejde na
misto ¢p a jeho orientace bude tg = (z, y). Pokud by byl
prvek  na potatku pootodeny, mél orientaci (0, v), pak
jeho dominantni ploska bude viéi dominantni plosce
v prvnim pfipadé stile pootodena o v.90° vpravo. Po po-
stupu P se tedy pivodni orientace (0, v) prvku i ve dru-
hém piipadé zméni na (z, v ® y), séitdme v grupé Z,.
Zatim to vychazi podle otekavani. K ptekvapeni dojde,
jestliZe je prvek ¢ na polatku pteklopeny, ma orientaci
(1, v). Nyni se recesivni ploska prvku“: pohybuje po
stejné draze, po jaké se pohybovala dominantni ploska
stejného prvku v prvnim ptipadé, kdy jsme zadinali
v zakladni pozici. Tehdy se dominantni ploska pootoéila
o y.90° vpravo. Tentokrat se pootodi stejné recesivni
ploska — o y.90°. vpravo. Orientaci ale posuzujeme
podle dominantni plosky. ProtoZe se recesivni ploska
otodila o y.90° vpravo, musi se dominantni ploska oto¢it
o y.90° vlevo, tj. o (4 —y).90° vpravo. Jestlize se
v prvnim pfipadé prvek ¢ preklopil, tj. jestlize z = 1,
pak se preklopi také v poslednim pfipadé. Podatedni
orientace (1, v) prvku ¢ se tak zménina (1o z,v® (4 —
— ¥)). Orientace prvku ¢ proto neskladiame stejné jako
v soudinu Z, x Z,, sklidani je v tomto pfipadé jiné:

(0,v) o (z,9) = 02z, v0Y),
prvni soudet je v grupé Z,, druhy v Z,,
(1! ’L‘) o (I, ZI) = (1 ®@r,ve (4_y))y
také tady jsou oba souéty v Z, a Z,,
rozdil 4 — y je normélni rozdil celych &isel.
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Mnozina Z, x Z, s pravé definovanou operaci tvofi
grupu. Neutralni prvek je (0,0), k (0, y) je inverzni
(0, 4 —y), k (1, ) je inverzni (1, y). Trochu pracnéjsi je
ovéfit asociativitu, nechame to jako dalsi cvigeni. Tuto
grupu budeme oznatovat Z, ® Z,, abychom ji odlisili
od oby¢ejného soutinu Z, x Z,. Obé grupy jsou defino-
vané na stejnych mnozinach, operace skladani jsou ale
razné, Grupa Z, ® Z, se nazyva semidirekini (polop¥i-
my) soucin grup Z, a Z,. Je to specialni piipad dalsi
dilezité zakladni konstrukce v teorii grup — semidirekt-
niho soudinu dvou grup. Abychom odlisili operace skla-
dani v grupach Z, x Z, a Z,o Z,, budeme pouzivat
v Z,® Z, symbol ® misto ©.

Véimnéme si jesté toho, Ze grupa Z, ® Z, neni komu-
tativeé 18, 1) @ (1, 0) = (1, 1) a (1, 0) ® (0, 1) = (1, 3).
Koule je tak jedina hratka v této knize, na které je
grupa orientaci nekomutativni. Jednu vlastnost ma ale
skladani v grupé Z, @ Z, spoleénou se skladinim v gru-
pé Z, x Z,. Ve sloieni (u, v) ® (x, y) = (r, 8) miZeme
o parité &isel r, s rozhodnout pouze na zikladé znalosti
parity éisel u, x a v, y. Jsou-li obé &isla u, x suda nebo
obé licha, pak je také r = « @ z sudé. Je-li jedno sudé
a jedno liché, je r = u ® x liché. Cisla y a + — y jscu bud
obé suda, nebo obé licha. Jsou-li &isla v, y obé suda, nebo
obé lichd, pak také v, 4 — y jsou obé suda, nebo obé licha.
Prvek s je bud v @ y, nebo v ® (4 — y), v kaZdém pfi-
padé je proto sudy. Je-li jedno z &isel r, y sudé a druhé
liché, je s v kazdém piFipadé liché. Zadna tato vlastnost
také nezavisi na pofadi, v jakém prvky skladime,

Kazdou pozici p na kouli mizZeme tedy popsat dvojicf
P = (p, g), kde p je polohova permutace na mnoziné
I={1,223, ..., 15 ag:1 >2Z,%Z, je zobrazeni
orientace, Jednotlivé pozice muzeme pak skladat tak,
jak jsme se to nauéili v odstavei 5.5. Dostavame tak gru-
pu viech moznych pozic na kouli.
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Grupa vSech pozic na kouli se rovna
véncovému soutinu §,; [ (Z, @ Z,).

Poznamenejme, Ze v definici zobrazeni orientace sloZe-
né pozice p o q musime pouZivat sklddini v grupé
Z,0 Z, tj. o.

Nyni popiseme fesitelné pozice a najdeme postupy
jak je slozit. K popisu Fesitelnych pozic nemiZeme po-
uzft K¥iZovu vétu, grupa orientaci Z, ® Z, nenf komu-
tativni. Koule navic nespliiuje ani druhy pfedpoklad
KFHzovy véty. Opakujeme-li jeden tah Sestkrat, vratf se
viechny prvky v pfislusném pruhu zpét na pivodni
mista pfevracené, dominantni plosky budou na mistech
recesfvnich. Koule je tak jedina hra, na které miZeme
ménit orientaci prvku opakovanim jediného tahu. Po-
loha a orientace prvki spolu vizce souvisi. Resitelné po-
zice musime popsat jinak, bez pouziti KiZovy véty.

Probereme, jaké pozice udélaji jednotlivé tahy. Za¢ne-
me B a B
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Na obrazku a) je pozice po tahu B, na b) pak po inverz-
nim B!, Tah B udéld cyklus délky Sest na prveich
1, 2, 3, 4, 5, 6, ostatni zGstdvajf na misté. Orientace
viech prvki s vyjimkou 6 je stejna jako puvodni —
(0, 0). Prvek 6 je pievraceny, recesivni ploska 6B je
na misté dominantni 14. Recesivni ploska je pootodena
0 90° vlevo, dominantni 64 proto musi byt o 90° vpravo.
Orientace prvku 6 je (1, 1), Tah B tedy udéla pozici
P = (P, 9), polohova permutace je lichd a souéet orien-
taci vSech prvka v (grupé Z, e Z,) je (1, 1), obé &isla
v souétu jsou licha.

S tahem B™! je to stejné. Udéla Sesticyklus, a pouze
prvek 1 zmén{ orientaci. Recesivni ploska 1B je na misté
dominantni 64 a otofend o 90° vlevo. Dominantni ploska
14 je proto otodena o 90° vpravo, orientace prvku 1 je
tedy také (1, 1). Soulet orientaci vSech prvka v pozici,
kterou udéla tah B, je proto (1, 1), také tady jsou obé
¢isla licha.

Podobné je to s tahy 4 a 471,
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Tah A na obrazku a) udéla Sesticyklus a zméni orienta-
ci pouze prvku 15. Recesivni ploska 158 na dominant-
nim misté.je otolena o 90° vpravo, dominantni 154
proto musi byt vlevo. Prvek 15 ma orientaci (1, 3). Po-
zice je lichda a soudet orientaci vSech prvku je (1, 3),
obé ¢isla jsou zase lichd. Stejné to je s tahem A~ —
obrazek b). Tentokrat se méni orientace pouze u prvku 9
a je také (1, 3). Soulet orientaci viech prvki je (1, 3),
vSechno je zase liché,
A nakonec tahy C a C1,

Obr. 5.28

Oba tahy udélaji cyklus délky sest, kazdy méni orien-
taci dvou prvku. Na obrazku a) je pozice po tahu C,
zménénou orientaci maji prvky 6 a 11. Prvek 6 je pouze
pootodeny doleva, neni pfevraceny, ma orientaci (0, 3).
Recesivni ploska 11B je na misté dominantnf plosky
64, spravné otodena. Prvek 11 mé orientaci (1, 0).
Véechny zbyvajici prvky maji spravnou orientaci (0, 0).
Soudet orientaci viceh prvki zivisi na pofadi, v jakém
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je s¢itame, mize byt bud (0, 3) ® (1, 0) = (1, 3), nebo
(1,0)® (0, 3) = (1, 1). V kaZzdém piipadé jsou obé é&isla
v soudtu lich4, coZ je pro nds dileZité. Stejné je to po
tahu C~! — obrazek b). Zméni se orientace prvku 7
na (0,1) a prvku 6 na (1,0). Jejich soudet je bud
(0, 1) ® (1, 0) = (1, 1), nebo (1, 0)® (0, 1) = (1, 3), ob&
¢isla jsou vidy licha.

MiuZeme shrnout: kazdy tah udéla lichou permutaci
a soudet orientaci vSech prvkia v nové pozici (v grupé
Z,® Z, a v libovolném potadi) je néjaky prvek (r, 8) €
€ Z, x Z,, ve kterém jsou obé &isla r, s vidy liché.

Udélame nyni dva tahy, jeden udéld pozici p = (p, g)
a druhy q = (g, #). Jejich sloZeni proto udéla pozici
pogq=(pcgq,k), kde ik = ig ® (ip) h. Permutace p o
o ¢ bude suda, je slozenim dvou lichych. Jesté potie-
bujeme setist véechny orientace ik = ig ® (ip) b v néja-
kém poFadi. Mizeme to udélat tieba tak, Ze sedteme
napted vSechny orientace ig a pak vSechny orientace
(¢p) k. Souédet se tim zméni, protoze grupa Z, ® Z, neni
komutativni, nezméni se ale parita &isel ve vysledku
(z, y). Sedtenim viech orientaci ¢g dostaneme néjaky
prvek (r, ), obé &isla jsou lichd. Také sedétenim vSech
orientaci (¢p) b dostaneme néjaky prvek (u, v), ve kte-
rém jsou obé ¢isla u, v licha, séitame orientace viech
prvka v pozici q. Celkovy soulet orientaci prvki v po-
zici p o q je proto (r, 8) ® (u, v) = (z, y). Tento vysledek
zavisi na tom, v jakém potadi orientace ik séitame, ne-
zavisi na ném ale parita &isel z, y. V tomto ptipadé jsou
obé sudd. Udélame-li dva tahy, je ve vysledné pozici
véechno sudé — jak polohova permutace, tak obé &isla
v libovolném souétu orientaci viech prvkia. Po tfech
tazich bude vSechno liché, po &tyfech zase sudé. V kazdé
Fesitelné pozici musi byt proto bud vSechno sudé, nebo
viechno liché.
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Je-li v néjaké pozici p = (p,g) na
kouli polohovd permutace p lichd
a v souétu (r, s) orientaci ig viech
prvki ¢ (v grupé Z, e Z, a v libovol-
ném poradf) aspoii jedno z &fsel 7, s
sudé, nebo permutace p sudé a aspoit
jedno z ¢&isel r, ¢ liché, je pozice nekesi-
telnd.

A nakonec ukdZeme, jak pozice, ve kterych je viechno
sudé nebo viechno liché, dostat do zdkladni pozice 5.24.
MizZeme pfedpoklddat, Ze v pozici p = (p, g) je viechno
sudé, v opaéném piipadé stadi udélat jeden tah. Nej-
d¥ive dostaneme vSechny prvky na spravni mista. Tak
jako vidy se napfed pokusime udélat transpozici v jed-
nom pruhu, tfeba v A, tak, aby vSechno ostatni v 4
zistalo na pivodnich ‘mistech. To je jednoduché.
Postup P = BAB1A7'B prohodi v pruhu 4 prvky 3
a 13 a viechno ostatni v 4 nechd na misté. Postup
PAP14 proto udéla trojcyklus na prveich 3, 12, 13,
a jinak na kouli nic nezméni. Konjugovanim tohoto
postupu udélame kazdy trojeyklus a tim i kaZdou su-
dou permutaci. Dostaneme tak pozici q = (n, k), ve
které je polohova permutace identickd, vSechno je na
spravném misté.

V soultu orientaci vSech prvkia v pozici ¢ musi byt
proto obé ¢isla sudd. Specialné to znamena, Ze je v q sudy
podet pfevracenych prvki. Dva sousednf prvky 12 a 13
prevratime tfeba takto: postup (PAP1471) A~1 necha
mimo pruh 4 vSechno na misté, v pruhu 4 nechd na
misté prvky 12 a 13 a na zbyvajicich &tyfech udéld
dtyfcyklus. 3 bude na misté 9, 9 na misté 15, 15 na 14
a 14 na misté 3. Navic bude prvek 9 pfevraceny. Udé-
lame-li (PAP1471) A-! &tykikrit po sobé&, vrati se
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véechny prvky na puvodni mista a prvky 3, 9, 14 a 15
budou prevracené. Nyni Sestindsobnym opakovanim
tahu A prevratime vsechno v pruhu A, prvky 3, 9, 14
a 15 pak pFevracené nebudou, zato 12 a 13 ano. Konju-
govanim tohoto postupu prevratime libovolné dva
prvky a dostaneme tak nakoneec pozici r, ve které je
viechno na spravném misté a nepfevracené, pouze snad
Spatné otodené. Soudet viech otoéeni musi byt sudy.

A jak zménime otod¢eni? Postupem
Q = BBBA'A'A'CCCAAA otodime prvek 3 o 90°
vlevo, jinak vSechno ostatni v pruhu 4 zustane na pu-
vodnich mistech a s pivodn{ orientaci. Postup Q4Q 14!
otodi prvek 3 vlevo, 13 vpravo, a jinak nic nezmeéni.
Konjugovanim QA4 Q'A~! muZeme pootodit libovolné
dva prvky, jeden vlevo a druhy vpravo. JestliZe byl sou-
tet orientaci v pozici r rovny (0, 0), dostaneme tak na-
konec pozici zakladni. Jestlize byl (0, 2), dostaneme
pozici, ve které vSechny prvky aZ na jeden maji sprav-
nou orientaci (0, 0), ten posledni pak (0, 2).

Necht je to tfeba prvek 3. Udélame napted Sestkrat
tah B a potom Sestkrat A. Prvek 3 se vrati na plivodni
misto a se spravnou orientaci (0, 0). VSechny ostatni
prvky v pruzich B, A jsou pfevracené, je jich celkem 10.
Ty pPevritime zpét se spravnou orientaci postupnym
pouZivanim postupu na pievraceni, napifed v pruhu 4
a potom v pruhu B. Tolik o kouli.

Ka#da pozice na kouli, ve které je bud
viechno sudé, nebo viechno liché, je
Fesitelna.

Kosa krychle je maskovany ¢&tyfstén. Pokud neni
z obrizku 1.6. jasné, jaké se na kosé krychli daji délat
tahy, pak na daliim obrazku je jeden naznadeny.
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Krychle ma &tyfi dlouhé télesové dhloptitky a rovina
kolméa na nékterou z nich a prochazejici stfedem déli
krychli na dvé pfesné stejné poloviny. Tyto poloviny
lze viéi sobé pootacet o 120° nebo 240°.

>

Obr. 5.29

Obarveni, které ze étyfsténu déla kosou krychli, je na
obrazku 1.7. A proé¢ jsou obé hradky, aspon pokud jde
o fedend, stejné, si vysvétlime na obrazku 5.30.

Na krychli jsou vyznaéené ¢tyfi rohy. Kazdy tah mu-
Zeme povaZovat za otodeni tou polovinou, kterd obsa-
huje ve sttedu vyznadeny vrchol. Tyto rohy jsou potom
pevné, mohou se pootitet, nemohou ale ménit polohu.
Odpovidaji tak sténovym prvkim na &tyfsténu. Ctverce
ve stiedech stén na krychli potom odpovidaji hranovym
prvkim a neoznadené vrcholy na krychli rohovym
prvkim na &tyfsténu. Otodeni polovinou krychle, kterd
obsahuje néktery oznadeny roh ve stfedu, pak zméni
vzdjemnou polohu a orientaci prvkd na krychli zcela
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Obr. 5.30

stejné jako otofeni vrstvou d¢tyfsténu obsahujici pii-
slusny sténovy prvek. Na obou hra¢kach se prvky pro-
hazuji stejné, umime-li fesit jednu z nich, umime i dru-
hou.

Abychom uméli Fesit ¢tyfstén obarveny podle obrazku
1.7., musime se jeité naudit pootadet sténové prvky. Pk
normalnim obarveni to nebylo tfeba. Tady si pomuzeme
dalsim trikem. Dosud jsme povazovali sténové prvky na
étyFsténu za pevné a rohové a hranové za pohyblivé.
Za tah jsme povaZovali ototeni jednou vrstvou, kazdy
ménil polohu ti rohovych a tfi hranovych prvka.
Nyni zaménime roli sténovych a rohovych kosti¢ek.
Rohové budeme povazovat za pevné a sténové za po-
hyblivé. Za tah budeme povaZovat otodeni doplikem
vrstvy, tj. jednou rohovou, tfemi hranovymi a tfemi
sténovymi prvky mimo néjakou vrstvu. Sténové prvky
méni vadi nyni pevnym rohovym polohu zcela stejné,
jako pavodné ménily rohové viidi sténovym. Oznaéime si
rohové prvky pismeny a, b, ¢, d podle obrazku 5.31.

Sténové prvky pak miZeme zapsat seznamem rohi,
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d Obr. 5.31

které lez{ ve stejné vrstvé. Na obridzku vidime stdnové
prvky abd a bcd. Déle uz miZeme postupovat stejné jako
na normélné obarveném &tyfsténu. Pomocf néjakého
orientaéniho systému pro sténové prvky zjistime, Ze
v ka%dé fesitelné pozici musi byt soudet orientacf t&chto
prvku 0 (v grupé Z;, coi je grupa orientacf st&énovych
prvki). Postupem S = B-'CD'A-*C'BD™! (tahy in-
terpretujeme jako otodeni skupin prvku kolem rohi!)
pootodime sténovy prvek acd doleva, jinak viechny
ostatni prvky sousedici s rohovym a zastavaji na piivod-
nich mistech a s puvodni orientacf. Postup $S45141
potom otodf acd doleva a abc doprava, viechny ostatnf
sténové a hranové prvky zistivaji na phvodnich
mistech a s pivodni orientaci. A protoze v postupu
SAS 1A otdadime kaidym rohovym prvkem tolikrat
doleva, kolikrait doprava, nezménf se ani puvodnf
spravna orientace rohovych prvki.

**5.8. Typy pozic — Rubikova krychle a koule. Bude-
me ifkat, Ze dvé pozice na Rubikové krychli jsou
podobné, jestliZe jednu z druhé miZeme dostat n&jakym
postupem. Kazdé dvé fesitelné pozice p, q jsou podobné.
Pozmx p udéldme néjakym postupem P a pozici q postu-

m Q. Sloienym postupem P-1Q pak udéldme pozici
P 1 Q) U = (PU) o (QU = p! 0 q. Udéldme-li postup
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P~1Q v pozici p, dostaneme pozici p 0 (P2Q)U =p o
o(ptogq)=(pop?) oq=q.Zpozice p dostaneme
q postupem P! Q.

Naudime se ted uréovat typy pozic tak, aby dvé pozi-
ce mély stejny typ, pravé kdyZ jsou podobné. Vyjdeme
z popisu FeSitelnych pozic uvedeného v odstavei 5.2.
Resitelnd pozice p musi mit tyto vlastnosti:

a) polohova permutace musi byt sudd,

b) soudet orientaci hranovych prvki v grupé Z, musi
byt 0,

c) soudet orientaci rohovych prvka v grupé Z, musf
byt také 0.

Libovolné (i nefesitelné) pozici p nynf pfitadime tro-
jici &sel (r, s, t), kterou budeme nazyvat typ pozice p
a oznadovat pT, takto:

je-li p sudd pozice, pak r = 0, je-li licha, pak r = 1.
Cfsla 0, 1 budeme povaZovat za prvky grupy Z,;

8 je soulet orientaci hranovych prvki v pozici p
v grupé Z,,

¢ je soudet orientaci rohovych prvkii v pozici p v grupé

2

Platf tedy r,s € Z, a t € Z;. Je-li pozice p Fesitelna,
pak r =8=1 =0, tj. pT = (0,0,0). Tato vlastnost
fesitelné pozice charakterizuje, pokud.je p nefesitelna,
nespliiuje aspon jednu z podminek a), b), ¢), a aspon
jedno z &isel 7, s, ¢ Je proto rizné od 0.

Vezmeme si nynf dvé pozice p, qs typy pT = (r, s, 1)
a qT = (u, v, w). Jaky je typ sloZené pozice p o0 ¢ =
= (p o q, k)? Ozna&ime (p o q) T = (z, y, 2). Cislo z po-
pisuje paritu polohové permutace p o ¢. Ta je suda,
pravé kdyz jsou obé polohové permutace p, ¢ soudasné
sudé nebo soulasné liché, a je lichd, pravé kdyZ je
jedna z nich sudd a druhi licha. V kaZdém ptipadé
dostaneme é&islo x tak, Ze sedteme &isla r a u v grupé Z,:
zT=reu.
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Je-li orientace hranovych prvka v pozici p popsana
zobrazenim orientace ¢ a v pozici q zobrazenim &, pak
orientace hranovych prvki v pozici p o q je popsina
zobrazenim orientace k, které kaidému hranovému
prvku ¢ piifazuje hodnotu orientace ik = ig ® (ip) h.
Méme-li seéist vSechna é&isla ¢k, vyuZijeme toho, Ze je
grupa Z, komutativni. MaZeme to udélat také tak, Ze
se¢teme napied &isla ¢g a k jejich soudtu pak pfi¢teme
soudet vSech ¢&isel (¢p) k. Soudet &isel ig — orientaci viech
hranovych prvku v pozici p — se rovna s. V soudtu
éfsel (¢p) b stitame orientace vsech hranovych prvka
v pozici q, nebof permutace p je vzajemné jednoznaéné
zobrazeni. Jejich soulet je proto v. Soudet orientaci
vSech hranovych prvkd v pozici p o q je proto rovny
y=380®0. )

Podobné se dokaze také z =t ® w (v grupé Z,). Typ
pozice poqjeproto (poq) T =(rou, sev, tow).
Typ sloZené pozice p o q tak zavisi pouze na typech
pozic p a q, nikoliv na pozicich samotnych.

Na mnoZiné viech typu pozic miZeme proto piiroze-
nym zpusobem definovat operaci skladani. SloZeni typa
(r,s,t)a (u, v, w)je typ (r,s,t) o (u, v, w) = (rou, s
@ v, t ® w). Snadno se opét ovéii, Ze mnozina vsech
moznych typu s takto definovanou operaci skladani je
grupa. Tuto grupu budeme nazyvat grupa typu pozic
na Rubikové krychli. Ma dvanact prvku, pro éisla r, s
mame vidy dvé moznosti 0, 1, pro &islo ¢ pak tii moz-
nosti 0, 1, 2. Typ (0, 0, 0) je neutrdlni prvek a k typu
(r, s, t) je inverzni typ (r7%, s7%, t71). Vzpomeneme-li si
na definici soudinu grup, miZeme Fict, Ze grupa typu
pozic na Rubikové krychli se rovna sou¢inu Z, x Z, X
x Zy. A pravidlo o typu slozené pozice, které jsme pied
chvilkou odvodili, muZeme vyjadiit také takto: (p o
oq) T=pToqT.

Jaky je typ inverzni pozice p!? Protoie p o p! =
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=n a nT =(0,0,0), plati také (0,0,0) = nT =
=(pop ) T=pTo(p)T. Typ (p*) T je proto
inverznf k typu pT. Je-li pT = (r, 8, t), pak (p7)) T =
= (r71, 871, ¢7),

Nyni muZeme dokazat, Ze dvé pozice p, ¢ maji stejny
typ, pravé kdyZ muZeme jednu z druhé dostat néjakym
postupem. Je-li pT = qT = (r,8,t), pak (ptoq) T =
=P YHVToqT =(rYs Lt ) ol(rs t)=(0,0,0)
Pozice p* o q je proto fesitelnd. Existuje postup P,
ktery ji udéla, PU = p~' o0 q. Udélame-li postup P
v pozici p, dostaneme novou pozici p o (PU) =p o
o(ptoq)=(poploq=q.

Nechf naopak néjakym postupem R dostaneme z po-
zice p pozici q. Postup R udéld néjakou resitelnou
pozici r a plati por =gq. Potom q=(por) T =
=pTorT =pTo(0,0,0) = pT. Pozice p a q maji
proto stejny typ.

Zajimavai je také grupa typi pozic na kouli. Vlastnosti
pozice p jsme zjistovali pomoci trojice (p, r, s), kde p
byla polohovd permutace pozice p a (r, s) byl néjaky
soudet orientaci viech prvka v pozici p. Zajimala nds
pouze parita p, r, s. Pozice je FeSitelna, pravé kdyz je
bud véechno sudé, tj. jak permutace p, tak &fsla r, s,
anebo viechno liché, Takovym pozicim pfifadime typ
PT = (0, 0, 0). V nefesitelnych pozicich nema vsechno
stejnou paritu. Dva z prvki p, r, 8 maji paritu stejnou
a tfeti jinou. Typ pozice pak uréime podle toho, ktery
z prvka p, r, ¢ ma paritu riznou od druhych dvou.
Je-li v pozici p polohova permutace sudd a obé ¢isla r, s
jsou lichd, nebo permutace p lichd a obé ¢isla r, s suda,
bude typ p rovny pT = (1, 0, 0). Lisi-li se parita é&isla r
od parity pa s, pak pT = (0, 1, 0), a je-li parita s odlisnd
od p ar pak pT = (0, 0,1). Kazdd pozice mé jeden
z typi (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) a (0, 0, 1). Ozna&ime si
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(1,0,0) =a, (0,1,0) = b, (0,0,1) =¢ a (0,0,0) = 1.
Snadno se ovéfi. Ze je-li pT =a a qT = b, pak
(poq) T =c. Podobné v pfipadé pT = b a qT =c je
(poq) T =a, atd. Na mnoziné {1, a, b, ¢} typu pozic
definujeme operaci skladani takto: 1 ca =a o'l =a,
lob=bol=b loc=col =¢c,aca=bob=
=coc=1, aob=boa=c¢c, acc=coa=2»b
a nakonec b o ¢ = ¢ 0 b = a. Mnotina {1, a, b, ¢} s touto
operaci{ tvofi grupu, kterou oznad¢ime K. Plati, Ze typ
sloZené pozice p o q se rovna sloZeni typu pozic p, q
v grupé K. K je tak grupa typit pozic na kouli. Grupa K
senazyva Kleinova grupa na podest znamenitého némec-
kého matematika Felixe Kleina (1849—1925),
Podobné muZeme uréit grupy typu pozic i na daldich
hra&kach. Pro zajimavost uvedeme nékteré z nich uZ bez
dalsiho vysvétlovani. Na étyfsténu a dvanactisténu to je
grupa Z, x Z, x Z, x Z,, na krychli 2 x 2 x 2 to je
Z,. Na krychli 4 x 4 X 4 to je Z, x Z,, u patnactky
Z,. Grupa typu pozic na kosé krychlije Z, x Z, x Zy x
X Zs.

**5.9. Normalni podgrupy a faktorové grupy. Zpisob,
jakym jsme sestrojili v minulém odstavci grupu typt
pozic na Rubikové krychli a na kouli, je opét specialni
pfipad jedné zikladni konstrukce v teorii grup. Nasi
vypravu za tajemstvim Rubikovych kostek proto skon-
¢ime tam, kde teorie grup zadinda — definici normaln{
podgrupy a konstrukci faktorové grupy.

Podgrupa H grupy G se nazyva normdlni, jestliZe pro
kazdy prvek g € G a kaidy prvek k € H leif konjugo-
vany prvek g o h o g 1také v H.

Kaida podgrupa komutativni grupy je normalni,
platigohogt =gogloh =heH.

Alternativni grupa A; je normalni podgrupa symetric-

241



ké grupy §;, permutace g o b © g~! je suda, je-li b € A,.

Také grupa R fesitelnych pozic na Rubikové krychli je
normalni podgrupa grupy vsech moinych pozic P. Je-li
p reditelnd pozice, tj. pT = (0,0,0), a qT = (r, 5, 1),
pak(qopoq ) T=qTopTo(@Y) T =(rst)o
©(0,0,0)0 (r 1 s, t1) =(0,0,0). Pozice qo p o q!
je proto také Feditelna, lezi v R.

Obé nevlastni podgrupy {r} a G grupy G jsou také
normalni,

Kazda normalni podgrupa H grupy G urluje ]mou
grupu — faktorovou grupu G podle H, ktera se oznatuje
G/H. Faktorovou grupu G/H nyni sestrojime. Jako vidy
oznatime G a H mnoziny, na kterych j jsou grupy GaH
definované. Plati H C G.

Je-li z libovolny prvek grupy G, pak symbolem Hz
oznadime mnozinu véech prvkid mnoZiny G, které jsou
tvaru h o x, h € H. Stejnou véc jsme délali pfi dukazu
Lagrangeovy véty. Tak jako tehdy ted dokazeme, Ze
dvé mnoziny Hz a Hy jsou bud disjunktni, nebo se
rovnaji. Piedpoklidejme, Ze existuje prvek z € Hz
) Hy. Potom z = h; o z a z = h, © y pro néjaké prvky
hy, by, grupy H. Z rovnosti h, o x = h, o y plyne h; ' o
ohyocx=y a hohi'ohox=hoy pro kaidy
prvek k € H. Kazdy prvek h o y € Hy se tak rovna né-
jakému prvku h ¢ h;' c hy o x € Hz. Hy je proto pod-
mnozina Hzx. Zcela stejné se dokaze také Hx C Hy,
obé mnoziny Hxz a Hy se proto rovnaji. Cela mnozina G
se tak rozpadd do vzajemné disjunktnich mnozin Hz.
Témto mnoiinam Fikame rozkladové tiidy grupy G
podle podgrupy H. V ptipadé, Ze je H koneénd grupa,
jsou vSechny rozkladové t¥idy stejné velké; na tom byl
zaloien dukaz Lagrangeovy véty. Budeme také Ffikat,
Ze dva prvky ve stejné rozkladové t¥idé jsou podobné,
maji stejny typ.

UkéZeme nyni, ze typ (tj. rozkladova tt¥ida) sloZeni
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z oy zavisi pouze na typech (rozkladovych tkidach)
prvki z a y. Vezmeme néjaky prvek h, o z, ktery lezi
ve stejné rozkladové tFidé jako z, a néjaky prvek
hy o y ze stejné rozkladové ttidy jako y. Pro jejich slo-
Zeni plati:

(fyoz)o(hyoy)=h,ox0oh,0y =
=hozxohyo(xlox)oy=hoxoh,oxzlo
oyox=ho(xoh,ox)ozxoy =
= (hyo(xoh,oz™)) o (z o y).

Prvek z o h, c 7! lezi v podgrupé H, protoze je H nor-
malni. SloZeni k, o (z o hy 0 x7) také lezi v H. Prvky
zoya(h,oxoh,ox!) o (x0y) proto leZi ve stejné
rozkladové tiidé G podle H, maji stejny typ. Rozkladova
tiida, ve které lezi prvek x o y, tak zavisi pouze na tom,
v jakych rozkladovych tfidach lezi prvky x a y. Vybe-
reme-li misto x prvek h, o x ze stejné rozkladové tridy
jako = a misto y prvek k, o y ze stejné rozkladové tiidy
jako y, pak jejich sloZeni (b, cz)o (hyoy) = (h,cz O
o hy 0 271) O (z O y) lezi ve stejné rozkladové t¥idé jako
slozeni x o ¥.

Dvé rozkladové tiidy Hx a Hy muZeme proto sloZit,
ptifadit jim tiidu H(z o y). Pravé jsme si ukdzali, Ze
sloZeni libovolného prvku z Hz s libovolnym prvkem
z Hy lezi vidy v H(x ¢© y). Na mnoiiné G/H vsech roz-
kladovych tfid jsme tak definovali operaci skladanf,
a dokaZeme, %e G/H s touto operaci tvofi grupu.

a){HzxoHy)oHz=H(zxoy)oHz=H((xcy)cz)=
=H(xo(yoz))=HzoH(ycz)=Hzc (Hyc Hz),
skladani rozkladovych tiid je proto asociativni.

b) Je-li n neutrilni prvek G, pak Hn c Hx =
= H(n 0 z) = Hx a Hz 0 Hn = Hzx pro kaidou tfidu
Hz. Ttida Hn je proto neutrilni vzhledem k operaci
skladéni t¥id.
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¢) HzoHz ' = H@xozxz!) = Hn a také Hz'o
o Hxr = H(z™* o ) = Hn, tiida Hx™! je proto inverznf
k Hz, tj. (Hz)™! = Hx™ .

MnoZina viech rozkladovych t¥id spolu s operaci skla-
dan{ t¥d tak tvoii opravdu grupu. Tato grupa je slibend
faktorovd grupa G podle H.

Zavérem muzeme také presne definovat, co jsou to
jednoduché grupy, o kterych jsme se zminili v odstavei
3.17. Grupa G je jednoduchd, jestlize kromé nevlastnich
podgrup neobsahuje Zidnou jinou normélni podgrupu.

Prvnim matematikem, ktery systematicky pouZival
pojmy, jako jednoduché grupa, normalni podgrupa,
faktorova grupa, byl pravé E. Galois. Zminili jsme se
o ném uz v dvodu prvni kapitoly. Od ného se datuji
podatky rozvoje teorie grup. V souasnosti jsou grupy
pouzivany snad ve viech oblastech matematiky. Teorie
grup je, velmi zhruba Fedeno, nauka o symetriich. O sy-
metriich téles, prostori, umisténi pfedmétd v prostoru,
o symetriich fyzikalnich zdkoni, matematickych iiloh
atd. Prvni a éasto nejduleZitéjsi krok pfi Feseni néjaké
tlohy spodiva pravé ve vyjasnéni jejfch symetrif, Také
my )sme se snaZili vidy objasnit, jaké vlastnosti jsou
spole¢né viem fFeditelnym pozicim na hlavolamech, jak
moc jsou FeSitelné pozice symetrické.

A tim kondf nas vylet za tajemstvim Rubikovych
kostek. Nauéili jsme se zapisovat polohu prvki na hlavo-
lamech, kreslit grafy pozic, rozliSovat orientace prvkua
a poznavat nefeSitelné pozice. Trik s konjugovanim
nam umoznil pomérné snadno hlavolamy- fesit. Sezna-
mili jsme se také s nékolika zakladnimi pojmy teorie
grup. A snad jste také ziskali trochu ctu k matemati-
kim, ktefi uz vice ne% sto padesat let pfed Rubikem
znali véechno potfebné k tomu, aby snadno zvladli véci
zdanlivé tak nezvlddnutelné, jako jsou Rubikovy kostky.
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