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Чехословацкий математический журнал, т. 3 (78) 1953 

СВОЙСТВА УПЛОТНЕНИЯ ЦАССЕНХАУЗА 

ЛІОДВИК Я Ж Ж , (Ludvík Janoš), Прага. 

(Поступило в редакцию 18/ѴІ 1952 г.) 

В настоящей работе изучается поведение уплотнения Цассенхау-
за в структурах. Статья разделена на три части. В первой части 
исследуется необходимое и достаточное условие для того, чтобы 
построение Цассенхауза в модулярной структуре не привело к соб
ственному уплотнению двух данных цепей между двумя элементами 
а > b структуры. Во второй части изучаются свойства уплотнения 
Цассенхауза в структурах; наконец, третья часть содержит иссле
дование, аналогичное проведенному в первой части, для нормальных 
цепей в группах с композиционным рядом. 

ПОНЯТИЯ, ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Понятие структуры, модулярной структуры, аксиоматика структуры 
и прочие необходимые понятия разбираются в цитированной литературе. 

Отношение частичного упорядочения структуры мы обозначим символом 
< ; соединение и пересечение элементов a, ò в структуре обозначим соответ
ственно через а V 6 и а д b. 

Мы будем писать а < b тогда и только тогда, если одновременно имеет 
место а < 6; а Ф b. 

Квоциентом a|b мы будем обозначать множество всех таких x, для кото
рых имеет место b < x < а. 

Мы будем писать a|b ^ c|d тогда и только тогда, если 
d 

а = b V с; d = b д с , 

кде V и д означают соответственно соединение и пересечение. 
Отношение a|b r^ c|d мы читаем так: квоциент a|b вниз прямо гшдабен 

d 

квоциенту c|d. 
Мы будем писать a/b ̂ y cd тогда и только тогда, если существует квоциент 

u|v так, что имеет место a|b ~ u|v ~ c/d, где u|v ~ c/d означает c|d ~. u|v. 
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. Отношение a|b r^ c/d мы читаем так: квоциенты a/6, c|d снизу просто 
i 

подобны. 
Дуальным образом мы определим верхнее простое подобие 

j d 

alb ^ c|d <=> alb ~ u|v ~ c/d . 
d 

Цепью между а, 6 является конечная система элементов аг-, для которых 
имеет место 

а = а0 > аг > а2 > . . . > ап = b . 
Иноґда мы будем записывать такую цепь сокращенно: 

К-}, i =0, 1,2, ...,n. 

Цепь {Xi) является уплотнением цепи { a J тогда и только тогда, если 
цепь { a J представляет часть цепи {#J . Это мы записываем в виде 
{aJ £ {xJ. 

Если { a J является собственной частью {a;J, то и уплотнение называется 
собственным. 

Мы будем заниматься парами цепей между одними и теми же элементами 
a, b. 

а = a0 > ax > . . . > ar = b (!) 

a = b0 > Ьг > . . . > bs = 6 . (2) 

Возьмем другую пару 

а = х0 > #! > . . . > хт = b (3) 
a = ž/o > Уі > • • • > Уп = b . (4) 

Цепи (3), (4) мы назовем уплотнением цепей (1), (2), если имеет место 
{aJ С {#J; {bi) C_ {yJ . 

Если хоть в одном из етих соотношений не имеет места знак равенства, 
то цепи (3), (4) будут собственным уплотнением цепей (1), (2). 

Исследуем цепи (1), (2) и составим систему из элементов aitj1 опреде
ленных следующим образом: 

Чі = *i + l V К ' Л bj) 
для 

i = 0, 1, 2, . . . , r — 1; j = 0, 1, 2, . . . , s. 

Очевидно, эти элементы образуют цепь, которую мы запишем в виде 
{*4j)-

Сразу же видно, что {аи} является уплотнением цепи (1). 
Аналогично введем bkl: 

bjc,i = bk+1 v (6 f c A a,) , 
где 

к - 0 , l , 2 , . . . , s - 1; I = 0, l , 2 , . . . , r . 
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Цепи {ctij}, {bJcl} являются уплотнением цепей (1), (2) и называются 
нижним уплотнением Цассенхауза цепей (1), (2). 

Верхнее уплотнение Цассенхауза определяется дуально. 
Пусть теперь даны две цепи 

а = х0 > хг > . . . > хп = b (5) 
« = Ž/o > Ух > • • • > Уп = b (6) 

Мы будемговорить, что цепи (5), (6) снизу просто подобны, тогда и только 
тогда, если существует такая подстановка / чисел i = 0, 1, 2, . . . , n — 1, 
что имеет место 

ЪІЪ+і 7 УіІУі+і > Ì = /(*) ' 

для і = 0, 1, 2, . . . , n — 1 . 
Если цепи (5), (6) являются 
1. уплотнением цепей (1), (2) и 
2. снизу просто подобны, то мы будем говорить: 
Цепи (5), (6) являются уплотнением Шрейера цепей (1), (2). 
Если цепи (5), (6) не являются собственным уцлотнением каких-либо 

цепей, удовлетворяющих 1., 2., то мы говорим, что цепи (5), (6) предста
вляют минимальное уплотнение Шрейера цепей (1), (2). 

ВВЕДЕНИЕ 

Приведем несколько теорем, известных из теории структур и групп, 
которые нам понадобятся в дальнейшем. 

Для модулярных структур справедливо следующее: Пусть даны две 
цепи 

а = а0 > аг > . . . > ar= b (!) 
а = 60 > 6j > . . . > bs = b (2) 

Образуем уплотнение Цассенхауза цепей (1), (2). Это будут цепи {aifj}; 
{bjc,i}-

Для них имеет место система соотношений: 

<*i>ilat>j+i у аг А bjl(ai+1 л bs) V (а{ л bj+1) ~ bu/bjti+1 . 

Исследуем далее в модулярной структуре цепи (1), (2). Имеем теорему, 
что множества {aJ , {6J образуют конечную подструктуру, которую мы 
обозначим через M. Ее доказательство находится в книге Birkhoff: Lattice 
theory стр. 71. 

Наконец, припомним известную из теории групп теорему: 
Пусть даны две нормальные цепи в группе G: 

G = ö 0 > Ох > . . . > Gr =I (!) 
G =Н0> Нг> . . . > Hs = / , (2) 
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где / — единичная додгруппа и для каждого i справедливо утверждение: 
Gi+1 нормальна в Gt и аналогично Ні+1 в Нг. 

Воспользуемся построением цеци Цассенхауза {ff,-J, {Ны}. Тогда 
имеет место теорема: 

Для цепей {Gitj}, {Нк1} справедлива система соотношений: 

Gi,j[GitJ+x ~ Gt д Hjj{Gi л Hj+1) v (Gi+1 д H^ ~ HóijHji+1 

для 
і = 0, 1, 2, . . . , r — 1 , 

. y = = 0 , l , 2 , . . . , * - 1 . 

Структурой здесь будет множество всех подгрупп группы G; Хг V Х2 

означает подгруппу, образованную подгруппами Хг, Х2, Хх д Х2 означает 
пересечение подгрупп Х1? Х2. 

Согласно теореме I об изоморфизме, мы можем написать 

|G, . , /0W + 1 | - |G, д # , / (G, д Я, + 1 ) v (0 < + 1 д # , ) | - \НІЛІНІЛ+1\ , 

где символом |ХХ/Ха | обозначена (как и в дальнейшем) фактор-группа 
в отличие от ХХ |Х2 , означающего квоциент, т. е. чистоструктурное по
нятие . 

Ввиду транзитивности символа ^ имеем 

[^*iJl*-*'i,3+ll £Ü | ^ і , г 7 ^ 5 , г + і | ? 

что является известным доказательством теоремы Шрейера для групп. 

ЧАСТЬ 1. 

О п р е д е л е н и е . Мы будем писать aJa, ~ ЬгІЬ2 тогда и только тогда, 
если r 

aJa2 у аг д Ьг/а2 д Ь2 ~ Ьф2. 

Теорема 1,1. 
Г U 1U ^ І Д " ^1> ^1 ,1 " ^ 1 ві/ві Г V&2 о _ . . _ .1 

а1,2 — a2> ^l,2 — °2 

где 
а1Л = а2 V (ах д 6J , а 1 2 = а2 V (аг д 62) . 
&ы == Ь2 V (6Х д аг)9 Ь1>2 =• 62 V (Ьг д а2) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) пусть имеет место 
aila2 ~ bllb2 , 

то есть 
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Так как а2 V (ах д Ьг) = а1? то а1д _ Лі) д а л ее 

^i,2 = a2 v К д Ь2) 
откуда 

% л 62 = % д ^ д 62 = а2 д 62, 
а2 V (ах д 62) = а 2 ѵ (а2 д 62) - а2 . 

Аналогично получаем заменой букв 

*>i,i = V, 61р2 - 62 . 
б) Пусть имеет место 

а1Л ~ <V, Ь1Д = Ьъ 

«1 .2 = « a ï Ь 1.2 = & 2 -

Достаточно показать 
«i/«2 ~ « ! д 6x/aa А Ь2 • 

й 

Из этого следует: а2 V (ах д Ьг) =̂ а1Д = аІ7 и достаточно проверить, что 
«2 А («і A &i) = «2 A &2- Считаем а2 д (ах д 6Х) = а2 д 6Х и учитывая, что 
î,2 = 2̂? то есть bo V (6Х д а2) = 62, мы получаем Ьг д а2 < 62 a также 

Ьг д а2 < а2, следовательно 6Х д а2 == 62 д а2 и теорема доказана, так как 
заменой букв получаем 

f>i/&2 7 ' % АЬ±/а2АЬ2. 

Теорема 1,2. (Сж. Коржинек 2, crap. 6, теорема 2,9.) 
?" 

aJa2 r^ 6^62 => ax/a2 ~ ò^òg , 
1 r 

где символ ~ определяется так: 
i 

r j 7 т Í «1/^2 ГУ ЬЛіЬ2 

аг[а2 ~ Ъф2 о \ ll 2 j і ; 2 
? 1 tti/aa ~ bJb2 . 

у 
Доказательство. Пустьимеетместо aJa2 ^'61/о2,тоестьодновременно 

а\\аг ~ иіІѵі у °іі°2 

} aJa2 ~ u2/v2 ~ bJb2, 

где u1v1^u2yV2f являются промежуточными членами подобия. 

Достаточно доказать, что 
aJa2 r^ аг д bJa2 A b2 . 

Считаем: 
а2 V К д Ьг) , 
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очевидно, будет 
u2 < ax} ^ . 
ui<b1\

U^aíAb>> 
откуда 

аг = a2 V гб2 < a2 V (ax д Ьг) < â_ , 
следовательно a2 V (% д 6Х) =• аг. 

Остается только проверить, что 

«2 А (аі Л &i) == ^2 А &2 . 

Считаем: а2 д (ax д 6j) a2 д 6Х и учитываем 
а2 < ѵг; &! д ѵг = 62 , 

a2 д 6Х = a2 д ѵх д 6j = а2 д 62 . 
Аналогично получаем заменой букв 

bJb2 ~ ах д Ьг[а2 д 62, 

что и доказывает нашу теорему. 
Теорема 1,3. 

а2 < a± | 
a i / a 2 ^ ^i/^2 / => з̂ n o n ^ ^2 • 

й А 7 У М 
Доказательство . По теореме 1,1 имеем а12 = a2. Считаем a1>3 = а2 V 

V (а і Л 6 3 ) . 
Примем во внимание, что 

«i/«2 7' ufv ~ ь^ьь • 
и < ах \ , \ и < ах д 63 и < 63 J 

a i — a2 v w ^ a2 v (ai A 63) < ^i ; 

следовательно, а2У{а1^Ь3) = а1 и одновременно, согласно 1,1, будет 
a2 V (ax д 62) == а2. 

Итак, если бы было 63 < 62, то было бы и а1 < a2, ч т 0 противоречит 
условию. 

Теорема 1,4. Пустъ даны две цепи 
а = а0 > аг > ... > ап — b (!) 
b = 6 0 > Ьг > ... > Ъп =b (2) 

и пустъ существует подстановка f чисел 0, 1, 2, . . . (n — 1) так, что 

0i/ať+1 ~ ь А + і » J = /(*) 
для і = 0, 1, 2, . . . , тг — 1. 
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Тогда пост-роение Цассенхауза не приводит к собственному уплотнению 
цепей (1), (2). 

Доказательство . По теореме 1,1 для любохо г будет 

(^и = (^ь «U+1 = ö̂ i+ь J = f{i) ' 
то есть, цепь (1) не уцлотнена. Заменой букв мы убедимся, что и (2) не 
будет уплотненной, чем доказательство завершается. 

Теорема 1,5. Пусть даны цепи 

а = aQ > а^ > .,. > а^ == b (1) 

а = bo> bj^> .,.> bs =b (2) 

и пусть для (1), (2) имеет место система соотношений 

(^ul(^ij+i у сцк bjKUi л &i+i) V (а,+1 А bj) ^ bi^ijb^^i+T^ 
для 

Тогда для цепей 

i = 0, 1 ,2 , . . „ г™ 1 
j = 0, 1,2,..., 5 ^ 1 

а = XQ > х^ > ... > Хп = b (3) 
(1=Уо> У1> •"> Уп=Ь (4) 

(где (3), (4) суть уплотнения Цассенхауза цепей (1), (2)) существует под
становка f чисел О, 1,2, . . . , ^ — 1 так, что имеет место 

Доказательство. Каждый неединичный квоциент Uijlui^j^i может быть 
выражен только одним способом; аналогично и bj^^i/bj^j^-^^. 

Так как приведенные соотношения отображают неединичные квоциенты 
на неединичные же, то ясно, что для каждого Xilxi^^^ существует некоторый 
Уз/Уз + и поставленный ему в соответствие определенным соотношением, 
и что это соответствие взаимно однозначно. Поэтому цепи (3), (4) имеют 
одинаковую длину п и существует подстановка / чисел 0 , 1 , 2 , . . . , t i — 1 
так, что имеет место 

^il^i+i у УзШз^г . J = f{i) • 

Нам нужно только показать, что символ '-у здесь можно заменить сим-
волом ^^. 

г 
По предположению имеет место 

Щ,з1Щ,з + 1 'Y ^i ^ ^il^ " " ^зМ^з.М . 

где t; = (а,-А 6,+i) V (а,+1 А Ö,). 
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Достаточно будет показать, что 
аі,з л bjtt = at л Ь* 

Из приведенного соотношения вытекает 

ať л bj < aitj i а{ л bj < aitj л b.jj 
a>i д rjj \ Oji j 

Однако, справедливо и обратное соотношение 

аІЛ < а 
bj,i < b 

то есть 

Итак мы имеем 

[ аі,? Л bjfi < at л bj, 

аз,і A bjti = a>i л bs. 

XifXi + l ГҐ xi А Уі[Ѵ ~ УіІУі+1 > d 

V = Xi+1 А Уз , V A Уз'+i = # i + i А ž/i + i j 

V = Я<Л Уі + i , VA yj + 1 = V , 

откуда v = # i + 1 A ž/í+i? и доказательство закончено. 

Теорема 1,6. (Для модулярной структуры.) Пусть в модулярной струк
туре даны две цепи 

а = а0 > a>! > ... > ап = 6 , (1) 
а = 60 > Ьг > ... > Ъп =b , (2) 

гг пусть существует подстановка /, отображающая квоциенты (1) /га 
квоциенты (2) та«, ww имеет место 

<*i/a<+i 7 Ь і / 6 і + і ' ? = /(*) 

для í = 0, 1, 2, . . . , w — 1. 

Тогда имеем 
<*</a*+i ~ &i/6i+i • 

<5дя me# a*ce i. 

Доказательство . (См. Коржинек 2, стр. 7, теорема 2,10.) Проведем 
полную индукцию по длине цепи п. 

Теорема справедлива для цепей длины 1, ибо если а0 > аІ7 то имеет 
j 

место aJa^ ~ а0Іаг, и также a0/aL ~ a^a^. 
i 

Предположим, что теорема справедлива для всех цепей длины n — 1 
и докажем, что она справедлива для цепей длины п. 
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Пусть мы имеем цепи длины n: 
а = а0 > ах > ... > ап = b , (1) 
« =Ь0 > Ьг> ... > Ъп =b, (2) 

снизу просто подобные друґ другу. 
Рассмотрим квоциент bn^1jbn. По предположению существует некоторое 

к такое, что имеет место 
akK+i у Ьп_фп . 

Покажем, что ак/ак + 1 ~ bn-1bn. 

По предположению имеем 
d 

a,=a=b. 

ак/ак+1 ~ u|v t>n-l|bn • 

Вычисляем 

<h+i v 6n-i = ак+і ѵ и v bn = акЬп = ак V ап = а*. 

Остается еще показать, что 
Я* + 1 Л 6 П - 1 = ^n • 

Вычисляем 

»jfc+1 A & n - i = % + i Л (w V Ъп). 

Используя модулярность, получим 
a*+i Л (и V 6n) = (ак+1 л w) V Ьп = v V 6n , 

но v < 6, поэтому ак+1 д 6И„1 = v V 6W = ^n-
Теперь возможны два случая: 
а) к = n — I 

« n - i / « n Y Ьп~іІЬп 

ап-і = «n v &n-i = 6Л_! поэтому an_! = &n-i, цепи имеют в основном 
длину тг — 1 и теорема справедлива, ибо 

ап-іІап ~ bn~ilbn . 
Перейдем теперь ко второму случаю: 
б) к < n — 1. 

Доказательство проведем по схеме (рис. 1.) 
Очевидно, имеет место a't-i/a't ^ utlat+i-

d 

Рассмотрим цепь длины n — 1: 
а = а0 > аг > ... > ак > ак+% ^ • • • > ап~2 > &n-i > 

а = 60 > Ьг > ..• > bn-i > 
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при этом будет 

a'f+iK' 7 а ' / а*+і 
д также 

a<t|a>t+i ^ Ьг/Ьі+г , 1 = f{t) ; 
следовательно, 

<h+il*t T a ' /a*+i T о г / & г + 1 ' 
откуда 

«í-iK 7ог/6г+1 * 
Итак, рассматриваемые цепи будут, очевидно, снизу просто подобными 

и длины n — 1, поэтому в наших соотношениях можно заменить ^ знаком 
~ и мы получим 

^ i - i K ~ bili>i+i > 
однако, 

a*K+i ~ a't-il<*>t ~ ЬгіЬ1+1. 
откуда 

a*/e*+i ~ Ьг/6г+1 , 

что имеет место при любом ř, для которого & + 1 <1 č < w. 
При £, для которого 0 < t < &, это имеет место в силу предположения 

индукции; наконец, при t = к будет 
akfak+1 ~ Ьп__г/Ьп , 

следовательно и 
акІак + 1 r^ Vn-l|Un • 

Этим теорема доказана и для случая б). 
Теперь мы уже без труда докажем основную теорему части 1. 

Теорема 1,7. (Для модулярной структуры.) Необходимое и достаточное 
условие для того, чтобы построение Цассенхауза не приводило к собствен
ному уплотнению данных цепей, следующее: 

Цепи снизу просто подобны друг другу. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Нетрудно убедиться в том, что это условие 
необходимо. Возьмем две цепи 

а = а0 > ах > . . . > ar = b , (!) 
а = Ь0 > Ьг > . . . > Ь8 = b , (2) 

уплотнение Цассенхауза которых не является собственным. 
Так как мы имеем дело с модулярной структурой, то справедливы при

веденные в теореме 1,5 соотношения, откуда сразу же вытекает, что r = «5 
и цепи (1), (2) являются снизу просто подобными. 
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б) Достаточность условия следует из такого рассуждения: 
Пусть цепи (1), (2) снизу просто подобны (r = s = n). Тогда по теореме 

1,6 они будут также сверху просто подобны, причем с таким же соответ
ствием квоциентов. Из теоремы 1,2 следует, что символ ^y можно заменить 
^ , что по теореме 1,4 означает, что построение Цассенхауза не может 
уплотнить цепей (1), (2). 

Докажем еще одно следствие предыдущих теорем. 

Теорема 1,8. (Для модулярных структур.) Пустъ даны две цепи 

а = а0 > аг > . . . > ап = b , (!) 
а = b0 > Ьг > . . . > Ьп = b . (2) 

Если существует подстановка f чисел 0, 1, 2, . . . , n — 1 так, что 

a>iK+iy bj[bj+!, j = / ( i ) , 

то она будет единственной подстановкой обладающей зтим свойством. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теоремам 1,6 и 1,2 можно ^y заменить символом 
<^. Если бы существовала еще иная подстановка / ' того же свойства, то 
существовал бы индекс i так, что f(i) + f{i), и было бы 

a>i|a>i+i ~ b//&i+i > Ì = f{i) , 

a>i|a>i+i ~ brlbr+i > ?' = f'(i) , 

но это по теореме 1,3 невозможно. 

Докажем еще одну теорему, являющуюся некоторым обобщением тео
ремы 1,8 на немодулярные структуры. Эта теорема пригодится нам для 
доказательства основной теоремы части 3. 

Теорема 1,9. Пустъ даны две цепи 

а = а0 > аг > ... > ап = b , 
а = ò0 > b1 > . . . > bn = b . 

Пустъ существуют две подстановки /, g чисел 0, i , 2, . . . , n — 1, так, что 
имеют место следующие две группы соотношений: 

Я > і + 1 ~ b,/b, + l > І = /(*) » 

<*<A*<+i 7 6г/^г-г , Ï = g(i) • 

Тогда/ = #. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего из 1,3 видно, что должно быть 
Z non ^> ? + 1, то есть 1 < j + 1 или Z < у. 

Докажем, что не может быть Z < у, то есть что всегда 1 = j . 
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Рассмотрим подстановки 

j = f(i)i I = 9(i)'> 
i=f-i(j); l = g.f-*U). 

Разложим сложную подстановку g • / - 1 в непересекающиеся циклы 
и исходя из предположения 1 < j придем к противоречию. 

Сложная подстановка g . / - 1 примет вид 

g . / - i = (Х\ Xl...XD ... (X{Xl ...XI) ... {X{Xl...Xl). 

Предположим, что 1 < j и пусть j встречается в р-ом цикле. Тогда мы 
имеем 

Xf>Xl>...>j>l>...>Xl, 
следовательно, 

х\ > хіѵ 
но в то же время 

xi>xi, 
что является противоречием. 

Следовательно, всегда будет 1 — j , а, значит, и / = д. 

ЧАСТЬ 2. 

Как мы уже показали, в модулярных структурах уплотнение Цассен-
хауза двух данных цепей является их уплотнением Шрейера. 

Докажем, что это уплотнение будет минимальным. С этой целью выве
дем вспомогательные теоремы. 

Теорема 2Д. (Для модулярных структур.) Пусть даны две цепи 

а = а0 > аг > . . . > ar = 6 , ( 1 ) 
а = b0 > Ьг > . . . > Ь8 = 6 . (2) 

Тогда имеет место 
aJai+1 П M = {аи}і , 

где aJai+1 означает множество всех x таких, что аг > x > fl<+i, M озна
чает подструктуру, образованную цепями (1), (2), {аи}г- означает множест
во всех элементов аи для фиксированного г и для j = 0, 1, 2, . . . , s. 

Доказательство. Пуст /теаі/аі+1 П M. 
Тогда имеет место га — m V аі+1 = (га V аг+1) V аг. 
По теореме, упомянутой в введении*) будет 

га = (агі А 6іг) V (aťf А bh) v . . . V (ať| A bh). 

*) См. Birkhojf: Latt ice theory, стр. 71. 
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Высчитаем 

m V aj+1 = m V (aj+1 д b0) = (ah д bSx) V (ai% д bu) V . . . V (ai+1 д b0) , 

где 
«ь > ai2 > ais > ••• > a>i+i 9 

bh < bJ2 < bJ3 < . . . < bj < b0 . 

Итак, наше выражение можно записать согласно тождеству, приведен
ному в Lattice theory (Birkhoff), в виде 

аіг А {bh V аІ2) д . . . д {bj V аі+1) д Ь0, 

где j цепосредственно предшествует индексу 0. Получим теперь (ж V аі+1) д 
Л = ah д {bh V аІ2) д . . . д (6,- V а і + 1) д 60 д аг- = (6,- v аг+1) д аг-, и используя 
модулярность, получим (bó V аі+1) д аг- = а*+1 V (аг- д 6̂ ) — aitj a это зна
чит, что 

aJai+l Г) M С {яиК- . 

Обратное утверждение очевидно, следовательно 

a ť /a i + 1 П Ж = {аг^}{ . 
Из теоремы непосредственно вытекает, что квоциенты аіоІаі)і+1 будут 

или единичными (квоциентами) или простыми квоциентами в Ж, а цепи 
Цассенхауза будут максимальными в M. 

Теперь не трудно доказать теорему: 

Теорема 2,2. (Для модулярных структур.) Пусть даны цепи 

а = а0 > аг > . . . > ar = b , (!) 
а = b0 > Ьг > ... > Ъ8 = Ь (2) 

и пусть M означает образованную ими подструктуру. 

Тогда необходимым и достаточным условием для того, чтобы (1), (2) 
были максимальными в M, будет: 
r'= s = и, цепи (1), (2) снизу просто подобны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Необходимость условия видна непосредственно, 
ибо из теоремы 2,1 следует: 

Если (1), (2) максимальны в Ж, то построение Цассенхауза не приводит 
к собственному уплотнению и согласно теореме 1,5 цепи (1), (2) будут 
снизу просто подобными. 

б) Пусть r = s = и и пусть цепи (1), (2) снизу просто подобны, следо
вательно , существует / так, что 

a<Mi+i y Ь'/6*+і > Ì = /(0 • 

г = 0, 1, 2, . . . , — 1. 
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Но по теореме 1,7 это значит, что построение Цассенхауза не приводит 
к собственному уплотнению. Следовательно, (1), (2) будут именно цепями 
Цассенхауза, а эти последние, согласно 2,1 , максимальны в Ж, и теорема 
доказана. 

Этой теоремой мы воспользуемся для доказательства важной теоремы, 
показывающей значение уплотнения Цассенхауза для модулярных струк
тур. 

Теорема 2.3. (Для модулярных структур.) Пустъ снова даны цепи 

а = а0 > ах > . . . > ar = Ь , (!) 
а = b0 > Ьг > . . . > Ь8 = Ь , (2) 

Пусть уплотнение Цассенхауза имеет длину п. 
Воэъмем далее произвольное уплотнение Шрейера цепей (1), (2), имеющее 

длину т. 
Тогда будет 

n < m . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть цепи 

а = х0 > хг > . . . > хт = 6 , (3) 

» = Уо > Ух > • • • > Ут = Ь , (4) 
являются уплотнением Шрейера цепей (1), (2). Пусть далее Ж' — ими 
образованнаяподструктура. Очевидно, MQ_M', где M — подструктура, 
образованная (1), (2). 

По теореме 2,2 цепь (3) максимальна в М'\ рассмотрим пару 

а = а0,о ^ «од ^ ао,2 > • - • > <*>ij ^ • • • > ar,s = b, (3') 
а = х0 > хх > . . . > хт = b . (3) 

Цепь (3') будет типа Цассенхауза и после удаления повторяющихся 
членов она будет по предположению иметь длину n, вторая — длину m 
и будет максимальной в M'. 

Так как M' — модулярна, будет n < m, что и требовалось доказать. 
Следствием является теорема: 

Теорема 2,4. (Для модулярных структур.) Уплотнение Цассенхауза 
цепей (1), (2) является их минимальным уплотнением Шрейера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы это уплотнение не было минимальным, то 
существовало бы уплотнение Шрейера, длина которого меньше n, что 
противоречит теореме 2,3. 

Нужно еще ответить на вопрос, возможен ли такой случай, чтобы 
уплотнение Шрейера, отличное от уплотнения Цассенхауза, также имело 
длину^ . 

Проведем построение примера в дистрибутивной структуре. 
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Рассмотрим множество Р 0 всех неотрицательных действительных чисел. 
Р 0 является структурой по отношению к своему естественному упоря

дочению. 
Образуем прямую сумму Р 0 + Р 0 . 
Р 0 + Р 0 является структурой, элементы которой суть пары чисел 

( # 1 , Х2/' 

Операции V, д заданы здесь так: 

(хг, х2) V (у19 у2) = (zl9 z2) , 

zx = max (xv yx), z2 = max(x2, y2), 

(жх, ж2) Л (j/j, ^2) = (%, n2) , 

% = min (#l3 ž/x); г̂2 = min (x29 y2). 

Изобразим структуру в виде мно
жества точек первого квадранта: 
(рис. 2). 

Рассмотрим цепи 

(3,3) > (2,3) > (1,3) > (0,3) > 
> ( 0 , 2 ) > ( 0 , l ) > ( 0 , 0 ) . . . (1) 

(3,3) > (2,2) > (1,1) > (0,0). (2) 

Построением Цассенхауза мы получим цепи 

(3,3) > (2,3) > (1,3) > (0,3) > (0,2) > (0,1) > (0,0) , 
(3,3) > (2,3) > (2,2) > (1,2) > (1,1) > (0,1) > (0,0) . 

Рассмотрим пару цепей 

(3,3) > (2,3) > (1,3) > (0,3) > (0,2) > (0,1) > (0,0) , 
(3,3) > (3,2) > (2,2) > (2,1) > (1,1) > (1,0) > (0,1) . 

Цепи (1), (4) являются уплотнением Шрейера цепей (1), (2) и имеют ту 
же длину, как и цепи Цассенхауза (1), (3), и именно 6. 

Паре (1), (3) соответствует подстановка 

(1) 
(3) 

(1) 
4) 

и паре (1), (4) подстановка 

0 1 2 3 4 5 
0 2 4 1 3 5 

0 1 2 3 4 5 
1 3 5 0 2 4 

Совокупность точек схемы, обозначенных кружками, составляет под
структуру Jf, образованную цепями (1), (2). 

Ясно, Что (1), (3) лежат в Ж, и (1), (4) в нем не лежат. 
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Докажем, что вообще имеет место 
Теорема2?5. (Для модулярных структур.) Пусть даны цепи 

а = а0 > аг > а2 > . . . > ar = b , ( 1 ) 
а = b0 > Ъг > 62 > . . . > bs = b , (2) 

и пусть M означает подструктуру, образованную этими цепями. 
Тогда имеет место следующее утверждение: 
Уплотнение Цассенхауза является единственным уплотнением Шрейера 

цепей (1), (2), леэісагцим в M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть дано произвольное уплотнение Шрейера 
цепей (1), (2), лежащее в M: 

a ±= xQ > хх > . . . > хт = 6 , (3) 
а = Уо > Уі > - - - > Уш = b , (4) 

и обозначим через Мг подструктуру, образованную цепями (3), (4). Оче
видно будет M' = M. 

По теореме 2,2 цепь (3) будет максимальной в Мг и, следовательно, 
и в Ж.*Цепь(3)содержит (1) и максимальна в M. По теореме 2,1 такая 
цепь будет единственной, а именно типа Цассенхауза {aitj}\ значит цепь 
(3) тождественна с ним, так же как и (4) == {bkl}. 

Этим теорема доказана. 

ЧАСТЬ з. 

В первой части мы доказали теорему, справедливую для модулярных 
структур : 

Необходимое и достаточное условие для того, чтобы построение Цассен
хауза не привело к собствецному уплотнению данных цепей, имеет вид: 

Данные цепи являются снизу просто подобными. 
В третьей части мы покажем, что аналогичная теорема справедлива для 

нормальных цепей в структуре подгрупп данной группы с композиционным 
рядом. 

Теперь мы выведем вспомогательные теоремы и будем ссылаться на до
казанные в первой части теоремы, ибо теоремы 1,1; 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; а 1,9 
справедливы и в немодулярных структурах. 

Теорема 3 ,1 . Пусть даны две цепи, в общем случае, с различными нача
лами и концами: 

ах > а2 > а3 > . . . > ап , 
Ъг > Ь2 > Ь3 > ... > Ьп9 

и пусть существует подстановка g, чисел 1, 2, 3, . . . , n — 1 так, что 

ai|a>i+i ~bjlbj+1, j = g(i) 
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Тогда имеет место 
a>iia>n у hjbn . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что имеет место 

«i/«n T ai A bJan A 6n . 

Докажем, что для любоґо r, n > r > 1 справедливо соотношение 

«г+і ѵ К Л &i) = аг V (аг A 6i) . 
Получим: 

a>r+i V К A &i) = аг+1 V (af А Ьм) V (ах А Ьг) , 
ибо 

аг л bg(r) < ах V 6j ; 
однако, 

аг+1 V (ar A bg(r)) = ar , 
следовательно, 

аг+і ѵ К А Ьі) = «г ѵ (»і A 6i) . 

Пусть уже доказано, что 

ап V (aj A bj) = a[n-a-i)] V (ах д 6^ . 

Для r = w — 1 имеем 

a>n ѵ («і A 6i) = ап_г v («! А Ьг) . 

По предыдущему имеет место 

ап V (aj А Ьх) = an_ť V (a2 д 6 j . 

Для č — n — 1 имеем 
ап V (аг A 6 J = «[гг-(гг-і)] Ѵ («1 A 6i) = «і V (Oj A 6j) = ttl . 

Подобной индукцией пы докажем, что 

ап А К A &i) = ап д 6Я . 
Получим: 

ап Л К A &i) = an A 6j . 

Докажем, что имеет место 

«п A &r = ^тг А Ьг + 1 ДЛЯ 1 < Г < П . 
an A br = ttn А аг А 6 r , 

где 
«ř-i/«z ~ 6 r / ò r + i , r = g(l - 1) . 

Очевидно, имеет место 
ai-i A í>r+1 = агл br 
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следовательно 
Q>n Л Q>i Л or = ап д <xř_x д o r+1 = cřn д o r+1 . 

Для r = 1 имеем ап д 6Х = ап д 62. 
Предположим, что уже умеет место ап д Ьг = aw д 6 ^ тогда по пре

дыдущему будет ап д 6j = а.п д 6 .̂ Итак, это имеет место для всех t, и для 
č = n мы получим ап д 6Х = ап д òw, что и требовалось доказать. 

В дальнейшем нам понадобятся две вспомогательные теоремы из теории 
групп. 

Введем обозначения: 
G — данная группа, 

Gi, Я г , X, Y — подгруппы в G, 
Хг n Х2 — Х2 нормальна в Хи 
jXj/Xal — фактор-группа, 

Xx p Х2 — Х2 максимальная нормальная подгруппа в Хг. 

Очевидно, имеет место 
Х1рХ2о\Х1/Х2\ 

простая фактор-группа. 
В теории групп доказывается теорема: 
Теорема 3,2. Пусть G группа, X, Нх, Н2 подгруппы и кроме того Нх n Я2 . 
Тогда имеет место 

Я 2 ѵ ( Я і Л Х ) =HlAH2.X, 

где символы v; д имеют известное нам значение, а символ . означает умно
жение комплексов. 

Доказательство : а) Пусть m e Н2 V (Нг д X), следовательно, m = 
= h2 . Äj, hx e X, откуда hx = x, m = h2 . x, m є Нг; m e H2 . X, следова
тельно, m e Нг д Я2 . X. 

6) Пусть, наоборот, имеет место m e Нх д Н2 . X, тогда w = h2 . ж, где 
h2 e Н2, X e X, и должно иметь место h2 . X e Я1? откуда h2 . ж = hx, где 
Ах € Я1? следовательно, x = h^1 . hx e Нх и имеет место x e Ях д X, откуда 
следует 

h2 . x e Н2 V (Ях д X) . 

Теорема 3,3. Пусть Gx n G2 u пусть имеет место GXIG2 ~ ř7x/ř72; 
пусть, наконец, Xx n Х2, так что Ѳг > Хх тг Х2 > ö2 и отобразим ре
гулярно вниз: 

Y1 = X, л U,; Y2 = Х2 л иг 

Тогда имеет место 
Хг/Х, 7 TJT,. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3,2: 

X2 v Y, = X2 v (Хг л Ut) = Х1 л Х2 . иг. 
Однако, 

^ 2 • ^ 1 = ^ l i ^ 2 ^ ^ 2 ? 

а следовательно, 
Х%. иг = ö l 7 

значит, 

^ i Л ^ 2 • ^ i — %i A ^ i — ^ i -

Остается показать, что Х 2 д Yx = Г 2 , Ч Т 0 можно видеть непосредственно: 

^ 2 Л Гі = ^ 2 Л ^ i л иг = JT2 л ř7x = 7 2 . 

Теперь приступим к доказательству основной теоремы третьей части 

Теорема 3,4. (Для групп с композиционнымрядом.) Пусть дана группа 
с композиционным рядом. Тогда в ней справедлива теорема: 

Необходимое и достаточное иусловие для того, чтобы построениеЦас-
сенхауза не привело к собственному уплотнению данных двух нормальных 
цепей, следующее: 

Нормальные цепи снизу просто подобны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду справедливости соотношения, приведенного 
в теореме 1,5, 

Qi.i|Gi.s+i Y ®i A HjK@i A ^i+i) A {Gi+1 A Hj) ~ Hji|Hji+! , 

где Gi.] Нг образуют данные нормальные цепи, условие будет, очевидно, 
необходимым. 

Докажем его достаточность: 
Пусть даны две нормальные цепи 

G = G0 > вг > . . . > Gn =I, (!) 
G=H,>H,> ...>Нп =1, (2) 

где I единичная подгруппа. 

Пусть далее, цепи (1), (2) снизу просто подобны, другими словами, су
ществует подстановка / чисел 0, 1, 2, . . . , n — 1 так, что имеет место 

ад« 7 И№^ > ì = /w • 
Соответствующие промежуточные члены обозначим через 

UtfV{. 

Вложим в цепи (1), (2) композиционные ряды 

G=X0>X1>...>Xm = I, (3) 
O = Y0>Y1>...>Ym = I. (4) 
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Существуют индексы 

так, что 

&li ^2> * • •» ^n > 

l l f 1 2 , . . . , lfl 

&i = ^4fc,5 # г = ^ • 

Возьмем фиксированный индекс i и отобразим цепь 
Gi = Хкі > Xkt+11 > . . . > Х*(<+1) == о г + г 

в квоциент ř7ť/Fť 

(Зі) 

GfG=H, Gi|Gn-i Г U*IV< <H,|H^, j=f{i). 

Мы получим цепь 

г7г. = х ; ( > х ; ( + 1 > . . . > х ' = 7г, (3j) 
Согласно теореме 3,2, имеет место 

%t|Xt+i Y ^ t / ^ i + i 

и по первой теореме об изоморфизме: 

| ^ t / ^ t + l | — |^i/^4+ll 
однако, jXť/Xť+1| являются простыми, 
аследовательно, также |XJ/XJ+1j, и мы 
получим 

* ; ? ^ + i • 
За ходом доказательства можно сле

дить по схеме (рис. 3): 
Вполне аналогичным образом по

строим цепь (4i'): 

^=n>n+i>->ru=F-
(4i') 

Рассмотрим две нормальные цепи 
в подгруппе Ui'. 

u< = x'b>x'^>...>v<>i, (з7') 
r7, = r; > г ; + 1 > . . . > 7 , > / . (4i') 

Нормальные цепи (3i'), (4i') отличаются тем свойством, что построение 
Цассенхауза их не уплотняет, потому что эти цепи являются между Ut 
и Vi максимальными и между Vť и / совпадают. 

По теореме 1,5 квоциенты цепей (Зг'), (4i') состоят во взаимно однознач
ном соответствии так, что соответствующие друг другу квоциенты связаны 
отношением ^ . По теореме 1,3 квоциент Vi/I, поскольку он вообще не 
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является единичным, отображается сам на себя, а потому цепи (Зг'), (4г') 
обладают тем же свойством, как и (Зг'), (4г'). 

Итак, существует некоторая подстановка дг-, отображающая квоциенты 
цепи (Зг') на квоциенты цепи (4г') так, что соответствующие друг другу 
квоциенты связаны соотношением ^ . По теореме 3,3 имеет место 

^UH+t]l^[kt+t+i] У Xíki+t]IX[ki+t+1] 

и по предыдущему 

X[ja+t]|X[ki+t+i] у f̂t+a<(*)]/̂ [ff+A(0+i] 
согласно 3,3, будет снова 

Y[lj+gi(t)]|Y[i,+gt(t)+l] ~ Y{lj+gi(t)]|Y[ij+gM)+i] 
и следовательно, 

^A+l ] /^ [* i+ t+ l3 У ^[lj+gi(t)]l^[lj+gi(t)+i] * 

Подстановка д{ отображает, следовательно, квоциенты цепей (Зг), (4г) 
друг на друга взаимно однозначно так, что соответствующие друг другу 
квоциенты связаны соотношением r**>. 

i 
Это справедливо для всех i и мы получаем таким образом систему под

становок д0, ди д%, . . . , g^^ и каждая из них отображает некоторый сег
мент композиционного ряда (3) на сегмент композиционного ряда (4); все 
вместе они определяют некоторую подстановку g чисел 1, 2, 3, . . . ,m , 
отображающую квоциенты композиционного ряда (3) на квоциенты ком
позиционного ряда (4) так, что соответствующие квоциенты находятся 
в отношении ^ . 

? 

С другой стороны композиционные ряды имеют то свойство, что постро
ение Цассенхауза их не уплотняет, и следовательно, цо теореме 1,5 су
ществует подстановка G, отображающая квоциенты ряда (3) на квоциенты 
ряда (4) так, что взаимно соответствующие квоциенты состоят в соотно
шении ^ : 

r 
По теореме 1,9 мы имеем, однако, 0 = g, значит, все подстановки gt 

имеют и то свойство, что отображают цепи (Зг), (4г) так, что соответствую
щие квоциенты связаны соотношением r^j, 

Однако, из теоремы 3,1 следует 
0</0<+i у HilHj+1 , j = f(i) , 

что по теореме 1,4 означает, что построение Цассенхауза не приводит к соб
ственному уплотнению цепей (1), (2), что и требовалось доказать. 
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S u m m a r y 

P R O P E R T I E S OF T H E ZASSENHAUS R E F I N E M E N T 

L. JANOŠ, Praha. 

(Received June 18, 1952.) 

The present paper is devoted to the study of the well-known Zassenhaus 
construction in lattices and groups. The main residt of the first part is the 
following theorem: Let S be a modular lattice. Then the necessary and suffi
cient condition tha t the Zassenhaus refinement of two given chainsis not a proper 
refinement is t ha t the given chains be lower simply similar. In the second 
par t we discuss anotheř characteristic feature of Zassenhaus refinements. 

We prove tha t the Zassenhaus refinement is the only Schreier refinement 
which lies in the sublattice generated by the elements of the given chains. 

I n the third par t of the paper we prove a theorem for groups with composi-
tionseries. Thistheorem is similar to the theorem on lattices mentioned above. 
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