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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY SBORNÍK 

Roč. L, čís. I. 

JOSEF NOVÁK A LADISLAV MIŠÍK 

O L-PR1ESTOROCH SPOJITÝCH FUNKCIÍ 

Táto práca zaoberá sa L-priestormi, v ktorých existujú body 
s vlastnosťou £f t. j . body x, ku ktorým existujú. dvojné postupnosti 

{#», k}nijc = i, ktorých riadky konvergujů k x, avšak nijaká vybraná 
diagonálna postupnosť nekonverguje k x. Speciálně z týchto priestorov 
študujú sa tu priestory spojitých funkeií, v ktorých sú zavedené topo
logie róznymi konvergenciami. Ukazuje sa, že v takých priestoroch exi
stujú body s vlastnosťou Q. V nich U-axióma úzko súvisí s bodmi 
s vlastnosťou g. Tento vzťah je jednoduchý najma v tzv. komutatívnych 
topologických L-grupách. kde U-axióma je ekvivalentná s neexistenciou 
bodov s vlastnosťou g. V práci sa dokázala veta: Kartézský súčin dvoch 
neizolováných L-priestorov, z ktorých aspoň jeden obsahuje bod s vlast
nosťou co, nie je L-priestorom. Odtial' vyplývá, že kartézský súčin 
dvoch L-priestorov spojitých funkcií, definovaných na intervale < 0,1 > 
nie je L-priestorom.1 

I. 

Najprv zavedieme isté označenia, ktoré budeme v pojednaní po
užíval 2 

Ak x je prvkom z množiny P, značíme to x £ P ? ak x nie je prvkom 
z množiny P f značíme to x£P. 

Ak je daný systém množin {Ma}, kde a£A, rozumieme znakom 

\JMa súčet všetkých množin Ma a znakom C\Ma rozumieme prienik 
ae-4 a€A 

1 Je to riešenie problému položeného E. Cechom r. 1947. 
2 E. Čech, D 225—264. 



všetkých množin Ma- Znak QQP znamená, že množina Q je časťou 
množiny P. 

O má v tomto pojednáni tri rózne významy. Jednak číslo 0, jednak 
funkciu identicky rovnu nule a jednak prázdnu množinu. Z textu je 
vždy vidieť, aký význam má 0. 

Množinu P nazýváme L-priestorom, ak sú tam definované kon
vergentně postupnosti, t. z. určitým postupnostiam bodov z P sú pri-
radené jednoznačné isté body ako limity a to priradenie splňuje tieto 
axiómy konvergencie: 

1. Limita postupnosti {xn}n = i'} kde pre všetky n = l , 2, 3, . . . 
je Xn —- x} je x» 

2. Limita postupnosti {xni\^:==1 vybranej z konvergentnej postup
nosti {#n}JTr=i je tá istá ako limita postupnosti {^}r=i. 

Znak 1̂ }̂ -=~i -+--»• x značí, že postupnosť nekonverguje k bodu x} 

t. j . , že x nie je limitou tejto postupnosti. 

Do L-priestoru zavádzame topologiu pomocou konvergentných; 
postupností takto: množina UQP je okolím bodu x} ak v množme 
P — U neexistuje postupnosť {#«}*=: i- ktorej limita by bola x. 

Ak ku dvom axiómam 1. a 2. přidáme ešte Urysohnovu axiómu: 
3. Ak postupnosť nekonverguje k bodu x, obsahuje čiastočnú po

stupnosť, ktorej nijaká vybraná postupnosť nekonverguje k x, potom 
dostáváme novů konvergenciu. Avšak nová topologia je ekvivalentná 
so starou topologiou. 

Ak P je L-priestor, AQP a ak A znamená množinu tých prvkov 
z P, pre ktoré existujú v množině A konvergentně postupnosti, U-axióma 
znamená, že pre každú množinu A platí A = A. Množina A C P? pre 
ktorú je A— A} nazývá sa uzavretou. Množina A, pre ktorú. je P — A 

uzavretá, je otvorenou množinou. 

Nech P je lubovoiný topologický priestor a nech Q je hustá pod
množina v P, označme LL (P), L2 (Pj, LA (P), L4 (P), L5 (P), LQ (P, Q)y 

Li (-P? Q)y J-*8 (P> Q)> Ld (P, Q) priestor spojitých funkcií definovaných 
na P s nasledovnými konvergenciami3 lu . . . , ld: 

3 Hahn, 211-214 a 222 a B. Pospíšil, 262—268. 



h- {fn(x)}n = i-^f(x), ak pre každé xoePje {fn(x0)}n^i-^-f(x0); 

l2: (kvázirovnomerná konvergencia podFa Hahna) {/n (#)}*= i * / ( # ) f 

ak ku každému s > 0 a ku každému n0 existuje také n0 > n0, že pre 

každé x £ P platí aspoň jedna z (w0' — n0 -j- 1) nasledovnýeh nerovností 
|/n (#) — / (^) I < « pre »0 ^ w <£ w</; 

?3: {/w (x)}n~\-^f (x), ak ku každému í u g P a ku každému s > 0 

existuje isté okolie U(x) a index N taký, že pre každé yeU(x) je 

l/» (y) — f(V) \<B P r e všetky n > IV; 

h- {fn(x)}n = i-^f(x)7 ak pre každé # 0 £ P j e {fn(x0)}n=,i-^f (x0) 

a pre každú postupnost {xn}n = i-^-x0 je {fn (xn)}n==il~^f (x0)\ 

h: {fn(x)}n = i-^f (x), ak ku každému s > 0 existuje isté také 

N (s), že pre všetky x £ P je | /„ (#) — / (#) | < s pre n> N (a); 

^6- {/»(#)}*=i * / ( # ) , a ^ pre každé qe Q existuje isté okolie 

U(q) v P tej vlastnosti, že pře každé s > 0 je | fn (x) — / (x)\< s pre 
všetky xeU(q) a pre skoro všetky prirodzené n; 

h: {fn (x)}n = \-^f (x), ak pre každé g G § a každé « > 0 existuje 
isté okolie U(q, s) také, že pre všetky xe U(q, s) a pre skoro všetky 
prirodzené n je | fn (x) —f(x) \<s; 

h: {fn (x)}n = i -^ f (x), ak {fn(x)}n = i konverguje rovnoměrné 
k f(x) na všetkýeh kompaktných podmnožinách množiny Q\ 

k: {/•(»)}"=!-*-/(*), ak pre každé 2 6 o je {/» (a)}'=i—/(a). 
Ak je P = < 0 , 1 > , vynecháváme v označeniach tých priestdrov 

znak P. 
Vedra jednoduchých postupností budu sa v práci vyskytovat ešte 

dvojné postupnosti. Dvojnou postupnosťou rozumieme množinu bodov 
{#«,*}£*=. i- Podmnožinu {Jxny1i, čiže postupnosť {x^^k^x nazýváme 

fc=i 

riadkom a podmnožinu U xn. ki, čiže {xni k. \^LX} kde % < % < % < . . . 
i = i 

nazýváme diagonálnou postupnosťou. 
D e f i n í c i a : Bod x v L-priestore L má vlastnost g, ked existuje 

prostá dvojná postupnosť bodov {xn,k}n,kz=i, ktorej riadky konvergujú 
k bodu x, ale nijaká diagonálna postupnosť {xn. ki}Z^i nekoriverguje 
k x. Ten systém {xn)k}n,k = i budeme tiež nazývat tO-systémom pre bod x. 



II . 

V celom pojednaní funkeiou rozumieme vždy reálnu funkciu. 
Majme rubovoFnú postupnosť spojitých funkcií definovaných na inter

vale < 0,1 > {fk (*)}*= i takých, že fk (0) =fk (1) pre Je = 1, 2, 3 , . . . . 
Z tejto postupnosti utvořme dvojnú postupnosť {fijk (x)}iDk=i týmto 
spósobom: 

/i, k (x) — fk {%) pre & = 1, 2, 3, . . . 

/ 2 , * 0 » ) = / * ( 2 a 0 pre O ^ f f ^ y a /2, fc \x + -g- J = / 2 , * (x), 

fh7c(%)=fk(3x) pre 0^a?<;-g- a / s, f c í«+-g-J=/ s,*ífl? + yJ=/s,*(-«), 

A*(x)=fk(ix) pre O ^ Í P ^ - T - a / ť , * ( f f + y ) = / - , * í a + y j = . . . = 

= Á * I # + ^ T ~ ) ~ ̂  *(*)>••• atd-
Z podmienky / A ( 0 ) = / & ( 1 ) vyplývá, že fijk(x) sú spojité funkcie 

pre každé i , & = 1, 2, 3, . . . Tento proces, ktorým je utvořená tá dvojná 
postupnosť {fijk(x)}™k==lf označme d-procesom. 

Vybranou dvojnou postupnosťou z dvojnej postupnosti {an,ic}Zk = i 
nazýváme dvojnú postupnosť {an3,kr\™r=1 , kde nt < % < % < . . . a 
&i < &2 ^ ^3 < • • • > ktorá vznikne vybráním určitých postupností z ne
konečného množstva róznych riadkov. 

V e t a 1. Nech prostá postupnosť {fk(%)}it=i konverguje nerovno
měrné k 0 v Ll9 nech fk (0) =fk (1) pre každé Je = 1, 2, 3, . . . , potom 
z dvojnej postupnosti {/», k (x)}i^c = i? vytvorenej d-procesom z postup
nosti {/*(ff)}*Li, dá sa vybrať dvojná postupnosť {/•,*,(#)}»* =i-- ktorá 
tvoří p-systém pre bod 0. 

Dókaz: Najprv dokážeme, že z předpokladu {fk(x)}kL\-^-0 vy
plývá, že každá riadková postupnosť {fi,k(%)}k=i-^0. Nech i je pevné 

8 a nech # 0 £ < 0,1 > je tiež pevné, potom je možné písať xQ — x-\—-, 

kde 0 £ x £ Í a 0£s<i, číže je fi>k(x0) = / M ( ž + 7 ) = /.,* (*) 

pre každé Je = 1, 2, 3, . . . . Ďalej je/., fc (#) = / f c (já) pre A = 1, 2, 3, . . . 
a {/* (* ») }*=i -*• °> č i ž e aJ {A * (*) }*^ i -*- ° a t e d a aJ {/«, * (»<.)}*=i -*• 0. 



Pretože {fk(x)}kLi j e prostá nerovnoměrné konvergentná postup
nost k bodu 0, vyplývá z kompaktnosti < 0,1 > existencia aspoň jedného 
bodu a £ < 0 . 1 > . v ktorom nekonverguje rovnoměrné.4 To znamená, 
že existuje isté číslo z > 0 s tou vlastnosťou, že pre každé okolie U(a) 
a pre každé Je je možné nájsť taký index jfc* a bod x*y že platí k* > &, 
x* G U(a) a nerovnost | fK* (x%) | >#. Móžeme teda vybrať takú stúpajúcu 
postupnost indexov {ks}s°Li, že k nej existuje postupnost {xs}sZ= i konvergu-
júca k bodu a a súčasne je \fkg (xs) \ > 0. Teraz tvrdíme, že {fijkj} (x)}£s==i 

tvoří p-systém pre bod 0. Zrejme táto dvojná postupnost je prostá. 
Stačí ukázat, že nijaká diagonálna postupnost nekonverguje k 0. Nech 
{/«'v k* (x)}v°=i j e diagonálna postupnost, ktorá konverguje k 0, potom 
musí podlá vety 28'8*12 z Hahna 5 konvergovat rovnoměrné na hustej 
množině. Nech x0 G P je bod, v ktorom konverguje rovnoměrné k 0, 
t. z. ku # > 0 existuje také okolie (interval) U(x0) a index v0} že pre 

každé v>v0 je \fi ,jt8 ( # ) | < # pre každé x G U(x0). Nech d0 je dížka 
2 

intervalu U(x0). Volme iv* tak, aby bolo súčasne v*>v0 a — — < d0; 
2 V * 

2* i* + 1 
potom existuje isté i* také, že 0<Ci*<^i y* a < ——, — > C U(x0). 

ty ty 

Pretože je 0 £ a ^ l a tiež 0<l .# ,<r i pre 8 = 1, 2, 3 , . . . , je aj 

^ ~ £ U(x0) a ? í ± l - G £7(#0) pře s = 1, 2, 3 Potom však platí 
V V 

/ i v*'vl'V J=A*'vbjfJ = 1 ? v ^ 
I (#, * + i* \ I 

Teda je /**,*, J — - - 1 ^ * , co je sporné. 
I v ^ * V * I I 

Lemma: Nech prostá postupnost {fa(%)}*= i-**- 0 v i 1 ? nech 
ffc(0)=ffc(l) pre každé h = l, 2, 3 , . . . , potom z dvojnej postup
nosti {/i,fc(a?)}"ft==i, vytvorenej d-procesom z postupnosti {f&($)}fcLi, 
nedá sa vybrať ^-systém pre bod 0, kecí a len ked je {fk (X)}J*LI^ 0 
rovnoměrné v LL. 

4 Hahn, 214 a veta 28*4*2 na str. 216. 
5 Veta 28-8*12 znie: Na Yonngovej množme A" je každá konvergentná postup" 

nosť {fn(a;)}^>
==íX spojitých funkcií bodové nerovnoměrné konvergentná. 



Dókaz: Z vety 1. je vidieť, že {fk(%)}kLi~^-0 rovnoměrné v L± je ne

vyhnutnou podmienkou a stačí teda dokázat, zeje aj postačujúcou podinien-

kou. Ked {fk(%)}kL\-^0 rovnoměrné v Li7 konverguje aj {/*,»(#)} *=i 

rovnoměrné k 0. Skutočne, nech s > 0 , potom existuje iste také K(e)? 

že pre Je > K(s) je \fk (x) \ < s pre všetky x. Z definície f, k (x) je vidieť, 

že pre Je > K(e) je aj |/ť, & (a?) | < 6 pre všetky # a pre všetky i = 1, 2, 3, . . . . 

Ukážeme, že nie je možné, aby dvojná postupnost {gm,n (x)}m°in = i, kde 

ýwi,* (#) £ {/«, &(#)}?!* =i> tvořila p-systém pre bod 0. Bez ujmy obec

nosti móžeme předpokládat pre Je = 1, 2, 3, . . . /fc (#) 4= O, z čoho vy

plývá, že {fi,k(%)}iLr^O pre nijaké ft. Iste totiž existuje také racio

nálně číslo — < 1. že fk j — I = a, kde a 4= O- VoFme in = w . r -f- 1, 

potom je np<nr<in, a dalej je / i n ,* jJJ-J =/«„,* j y ~ ~j = 
=/in>fc Í ^ ) : = / * I ~ J — ^ č i ž e postupnost {/*,* (a)}i =-!+*-O, pretože 

nekonverguje k O v racionálnom čísle — . Pretože {fi,jc(x)}i*Li~\~ž*- O, 

musí dvojná postupnost {gm,n(%)}m,n = i v každom riadku pre každé 

celé číslo $ obsahovat aspoň jednu takú funkciu / , k (x), že | /*, k (x) | < — . 

Móžeme teda vybrať takú diagonáínu postupnost {gs, w? (#)}/Li, že 

| #*,n, (#) | < — P r e každé x, t. z., že postupnost {gs, %a (x)}/Li -*~ 0 rovno-
o 

merne a {#«,„ (#)}w°,n^i netvoří .p-systém pre bod 0, čím je lemma 
celkom dokázaná. 

V e t a 2. Nech P je L-priestor, nech a g P je bod s vlastnosťou Q? 

potom chai aktér bodu a %(a) = 80
Q. 

Dókaz: Predpokladajme, že platí opak, t. z., z e j e %(a)<*Ho & 
bod a je bodom s vlastnosťou g. Potom je zřejmé, že musí byť % (a) = bi0, 
pretože % (a) < H0 značí, že bod a je izolovaným bodom, a. preto nemóže 
byť bodom s vlastnosťou (?. Tak % (a) = H0 a bod a má vlastnost .o, 
t. z. existuje taká dvojná postupnost {am,n}m,n^ij že platí {aw,n}7T=i^- a 
pre každé w? = 1, 2, 3, . . . , ale nijaká diagonálna postupnost {amk1nk}kLi 
nekonverguje k bodu a. Ak %(a) = K0, existuje spočetný monotónny 

'' H0 je znak pre mohutnost spočetnej množiny. 



úplný systém okolí bodu a, a to [Í7"(a)] == {ř7i, U2, ř7"3, . . . } , . kde 
Ui 3 U2 3 řTs 3 K ř7i existuje istý index nL taký. že je ai, n i G řTi-
K U2 existuje istý index n2 > nt taký. že je a2y «2 G ř7"a. Úplnou indukciou 
sostrojíme diagonálnu postupnosť {ak,n^\-kL\, ktorá konverguje k bodu a, 
co je sporné. 

III. 

Definícia topologické] L-grupy7: Nech L je L-priestor splňujúci 
prvé dve axiómy pre konvergenciu a Urysohnovu axiórnu, v ktorej je 
definovaný súčet, t. z. každým dvom prvkom x, y £L je priradený prvok 

2 — x -{- y £ L, s nasledujúcimi vlastnosťami: 
A. Pre každé tri prvky x, y, z£L platí (x -f- y) -f- z = x -f- (y + z); 

B. Vo L existuje prvok, ktorý označíme O taký, že pre každé x G L 
platí ^ 4- 0 = ^ ; 

C. Ku každému prvku x G L existuje vo L prvok, ktorý označíme 
— x, taký. že x -f- ( — ,#) = 0; 

D. Ak konverguje postupnosť {xn}n^\ k prvku x a postupnosť 
{?/„}«*-= i k prvku y, konverguje tiež postupnosť {xn + yn}n==1 k prvku 
^ + ?/; priestor L nazýváme potom topologickou L-grupou. 

x — y znamená prvok x -f- (— j/). 
Topologickú L-grupu nazýváme koniutatívnou, ak pre súčet platí 

zákon komutatívny, t. z. pre každé dva prvky #, y G L platí x -f- ?/ = 

= y + 0. 
P o m o c n á v e t a 1. Ked L je komutatívna topologická L-grupa 

ktorá má aspoň jeden neizolovaný bod, sú všetky jej prvky neizolované. 
Dókaz: Ked x£L je ten neizolovaný bod, existuje potom taká 

postupnosť bodov {a?,,},^ 1 konvergujúca k bodu x, že xn 4- x a xn G L 
pre n = 1, 2, 3, . . . Ak # G £ j ^ 1'ubovol'ný bod, podFa C. je — x£L, 

pretože je x G L. Položme teraz yn = xn -f- ?/ — # pre w = 1, 2, 3 , . . . 

Zrejme je $/„G L. Z vlastnosti D. a zo zákona komutatívneho vyplývá, 

že {xn -\-y — x}n=:i-^x + y — x = y, čiže {̂ Ĵ TLr 1 konverguje k bodu 
y a ^ n rjr ?̂ yn£L pre všetky w. Tým je tvrdenie dokázané. 

P o m o c n á v e t a 2. Ak L je komutatívna topologická L-grupa a 

D. van Dantzig, 587—626. 



existuje v nej aspoň jeden bod s vlastnosťou g, majú všetky jej body 
vlastnosť g. 

Dókaz: Nech xQL je ten bod s vlastnosťou g a nech y je řubo-
volný bod z L. Existuje dvojná postupnosť {xnjk}£k==i majůca vlast
nosti: {x7hjc}k°= 1-^ # pre každé n, ale nijaká diagonálna postupnosť 
{xn. *,.} r = i + ^ x- Položme yn, k = xn, u + y — x, potom yn, 1c £ L pře každé 
n, h a platí {yn,k}£= i = {#„,fc + y — x}k°Li-*~x + y — x = y podTa D. Keby 

existovala diagonálna postupnosť {yni fc^/Li"5*" y> t. z. {^wijA:i+ £/— x}iLi 

by konvergovala k bodu y, potom platí {#w. A..}.^=1== {(#n^fc.+ ?/ — a;) + 

+ (x — y)}iZ= i * y + # — y = x podTa D., to je však spor. Tým je veta 

dokázaná. 

V e t a 3. Ak Z je komutatívna topologická L-grupa, je vo L 

U-axióma ekvivalentná neexistencii bodov s vlastnosťou g. 

Dokaž: Ak L je komutatívna topologická L-grupa, nech splňuje 
U-axiómu a nech existuje v nej bod x s vlastnosťou g, t. z., že existuje 
taká dvojná postupnosť {#*,*}»?* = -•> že pre každé n = 1, 2, 3, . . . postup
nosť {^«,&}^i-^ #, ale nijaká diagonálna postupnosť {xni ki}i = i nekon-
verguje k #. Podl'a pomocné] vety 1. bod 0 £ Z nie je izolovaný, existuje 

teda prostá postupnosť {zn}n=i-^0, kde zn ^ O. Položme pre n, & = 
== 1, 2, 3 , . . . yn,k = zn + #„,*., postupnosť {yn,4/f- i konverguje zrejme 
potom k bodu zn + x pre každé n a postupnosť {#„ + x}nz=l\ konverguje 

Ď
OD QD / 

alej platí U (#„ + #) C w (Uyn,k)> z čoho vyplývá x£u\u 
QD \ 

(U yn,*))> pričom znakom wMnejakej množiny MQL rozumieme uzávěr 
n,k=l 

OD 

množiny M. Z U-axiómy však vyplývá, že je aj x £ u (U «/«, &)• Musí teda 
n, k = l 

existovať postupnosť {yn. fcJ.^Lj konvergujúca k bodu a;. Vzájomne sa 
líšiacich indexov n» nemóže byť len konečné mnoho, pretože v tom pří
pade by sa tam niektorý index, ktorý označme N, nachádzal nekonečné 
mnoho a to vedie k sporu, lebo by sa dala vybrať riadková postupnosť 
konvergujúca k bodu z$-\- x^x. Z toho teda následuje, že vzájomne 
sa líšiacich indexov ni je nekonečné mnoho a je možné potom vybrať 
z postupnosti indexov {WÍ}»~3 takú postupnosť {ni\^=1, že konvergujú 

, postupnosti {zni} °L -ís- 0 a {y^ >**} °L -*- #• ^ o znamená, že postupnost 
{y»ť,*j — **iV ^*• P r e t o ž e P r e k a ž d é s j e y«ť,*i — **,- = *nS + 
* 8 8 8*8 — 1 * * í 5 
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+ Xnz yki — Zn; = xn{ ,k{ > je postupnosť {xn. ,k. 1 * -*» x, co je sporné, lebo 
8 8 8 8 8 * *s 8' 8 = 1 

postupnosť {^ řyfc iJ j^ 1 je diagonálna postupnosť z dvojné] postupnosti 

l ^ w , 7ifn,k= 1 • 

Ked vo L neplatí U-axióma, existuje istá množina MQL taká, že 
w (u M) — u M =J= 0. Nech x£u(u M) — uM, potom existuje postupnos 

{#*»}"= i - ^ o?, kde #n G u M — 2fcf pre každé n = 1, 2, 3, . . . Ku každému 

a?« existuje istá postupnosť {# „ , f c } A = i ^ #„, kde #„,*£-¥" pre všetky 

w, & = 1, 2-3, . . . Z tejto úvahy je zřejmé, že pre nijaká postupnos 
jndexov {n-t,1Ci}iL1 postupnosť {#W£ ^ . ^ ^ x. Utvořme teraz dvojnů 
postupnosť {zn,k}™k=i, kde Zn,k=xn,k — Xn pre w, ft= 1, 2, 3, . . . Pre 
každé n platí {zn,k}k = 1-^ 0, ale pre každú postupnosť indexov \n,i, TÍ^ÍLX 
diagonálna postupnosť {$ni ki}iZ-1+*- 0- Keby totiž pre nejakú postupnosť 
{ni, íj}/ = i postupnosť {^«ť>^J.^ x konvergovala k 0, nuž podlá vlastnosti D. 
musela by postupnosť {xni ki}°Lx-^ x, co je však spor. Zistili sme teda, 
že platí {#w,&}fc=i--^0 pre každé n, ale nijaká diagonálna postupnosť 
\2ni^J^!_+-*- 0, čiže bod 0 £ Z je bod s vlastnosťou Q. 

Obecné v L-priestoroch U-axióma a vlastnosť Q spolu nesůvisia. 
Existujú totiž L-priestory, v ktorýeh nie je splněná U-axióma a súčasne 
nijaký bod toho priestoru nemá vlastnosť Q. Ako příklad takého 
L-priestoru nám može slúžiť priestor P definovaný takto: 

P sa skládá z bodov roviny I — , — I, kde m, n = 1, 2, 3, . . . , dalej 

z bodov I — , 01, kde m = 1, 2, 3, . . . a z bodu (0,0). L-topologiu l 
\m ) 

zavedieme tam takto: {(xk, #*)}*-=-.*( — > Op v t e ( t y , ak existuje istý index 

K tej vlastností že pre &> K je #*=-=— a ak postupnosť {^}7^=1-^0 

{(#*, yik)}»-=i-^- (0, 0) vtedy, ak postupnosť {#*}ftLi*0 a ak existuje 
index JST s tou vlastnosťou, že pre ft>K je yfc = 0; nijaké iné prosté 
konvergentně postupnosti v P neexistujů. 

P zrejme splňuje axiómy 1., 2., 3. L-priestoru, v ktorom bod (0,0) 

a body I — ,01 pre m= 1, 2, 3 , . . . majú charakter H0 a body J — , — I * 

m, n = 1̂  2, 3, . . . sů izolované. Podlá vety 2. je vidieť, že P nemóže 



imať bod s vlastnosťou Q. U-axióraa tam nie je splněná, pretože pre množinu 

M=Ů í—, —1 platí (0, 0) 61(IM) — IM. 
tnt w — 1 V W> • W y 

Existujú však obrátene aj L-priestory? ktoré spliiujů U-axiómu 
- a obsahujú body s vlastnosťou Q. Čitatel' sa 1'ahko přesvědčí, že príkladom 
takého L-priestoru je priestor S2 definovaný na str. 22 v práci J. Nováka, 
eitovanej na konci nasej práce v literatuře. Priestor S2 splňuje U-axiómu 
a bod 0 má v nom vlastnost p. 

IV. 

Topologia v je slabšia než topologia ^, v označení v C u, keď v MQ u M 
pre každá podmnožinu M priestoru. Platí táto lemma: 

Nech (P, u) je (JET), alebo (H), alebo (ff)-priestor8, potom každý 
priestor (P, v), ktorého topologia y je slabšia než topologia u, je toho 
istého typu. 

J e t a 4. Priestory LX(P), ..., L5(P), L, (P, #), •-., M ^ > (?) 
sú (Jřj-priestory. 

Dókaz: Ked Q je pevná množina, je vždy hCh P r e i = 1, 2, 3, 
. . . ; 8, ako to vyplývá z definícií Zi? . . . , ž9 na str. 3. Stačí teda 
dokázat podlá tejto lemmy, že je L9 (P, Q) (FŽ)-priestor. Nech 

tfuý* £ L9 (P, Q) a fL =t=/», ^ s t u j e isté cf £ Q také, že / , (g*) =£/ , (g*), 

pretože ji a / 2 sú spojité funkcie. Vezmime s > 0 a také, že je 
2 « < l / i ( 2 * ) — / a ($*).• Množina U(ft) resp. ÍT(f2) všetkých takých 

prvkov, že \f(q*) — / i (g*) ( < £ resp. | / («*j — / 8 (g*) | < s je okolím 

bodu /L resp. f2, lebo nijaká postupnost z komplementu nemóže kon

vergovat k /L resp . / 2 . Ďalej je U (fi) O JJ(f2) ==0, pretože keby bolo 
/ ' e F C A ) nTTQfi), bolo by siicasne platné | / (g*) _ / x (g*) | < 6 a 
1/(2*) - / i (2*) I £ «, < ^ l / i (g*) ~ / a (a*) | £ | f(<f)~-fi (g*) | + | / (g*) -

—/s (2*) 1 ^ 2 s co je sporné, teda je L9 (P, Q) (£T)-priestor. 

Je známe, že priestor LL = L2 a nesplňuje U-axiómu, ďalej že 

8 Fréchet, 205. Budeme hovoriť, že (P, u) je 1. (H), 2. (H), 3. (5j-priestor, 
ak pre každé dva rózne body x, y e P existujú takó okolia O (x) a O (y), že platí: 
i. 0(a)no(y)=o,2.{tt0(a!)no^ 
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Ló — Li— L5 je metrický priestor s metrikou: vzdialenosf (fL,f2)~ 

= max | / i (x) —f2 (oo)\. 
* € < 0 , 1 > 

Všimnime si teraz kartézského súčinu priestorov spojitých funkcií. 
Kartézským súčinom L dvoch topologických priestorov Lx a L2, v ozna
čení L = Lt X L2, nazýváme množinu bodov x = (xx, x2), kde xL £ LL 

& x2 £ I>2, v ktorej je topologia definovaná pomocou okolí následovně: 
Okolie bodu x = (xL, x2) £ L je každá taká podmnožina GL X G2 C L, 

že GL je okolím bodu xx a G2 je okolím bodu #2. 

V e t a 5. Ked sú dané dva neizolovanó L-priestory LL a L2 a 

jeden z nich obsahuje bod s vlastnosťou p, kartézský súčin Lx X -£2 

nie je L-priestor. 

Dokaž: Nech LL obsahuje bod x s vlastnosťou Q, t. z. existuje 
taká {xn}k}nik==:1, že { a ^ } ^ ! -5- x pre w = l , 2, 3, . . . a nijaká dia-
gonálna postupnosť {xni, fci}i

aL1 nie je konvergentná k bodu #. Nech y£L2 

nie je izolovaný bod, t. z. existuje taká {y«}n = i , že {yn}n = i~^ y a 
OD 

yn^V Pre w = l , 2, 3, . . . . V množině i!f = U (#«,&, y») neexistuje 
n, & = 1 

postupnosť {^}t=i= { (^, ^, Ž/«?:)}/Li konvergujúca k bodu (a?, y), pretože 
potom by bolo { A ^ , ^ } * ^ - ^ ^ CO je sporné. Naproti tomu každé okolie 
bodu (x9 y) na neprázdný prienik s M, ak totiž G=GLX G2, kde GL 

resp. G2 je okolím bodu x resp. y v Lx resp. Z/2, potom existuje istý 
index £T (n) taký, že Xn^^Gi pre A > Í L " ( W ) a index i\7 taký, že 

y-n £ čr2 P re n > -2V, čiže (#n, k, yn)£G pre vhodné vefké n & k, t. z. 
^ r f H ř 4 = 0 . Z toho vyplývá, že (x, y)£uM vo L, čím je dokázané, 
že kartézský .súéin L nie je L-priestor. 

Nech (Z, w) značí priestor všetkých spojitých funkcií definovaných 
na intervale < 0 , 1 > s takou topologiou u, že (L, u) je topologickou 
L-grupou a neeh splňuje okrem toho ešte nasledujůeu podmienku: 
Ked {fk(%)}k=:i je konvergentná postupnosť v priestore (L, u) a ked 

fk (0) —- fk (1), d-procesom utvořená dvojná postupnosť {/i>fc (x)}»% = 1 má 
tů vlastnosť, že v každoni riadku je konvergentná,čiže {filk (x)\k = i je 
konvergentná v (L, u) pre i = 1, 2, 3, . . . . 

V e t a 6. Nech (L, Ui) a (L, u2) sú dva L-priestory všetkých 
spojitých funkcií definovaných na intervale < 0,1 > s predchádzajúcimi 

11 



vlastnosťami, nech hChCh pre i = 1,2. Potom nevyhnutná a postačuj úca 
podmienka, aby kartézský súčin (L, ut) X (L, u2) bol L-priestorom je 
u± = u2 = l5. 

Dókaz: Podmienka postačujúca: Nech uL =u2 = l5l sú potom 
(L, Ui) a (L, u%) metrické priestory, teda aj kartézský súčin (Z, Wi)X 
X(Z> u%) je metrický priestor, čiže aj L-priestor. 

Podmienka nevyhnutná: Nech u±^l5, t. z. existuje aspoň jedna taká 
postupnosť v (L, ut), že {fk(x)}k==i-^f(%), ale nekonverguje rovnoměrné, 
t. z., že {fk(x)—f(x)}k = i konverguje k nule nerovnoměrné v (L, uL). 
Označme dk =fk (0) -fk (1) _ [/(O) - / ( l ) ] , potom iste { d ^ i ^ O , 
teda je aj {^.^}^=i-^0 v L5, teda aj {c4.#}.f=i--^0 v (L, uL), lebo 
je l5 C Wi. Položme ^ (x) =/& (#) —f(x) -\- dkx£ (L, uL), potom je 

podl'a vlastnosti D. {cpk (x)}k = i~^0 v (L, %) . Ďalej je yfc (0) =fk (0) — 
-/(O) a y*(l)=/ fc(l)-/(l) + á* = /*(l)-/(l)+A(0)-/ t(l)-
- / ( 0 ) + / ( l ) = / , ( 0 ) - / ( 0 ) = ^ ( 0 ) . Pretože { ^ ( ^ J Í L i ^ O v Llf 

potom {yť,fc (a?)}"=!--*-O v Li pre každé i = l, 2, 3, . . . kde 
{<Pi,k(x)}£k = i je dvojná postupnosť vytvořená z postupnosti {y/c (#)}"=== i 
d-procesom. Z tohto, z wx C h a z předpokladu vlastnosti (L, uL) 
vyplývá, že {<Pi,k(x)}k==1-^0 pre každé i = l , 2, 3, . . . . Postupnosť 
{ ^ ( ^ ) } A ° = I - ^ 0 nerovnoměrné v Z t lebo {/&(#)—/(#)}"== i konverguje 
k nule tiež nerovnoměrné, tak je možné podlá vety 1. vybrať istý 
tO-systém, označme ho {<Pi,ks (x)}™s==1 > P r e k°d 0 v Lt. Pre každé 
i = 1, 2, 3, . . . je {(JPÍ,fctf(-!?)}"_! postupnosť vybraná z ftého riadku 
a teda je postupnosť {<Pi,ks(

x)}^1-^0 v ( i , ux) pre každé i = l , 2, 3, 
. . . , pretože {gPi, &(#)}*= i-5*-0 v (L, uL). Kedže nijaká diagonálna 
postupnosť toho systému nekonverguje k 0 v Ll9 nekonverguje k 0 
ani v (L, ux) pretože uLCh* Teda je {<Pi,ks(%)}'*8==1 .o-systém pre bod 
0 v (L, ux) a bod 0 má v (L, ux) vlastnosť Q. Pretože (Z, u2) nie je 
izolovaný priestor, nie je kartézský súčin (L, uL) X (L, u2) L-priestorom 
podía vety 5. Celkom podobné sa dokáže tá veta, ak platí u2 4= h* 

Speciálně kartézské súčiny LxXiL5 a L1XL1 nie sú L-priestormL 
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В ы в о д ы 

1. Диагональная подпоследовательность двойной последователь

ности \хт,п\т,п=*1 е с т ь последовательность< хт, п. \ ^ х , из которой 

« ( ) со 

нельзя из последовательности показателей {™^^^-я.^ выделить постоян

ную подпоследовательность. Точка х в пространстве ^ имеет свойство е, 

если существует такова двойная последовательность < х

т,п \т,п = 1 
точек из ^, что каждая строка сходится к точке х (элементы с двумя 
показателями мы пишем в виде матрицы в квадратной схеме), но ника
кая диагональная последовательность несходится к х. Такую систему 
{ хт,п \т,п = 1 м ы называем тоже е- системой для точки х. 

Под ^1 или-же ^2 (в тексте работы мы обозначаем его через ^ъ), разу
меется пространство непрерывных функций определенных на отрезке 

<0Д> и где < /п (х) \ п = 1 -^/(*) , если эта последовательность сходится 

в каждой точке х0 от <0,1> к ?(х0), или-же, если эта последовательность 
равномерно сходится на <0,1> к /(х) Лг или-же 12 обозначают топологию 
в ^1 или-же ^2. Если точка х пространства ^ имеет свойство $, то её ха
рактер неисчисляемый. 

2. Если < /к (х) \ ^ = х есть последовательность непрерывных функций 

определенных на <0Д>, для которых есть в силе /к (0) = /к (1) для 

к = 1, 2, 3 , то Положим для 0 < х < — (ъ = 1, 2, 3 ) ^ ь (х) = /и (ъх) 

и для всех значений показателей г, к = 1, 2, 3 — • /{ к ( х + — | = 

= /,-д [х + -т-) = . . . . = Як[х + —— ) = Д/,(*). Коротко мы будем двой

ную последовательность |/^д( л )Ид-=1 называть двойной последователь

ностью выведенной ил последовательности < /к (х) > ^ = г операцией й. 

Если \а

П11с\п,к^1 е с т ь Двойная последовательность, то мы двойную 

последовательность < %в> кг \ ^г = -_, где ^ < п2 < п3 < — и ̂  < &2 < &8 < — 

будем называть двойной подпоследовательностью последовательности 

) в я , & ( п, к = 1 • 

Пусть \ /к(х)\к>==1 есть последовательность сходящаяся к 0 в Ь-. 

(в Ь-. 0 обозначает функцию равняющуюся тождественно нулю), пусть 

/к (0) -= /к (1) для к = 1, 2, 3, — , пусть {Д& (#) Т,к = 1 е с т ь Двойная после

довательность выведенная из последовательности! /к (х) | ^ = 1 операцией й. 
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то необходимое и достаточное условие того, чтобы из двойной последо

вательности < Д ь(х)\Тк = 1 н е л ь з я было выбрать никакую е - систему,. 

для точки 0 есть, чтобы последовательность {Л(*)}Г=1 несходилась 

равномерно к точке 0 в ^ 1 . В пространстве ^ 1 находятся точки имеющие 
свойство е-

3. Топологическое Х-пространство ^ 1 которое исполняет две акси
омы сходимости Фрешета и аксиому Урисона, мы называем комутатив-
ной топологической группой, если каждой паре элементов х, у, е^ при
сужден элемент из ^, названный их суммой и обозначаемый г = х + у,, 
при том справедливо: I. для всех х, у, % еЪ есть (х + у) + % = х + (у + %), 
II. для х,у е^ есть х + у = у + х, III. существует элемент 0 е^ такой, что 
х + 0 = х для каждого х е^у IV. для каждого х е^ существует элемент 

— х е^ такой, что х + (— х) = О, V. если | хп 1 * в х -~ х и | уп \ * в г ^~У> 

Т 0 { ж п ± У п } Г - 1 ^Х±У-

Если ^ есть топологическая комутативная группа, то необходимое 
и удовлетворительное условие того, чтобы пространство ^ исполняло 
третью аксиому Куратовского есть, чтобы не существовала точка, обла
дающая свойством ?. 

4. Если V и ^ , , суть два неизолированные Х-пространства и если 
хотя одно из них содержит точку с свойством е, то их картезское про
изведение не является Х-пространством. 

Знаком (Ь, и) обозначим топологическую комутативную группу не
прерывных функций определенных на отрезке <0Д>, в котором сходи
мость и выполняет следующее условие: каждая двойная последова
тельность \ ̂ д(л) !• ^ == 1 выведенная из сходящейся последовательности 

< /& (х) \Т= г операцией й обладает этим свойством, что в каждой строке 

оно содержит сходящуюся последовательность. 
Если (Ь, щ) и ^ , и2) суть два Х-пространства имеющие упомянутое 

свойство, где 12 < и± < 1г и 12 < и2 < к (гДе знак и < V обозначает, что 
топология и более слабая чем топология *>), необходимое и достаточное 
условие того, чтобы их картезское произведение было Х-пространством, 
есть щ = и% = 1г. Специально ^1x ^1 и ^ ] х ^ 2 не суть X-пространствами.. 
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R é;s u m é 

1. Une suite diagonale extraite d'une suite double {xm, n}mf n = i est 

une suite {xm.yni}r=i telle qu'il n'est possible d'extraire aucune suite 

constante de la suite des indices {m^r=i. Un point x dans l'espace (*G) L 

possède la propriété ç quand il existe une suite double {xm,n}m,n=i de 

points de L telle que chaque ligne converge vers le point x (nous 

imaginons ces éléments à deux indices rangés dans un schéma carré 

h la façon d'une matrice), mais aucune suite diagonale {xmiy n^iLi ne 

converge pas vers x. Un tel système {xm,n}mfnr=i sera appelé aussi un 

système ç pour le point %. 

L± resp. L2 (dans le text complet de notre travail, nous le dési

gnons par L5)} est l'espace des fonctions continues définies dans l'interval 

'--< 0,1 > et où {fn (x)}n=.i-*~f(x), si cette suite converge en chaque 

point %0 de < 0,1 > vers / (# 0 ) , resp. si, cette suite est uniformément 

convergente sur < 0,1 > vers f(x). Soit lt, resp. l2, la topologie dans 

Ll9 resp. L2. 

Si le point x de l'espace (*G) L possède la propriété Q, le carac

tère de ce point est non dénombrable. 

2. Soit {fk(x)}k==1 une suite quelconque de fonctions continues 

définies dans < 0,1 > , soit fk (0) =fk (1) pour ft==l, 2, 3, . . . . Si 

0 < x < — (i = 1, 2, 3, . . . ) , posons fi9k (x) =fk (i x), et pour toutes les 

valeurs des indices i, h (i, Jc= 1, 2, 3, . . .) écrivons / , k j x -j—r-J -=---

= A * (# + y ) = • • • = / - , * I s + ^ - | — j = A * 0*0- N o u s dirons briève

ment que la suite double {A* (#)}£*=i a été dérivée de la suite {/*(#)}*Li 

par l'opération dJ. 

Soit {aWj&}w%=i une suite double. La suite double {a»tf,fcr}"r==i où 

#i < ^2 <C % < • • • et j ^ < &2 < &3 < • • • s e r a appelée une suite double 

extraite de la suite double {an,k}n,h=zi. 

Soit {fk(x)}kLi une suite convergente vers 0 dans Lt (dans Ll9 

0 est la fonction égale identiquement à zéro), soit fk(Q)=fk(l) pour 

h = l, 2, 3, . . . , soit {fi,k(x)}i^k=i la suite double dérivée de la suite 

{f~k(x)}kLi par l'opération <£ La condition nécessaire et suffisante pour 
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qu'on ne puisse pas extraite de la suite double {/•, k (#)}£* =. 1 un système ç 

pour le point 0 dans Lu est que la suite {fk(%)}kœ=i convergej uniformé

ment] vers 0 dans LL. Dans l'espace LL il y a toujours des [points jouis

sant de la propriété ç. 

3. On dit, d'après D. van Dantzig, qu'un espace (JJ) L, satis

faisant aux deux axiomes de convergence de Fréchet et à|p.'axiome 

d'Urysohn, est un groupe topologique commutatif, lorsqu'on fait corre

spondre à chaque couple de points x} y G L un élément g G L, Rappelé 

leur somme et désigné par g = x -{- y} de façon que: I. pour tous 

x, y, a E L on a (x -f y) -(- g = x -f (y + #), H. pour x, y G L on a 

x -\-y — y\-\- x, III . il existe un élément 0 G i tel que # - j - 0 = x pour 

chaque x G A IV- P o u r chaque # G -£ i- existe un élément — x G L tel 

que # + ( — x ) = Q, V. si {#«}r==i~^.# et {y«}"==i*y- alors on a 

{#« ± y»}"^ -^ a? + y. 
Soit i un groupe topologique commutatif. La condition nécessaire 

et suffisante pour que dans L le troisième axiome de Kuratowski soit 

rempli est que dans L il n'existe aucun point ayant la propriété ç. 

4. Si II et II* sont deux espaces (JC) non isolés et si au j moins 

un de ces espaces possède un point jouissant de la propriété ç,]leur 

produit cartésien n'est pas un espace (JC). 

Par (Lj u) sera désigné un groupe topologique commutatif de 

fonctions continues définies dans l'interval < 0,1 > dans lequel la conver

gence satisfait à la condition suivante: chaque suite double {fiik (x))^k=L 

dérivée d'une suite convergente {/*(#)}&Li par l'opération d possède la 

propriété que chaque ligne est une suite convergente. 

Soit (L, uL) et (L, u2) deux espaces ayant chaque la propriété qui 

vient d'être définie, où l2C^iC h et h C % G h (la notation u G v indi

que que la topologie u est plus faible que la topologie v). La condition 

nécessaire et suffisante pour que leur produit cartésien soit un espace (JC) 

est que uL = u2 — l2. Spécialement, les produits cartésiens LL X LL et 

LlyiL2 ne sont pas des espaces (.-/?). 
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