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Návod ke studiu algebry pro začátečníky. 
Vladimír Koříiu-k. Pruhu. 

Tento článek jest uii-cn zu pr\ť- těm, kteří se chtějí si-ziníiiiiti se 
základními poznatky algebry, a dále tem, kteří se rozhodli obnoviti 
a doplniti si své vi-domosti z elementární algebry. Progruni studiu, 
jak je cloleji sestaven, obsahuje nejdůležitější věci z algebry, jichž 
znalost je potřebí při studiu iiějuké matematické discipliny neb v pří
rodních a technických vědách. .Mimo zmíněný minimální program JKI-
jetlnú\á článek ještě o učebnic-íc-li, z nichž možno tyto věci nastudovat. 

Program studia. Stručně možno shrnouti takový minimální pro
gram pro začáteěniekě studium algebry tnkto: 

I . Z á k l a d n í pojmy a l g e b r y . 
Pojem tělesa a oboru integrity. Ht-álná a komplexní čísla a jich 

vlastnosti. Polynomy jedné proměnné (neurčité). Polynomy více pro
měnných (neurčitých). Dělitelnost polynomu, největší sjnilečný dť-litol 
polynomu. Reducibilita a ireducibilitn polynomu jedné proměnné (ne
určité). 

I I . L i n e á r n í a l g e b r u . 
T e o r i e d e t e r m i n a n t u : Definice a základní vlastnosti determi

nantu. Subdetcrminanty a doplňky libovolného řádu. Hodnost deter
minantu. Věta Laplnccovu. Věta o nasolení determinantu. Reciproký 
determinant. 

T e o r i e l i n e á r n í c h forem: Formy lineárně závislé a nezávislé. 
Souvislost s hodností matice těchto forem. 

Ř e š e n í l i n e á r n í c h r o v n i c : Crnmcmvo prtnidlo. Řešení homo
genní i nehomogenní soustavy m rovnic o « neznámých. Počet lineárně 
nezávislých řešení dané homogenní soustavy. 

T e o r i e m a t i c : Pojem matice. Determinanty z matice. Hodnost 
matice. Sčítání a násobení matic. Adjungovnná matice. Determinant 
adjungované matice. 

l l í . T e o r i e a l g e b r a i c k ý c h r o v n i c . 
S y m e t r i c k é f u n k c e : Definice. Elementární symetrické funkce. 

Hlavní věta o symetrických funkcích. Výpočet dané symetrické funkce 
pomocí elementárních symetrických funkcí. Potenční součty a formule 
Newtonovy. Diskriminant polynomu jakožto symetrická funkce kořenu. 

Základní věta algebry. 
Rozklad v kořenové činitele. Vícenásobné kořeny, jich definice 

pomocí rozkladu v kořenové činitele a pomocí derivací polynomu. 
Diskriminant rovnice. 

Ř e š e n í a l g e b r a i c k ý c h r o v n i c : Rovnice pro dělení kruhu a její 
goniometrické řešení, ii-té kořeny z jedničky. Primitivní »i-té kořeny 
7. jedničky a jich počet. Eulero\a funkce 7 . Rovnice binomické. Pojem 



algebraického ivšení rovnic. Algebraické řešení rovnic 2.. 3. a 4. s tupně. 
Casus irrediicibilis rovnice ' ' . s tupně a jeho goniometrické řešení. 
Kovnice. reciproké. 

X u m e r i e k é ř e š e n í r o v n i e o r e á l n ý c h k o e f i c i e n t e c h : Jed
noduché odhady pro absolutní hodnoty kořenu pomocí koeficientu 
rovnice. Separace kořenu. Věta Biidan-Fourierova. Descartesova a Stur-
inova. Homerovo schéma a praktické provádění separace kořenu. 
Metoda Newtonova pro přibližný výpočet kořenů. Hegula falši. Prak
tický výpočet kořenu podle těchto metod. 

IV. K v a d r a t i c k é f o r m y . 
Bilineární a kvadrat ická formu. Transformace bilincárníeh a kvad

ratických forem. Hodnost bilineární a kvadratické formy. Zákon setrvač
nosti pro kvadrat ické formy. 

V. Z á k l a d y č í s e l n é t e o r i e . 
Dělitelnost v oboru integrity celých racionálních čísel. Xcjvétší 

společný dělitel a nejmenší společný násobek. Prvočíslo. Jednoznačný 
rcizklad celého čísla v součin prvočísel. Čísla nesoudělná. Eulerova 
funkce o a její vlastnosti. Lineární kongruencc. Věta Kermatova. Veta 
Wilsonm a. 

Učebnice elementární algebry. Uvedu nyní stručně knihy, z nichž 
možno t a k t o vytčený program studovat . Z učebnic algebry jsou t o 
především dvě knihy: jednodílná kniha B i e b e r b a c h o v a : Vorlesungcii 
ťiber Algebra, (1) a (2)1) a dvoudílná kniha P e r r o n o v a : Algebra, 
(.3) a (f>). Xáš program lépe se př imyká ke knize Bieberbachovč, neboť 
Perron obsahuje celé velké part ie týkající se teorie eliminace (řešení 
a vlastností soustav algebraických rovnic o více neznámých), která 
není zahrnuta do hořejšího programu. Zvláště ve svém 5. vydání jsou 
Bieberbachovy Vorlesungen knihou moderně psanou. Důkazy jednotli
vých vět jsou v té to knize podány v nejjednodušším tvaru, jsou. pokud 
to možno, ryze algebraické a jsou provedeny, pokud to lze, logickou 
úvahou. Vadou knihy je však, že důkazy jsou často příliš stručné, ba 
možno říci, že jsou někdy i nedbale odbyty, takže začátečník přichází 
při studiu často do rozpaku a některým místům jen těžko porozumí. 
Perronova Algebra není tak moderně psaná, algebraické stanovisko 
není v ní tak uplatněno, důkazy jsou často příliš a zbytečně složité. 
Perron pracuje r á d při důkazech výpočtem, někdy i velmi složitým, 
místo logickou úvahou. Zato vše je provedeno velmi pečlivě a clo všech 
podrobností, takže se čtenář neocitne na rozpacích. Leccos bylo zlepšeno 
a opraveno v 2. vydání Perronovy knihy (<>). Celkový charakter knUiy 
však tak, jak je zde \ylíčen, přirozeně zůstal . Souhrnně možno t e d y 
říci t o t o : Čtenář, k terý se nebojí překážek a dovede samostatně do-

') Č'ísla v kulatých závorkách za názvy knih odkazují na seznam cito
vané literatury nn konci článku, kde čtenář nnjde vScobny bihliotrmíieké 
údaje. 
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mýšlot stručné provedené důkazy, dojde snáze a r\ obleji k z<lc v\ toč
nému cíli studiem knihy Bicbeibachovy. 

Ostatní známé učebnice algebry nehodí se ke studiu naznačeného 
programu. Tak niv příklad první díl známé WclK-rovy: l.ohrbuoli der 
Algebra (10), který byl po generace stanilortní knihou pro algebru, 
je jednak psán ze stanoviska dnes již zastaralého, jednak obsahuje 
mnoho látky, která překračuje rámce zde stanovený. Vybírat puk 
z této knihy partie, které do tohoto rámce patří, je téměř nemožno. 
Kniha Roberta Kricke: Lelu-hiich der Algebru (4) jo vt> svém prvním 
díle v podstatě- jen málo upraveným prvním dílem Algebry Weberovy. 
Učebnice moderní abstraktní algebry, jako jo kniha Haiiptova. Hasičovu 
neb van der Wacrdenoui, nehodí se rovněž pro naše účely. V těchto 
knihách jde o abstraktní, ryze algebraické vybudování teorie, z níž jen 
velmi malá část patří do našeho programu, a zůstává v nich naopak 
stranou mnoho věcí, které ze stanoviska abstraktní algebry patří do 
funkční teorie polynomu, jako je základní věta nlgcbry, odhndy pro 
absolutní hodnotu kořenu ]H)mocí koeficientu rovnice, separace kořenu, 
numerické řešení rovnic, goniometrické řcšAí některýeh rovnic a věci 
tomu podobné. Tyto věci jsou však pravé pro začátečníka důležité. 
Je nutno, jednak aby se naučil prakticky počítat, jednak aby se 
obeznámil blíže s vlastnostmi tělesa všedi komplexních čísel a s vlast
nostmi |M>lynomů v tomto tělese, neboť, když ]K)mineme vlastní ]K>-
drobné .studium algebry, bude pravé při dalším studiu matematiky 
tyto věci nejvíce ]K>třobovat. 

Při tomto výčtu knih upozorňuji ještě, že lineární algebru možno 
též velmi dobře studovat z české knihy: Základy teorie determinantu 
a matic a jich užití od B. Bydžovského (3). 

Ukáži nyní, jak lze studovati látku obsaženou v hořejším programu 
podle knihy Bieberbachovy i podle knihy Porronovy, aby si čtenář 
mohl vybrat tu z nich, která se mu lépe líbí, neb po případě tu, kterou 
má po ruce. Učiuíin to tím, že zde sestavím ty partie uvedených knih. 
které možno při studiu vynechat. 

Bieberbachovy Yorlesungen uber Algebra. Počněme s knihou 
Bieberbachovou. Za podklad vezmu 5. vydání této knihy (2).1) Jednot
livé paragrafy této knihy budu označovati stojně, jak to dělá Bieber-
bach, třemi čísly, z nichž první značí oddíl (Abschnitt), druhé kapitolu, 
třetí paragraf. Pro kontrolu uvedu vždy stručný obsah vytčené části.*) 

*) IV. vydáni (1) se celkem liší v ěá--.tocb duležitveh pro náš program 
jon velmi máio od .">. \-y<lání. V ."5. vydání je lilavnř rozšířen ft propracován 
úvod tvořící 1. a 2. kapitolu 1. oddílu (Abschnitt) a pak 2. kapitoln 2. od
dílu, jednající o řešení soustav lineárních rovnic. Nutno upozorniti, žo tato 
2. kapitoln 2. oddílu jo vo 4. vydání naprosto nedostatečná /.vliíšto pokud 
so týče řošoni sou-stavy nehomoijoimich rovnic. V .">. vydání věc byla opra-
vonn. 

a) Mnou uvedoiiý obsah není vžily přoklndcm ná/.vii příslušného para
grafu, kapitoly neb oddílu. 
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Xcní-li nic jiného řečeno, /.iinniciiá to, že každý paragraf, který je 
|)ojntý ilo níže uvcilcného seznamu, možno vynechat celý. Abych 
umožnil studium i těm, kteří mají po ruce 4. vydání Bicbcrbachovy 
knihy. uvedu vždy za údaji jjaragrafu neb stránek .">. vydání v hrana
tých závorkách jiWslu.šné údnje j>ro 4. vydání, juikud se t y t o úflajc liší 
od údnju |iii» |iáté vydání. 

1. (hltlil. Záklndní vlastnosti algebraických rovnic. 

1.2.ÍI [V 4. vyd. není. | Důkaz, že těleso komplexních čísel je jediné 
iiiultěleso hy|K'rkoni|)lcxiiích ěíscl nad tělesem čísel reálných. 

1.4. 1 Poznámka. Duknz záklndní věty algebry v tomto § provedený 
je j)iíliš stručný. Poilrobně je tento duknz proveden v knize 
O. Schreicr n. K. S|KTiier: TCinfiihrung in dic nnnlytische Geo
metrie unii Algebra. (») § 17, str. 221—230 . Viz též § 10, 
str. 211—221, kde jsou dokázány některé vě ty z § 17. 

1. 4. 2 Duknz základní věty algebry pomocí vě ty Rouehéovy z funkční 
teorie. Důkaz větv^ Rouehéovy jest jen naznačen. Proto bude 
léjie, když čtenář, který nezná větu Ronchéovu z funkční 
teorie, ten to duknz vynechá. 

1,.">.!» [V 4. vyd. neiií.l Poznámka. Duknz základní věty algebry zde 
l,:í. 1(1 provedený, v |K)tlstatě moderně upravený 2. důkaz Gaussuv, 

je proveden vcinii poflrobně v 5 . vydání Perronow Algebry (6), 
í. tlil, §.">0. str. 242—24S . Viz též §4íl. str. 24Í—242, neboť 
v §.">(» je jK>třcbí věty 12."í. § 1 , 5 , 9 a § 1 , 5 , 1 0 možno vy
nechat, byl-li dobře prostudován důkaz z § 1 , 4 . 1 neb jiný 
důkaz záklndní věty . 

2. (hldil. Lineární algebra a kvadratické formy. 

2. 2 Poznámka. Ve 4 . vydání není výklad o řešení lineárních rovnic 
zdařilý. Zvláště nedostatečný je výklad o řešení soustavy ne
homogenních rovnic. Proto čtenář, který studuje podle 4. vj'-
dání, učiní lépe, když tu to jinrtii nastuduje jinde, na př. 
v Hydžovského Základech teorie determinantů (3), § 4, odst. l.», 
a § 0. V 5. vydání byla ta to jiartie úplně přcjiracována, takže 
vyhovuje. 

2, 3 . 3 Zcvšeolvecnění vě ty o součinu dvou determinantu. 
2. 3 . 4 Vynechat konec § od str. 88 [72] nnhoře, jednající o subdetermi-

nantech adjiingované matice. 
2, 3. 6 Polosymetrické determinanty. 
2.4, "> Poznámka. Důkaz věty, že lineární transformací se nemění 

hodnost kvadratické formy, užívá v 4 . vydání větu o deter
minantech součinu dvou mat ic z § 2, 3, 3. Hoření věta je sice 
bezprostředním důsledkem vě ty z § 2, 3, 3, avšak t a t o věta 
sama a její důkaz jsou dosti složité. Proto autor nahradil 
v 5. vydání onen důkaz jiným, který je založen na teorii lineár-
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nich roMiic. Uukaz je však příliš stručný, takže začátečník 
mu težko jiorozunií. Prolo je tento důkaz \ dodiitcích k tomuto 
článku úplně proveden. Kdo studuje JHKIIC 4. vydání, musí si 
o\šeiii prostudovat § 2 , 3. 3 . j>ak mu důkaz hoření věty nebude 
činit jiotíží. 

2 . 4 . 7 Poznámka. Důkaz zákona setrvačnosti k\ailratiekýcli forem je 
rovněž příliš stručný. Je též \ dodatcích úplnc |)ro\c(lcn. 

2 . 4 . 8 Subdctcrminanty jiositivní kvadratické formy. 
2, 4,!) Ortogonální transformace. 
2, 4, 10 Hermitovy formy. 

3. Oddíl. Symetrické funkce. 
3, 1, 3 Poznámka. V důkaze Xcw tónových vzorců j>ro jxjtcnční součty 

je naiisán ihned vvslcdek dělení vvrazu ' vvskvtiijících 
.e — \. ' • 

se v rov. (.">), str. 121 [103J. Toto dělení je úplně provedeno 
\ knize H. Welier: Lchrbueh der Algebra, 1. Band. (10). § 4<>. 
str. 15<>—158. Viz též § 4 , str . 32—34 . odkudž je potřebí 
\zorce (8) na str. 34. 

3, 1, 8 Druhý důkaz hlavní věty o symetrických funkcích. 
3 , 1 , 1 3 /"všeobecnění j isté formule |>ro diskriminant. 
3, 2, 2 až 3, 2, 5 Tschimhausova a .lernrdova transformace. 
4 . Oddíl. Numerické řešení rovnic. 
4 , 1 , 2 Caiichyovo j.ravidlo j>ro odhad absolutní hodnoty kořenu 

rovnice. 
4, 1,7 Z toho to § vzíti jen Horncrovo schéma, t . j . 2. a 3. odstavce 

tohoto § na str. 132 dole a str. 153 nahoře, [1351. Liliovou 
grafickou metodu vynechat. 

4, 1, J) Nomograf ieké řešení rovnice. 
4 , 1 , 1 1 a 4, 1, 12 Poznámka. Hegula falši a metoda Newtonova je 

v knize vyložena jen velmi zběžně. Obě metody budou vy
loženy v tom to ěasojiise jiozději ve zvláštním článku. 

4, 1, 13 Lagrangeova metoda řetězových zlomku jiro numerické řešení 
rovnic. 

4, 2, 0 Druhý způsob konstrukce Stiirmovýcli řetězců. 
4, 2, 9 Sekulární rovnice. 
4, 2,10 Sestrojení Sturmových řetězců pomocí kvadratických forem. 
4, 3 Počet kořenu rovnice v oborech komplexní roviny. Vynechat 

celou kapitolu. 
4 , 4 Griiffoova metoda. Vynechat celou kapitolu. 
4, 5 Věty o poloze kořenu v komjilexní rovině. Vynechat celou 

kapitolu. 

ó. Oddíl. Algebraické řešení rovnic. 
", 5 Cyklické rovnice. Vynechnt celou kapitolu. 
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5, O Algebraické řešení rovnice pro dělení kruhu. Vynechat celou 
kapitolu. 

5, 7 Grupy substitucí. Vynechat celou kapitolu. 
5, 8 Galoisova teorie. Vynechat celou kapitolu. 
Anhung. Řetězové zlomky. Vynechat celý. 

Perronova Algebra. Za podklad vezmu 2. vydání (6), které se 
liňí od 1. vydání (5) dosti značně.4) Opět podám seznam partií, jež při 
ntudiu možno vynechat. Protože se obě vydání značně liší, uvedu 
všude za údaji paragrafů a stránek 2. vjdání v hranatýcli závorkách 
příslušné údaje pro 1. vydání. V každém díle Perronovy Algebry jsou 
paragrafy číslovány jednotně od začátku až do konce, takže stačí udávat 
jen paragrafy. Jinak se budu říditi stejnými zásadami jako při knize 
Bieberbachově. 

Při studiu možno vynechat tyto partit*): 

1. díl. Základy. 
2. kapitola. Funkční vlastnosti polynomů. 

§ 14 [13] Diferenční počet. Aritmetické řady. 
§ 17 [10] Vzíti jen interpolační formuli Newtonovu (10) [(15)] a La-

grangeovu (18) [(17)]. Důkaz formule Newtonovy je obsažen 
v oddíle IIJ. tohoto §, v časti od začátku oddílu na str. 73 [73] 
až na kouec toho odstavce na str. 74 [74], který právě obsa
huje formuli (10) [(15)]. Důkaz formule Lagrangeovy je 
v prvním odstavci oddílu IV. na str. 75 [75]. 

• 3. kvpitola. Determinanty a lineární algebra. 
§ 21 [20] Derivace determinantu, jehož prvky jsou polynomy. 
§ 20 [24] Poznámka. Ze dvou důkazů součinové věty pro determinanty 

je lépe vzíti důkaz druhý, obsažený v oddílu II . 
§ 27 [25] V tomto § vynechat celý oddíl IV. na str. 122 [124] obsahující 

teorii Hennitovýeh forem. 
§28 [2tí] Závislé polynomy. 

4) V 1. dílo jo to především 1. kapitola, jednající o základních po
jmech, která byla v 2. vydáni přepracována a zlepšena. Byla rozšířena 
o 1 paratrraf. V 3. kapitole byl přidán § 25 o lineárních transformacích. 
Tim byl nejen vyložen důleřitý pojem, nýbrž i usnadněn výklad o formách 
v následujících paragrafech. V 5. kapitole byly upraveny paragrafy jednající 
o eliminaci a přidán $ 47 o resultantu homogenních polynomů. V 6. kapitole 
byl u|>raven hlavně dflkaz základní věty algebry, který byl značně zjedno
dušen. V ]. vydáni bylo poivžito při tomto důkaze dosti složitých vlastností 
resultantu dvou polynomft o dvou proměnných, jichž však není nikterak 
třeba. Dále byla v této kapitole upravena partie jednající o soustavách 
rovnic. Mimo jiné byl přidán § 56 a $ 58. Rovněž 2. díl byl značně pře
pracován, ale pro studijnf program nahoře vytčený přepracovaní nemá 
velkého významu. 

') Neni-li u jednotlivých paragrafů výslovně něco jiného uvedeno, 
znamená to, že možno vynechat paragraf celý. 
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§ 29 [27] Funkcionální determinanty. 
Poznámka. Z lineami algebry není v knize vůbec probrána 
partie o závislosti lineárních forem. Celá tato teorie plyne 
ovšem jako speciální případ z vět § 28 [26] a § 29 [27], dosa-
dúne-li tam místo obecných polynomu lineární formy. Je však 
snadnější nastudovati tuto teorii jinde, na př. v Bydžovskeho 
Základech teorie determinantů (3). 

4. kapitola. Symetrické funkce. 
§30 [28] Zde vynechat oddíl III . , str. 143—145 [150—152], jednající 

o nezávislosti symetrických funkcí. 
§ 31 [29] První důkaz hlavní věty o symetrických funkcích vynechat. 

Je lépe vzíti až dukaz druhý v § 33 [31]. 
§ 32 [30] Zde vynechat oddíl II., str. 151—154 [159—162], obsahující 

Waringovu formuli pro potenční součty, a dále z oddílu III . , 
str. 155 [164] část od odstavce za formulí (26) [(30)] až na 
konec §, jednající rovněž o Waringově formuli. 
Poznámka. V § 32 v oddíle I. užívá se formule (9) z § 17, 
který byl vynechán. Je proto třeba na tomto místě si přečísti 
z § 17 oddíl I. V 1. vydání je důkaz proveden bez použití 
§ 16, který odpovídá § 17 2. vydání. 

§33 [31] Poznámka. §33 [31] obsahuje druhý dukaz hlavní včty o sy
metrických funkcích. Tento dukaz vzíti. V 2. vydání je po
někud zjednodušen. Při tom věta 70. [70] je nejdříve doká
zána pomocí vět 68 [68] a 69 [69] z § 31 [29], který byl vy
nechán. Za prvním důkazem je však dukaz druhý, přímý, 
který uvedených vět nepoužívá. Po prostudování tohoto § 
vrátiti se k §31 [29] a prostudovati metodu výpočtu sy
metrických polynomů vyloženou v oddíle I I . str. 149—150 
[156—157]. 

§ 34 [32] Poznámka. Tento § obsahuje další metody pro výpočet sy
metrických polynomů, z nichž nejdůležitější jsou metody vv-
loženó v 4. příkladě oddílu I I [I] str. 161 [171]. ' 

§ 35 [33] Zde možno vynechat oddíl II., obsahující některé příklady, 
až na část IIC na str. 166—167 [176—177], obsahující vy
jádření diskriminantu pomocí základních symetrických funkcí. 

ó. kapitola. Dělitelnost a reducibilita polynomů. 

§39 [37] Dělitelnost a reducibilita polynomů více proměnných. 
§ 40 [38] Největší společný dělitel polynomů více proměnných. 
§ 41 [39] Kriteria reducibility a ireducibility. 
§ 42 [40] Lomené racionální funkce více proměnných. 
§ 43 [41] V tomto § vynechat podrobné vlastnosti resultantu, obsažené 

v části od věty 117 [117] na str. 208 [220] až do konce §. 
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§44 [42] V tomto § vynechat oddíl II., str. 213—215 [220—228], obsa-
hující některé speciální vlastnosti diskriminantu. 

§45 [43] Kesultanty polynomu více proměnných. 
§46 [44] Další vlastnosti resultantu polynomu více proměnných. 
§ 47 [V 1. vyd. není.] Kesultant homogenních polynomu. 
6. kapitola. Kořeny algebraických rovnic. 

§ 48 [45] Poznámka. V tomto § na str. 232 [248] je odkaz na větu 108 
[108] z §41 [39], která byla vynechána. Věc není však pod
statná a nebude činit potíží při dalším studiu. Viz též poz
námku k § 50 [47, 48] . 

§49 [46] Poznámka. Viz poznámku k §50 [47, 48]. 
§ 50 [47, 48] Poznámka. Tento § obwihuje důkaz základní věty algebry. 

Je zde podán 2. Gaussuv důkaz v moderní úpravě. V 2. vy
dání (6) je velmi pěkně vyložen. Výklad v 1. vydání je však 
příliš složitý. Užívají se tam vlastnosti resultantu dvou poly
nomu o dvou proměnných z §41, kterě se dostanou složitými 
úpravami determinantu. Užití resultantu v důkaze je však 
úplně zbytečné. Proto se důkaz tak, jak je podán v 1. vydání 
\ §47 a v §48 ke studiu nehodí. Jiný důkaz základní věty 
algebry, jednoduchý a velmi pěkně vyložený, je obsažen 
v knize: O. Schreier u. E . Sjíerner: Einfiihriuig in die analy-
tische Geometrie und Algebra. 1. díl (9), § 17, str. 221—229. 
Viz též § 16, str. 211—221. Čtenář, který si nastuduje důkaz 
základní věty algebrv ze Schreiera, může vvnechat z § | 8 
[45] IL, III . a IV. oddíl a dále § 49 [46] a § 50 [47 a 48] . 

§ 51 [49] V tom to § vynechat oddíly I. a II . str. 248—252 [266—270], 
jednající o isomorfismech rozkladových těles, a vzíti jen od
díly III . a IV., jednající o vícenásobných kořenech. 

§ 52 [50] Poznámka. Věta 133 [134] na str. 256 [275] má dva důkazy. 
, První, který používá vlastností resultantu z § 43 [41], vynechat 

a vzíti jen druhý, který začíná na str. 257 [275] za formuli (8). 
§ 53 až § 58 [§ 51 až § 54] jednající o transformaci rovnic a o řešeních 

soustav rovnic o více neznámých vynechat. 

II. díl. Teorie algebraických rovnic. 

1. kapitola. Separace kořenu. Numerické řešení rovnic. 

§ 1 [1] Zde vynechat oddíl III . str. 4—5 [ 4 — 6 ] . jednající o vztazích 
mezi počtem kořenů rovnice v daném intervalu a hodností 
jisté kvadratické formy. 

§ 4 [3] Sekulární rovnice. 
§ 5 [ V I . vyd. není.] Ortogonální substituce a transformace kvadratické 

formy na hlavní osy. 
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§6 [5] V tomto § vzíti jen oddíl L, jednající o odhadu absolutní 
hodnoty kořenu rovnice pomocí jejích koeficientu. Ostatní 
části od počátku oddílu II., str. 33 [23] obsahující různé věty 
o odhadech absolutní hodnoty kořenu pro rovnice o speciál
ních koeficientech, vynechat. 

§ 7 [V 1. vyd. není.] Jakost kořenu charakteristické rovnice matice. 
§ 8 [6] V tomto § vynechat konec § od počátku oddílu I I I . na str. 43 

[28], obsahující různé věty o komplexních kořenech rovnice. 
§9 [7] V oddílu I. vynechat konec od 1. odstavce na Rtr. 48 [33] 

až do konce oddílu, jednající o komplexních kořenech rovnice. 
Oddíl II. o Newtonově metodě vzíti. Oddíl III . , obsahující 
použití Newtonovy metody na soustavu rovnic o více ne
známých, vynechat. Oddíl IV. o regule falši vzíti. Výklad 
o metodě Newtonově a o regule falši je jen velmi zběžný. 
Obě metody budou vyloženy v tomto časopise později ve 
zvláštním článku. 

§ 10 [8] Metody D. Bernoulliho a Graffeho pro přibližný výpočet 
kořenu. 

2. kapitola. Řešení algebraických rovnic až do 4. stupně a reciproké 
rovnice. 

§ 14 [12] Vzíti jen 1. metodu pro řešení rovnice 4. stupně, vyloženou 
v oddíle I. Ostatní metody od oddílu II na str. 75 [61] až do 
konce § vynechat. 

§ 15 [13J Řešení soustavy 2 kvadratických rovnic o 2 neznámých. 
§ 16 [14] Tschirnhausova transformace. 
3. kapitola. Teorie grup. Vynechat celou kapitolu. 
4. kapitola. Galoisova teorie. Vynechat celou kapitolu. 
5. kapitola. Rovnice 5. stupně. Vynechat celou kapitolu. 

Poznámka. Mimo partii o nezávislosti lineárních forem nejsou 
v knize probrány ještě základy teorie čísel. Proto čtenář, který studuje 
algebru podle této knihy, musí si teorii čísel nastudovati odjinud. Viz 
níže uvedené knihy. 

Lineární algebra. Lineární algebru možno též studovat z české 
knihy Bohumila Bydžovského: Základy teorie determinantů a matic 
a jich užití (3). V knize je vše velmi zevrubně vyloženo a ke každému 
paragrafu jsou připojeny příklady na cvičení. Z našeho vytčeného 
programu vymykají se tyto paragrafy a lze je tudíž vynechat: 

I. § 10. Determinanty souměrné a polosymetrické. 
I. § 11. Geometrické aplikace. 

II. §-4i Formy kvadratické II. (Ortogonální transformace.) 
Základy Číselné teorie. Základy číselné teorie, jak jsou sestaveny 

v hořejším programu, jsou obsaženy v 5. oddílu, 4. kapitole Bieber-
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bachových Vorlesungen uber Algebra (1) a (2). Lze je však tóž studovat 
z české knihy: Karel Rychlík: Úvod do elementární teorie číselné (7). 
Tato knížka je sice psána velmi koncisně, ale důkazy jsou provedeny 
velmi přesně a úplně. Rovněž každý nový pojem je přesně definován, 
což vše podstatně usnadňuje studium. Do našeho rámce patří první dvě 
kapitoly knížky. Při studiu možno vynechat v 1. kapitole, jednající 
o dělitelnosti a o prvočíslech, § 15 až § 18. V 2. kapitole, jednající o kon-
gruencích, možno vynechat tyto paragrafy: § 22, § 25 až § 27, § 33. 
Vynechané paragrafy obsahují velmi zajímavou látku, takže jsem pře-, 
svědčen, že čtenář zajímající se o matematiku si je se zájmem přečte. 
Rovněž 3. kapitola jednající o g-adických zlomcích je velmi zajímavá. 
Ačkoliv nepatří do našeho programu, má velký význam pro učitele 
středoškolské, neboť je v ní vyložen teoretický podklad psaní čísel 
v desetinné soustavě. 

Jinou malou knížkou pro studium základů teorie číselné je 
knížka Arnolda Scholze: Einfuhrung in die Zahlentheorie (8). Do našeho 
programu patří tyto partie: Celá 1. a 2. kapitola a z 3. kapitoly § 12 
až § 18. Látka v těchto kapitolách obsažená je poněkud rozsáhlejší 
než látka vytčená v našem programu. Jednotlivé paragrafy této knížky 
souvisí však tak navzájem, že nelze stanoviti vhodnější výběr. 

Dodatky. Vyložím zde podrobně dva důkazy z teorie kvadratic
kých forem z Bieberbachových Vorlesungen uber Algebra (1) a (2), 
protože jsou to důkazy dvou velmi důležitých vět a jsou v knize příliš 
stručné, takže by jim začátečník těžko porozuměl. Při tom budu užívati 
veskrze značení knihy. 

První dodatek se týká § 2, 4, 5, vydání 5. knihy (2). Ve 4. vydání 
je důkaz jiný. Jde o tuto větu: 

Píevedeme-U kvadratickou formu lineární substituci o nenulovém 
determinantu v jinou kvadratickou formu, pak máji matice obou forem 
stejnou hodnost. 

Důkaz. Označme si matici koeficientů původní formy 51- Pak lze 
tuto formu psáti podle 2,4, 3 ve tvaru 

kdež r je matice o » řádcích a 1 sloupci 

j ' je matice k f transponovaná. (Viz 2, 4, 2, str. 96.) Provedeme-Ii na 
tuto kvadratickou formu substituci: 

í = <33tj (D 
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o nenulovém determinantu |Q3 | #- 0, dostaneme kvadratickou formu 

Máme dokázat, že matice 51 a "S'" .?!^ mají stejnou hodnost. Avšak 
podle vě ty z 2, 2, 5, str. 77, je hodnost matice "21 rovna maximálnímu 
portu lineárně nezávislých řešení soustavy homogenních lineárních 
rovnic, které lze psáti v maticovém tvaru 

21? = O, (2) 

kdež O je matice o n řádcích a 1 sloupci skládající se ze samých nul.*) 
J e to, explicitně napsáno, těchto n rovnic: 

anxl + ai2xt + . . . + ainxH = 0, »' = 1, 2 , . . ., n. 

Podobně hodnost matice ^ ' Q l ^ se rovná maximálnímu počtu lineárně 
nezávislých řešení soustavy homogenních lineárních rovnic: 

^ " ^ a = O. (3) 

Ta to soustava má však stejná řešení jako soustava 

2l<23l> = O. (4) 

Nejsnáze to nahlédneme pomocí maticového počtu, když maticovou 
Tovnici (3) násobíme zleva maticí <33'~* reciprokou k "23'. (Viz 2, 4, 4.) 
Dostaneme na levé straně podle 2, 4, 4: 

<23<-i <33'21<23B = G ^ t ) - SlíB*. 

N a pravé straně dostaneme 
93'- 1*) = O . ' 

Odtud plyne ihned rovnice (4). Podobně znáscbíme-li rov. (4) maticí 
•<23', dostaneme rovnici (3). Bez maticového počtu dostaneme ten to 
výsledek takto: Soustava lineárních rovnic (3) vypadá explicitně na
psána takto-

n n n 
2 2 2 bHaHbu *l = 0, i — 1, 2 n. 

í - i i - n - i 
Zavedeme-li sem nové neznámé substitucí 

n n 
*> = 2 2 a*bllxl< 

1 - 1 2 - 1 . 

•dostaneme 

•) Pozor! Matie O byla zavedena v 2, 1. 4, str. 04 a v 2, 2. 5. elr. 76 
jakožto matice (0, 0, . , ., 0) skládající se z 1 řádku a •/. n sloupců. Protože 
Bieberbach již v 2, 4, S symbol O nedefinuje, je na tomto miste v kni>e 
vlastně chyba. Bioberbach by měl psáti O' (matice transponovaná k O). 
Protože vsak r » *j» značí rovněž matice o n řádcích a 1 sloupci, po
nechávám značení O a výslovně podotýkám, že zde znamená něco jiného 
-než v 2, 1. 4 a v 2, 2, 5. 
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Protože determinant 6# | =# 0, mají tyto rovnice jen řešení 
n » 

z, = 2 I«j.ÍH*i = 0. 
i - K - l 

To je však soustava (4). Je tudíž každé řešení soustavy (4) zároveň 
i řešením soustavy (3) a naopak. 

Máme tedy dokázati, že soustava (2) a soustava (4) mají stejný 
maximální počet lineárně nezávislých řešení. Avšak soustavu (4) do
staneme z (2) pomocí substituce (1) a naopak z (4) dostaneme (2) po
mocí inversní substituce 

t) = (33- 1r: (5) 
<H<23to = ^ ^ - ' f = •SlSí = <2lj. Substitucemi (1) a (5) je tedy při
řazeno ke každému řešení soustavy (2) jednoznačně jedno řešení sou
stavy (4) a naopak. Stačí tedy dokázati: Je-li 

9i = ľ > P* = 
'(2) 

\y»(2V \y» 
nějakých r lineárně závislých řešení soustavy (4), pak těmto odpoví
dající řešení 

ři = <33»i. Ea = <23t).,..., r, <23ttr 
jsou rovněž lineárně závislá a naopak. Že však řešení ttt, U2,. . ., n r 

jsou lineárně závislá, to značí, že platí maticová rovnice: 

Í A.* = 9 , 
;=i 

kdež Ai je jistých r čísel, z nichž alespoň jedno je od nuly různé. Tato 
maticová rovnice představuje nám totiž těchto n rovnic 

W , } + ^y/2) + • • • + W = 0, 7=1,2 n. 
Utvoříme-Ii stejnou lineární kombinaci řešení r,, máme podle posled
ních rovnic z 2,4,1, str. 96: 

Í ku = ÍAi«23tii = <B 2.*.* = <239 = 9 . 
«-i t=i i- i 

Jsou tudíž i řešení j ť lineárně závislá. Stejným postupem, používajíce 
(5) místo (1), dostaneme i obrácené tvrzení. Tím je důkaz proveden. 

Druhý dodatek týká se důkazu zákona setrvačnosti pro kvadra
tické formy v 2, 4, 7. Důkaz je v obou vydáních podán způsobem velmi 
nepřehledným a je neúplný. Podám zde proto trochu pozměněný dů
kaz, užívaje však téže základní myšlenky. 



Podle 2, 4, 6 dá se každá kvadratická forma o reálných koeficientech 
převésti lineární substitucí o nenulovém determinantu a o reálných 
koeficientech ve formu, která obsahuje jen členy se čtverci proměn
ných (neurčitých). Provésti to lze různými způsoby. Podle 2, 4, 5 je 
však hodnost všech takto získaných forem táž a rovna hodnosti formy 
původní. Hodnost formy, která obsahuje jen členy se čtverci proměn
ných (neurčitých), rovná se však zřejmě počtu těchto členů. Mají tedy 
všechny výsledné formy, které takto dostaneme, tentýž počet čtverců 
proměnných. Zákon setrvačnosti nyní zní: 

At převedeme jakoukoli Knairni substitucí o nenulovém determinantu 
a o reálných koefirienterh danou Iďadralickou formu o reálných koeficien
tech na součet čtverců proměnných (neurčitých), pak je v tomto součtu 
vidy stejný počet čtverců s kladnými koefirienty a stejný počet čtverců ie 
zápornými koeficienty. 

Důkaz. Nejdříve provedeme důkaz pro případ, že daná kvadra
tická forma o w proměnných je hodnosti n-U', t. j . že má nenulový 
diskriminant. 

Nechť daná kvadratická forma 

f(xv .T2, . . ., x„) -= 2 "»*••••••* 
i,t-i 

dá se převésti substitucí 
n 

•'•i = 2/'...V,, i = 1 , 2 « (1) 
1=1 

ve formu g 

9(!/v .'/2- • • •. !/«•) — 'n!/i2 + hVi* + • • • + '»?/n2> 
v níž Xv L . . ., ).„ jsou reálná čísla od nuly různá, z nichž prvních t 
je kladných a ostatních n — t = u je záporných. Nechť 

n 
*i=2ciřzi> »' 1.2, . . „ M (2) 

;- i 
je druhá substituce, která převádí formu / ve formu h 

h(zv %,..., Zn)= ftjZj* + (l#f + . . . + flnV, 
kdež opět (iv fa, . . ., u„ jsou reálná čísla, z nichž prvních v je kladných 
a ostatních n — v = w je záporných. Předpokládejme, že zákon setrvač
nosti pro tyto dvě substituce neplatí. Pak bude počet kladných a tudíž 
i záporných koeficientů ve formách g a h různý. Bez újmy všeobecnosti 
možno předpokládat, že t< v 

Odtud plyne, že w < u a tedy 
t + w < t + u = n. (3) 

Budiž n 

yi = 2BiixJ, i-l,2,...,n, (4) 
í - i 
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substituce inversní k (1) a 

~i = 2 cHxi' i — 1. 2, • • -, «• (o) 

substituce inversní k (2). Utvořme tuto soustavu lineárních rovnic: 
Bn * , + £.„ . r 2 + . . . + BlM ÍC„ = 0 
fiM *, + £ . . .*. + . . . + B2n ar„-=0 

£.1 ari + Ktt .-,+ . . . +2*,- .rn-0 (6) 
C,+i,i a:, -r čVri,2 *i + • • • -•- c»+i,» *» ~ ° 

CBl a;1 + o».2 * , + . . . + Č„„ â , = 0. 
Je to soustava í + tó rovnic o n neznámých. V důsledku nerovnosti (3) 
má tato soustava vždy nenulová řešení. Budiž f,, f2 f„ jedno 
takové řešení. Hodnoty, které tomuto řešení odpovídají pomocí substi
tuce (4), označme j / t , ,/2 r)n. Z rovnic (6) plyne, že 

'/i = 0, % = 0 .7. = 0, (7) 
a alespoň jedno z čísel i)t+i ijn je od nuly různé. Podobné hod
noty, které tomuto řešení odpovídají pomocí substituce (o), označme 
fj, Ct>.. ., C»- Opět plyne z rovnic (6), že 

í . + i = 0, í , + 2 = 0 , . . . , £ „ = 0, (8) 

a alespoň jedno z čísel £„ . . . . C» je od nuly různé. Dosadíme-li nyní do 
formy f(xv x2,. .., xn) hodnoty | ť , dostaneme vzhledem na (1) a (7) 

/(fi, f2, • • -, f») = 17(17!, Í7S, • • ., i)n) = 
— h+ínt+i* + h+iqt+t* + • • • + V/»" < 0. 

Na druhé straně dostaneme však vzhledem na (2) a (8) 

/(fi. f» • •.. f») = *(ÍI. c • •...:»)=^v+Aíi' + •••+- A*.:." >«-
To je však spor. Předpoklad t < t> je tedy nemožný a musí býti t= v, 
w = u>. Tím je zákon setrvačnosti pro případ nenulového diskriminantu 
formy dokázán. 

Mějme nyní kvadratickou formu /(a^, a^ xn) o diskriminantu 
rovném nule. Budiž r hodnost této formy. Budiž dále opět (1) substi
tuce o nenulovém determinantu, která převádí / ve formu g, jež obsa
huje toliko členy se čtverci proměnných. Podle 2, 4, 5 i hodnost formy g 
je r. g obsahuje tudíž právě jen r členů se čtverci proměnných: 

.7(yi, v* • • •> y») = ' W + ^W + • • • + ^y*-
Budiž dále (2) jiná substituce o nenulovém determinantu, která pře
vádí / ve formu h, jež obsahuje rovněž jen členy se čtverci proměnných. 
Těchto členů je opět toliko r. h má tedy tvar: 

A(«l. "a, . . ., Z») = tlfr* + fifr* + . . . + Uč,1. 
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Provedeшe-li nyní na formu g nejdříve substituci (4) inver ní k (1) 
a pak substituci (2), dostaneme právé formu h. Toho tee však doчńiшoiiti 
tмś jedinoti .stibstitucí, substitttcí složenou z (4) a (2): 

Уi = _ Btff&ъ ť = 1, 2 v, (9) 
íД:-l 

kt<>rá vznikne, když do (4) dosadíme z (2) za Xj. (9) je substituce o и pro-
miчinýeh, ktera převádí g v A. Ve formě g se vyskytují však jen pro-
mćnnć yv yt y,. D o adíme-li tam za n (9), budou sc tam formálně 
vyskytovat i vsechny pгoměnné z,, - , , . . . , z... Po iípravé však vśechny 
členy, které obsahují alespoň jednu z proměnných z,+ ï, z,+2 z„, 
musí se rovnat nule, neboť forma A t y t o proměnné neobsahuje. Vezme-
me-li nyní v siibstituci (9Ì jen prvních r řádku a položíme-li v nich ještè 
z r + 1 _ 0, Zf+i = 0 , . . . , z я = 0, dostaneme substituci mezi prom rшými 
У\> Уt> • • •> Уr a гi> «»>•••> ~r- Z toho, co právé bylo ŕečeno, plyne, že 
ta to вubstituce r pгoměnných převadí formu g ve formu A. Protože 
diskriminant formy h jakožto formy r proménnýcЪ. je od nuly různý 
a rovná se podle 2, 4, 3 diskriminantu formy g jakožto formy o r pro-
měnných na ołienćmu čtverceш determinantu naьí substituce r pro-
měnnýcn, musí ta to substituce míti determinant různý od nuly. Forma g 
o r proměnných dá sc tedy pì v вti ve foгmu A o r promčnných sub ti-
tucí o nenulovém determinantu. Podle zákona setrvaćnosti, který j me 
již dokázali pro formy o nenulovém aiskriminantu, má tedy forma g 
i A stejný počet čtveгců s koeficienty kladnými i stejný počet čtverců 
s koeficienty zápornými. Tím je zákon setrvačnosti obecně dokázán. 
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