Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Jan Schuster
Poznamky o trojahelniku. [IL.]

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 61 (1932), No. 7, R130--R136

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121848

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1932

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121848
http://project.dml.cz

R 130
\
Poznamky o trojihelniku.
Dr. Jan Schuster.
(Dokonceni.)

Stejné rovnice plati pro priseky antiparalel s ostatnimi stra-
nami a jejich kolinedrnost vyZaduje podle Menelaovy véty splnéni
rovnice

bt (m + n)—net o* (n + p) — pa? a® (pm)—mbt

Fmtp)—pb @ ntm)—me BT (p  n)—mat
Pii zndsobeni se zrudi soudiny prvnich élenti a podobné vSech
druhych &lent a zbude

— Zdtan (n + p) (p + m) + £ batmp (m + n) =
— Za®*p (n + m) (p + n) + 2 c*a*mn (m 4 p),
kde X znamens, Ze t¥eba vytvofiti poka?dé tii &leny cyklickou
substituci mezi prvky a, b, ¢ resp. m, n, P
Zavedme nyni m + n + p = s, ¢imi vznikne

(m+p)(p+m)=ps+mn mtn=s—p

takZe
— X cta’n (ps + mn) + X blaPmp (s — p) =
= — X a®*p (ns + pm) + X cta’mn (s — n).
Cleny obsahujici s spojme:
8 X (ba’mp — ca’pn + blainp — c*a’nm) =
= X (cta*mn® + b'a*mp® — ba*mp* — c'a’mn?).
Jeito prava strana rovnice se anuluje, rozpadd se rovnice
. hledaného geometrického mista na p¥imku v nekoneénu m + n -+
+ p = 0, a na kuZelosedku, kterou jesté piefadénim &lentt uvedeme

na tvar prehlednéjél tim, Ze z kazdé trojiny vybereme ¢leny se
stejnymi soufadnicemi. Tfm vznikne :

2 (a%? — cta? + b'a? _% a*h?) np = 0. .
Vyraz v zdvorce lze. pfepsat na a*(c2—b?) —a? (c¢*— b)) =
= a? (b2 — ¢?) (b* + c* — a?), takie kuZelosetka prejde v '
Za? (b2 —c?) (b4 c? —aﬁ) np = 0.

Vldime tedy, %e kiivka prochdzi v¥emi vrcholy zakladniho
_ tromhelnika, bodem Lemoineovym (a2 b?, c?) a bodem reciprokym -
k ortickému stiedu (b2 4 c2—a?, c® + a2 — b2, a? + b2 —c?).
~ Tedy jde o hyperbolu. : :
. Kdybychom po vzoru odstavce 2. hledah piimku stop na
- stranidch zékladntho trOJuhelnika, vytatych antlparalelaml jdou-
s chm bodem : : _



R 131

m:n:p=—a?+ b4 c?: a’——b’—}—c2 aﬁ—l—bz—c2
obdrzeli bychom pro prusek na strané a
y[CZ (—012 + b2 + 62 + a2 + bZ_CZ)_bﬂ (a2 + b2_c2)] +
+2[bt (—at 4 b+ ot a2 — b7+ o) — (—at + b2 + ¢?) F] =
yb? (3¢c* — a® — b?) + zc? (3b2——a2—cz) = 0. =0
Odtud rovnice hledané pf'l’mky

(3a2—b2—cz)—|— (362—a2 2)—I— 5(3¢* — a? — b?) =_0
nebo
4(x+y+)—(a2+bﬁ+c2)( g =0

To zase ukazuje, Ze bodu — a? 4 b2 + c? : a2 + b2 - c?:a? +
+ b2 — ¢? odpovidajici spojnice stop antiparalel je rovnobé&ina
s pfimkou Lemoineovou.

Kdybychom misto antiparalel uvazovali rovnobézky k ose vné;j-
§tho Ghlu a jejich priseky se stranou leZicf proti témuZ thlu, opakova-

ne + pb
ly b dchozi eaznatozeb bylo nyni ¢ = ———=—,
y by se piedchozi rovnic A ‘e by bylo nyni ¢ R ———
L - . y b(m+n)—cn
o prusek se stranou z = 0 plati pak — = =
pro-p patp 2 c(p+m)—bp

takze podle Menelaovy Véty bude v
b(m+n)—en c(n+p)—ap a(p+m)—bm_
cpTm—bp a(mtm—om b(p+n)—

Postup vyse naznaleny by pak vedl na rovnici geometrlckého
mista bodu (m, n, p) tvaru

Zab—c)b+c—a)np = 0.
Tedy je to zase hyperbola, je% jde v¥emi vrcholy zékladniho

trojthelnfka, nadto bodem (a, b, ¢), t. j. stfedem kruZnice vepsané,
a bodem - ' i

b+c—a, c—l— a—b, d—l—b—b) = (s—a, 's—b.s—c)

Tomuto bodu odpov1da3101 spo;mce stop rovnobezek k “vné&jsim
osadm je

1.

—(3a—b—-c)+ y(3b—c—a)—|——-(3c——a——b)—0
Anebo : . -

4(§:-+y+z)v—(a+‘b’—|'—c)(—:-+%—_-}-"—z-)l.:O
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je tedy rovnob&ini s harmonikalou sttedu vepsané kruZnice.
" Stfedu vepsané kruinice odpovidd spojnice

(a+b+c)(§+%+%)—,2(x+y+z)=o,

. tedy zase rovnobé&Zka k harmonikile stiedu vepsané kruZnice.
Celou ivahu mozno zobecnit. Pevnd pifmka ex + fy + gz = 0
patif tfem svazkim tvaru _
a.x—{—b,y-l—c,,z-l—l (ex+fy+gz)_0 (t=1,2,3).

Zvolme z kaZdého svazku po jedné pifmce, tak¥e se protinaji
tyto tii v jednom bodé (m, n, p) a pfi tom jejich priseky se'stranami
zékladnfho trojthelnfka jsou kolinedrni.

Laméav parametr l; se vyloudf, kdyz dosadlme soufadnice
' m n, p, takze

a,-x+b;-y+c.-z _. ex + fy + gz .
aim + bin + ¢ip em + fn 4 gp
Prisek se stranou x = 0 déd pros =1
o bhy+ez _am+ bm 4 op:
fy+gz — em~+fn+gp
Oznadime-li aim + bi:n + ap = A;, em + fn 4 gp = s, ‘bude
Y _ A g— €S
2 Af—b s _
a tedy podminka. kolinedrnosti .
- Alg 68 Ae—ass Asf—-bas
_ f—b,s Ayg — c,8 Ase—-aas
-~ Po provedeni se odstépi &initel s = 0, ¢. j." piimka spolecna.
véem tfem svazkiim, a zbude -

(01%173 — b,cya3) 2 —g X (cy@of — blcze) Aa +
. 24,4, g9 (ebs —f“a) =

- Ja.ko geometncké misto bodi (m, n, p), tedy kuZelosetka.
. PHimka stop vy¥e j_menovanych piimek uréena dvéma. stopaml
na pf. méme .

: 0; - (A 9—018), Alf —brg
Aag——czs, 0, (Aze %3)

‘nebo,.‘..,\_, o L .
. ‘ff.x(Alg*cx«S) (Ase—a,s$+y(Azq—czS) (Axf——bla)+ R
Y L (Aag o) (Azy—cls)-o
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nebo

A1A2g (ex + fy + 92) — 8 {x(c; 456 + 34,9 — ,0,8) —
— ylcadyf + b1Az g —Cohy8)—2 (C1A29 + 4,9 —ci68)} = 0

Kdybychom stranu = 0 protali pi"imkou mdexu r = 2 nebo
r = 3, vyniklaly pokazdé nova kuZelosetka, kterd by se s poslednf
rovnice odvodila cyklickou permutaci indexu 1, 2, 3.

Posléze vytéeny tkol se pii S8achovnici vSech formuli da pii-'
lozit do vyroku korelativnich takto: Pevny bod en + fv 4 gw =10
patfi tfem fadiam bodovym Zvolme na kazdé fadé po bodé¢ tak,
aby lezeli v jedné p¥imce (m, n, p), p¥i Sem? jejich spojnice s vrcho-
ly zdkladniho trojahelnika jdou jednim bodem. Pak zahalf pifmky
(m, n, p) kiivku druhé tidy.

4. Ukol uvaZovany ve druhém odstavei ‘mtZeme zobecnit
pozadujice, aby strany vepsaného trojihelnfka sviraly dany dhel ¢
se stranami daného. K urdeni poméru & podobnosti vepsaného
trojihelnika k danému slouZ{ zase identita .

AB, + B.B = AB nebo ot 9 | esm"’

sin & sinf =

z Gehoz : :

sina
5 sin ¢ (cotg a + cotg p+ W) L,
tedy
¢ sin ¢ (cotg a + cotg f + cotg y + cotg ¢) = 1.
- Jeito plyne z 4 4,CC,
04, =bésun(er ?)

sin y
a z 4 C,B,C, ’
CB, — a58m v+ o)
_ sin y
3 OA‘I .. . b ! '3 3 i .
méme Fp- =, nebo A4,B, || AB, vzidjemns vzdalenost cé sin ¢.
’ 2 .

Kdy? tedy od vnitin strany useéky AB naneseme v B thel ¢
ve sméru rotace z BA do BC, naneseme-li na vzniklé rameno délku
A\B, = cE, obdrifme bod le%fci na pifmce AF, nebot plati

_ABysing - césing N
. c——AlB,cOSqo—c-ecEcoscp ' '
' 1 : 1

T sm—~1 q:——cotg <p cotg a+cotg B +00t8 4 tg @

\
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Tohoto poznatku moZno zase uZit ke zpétné konstrukei
uhlu ¢, kdyZz protneme AF jinou rovnobé&zkou se stranou AB nez
je FF,, prusek spojime s B, obdriime hned piislu$ny thel ¢ a potom
k bodu 4, nebo B, dokreslfme odpovidajici trojahelnik 4,B,C,
nebo A,B,C,.

Stejné platf CC, — ag— sin "’

sin (p 0C, a
Cl_bé , tedy CCl_b'
a proto jsou C,C; a AB antlparalelnl ctyruhelmky Alec’lC
a ABC,C, jsou tétivové.

Jezto jsou trojihelniky CC,C, a ABC’ podobny sobd v poméru

CC; afsing  &sin ¢

a asiny siny
a dale 4 B,B,B o> A ABC v poméru

BB, cfsing  E&sing

a  c¢sinf  sinf
mame
. _&sing . fsing _ .
0102—0_7 Sn 7 ‘—2r§smzp, B,B, =b sin B 2r¢ sin @,
a proto '

0,0, =

Je tedy C,C, B, B , rovnoramenny hchobéznik tedy zase tétivovy.
Jezto maji 4,B,C,C, a C,C,B,B, spole¢né vrcholy C,, C,, B,,
patri body 4,, O’z, C’l, B,, B, jedné kruznici. Podobna tvaha plati
pro tatvar vznikly cyklickou substituci z tohoto, a proto lezi té% -
bod 4, na téZe kruznici.

Jeji polomér je zase r& a vzdalenost stiedu K od strany c ]est
de =r&sin (90 — p + @) = r& cos (p — p),

takZe barycentrické soufadnice dany fimérami

x:y:z=sinecos (p—a):sinfcos (p — B) : sin y cos (p — ).

Méni-li se ¢, opisuje stied K piimku, ]ez plyne vylougenim ¢
z téchto Gmér. Je-li g neurdity faktor, mozno je pfepsat na

oxr —sin ¢ cos ¢ —sin®atg ¢ =0,
gy-——81nﬂcosﬂ—sm2ﬂtgq9-—0,
C 02 —siny cos y —sin?y tg ¢ = 0,
atyto daji - -
x, sin a cos a, sin? ¢
y, 8in fcos B, sin?2 B | = 0.
2, sinycosy, sin?y | '
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Minor prvku z je sin f#siny sin (y — 8), a podobn& ostatni.
Tim pitejde rovnice piimky v

sin (B — y) sin (y — @) sin (¢ — f)
¥ sina Ty sinf T sin y =0

nebo
b — c? c?— az —b?

z +y +z o =0.

a2

Tato pfimka jde Lemoineovym bodem a2 : b? : c?, bodem a* : b* : ¢t,
i stfedem opsaného kruhu, nebot se rovnice splni také pro bod
sinl 2¢ : sin 28 : sin 2y. Tomuto stfedu odpovidajici ¢ plyne srovna-
nim soufadnic z rovnic :
cos (p — @) = + cos a, cos (p — ) = & cos B,
: : cos (p —y) = F-cosy

a splni se pro ¢ = 0%a 180°.

‘Dalsf zajem mohou mit hodnoty @, pro které prejde Yestitihelnik
v pétithelnik. Nebot pak musi na pf. 4, = C,, tedy

sin sin
ré—2 tqs—%
sin @ sin y
sin y sin -1
sin(e¢sinB) ' sinysinf |

=b,

nebo & sin (p[
a podle str. 110 .

' cotg a + cotg y + 2 cotg f = cotg ¢ + cotg § + cotg y + cotg ¢,
tedy Zotg B8 = cotg ¢, ¢ = B. Podobné bude ¢ =, p =y pifi
' Op;%ehie li zzase kruZnici trojihelnfku CC\C, a &tyfihelniku

C,C:4B, obdrZime pro vzdalenosti d. resp. d's stfedt od C,C, »

d. = r & sin ¢ cotg y, c—-rfsmq)(cotga-l—cotgﬂ—l—cotgy)

Zase]etedySc;S'c =de+de=r,

d'e—da—dp —rEcosup
neza.vxsle na zvolené strang, tedy pro viecky tii.pary stejné.
Pro poloméry méme: r.® = r? £,? sin? p cosec? y,
¢, =r8sint g [1 + (cotg e + cotg B+ + cotg p)2].
Odtud pak '
—rd =rsin’p [l + (cotg & -+ cotg B + cotg @)% '— cosec? y}

=12 sin? @ [(cotg @ + cotg B + cotg @)* — cotg? y]
= r2§ gin ¢ [cotg « 4 cotg B 4 cotg ¢ — cotg y].
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Kdyz seteme cyklicky tvofené vyrazy, bude

e A e e e e Tk
= r? £ 8in g [cotg a--cotg f + cotgy + 3 cotg ¢] = r* (1 + 2£ cos ¢).
 Jeito jo_ AlAzBleCIC, tétivovy Sestihelnfk, leif priiseky pro-
t&j&ich stran, na p¥. C,C, a B,B,; na Pascalové piimce.

Uréime ji z délictho poméru bodu F vzhledem na A a B.
Je totiz -

FA sinf sine
—ﬁ_AO sin (8 — a) 'Bolsin(ﬂ'——a) o ‘
— sin (¢ + @) sin ﬁ sin (8 + @)sina __ b¥sin (¢ + ¢)
- sinea _ fa sin g " adsin (B + @)

Kdyz provedeme tuto fivahu pro stopu na strand BC, bude
rovnice hledané piimky

x, Y, z
ad b '0_

~ sin(e+¢), sin(f+¢) =0
ba ca

P T st
nebo
—sm(a T o)+t sm (ﬂ + 9) +—sm (v +g) =0.
KdyZ rozvineme siny, vznikne rovnice _
Z sina+ % sin g +siny +
| +tgq)[ cos @ + 5 cosﬁ—{———-cosy]—_o

patif tedy uvazovand: primka svazku urdenému Lemoineovou '
. Pdmkou .

+b’+ __0 a prfmkou———cosa+B§cosﬂ+—cosy_0

e Tato je pfimka. stop antlpara.lel Lemoineovym bodem vede-
nych na strandch zdkladnfho trojthelnfku..

Priisek ‘obou piimek je -
' a’sm B—7): b sin (y——a) 3 sin (a—ﬂ),

; tedy tnhnearni pél geometnckeho mista stredu kruhu opsanych, |
:‘éestmhelnikﬁm .
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