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CAST MATEMATICKA.

Piispévek k teorii dimense. .
Eduard Cech. ‘
(Doslo 14. b¥ezna 1933.)
_Zjbod. Necht n=1,2,3,... Oznadme C, mnolstvi téch
»»00d @ (%, X, ..., 2n), Pro n& 0 ;<1 (1 <9< m). Cp jest

nejjednodussi prlklad bodového mno¥stvi dimense n. Speclelne
pro m < n dimense mnozstvi Cp, je men§i nez dimense mnozstvi Ch.

Otédzka po plesném matematickém smyslu leZaté vytiiténého
vyroku neni v8ak zcela prostd. Na prvni pohled se zd4, Ze O
mé, vice bod# nez Cp. AvSak jiZ r. 1877 G. Cantor ukéizal,!) Ze tomu

-tak neni, Ze totiZ existuje jednojednoznaéné zobrazeni Cy na Cy.-

Zkusme to tedy jinak! Je z¥ejmé, Ze (stdle pro.m < n) Cyp je spojity
obraz (na p¥. projekce) mnozstvi Cp; naproti tomu z ndzoru se zda,
Ze Cn nenf spojitym obrazem mnozstvi Cy. Av8ak ani tato cesta
nevede k cili, nebot r. 1890 ukdzal G. Peano,?) Ze naopak existuje
také spojité zobrazeni mnozstvi Cp, na mnozstvi Cy.

R. 1910 H. Lebesgue vyslovil®) vétu (Lebesgueovo lemma):
Cn dd se pokryti koneimym poltem libovolné. malych uzavienych
mnozstvl tak, Ze kazdy bod ndleZt nejvys do n + 1 2 nich, nikoli véak
tak, aby kaZdy bod ndlefel nejvy$ do n z nich. Je patrné, Ze na
zékladé Lebesgueova lemmatu lze vysloviti obecnou definici
dimense. To v3ak Lebesgue neudinil, nybrz uzil svého-lemmatu
pouze k odivodnéni fakta, Ze Cp a Cp (m £ n) maji rtiznou topo-
logickou strukturu.*)

. Prvou obecnou definici dimense vyslovxl r. 1913 L. E. J Brou-

wer.5) Brouwerova price zustala viak isolovans a, za zakladatele =

obecné teorie dimense jest povaZovati teprve K, Mengera a Ps Ury-

Ay
;" *

1) Journal f. Math., sv. 84 (1877), str. 242,
2) Math. Ann., sv. 36 (1890), str. 257.

3) Math. Ann., sv. 70 (1911), str. 166. Dikaz -zde rnaznaen néni‘

tplny a byl Lebesguem presnd vyloZen teprve ve Fund. Math., sv."2 (1921),

str. 256. Prvni pfesny dtikdz Lebesgueoya lerhnatu udal Brouwer ve Glinku »

citovaném v pozn. 3). Lebesguetiv dikaz byl pozd&ji znaén¥ zjednodufen
W. Hurewiczem [Math. Ann., sv. 101 (1929), str. 210] a E Spemerem
[Hamb. Abh., sv. 6 (1928), str. 265].

4) Prvy pfesny dikaz tohoto fakta udal Brouwer v Math Ann
sv. 70 (1911), Rtr 161,

5) Journ. f. Math., sV. 142 (1913) str 146 [v. té/z SV. 153 (1924:),” .

str. 253]. RN o
Casopis pro péstovéni matematiky g';ymky. Roénfk 62, . L ‘;‘é-' ’19

#

1

o




278

%

sohna.8) Vznik téchto praci jest umistiti asi do let 1921;—1923.4;’

Z jinych- autordi, ktefi pfispéli k dalsimu rozvoji této teorie, jest
piipomenouti zejména W. Hurewicze. ’ _ ,.
Tato teorie dimense je vybudovina v separabilnich?) prosto-. :
rech. Cetné v&ty maji viak platnost pouze v kompaktnich®) nebo
polokompaktnich?) prostorech. Omezeni na separabilni prostory.
jest u nékterych problémi, %) jak se zd4, odivodnéno povahou véci..;

U nékterych problémi mé se viak véc jinak. Jak jsem ukdzal,l!) .

1ze Menger-Urysohnovu definici dimense upraviti tak, Ze platnost .-

nékterych v&t se roziifi na mnohem obecnéjsi prostory dokonale
normélni,*?) obsahujici jako zvldstni pifipad vSecky prostory.
metrické.’?) = R . o : .

Urysohn ' dokdzal, %) %e u kompaktnich prostord lze dimensi
definovati vlastnosti vyslovenou v Lebesgueové lemmatu; upo-
zoriiuje pii tom, Ze tato definice je omezena na kompaktn{ prostory.
Aviak pozd&ji Hurewicz vyslovil Lebesgueovo lemma v takové
formg, 7e udavé charakteristickou vlastnost dimense i p¥#i libovel-
nych separabilnich prostorech. Je tedy nasnadé pokus, odvoditi
nékteré véty teorie dimense tak, %e naznadend vlastnost se zvoli
za definici. V tomto &ldnku ukazuji, jak lze timto zptisobem od-
voditi t. zv. souétovou vétu.1%) Tento-ditkaz nejen je spiSe jednodussi
nez dosavadni, ale mé tu pfednost, Ze plati v kazdém normélnim!¢)
prostoru. . '

- Zvolen4 definice m4 dv& nevyhody. Pfedné neni ziejmé, Ze
dimense &4sti nemiize pfevysiti dimensi celku; ukaZi viak, Ze aspoit
u dokonale normélnich prostort véta o dimensi &asti je diusledkem
soudtové véty. Druhd nevyhoda je podstatngjsi: Zvolenym zpi-

®) Systematicky vyklad této teorie poddvé Menger ve své knize
Dimensionstheorie (1928). V. té% posmitné uvefejnéné pojednéni Urysohnovo
ve Fund. Math., sv. 7 (1925), str. 30—137 a sv. 8 (1926), str. 225—351. Pro
prvo:l;ﬁinformaci dob¥e poslouzi ¢ldnek V. Jarnika v Casopise, roé. 58 (1929),
str. 367.

’ ?) Prostor R je separabilni, kdy¥% je metricky (v. odst. 5) a kdyZ z kaZdé-
ho systému v R otevienych mnoZstvi pokryvajiciho B (v. odst.’ 1) lze vybrati
nejvys spoletny systém pokryvajici R.

8) Prostor R je kompaktni, kdy% je metricky a kdy% z kaZdého systému
v R otevfenych mnoZstvi pokryvajictho R lze vybrati konefny systém
pokryvajici R.

?) Prostor R je polokompaktni, kdy% je metricky a kdyZ je souftem
nejvys spodetného systému kompaktnich &asti. .

: Na p#.  u problémi studovanych v kap. 4. Mengerovy knihy.

11) Rozpr. II. t¥. Ces. Akad., roé. 42 (1932), &. 13. V. téz Comptes -
Rendus Paris, sv. 193 (1931), str. 976—977.

12) V. odst. 25. :

18) V. odst. 26. _ : “

14) Fund. Math., sv. 8, str. 301. :

15) V. odst. 23 a 24. '

18) V. odst. 9. :

A
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sobem lze definovati pouze dimensi prostoru jako celkw, nikoli
dimensi prostoru v jednotlivych Jeho bodech nebo &astech. V sou-
vislosti s tim je moje domnénka, Ze u dokonale normdlnich prostori
zde zvolend definice dimense jest ekvivalentni s tou, kterou jsem
zvolil ve ¢ldnku citovaném v pozn. !!). Dikaz této domnénky zna-
menal by podle mého minéni dileZity pokrok v teorii dimense. -

Proti naznadenym nevyhoddm stoji dvé vyhody. Predns
zvolend definice je nejvhodnéjsi k diukazu fakta, Ze euklidovsky
prostor a jeho elementdrni &4sti maji ve smyslu obecné teorie tu
dimensi, kterd se jim odeddvna piisuzuje.’?) Za druhé existuji
dilezité véty, k jejichZz odvozeni je t¥eba pouze té vlastnosti di-
mense, kterd zde byla zvolena za definici. Tak tomu je na pf.
s vétou, kterou odvodil P. Alexandroff: Kompaktm prostor dimense n
dd se libovolné malou spojitou deformach prevestz v polyedr dimense n,
nikoli véak v polyedr dimense < n.18)

Pripomindm jesté, Ze k dplnému porozuméni textu meni tFeba
Zddnych matematickych znalostt; -stadi si preéisti n&kolik prvych
odstavetkdt (1—6) mého &lanku MnoZstvi ireducibilng souvisld
mezi n»body.“) Ze bylo mozné zvoliti tak elementdrni formu vy-
kladu, nenf ndhodné. Vskutku moderni topologie p¥i své pronikavé
analyse prostoru nikterak nelerpd z jemné rozvétvené zisoby
poznatkl klasické matematiky, nybr# zdoldva s tspéchem svoje
problémy zbrani zcela prostou, totiz elementdrnimi pravidly lo-
gického myslen{, aplikovanymi p¥imo na jednoduché pojmy z nd-
zoru ziskané a axiomaticky precisované. Necht tento skromny
&lanek pfispéje pon&kud k tomu, aby. tato krasné disciplina mate-
matickd i u nés se tédila takové oblibé, jakou svymi vnitinimi
pivaby i svym vyznamem v celku matematickych véd zasluhuje!

1. Necht 4 je &4st topologického prostoru??) R. Necht & je
systém &ast{ prostoru R. Pravime, Ze S pokryvd A4, kdyZ kazdy
bod @ ¢ A%') je dasti n&kterého S¢&. . ‘

2. Necht n =—1,0,1,2,... Necht & je systém st pro-
storu R. Pravime, so © mé #dd < n, kdyZ Z4dny bod a ¢ R neni
obsaZen ve vice nez n +1 elementech systému ©. Pravime, Ze S ma
#dd n, kdyz 1° G mé #4d <, 2° budto n = —1 nebo @ nems
fad < n—1. -

. 17) Ctend¥ zadtelnik snad bude postra,datl dﬁka.z tohoto** falcter;
v jiném ¢ldnku, ktery v brzku vyjde v tomto Casopise, budu miti puleiltost
takovy dikaz uvésti.

18) Annals of Math., sv. 30 (1929), str. 120 (Uberfuhrungssa.tz) Jedno-
duchy dtkaz vyjde ve &lanku C. Kuratowského Sur un théoréme fomlamental
ete. ve sv. 20 Fund. Math.

1:) Casopis, rob. 61 (1932), str. 109. Citovéno zkratkou M.

20) M, 1.

21) ae A znamend, ¥e a jest element mnoistw 4. .

S 19%
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3. Necht n = —1,0,1,2,... Necht R je topologlcky prostor, -

_Pravime, Ze dimense prostoru R je <n a piSeme dim B <,
kdy# kazdému kone¢nému??) systému Il v R otevrenych”) mnofstvi
pokryva]mlmu R lze prifaditi koneény systém B v R otevienych
mnozstvi takovy, Ze 18 pokryvd R; 20 kazdé V ¢ B je &asti
n&kterého U & U; 3° B ma ¥4d < n. Prav1me zZe R mé dimensi n

a plseme dim R = n, kdyz 1° dim R <n; 2 budto n = — 1 nebo ..

neni dim BR<n—1.
Ziejmé dim R = — 1, kdyZ a jen kdyz R = 0.23)

Podle M, 1,2 dimense jednobodového prostoru rovna se 0. .

Ziejm& dim R = n implikuje, Ze dim R* =# pro kazdy .

prostor RB* homeomorfni*$) s R.

4. Necht R je topologicky prostor. Necht 8 C R.28) Necht S jest -

uzaviené v R. Necht dim R < n. Pak dim 8 < n.26)

Dikaz. Necht Ul" je koneény systém v S otevienych mnozstvi
necht W' pokryva S. Médme ukézati, Ze existuje koneény systém B

v s otevrenych mnoZstvi takovy, Ze 1° B’ pokryva S; 20 kazdé V' e

&P’ je tasti n8kterého U’ e'; 30 B’ md Fid < n. Podle definice r:t:
mnozstvi v S otevrenych") Ize kazdému U’ & IV pr1rad1t1 v R«

oteviené U tak, Ze U’ = 8. U.28) K mnoZstvim U takto uréenym -

pfipojme jesté v R oteviené??) mnoZstvi R—A.”) Tim vznikne °

koneény systém Il v R otevienych mnozstvi; zfejmé U pokryva R. . .
Jezto dim R < n, existuje konetny systém B v E otevienych -

mnozZstvi takovy, Ze 4° B pokryvé R; 5° kazdé V eB je &asti

nékterého U ¢ U; 6° B m4 ¥ad < n. Kaidému VeB prifadme -
V=8.V. Tato V' tvoi system B, Z¥ejms B’ je konedny systém .
v S otevienych mnoZstvi. Z vlastnosti 4°, 5° 6° systému % nésledujf -

vlastnosti 19, 20, 3° systému B’

- 5. Mno#stvi R (sloZené z jakychkoli prvki) nazveme memcky“' ;

prostor (a jeho prvky nazveme body), kdyZ kazdému piru a,b ™
bodtt z B bylo pfifazeno reilné &islo o(a, b) (vzddlenost bodi a,b.

W

v prostoru’ R). P¥i tom musi byti splnény nésledujici tii axmmy

5,1. Kdyz a ¢ R, pak p(a,a) = 0.
5,2. Kdyz ac R, be R, g(a, b) = 0, pak a = b.
5,3. KdyZ a ¢ R, bsR c ¢ R, pak o(a, b) + o(c, b) = o(a, ¢).

z:; ;‘I‘do 2z)namena,, %o polet elementd je kone&ny. 15@;
T M) M, 8. .,
55; M, ¢ E ?‘%
“) S Je topologlcky prostor podle M 5. -
23) M 5) ;‘

29) M, 7)'
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Plati pak nésledujicf véty 5,4 a 5,5.20)

54. Kdyz a¢R, beR, a#b pak lo(a, ) > 0. Dikaz.
Podle 5,3 ]est 2g(a b) = o(a, a), tedy g(a, b) = 0 podle 5,1, tedy

o(a, b) >0-podle 5,2.

5,5. Kdyz a ¢ R, be R, pak g(a, b) = o(b, a). Dikaz. Podle
5,3 jest o(a, a) + g(b a) = g(a b) tedy o(b, @) = ¢(a, ) podle 5,1;
a stejnd se odvodi, Ze g(a, b) = o(b, a

6. Necht R je metricky prostor Pak definujeme: MnoZstvi
A C R nazyvé se v R oteviené, kdyz kazdému a e 4 lze piitaditi
kladné &islo . tak, Ze z ¢ R, o(a, ) < 7 implikuje z & A. Snadno
se- nahlédne, Ze v disledku této definice plati vty M, 1,5—1,8,
t. j. metricky prostor je (na zakladé nasf definice otevienych mnoistvi)
topologickym prostorem.

7. Necht R je metncky prostor. Necht 4 C R; necht 4 :f: 0.
Necht » > 0. Nazveme kouli o stfedu 4 o polomé’ru 7 a oznatme
- K(4, r) mnozstvi téch ze R, pro néz g(a, z) <r pfi vhodném
acA. Kdyz 4 = {a} je ]ednobodove mnozstvi, plseme K4, r) =
= K(a, r).*})

8. Necht R je metricky prostor. Necht A C R necht A £ 0.
Necht r > 0. Pak mnoéstvi K(A r) je v R oteviené.

Dukaz. Mdme ukazati, ze kazdému xeXK(d4,r) lze pFitaditi
n > 0 tak, Ze y ¢ R, o(=, y) < n implikuje y & K(A4, 7). Necht
tedy z e K(4, r). Pak existuje bod a ¢ 4 takovy, Ze ¥ = g(a, z) < 7.
Tedy ¢islo n = r — 9 je kladné. Necht y ¢ R, p(z, y) < 5. Podle
5.5 jest o(y, ) < 1. Podle 5,3 jest p(a, v) < o(a, 2) + o(y, 2) <
<&+ n=r. Tedy o(a, y)<r takie y ¢ K(4, ). :

9. Topologicky prostor R nazyva se normdlni,?) kdyz mé,
nésledujici vlastnost: Je-lv 4, B par v R uzavienyjch mno#stvi a je-li
4 .B =0, existuji v R oteviend mmozstvi U, V takova 2 ACU,
BCYV, U.V=0.

10. Necht R je normdlni. prostor. Necht A C U C R. Necht A
je v B uzavfend; necht U je v R oteviené. Pak existuje v R oteviend V
takove, ¢ A CV CV CU3®)

Dikaz. Mnoistvi 4, R— U jsou v R uzavieni a jest
A4 (R — U) =.0. Jeito R je normilni, existuji v R oteviena V, W
takovd, 26 A CV, R—UCW, VW = 0. Jeito VW = 0, jest

30) Vlastnosti 5,4 a 5,5 berou se obvykle do definice metrického pro-
- storu. Jejich odvozeni z vlastnosti 5,1, 5,2 a 5,3 podal A. Lindenbaum ve
Fund. Math., sv. 8 (1926), str. 211.

31) Mno¥stvim K(4,r) nemusi byti ani 4 ani r jednoznaénd urceno.
Priklad: Necht prostor R obsahuje pouze dva body a, b a necht ¢(a, b) = 1.
Pak K(a, 2) = K(b, 3).

i) Tento pojem vyskytuje se po prvé u H. Tietze [Math. An.n sv. 88
(1923), str. 301]; nizev normdlnt u P. Urysohna [Math. Ann., sv. 94 (1995),
str. 265].

8) M, 4.
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V ¢ R— W; jeito R— W je v R uzav¥ené, jest®®) V C R — W
t. j. VW—O Jeito R— U C W jest V(R — U) = 0, t. j. VCU

- 11. Necht topologicky prostor R md ndsledujict vlastnost: Je-lz
A C U C R, jeli A v Ruzaviené, je-li U v R oteviené, pak exishije
v R oteviené V takové, e ACVCVCU. Pak R je normdint prosters .
. Dukaz. Necht 4 C R, B C R. Necht 4, B jsou v R uzaviend. -
Necht 4B = 0. Mdme dokdzati, Ze existuji v R oteviend V, W -
takovd, Ze. A CV, BCW, VW =0. PoloZme U =R — B.

Jezto B jest v R uzaviené, jest U v R oteviené. Jeito AB =0,
jest 4 C U. Tedy existuje v E oteviené V takové, ze 4 C-V C

C V C U.Polozme W = R — V. Jezto V je v R uzaviené,™) jest W,
v R oteviené. Jeito V C V, jest VW =0. Jezto U =R —B,
VCU]estVB—O tedy BCR—V, t. j. BCW.

12. Necht R ye normding. prostor. Necht Fy, F,, . .., Fp, jsou v R

uzaviend mnoistvl v komeénmém poctu. Pak lze kadému Fi{l<
<i<m) prifaditi v R oteviené U O F; tak, Ze, kdyZ pri né’yaké

Icombmacz (% gy -« - i) 1k m) zndexu 1,2,..., m 7est
HU%J‘:O ye takeHF & 0.3¢) E
r=1 .
k

- Dikaz.Necht @,,D,,...,Pm_, jsou viecky soudiny tvaruIIF, s

kde (iy, %y, . - -, tx) prob1ha viecky kombinace mdexu 1,2,...,m. 35)
Necht § = Z@,, kde j probihé vsecky ty hodnoty (1 < <. SIS 2’"——1),
pro néz F, . ®; = 0. Mnoistvi S je stejné jako F,; uzaviené v R"G)
a jest F, . S = 0. JeZto R je normélni, existuji v R oteviend mnoz-
stvi U,, V; takova, e F, C U, 8 C VI, U,V,=0.Jest U, C R— Vl,
Jezto R — V, je v B uzaviens, jest®®) U, CR—Vy,t.j. UV, =0;"
tedy U8 =0, takie U,.®; Fo(lZjigom—1) 1mphku]e 5
F,. 9 ..,J: 0. Tim jsme ze systému Fy, Fy, ..., Fp obdrZeli proow ,

- modifikact- systém Uy, Fy; ..., F, z ného’ stejnym postupem
(vychézejice: od Fz misto od F,) dostaneme druhow modifikact. -
systém U,, U,, Fy...,Fu.Pom takovjrch modifikacich dospéjeme
k Zidanému systemu U, U, ..., Uy

34) W. Hurewicz a K. Menger, Math. Ann., sv. 100 (1928), pozn. “)* :

35) Polet viech kombinaci indext 1, 2, ...,mjest ( ) + (2) + .
T?

-+ m) = 2m’— ], Ostatné pro na¥ udel je podstatné pouze, Ze tento g

YN

potet ]e konetny. . B
%) M, 1,3. :

Y

~
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13. Je zre]me Ze véta odst. 12 ani ve zvld§tnim prlpadé
m = 2 nemiZe platiti, neni-li prostor R norméalni.

14. Necht R je normdint prostor. Necht mnoZstvi U,, Uz, ce oy Un
v koneéném pobtu jsou v R oteviend a pokryvaji R. Pak lze kazdému U;

(1<i<m) prifaditi v R oteviend V; tak, % 1V, C U; pro
: 1<z<m 20 mnotstvi Vy, Vy, . .., Vi pokryvajt R.37)
Dukaz 38) PoloZme F; = .R UL(1<i<m) Pak mnoz-

stvi F; jsou uzav¥ens v B a jest H F;=R— Z‘ U; = 0.3%) Podle

odst 12 ex1stu31 v R oteviens W ) F takova Ze _[I W;=0.

" PoloZzme Vz =R— ~ Wi, tak¥e Vi C R — W, Jezto R — W,, jest
v R uzav¥ené, jest V; C R— Wy, tedy Vi. Wi = 0; jezto Wi 2 F;, -

jest ViF; =0, tedy V: C R — - Fy,’ t. j. Vz C U Mimoto Z‘ V=

dE

= (R—Wi)———R——HW;=R—O=R.
=1 =1 : :
15. Také véta odst. 14 plati jen za piedpokladu, Ze R je norm4l-
ni prostor. Dokonce plati véta: Necht topologicky prostor R md nd-
sledujict viastnost: KaZdému koneénému systému W v R otevienych
mnoZstvl pokryvaywimu R lze pmmdm konelny systém § v R uzavie-
nych mmnofstvl tak, Ze 10§ polcryva R; 2° kazdé F ey je Edsth né-
lkierého U el. Pak R je normdini prostor.
Dikaz. Necht A C U C R. Necht 4 jev R uzaviené; necht U
" je v R oteviené. Podle 11 staéi ukéazati, Ze existuje v R oteviené V
takové, 26 A CV CV CU. Dvé mnosstvi U a R— A tvor
ziejmé& koneény systém 11 v R otevienych mnoZstvi pokryvajici R.
Tedy existuje konedny systém ¥ v R uzavienych mnoZstvi pokry-
vajici R a takovy, Ze pro kaidé F ¢ & relace AF & 0 implikuje
F CU. Necht F'y, F',, . .., F'} jsou ty elementy F e, pro néz
AF = 0; necht F"}, "y, .. ., F'"y js.ouhty elementy kF e, pro né%

AF £ 0, tedy FCU. Polozme @’ =Z‘ F;, .¢”-=Z‘ F”;. MnoZstvi

&' a & jsou v R uzaviens, jest 46" — 0, 8" C Ua & + &" — R,
nebot ¥ pokryvé, R. Polozme V = R — @’; takie V je v R oteviensé.
Jezto AD" =0, jest A C V. Jeito @' + @" =R, jest V C D",
Jezto @" je v R uzaviens, je V C @". Aviak " C U. TedyA C V C
cvceu.

37) K. Menger, Dimensionstheorie, str. 159—160 (Bemerkung).

' 8) Podle rukopisu Kuratowského T'opologie. (Vyjde ve sbirce Mono-

 grafie Matematycme jako sv. 3.)
39) M )
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16. Necht R je metricky prostor. Pak R je mormdlni prostor.
Dtukaz. Necht A4, B jsou v R uzaviend mnoZstvi; necht
AB = 0. Mdme ukézati, %e existuji v R oteviens U, V takova,
“2¢ A CU,BCV,UV = 0. Jeito mnozstvi R — B je v E oteviené
a jesto A C R — B, podle 6 lze kazdému a4 pritaditi 7, > 0
tak, ze K(a, 217s) ¢ R—B (v. 7). Podobné kaZdému beB Ilze *
pritaditi & > 0 tak, ze K(b, 2{;) C B — 4. Poloime g

U=2 K@) V=2 Kb b)

Podle 5,1 jest @ ¢ K(a, 7q), tedy 4 C U; podobn& B C V. Podle 8
a M, 1,8mnoZstvi U, V jsou oteviens v R. Zbyva ukizati,Ze UV =
= 0. Dokazujice nepifmo predpoklédejme, Ze ¢ e UV. Pak existuji
body aeA, beB takové, Ze ceXK(a, n4), ceK(b, {), t. ].

o(a, ¢) < na, o(b,¢) < {p. Pro urditost necht », > 5. Podle 5,3
jest p(a, b) < 0(a,¢) + 0(b,¢c) <M+ Lr = 2na, t.3. b&K(a, 27a),
co% je spor, nebot be B, K(a, 27) C R— B

17. Necht R je topologicky prostor. Ni echt A C R. Pravime,
Ze A je Fyv R (Gs v R), kdyz ex1stu1i v R uzaviens (v R otevrena) 4,

takova Ze A——ZA 4= HA,)

v=1

4jeGsvR (F v R), kdyz a]en kdyz R — A je F. v R (GsvR).
Vskutku 4 = H 4, znamen4 tobéz jako R — A4 = Z (R — A4,).

y=1

JeliAd otevrene vR (uza.vrene v R), pak A jeGsv R (F,v R).
Vskutku, kdyz A,=4 (v=123,. JestHA —Z A,=4.

y=1 r=1L
18. Necht R je normdlni prostor. _EV'echt A CR, B CR. Necht
A4, B 9sou Fs v R. Necht A.B=A.B=0. Pak existuji v R
‘otewem U, V takovd, 26 A C U, BCV, UV = 0.49)

Dikaz. Jezto 4, B jsou F,, v R, existuji v B uzaviens A,, 'B,
takova, Ze 4 = Z A4,, B -—Z B,, tedy A4,CA4, B,CB,. Jeito

p=1

AB C AB =0, ]est A,B, = 0. Jezto A,,, B, jsou uzaviena v nor-.
milnim R a jeito A4,B, = 0, existuji v R oteviend G,, H, takovi,
Zze 4,CG@G, B, CH, GH,=0. Jeito 4, C 4, AB =0, jest
4,B = 0; podobné B,4 = 0. Tedy 4, CG,— B, B, C H, —A.
Mnoistvi @, —B=@G,.(R—B) je podle M, 1,7 v R oteviené;
jezto 4, C G, — B, podle 10 existuje v R oteviené P, takové, Ze

40) Véty 18, 19 a 27 pochdzeji od Urysohna; L. ¢. sub vs‘-’), str. 285—288.
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4, C P, C P, C G, — B. Podobns existuje vaotevf'ené @, takové,
ze B, CQ, C Q,. C H,— 4. Polotme

v—1 __
U1 P, V=0, — P1§ Uv=Pr*ZQm

pu=1
V,=Q,_Z‘E, »=238,..); U= ZU,, V= ZV
.op=1 v=1
Jeito P,, @, jsou oteviend v R, podle M, 1,3 a M, 1,7 také U,, V,
‘jsou oteviend v R; tedy podle M, 1,8 také U, V j jsou oteviend v R.
JeztoQ,,CH — A CR—4, A CP,4, CACA, jest 4, C Uy;

" podobng B, ¢ V,. Tedy 4 = ZA CU a podobng B C V. Zbyvé
ukézati, Ze UV =0, t. j., zepro,u,v—l 2,3,. ]estU V, = 0.

Necht predné u <v. Pak U,CPy, V, =@ — ZP CR—P,C
CR—P,, tedy U,V, = 0. Necht za druhé u > v. Pak V, C @,

u—1

Uy=P,— > @ CR—G, CR—Q, tedy U,V,=0.

y=1

19. Necht R je normdlnt prostor. Necht 8 ¢ R. N. echﬂ S je Fov R.
Palk S je normdlnt prostor.0)

Dukaz Jeito S je F, v R, existuji v R uzaviens S, takova,

ze S= ZS Necht 4, B jsou uzaviend v S necht AB = 0. Mame

y=1

ukdzati, Ze existuji v § oteviens U,, V, takovi,%e 4 C Uy, B C V,,
UJV,=0. Jezto A jest uzaviené v 8, podle M, 6 jest 4 = AS.

Jeito S= Z S,,je A Z A48,. JeztoS jsou uzav¥ens v R, podle

p=1 y=1

M, 1.4 jsou A4S, uzaviens v R. Tedy A je Fov R; podobneB]estF
v R. Jeito A = A8, AB = 0, BCS, jest AB=0; podobn& 4B = 0.
Tedy podle 18 existuji v.R oteviend U, V.takové,, ze A CU,
B CV,UV = 0. Poloime U, = US, V, = V8, takze U,, V,jsou®)
oteviend v S a UyVy=0. Jeito 4 CS, BCS, jest 4 CU,,
BV,

20. Necht R je normdini prostor. Necht dim R < n. Necht
mmnozstvt Uy, U,, . . ., Un v koneéném pobtu jsou v R oteviend a po-
kryvaji R. Pak lze kasdému U; (1 <1< m) prifaditi v R oteviené V;
tak, ze 10°V; C U; pro 1<1,<m 20 mnostvl Vi Vooos Va
pokryvaji R; 3° systém mnoZstvi V,_, Vo o oy Vin md #dd < n.

, Dikaz. Podle 3 existuje koneény system BWvER otevrenych
mnoZzstvi takovy, Ze 1° B pokryva R; 20 kaidé W e ?1}3 je Gasti
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nékterého U; (1< i< m); 3° systém B md Fad <. Necht

Wy Wa, .o oo Wi Jsou elementy . systému W. KaZdému indexu j

(1 <j £ k) ptitadme index e(f) =1 (11 < m) tak, aby W; C U,
Pro 1<¢<m poloime Z;= XW;, kde j probfhé ty hodnoty
== . i v

(1< j< k), pro nét ¢(j) = i. Ztejm& mnolstvi Z,, Z,, . . ., Zn jsou
v K oteviend, tvori systém Fadu < =, pokryvaji R a jest Z; C U;

pro 1<i<m. Podle 14 urdeme v E oteviend V;(1<i<m)

pokryvajici R a takova, Ze Vi C Z; pro 1 < ¢ < m. Zfejmé mnoZ-
stvi Vi, Vs, . - ., Vin maji Zddané vlastnosti.

21. Nechtn = —1,0,1,2,... Necht topologicky prostor B md
ndsledujict vlastnost: Kazdému konetnému systému N v R otevienych
mmnosstvi pokryvajicimu R lze pFifadity komeény systém §F v R wza-
vienych mmnoZstvi tak, Ze 1°Sy pokryvd R; 20 kaZdé F ¢ je édsti
nékterého U ell; 3° § md fdd < n. Pak R je mormdint prostor
a dim R < n.

Dikaz. R je normalni prostor podle 15. Zbyvé ukizati, Ze ;
kazdému U lze piifaditi koneény systém B v R otevienych mnozstvi -

tak, Ze 10 B pokryvé R; 20 kazdé V ¢ B je Sasti n&kterého U el;

308 m4 r4d <zn. Danému U lze podle pfedpokladu pfifaditi .

Necht F,, F,, . .., Fi jsou viecky elementy systému . KaZzdému

F; (1< i< m)muZeme piifaditi U; e tak, ze F; C U;. Podle 12

Ize kazdému F; (11 % m) piifaditi v R oteviené W;DF; tak, Ze
k R

11 Wi, = 0implikuje HFi,,#:O pro kazdou kombinaci (4, %, - . ., %)
r=1 or=1 . .

(1£k<m) indexd 1,2,...,m. Lehko vidime, Ze mnoZstvi
Vi= U;W; tvori Zddany systém . ‘

22. Necht R je normdlni prostor. Necht A C R; necht A jest .

uzaviené v R. Nechf dim 4 < n. Necht mnosstvi U, U,, ..., Up

v koneéném poétu jsou v R oteviend a pokiryvaji A. Pak lze kaidému - -

Ui (1<i<m) pfiraditi v R oteviend V; tak, %e 1°V; C Ui; -
20 mnoistvs Vi, Vs, . .., Vi pokryvaji A; 3° systém mmoZstvt Vi .

Vs .o vy Vin md 7dd < m. v ,
Dikaz. Necht U'; = AU; (1 <1< m). Mnozstvi U'y, U’,, .

..., U'm jsou v A oteviens a pokryvaji 4. Podle 19 4 jest normalni

prostor. Jezto dim 4 < 7, podle 20 Ize kaidému U’ (11 < m)

plifaditi. v 4 uzaviené F; tak, z¢ 1'F; C U’ pro 1<iZ<m;
2° mnozstvi Fy, Fy, . . ., Fy pokryvaji 4; 3° systém Fy, Fy, . .., Fp -

2 v

mé Fad < n. Jeito F; jsou uzaviensd v 4 a jeZto 4 jest uzaviené v R, .

Yy

jsou??) F; uzaviens v R. Jedto F; C U'; C U;, podle 10 existuji v-E

oteviend Z; takova, %e F; C Z; C Z; C U;. Jeito systém Fy, F,, . .

v

. -

«+ o Fmmé ¥a4d < m, podle 12 existuji v R oteviend W; (1< i<m) .-

takova, ze 10 Fi C Wi, 20 systém Wy, W, - .., Wy ms ¥ad < n.

‘.v.."é‘

s
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Ztejm& mmozstvi Vi = Z;W; (1 <4< m) maji Z4dané vlastnosti.

©

23. Necht R je normdini prostor. Necht R "=ZA Necht prd

v=12,3,... mnoistvi 4, jest uzaviené v R a ma dzmenm <n.
Pal; dim R < n!

Dikaz. Necht U; (1£i<m) jsou v R oteviend mnozstvi
pokryva]m R. Stadi sestrojiti v R otevien4 V, (1 £¢ < m) takovs,
ze 19 systém Vy, V,, . . ., Vi pokryvad R a mé ¥éd <n, 20 V; C U..

Podle 22 existuje systém B v R otevienych Vil (1 <1< m)
takovy, %e 10 Vit C U;; 20 Bt pokryvs A,; 3° systém B! mnoistvi
—141) ma Ff4d < n. Obecnéji predpoklidejme, Ze pii urditém »
(=172,..: ) byl jiZz sestrojen systém B* v R otevienych Vi
(1L¢<m) takovy, ze 10 B* pokl'yva,z Ay 20 Ve C U 8B ma
fad < n. Ukaime, Ze lze pak sestro;|1t1 obdobny systém Br+i.

Jezto T je koneény systém fidu < n v R uzavienych mnoz-
stvi, podle 12 existuji v R oteviend §; (1 <4< m) takové, Ze
10V C8;; 20 systém Sy, Sy, . . ., Sm mé ¥4d < n. Jedto V@ C U,
podle 10 existuji v R oteviens T@ takova, 2e Vo C T; C T; C Us.
Polozme W; = S;T;. Systém I8 mnoZstvi Wy, Woy oo, Wi je
konedny systém Fadu < n v R otevienych mnoZstvi a jést vy C
C Wy C W; C Us. Podle 10 existuji v R oteviend P; (1 <1< m)
takova, %e V¢ C P; C T’@- C Wi -

Pro 1 £.4 £ mnecht: 199 znamen systém dvou mnoZstvi Py
a R— 17,-"; 20 N; znamend systém dvou mnoZstvi W; a R — P;.
Ziejmg kaidym z 2m systémd M; a N; pokryvaﬁ R. Oznaéme (5]

system m.4m v R otevienych mnoZstvi tvaru U,,H M, H Ny
j=1 .

1£4,5,k < m; MjeMy; NpeJt). Pak 9 je konecny,R pok_ry
vajicf system v R otevienych mnozstvi. Jeito 4,4+, jest uzaviené
v R ajeito dim 4,41 £ n, podle 22 existuje koneény: systém 8 v R
otevienych mnoZstvi Z, (1 < r =t = m . 4") takovy, Ze 1° kazdé Z,
]e 4sti ndkterého elementu systému H; 203 pokryva Ayi1; 3° 83 mé
¥4d < n. Z vlastnosti 10 nésleduje podle definice systéma M, i,
:4° Z, V¢ % 0 implikuje Z, C Py; 5° Z,Pz %+ 0 implikuje Z, C Wi.
Mno#stvi Z, (1 £ r £ t) rozdélme ve t¥i' druhy: Z, je proniho-

druhu, kdy? existuje i (1 <4< m) takové, Ze Z, V¢ F 0. Z je
druhého druhu, kdyZ neni prvnfho druhu a kdyz existuje ¢ (= i< m)

41). Obdobny vyznam mé v dal$im symbol By,
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takové, e Z,P; & 0. Z, je tFettho druhu, kdyZ nenf ani prvnfho
ani druhého druhu.

Kadé Z, prvntho druhu piitadme ka#dému indexu takovemu
se Z, Vg & 0. Kazdé Zy druhého druhu pfifadme jedinému indexu
tak zvolenému, %e Z,P; 3 0. Ka?dé Z, t¥ettho druhu pnrad’me
jedinému indexu i tak zvolenému, Ze Z, C U, 42) :

Pro 14 m poloime W's= Vi + XZ,, kde Z, probihi
viechny indexu ¢ piifazené elementy prvnfho a druhého druhu
systému 3. Zrejmé V¥ C W’; a podle vlastnosti 5° systému 3 jest
T C W;. Déle polozme Vetl= W'y + 2Z,, kde Z, probiha
viechny indexu ¢ pfifazené elementy t¥etiho druhu systému 3.
Ziejm& V+1l jsou v R oteviend mnoZstvi a jest Vi C Vel C

P+t C Ui Jeito Br pokryvi ZA; a je¥to B pokryvé A,+1, ztejmé
A=1

y+1
systém B+l mnozstvi Vel Vortl, (.., V! pokryvé Z A;.

Jests jest ukdzati, Ze L+l m4 tad < n, t. j. Ze kazdy bod
aeR jest obsaZzen nejvys v o+ 1 elementech systému B+
Rozezndvejme dva piipady. Predné necht existuje index j
(1 £j £ m) takovy, Ze a & P;. Pak a ¢ Z, implikuje, %e Z,P; 3 0,
t. j. Ze Z, neni tietiho druhu. Tedy a ¢ V#+1 implikuje @ ¢ W'; C
C W;. Tedy bod a jest obsaZen nejvys v tolika Vi#+1, v kolika W;;
jezto systém T jest ¥ddu < n, jest bod a nejvys v n + 1 z mnoz-
stvi Vie+l, Za druhé necht pro ¥4dny index i neni aeP; Podle

vlastnosti 4° systému J relace a ¢ Z, implikuje Z;Vy = 0, tak’e
jednak bod @ neni v Zzadném V', jednak bod @ neni v Zidném Z,
prviniho drubu. Tedy a e W’; implikuje a ¢ Z,, kde Z, je druhého
- druhu a je pfifazeno indexu 4. JeZto kaZdé Z, druhého druhu je
piifazeno jedinému 4, je bod @ nejvys v tolika W', v kolika Z,
«druhého druhu jest. Podobn& a je nejvys v tolika Vg+l— W',
v kolika Z, t¥etiho druhu jest. Tedy bod a jest nejvys v tolika V' ’+1
- v kolika Z,; jezto systém 3 jest ¥idu < n, jest bod o ne]vys v+ 1
z mnozstvi Vptl,

Tlm je dokézéno, ¥e lze rekurentnd urditi systemy L (v =
=1,2 .) v R otevienych V¢ (1<1,Sm)tak ze: 1° VeVt
20 V C U‘, 30 B pokrjrva. 4,; 4° B* mé ¥4d < n.

Polozme V; = Z V(125 m). Pak V; ]sou v R oteviend

v=1

mno#stvi. Podle 2° jest V; C U, Jeito R —Z 4,, podle 3° system‘

v=1

42) To Ize podle defmlce 9 a podle vlastnosti 1° systémua 3.
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‘B mnozstvi Vy, Vs, ..., Vi pokryvé R. Zbyva ukdzati, Ze B ]est

tidu £n. V opaénem piipadé by bylo Ize udati n 4 2 rdzné
1ndexyzl,7,2, .- int2 abod aeR tak, Ze ae Vi i< s<n + 2).
Podle 1° by existoval index » takovy, Ze ae V,-s"_(l Sssn+2).
To .jest spor proti 4°.

‘24, Necht R jest normdini prostor. Necht pro v =1,2,3, ..

1,
mnoZstvi A, jest Fo v R a md dimensi < n. Pak dim 2 A, n.
=1
Dikaz. Necht § = ZA Jeito A4, jsou F, v R, ex1stu]1vR
uzaviens B,, (u = 1,2, 3 ..) takové, Ye A, —ZB,,,,v Jedto -

B,, C A, a jeito B,, jest uzaviené v R, jest B,, uzavrene v 4,.
Jezto dim A4, < n, podle 4 jest dim B,,,,_ n. Dvojnou posloupnost
By, u=12,3,...) usporade]me43) v jednoduchou posloupnost

B;(A=1,2,3,...). Pak jest § = ZB;, mnozstvi B; jsou uzaviens

v R, tedy v S a jest dim Bi<n. S ]est F,v R, takie 8 jest normalni
prostor podle 19. Tedy dim 8 < » podle 23.

25. Necht R jest topologicky prostor. Pravime, %e R jest
dokonale normdini, kdyz: 1° R jest normélni; 2° ka?dé v R oteviené
mnozstvi jest F,, v R. Podminka 2° dd se také takto vysloviti:
kazdé v R uzaviené mnoZstvi jest Gs v R.

26. Necht R jest metricky prostor. Pak R jest dokonale normdint

prostor. : .
Dikaz. Podle 16 stadi ukdzati, Ze kazdé v R uzaviené mnoz-
stvi jest G5 v R. Necht tedy 4 jest v R uzaviené mnozstvi; ziejmé

‘ : 1
mizZeme predpoklddati 4 = 0. Necht (v. ) U= K(A —)
(ry=1,2,38,...). Mnozstw U, podle 8 Jsou v R oteviens, takZe

stadi ukazati, Ze 4= H U,. Ziejmé A C H U,, takZe zbyva ukazatx. ;

%e ke kardému =z sR A4 existuje v ta,kove Ze sR U..
Jesto R — A jest v R oteviené, existuje 7 >0 takove, ze yeR,

o(z, y) < n implikuje y ¢ R— 4. Pfi vhodném » bude — < 7,
tedy ze R— U, podle definice U,. .
27. Necht R jest dokonale normdini prostor Necht S CR.
Pak 8 jest dokonale normdlni prostor.2%
Diikaz. Necht Z jest oteviené v S; pak existuje v R oteviené G
takové, Ze Z = S@. Jeito R je dokonale normélni, existuji v R

43) Treba diagonéln¥: By = By; 1321 = B,, B;; =By; By = B, Bjy=
=By, By=Bg; By =By, ... _ :
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uzaviend F, takova, Ze @ :ZF,,. Klademe-li @, = §. F,, jest
r=1

= Z@,. a mnoZstvi @, jsou uzaviena v.8. Tedy kazdé v S oteviené
mnogs—tlvi jest F; v R. Zbyvé ukazati, Ze S jest normdlni prostor.
Necht tedy 4.B jsou uzaviend v S a necht 4 .B = 0. Mame
ukézati, ze existuji v § oteviend U’, V' takova,ze 4 ¢ U, B ¢ V",
U’ . V' = 0. Jezto A, B jsou uzaviend v S, podle M, 6 jest 4 =
—A4.8, B=B.8. Jetto A.B=0. jest 4.B.8 = 0. Klade-
me-li 4,=A4—B, B,=B—A4, vidime lehko, #e A ¢ A,
B ¢ B,. Jeito 4, ¢ A4, podle M, 4,2 jest 4, ¢ A4, tedy A,B, = 0;
podobné AyB, = 0. Jezto R jest dokonale normélni, R — B jest
F v R; z toho nasleduje snadno, %e také 4, = 4 (R — B) jest

, v R; podobn& B, jest F, v R. Jezto A,B, = A,B, = 0, podle 18
e\htu]l v R otevrena U, V takova, Ze A C UV By, ¢ V (tedy
AcU, BCV UV =0. Stadi poloziti U= g v, vV=8.V.

28. Necht R jest dokonale mormdlni prostor. Necht dim R £ n.
Necht S ¢ R. Pak dim S £ n.

Dukaz. Necht U jest konecny systém v § otevienych mno-
stvi pokryvajici S. Mdme ukazati, Ze existuje koneény systém B’ v .§
otevienych mnozstvi takovy, Ze 198’ pokryva S; 2° kazdé V' e B’
jest &asti nékterého U’ el’; 30 B md ¥ad < n. Necht U’;
(1£3<m) jsou elementy W. Pak existuji v R oteviend U;

takové, ze U’; =S8 .U; Poloime A4 ZU% Mnozstvi 4 jest
oteviené v R; jezto R jest dokonale normaJm A jest F, v R. TedV

existuji v R uzaviend 4,(» = 1,2, 3...) takova, Ze 4 ZA

Jeito dim R < n, podle 4 jest dim 4, <n. Tedy podle 24 jest
dim 4 £ n. Jeito mnezstvi Uy, U,. . . ., Uy pokryvaji A4, existuje
koneény systém B v A uzavienych mnoZstvi takovy, ze 10 B
pokryva 4; 20kazdé V e B jest ¢asti nkterého U;; 30 B m4 tad < n.
Zadany svstém B’ obdrzime, kdy? kazdé V e 8 nahradime mno%-
stvim V' =8.V.
*
Contribution a la théorie de la dimension.

(Extrait de 'article précédent.)

Définition. R étant un espace topologique, dim R < n
(=—1,0,1,2,...) signifie: A chaque famille finie 11 d’ensembles
ouverts recouvrant R on peut attacher une famille finie L d’en-
sembles ouverts telle que: 1° B recouvre R; 2° chaque V &% fait
partie d’un U ¢ U; 3° I'ordre?) de B est < n.

1) B étant une famille de sous-ensembles de R, 'ordre de B est < 7,
si la partie commune & n 4 2 éléments quelconques de B est vide.
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Théoréme I. Soit B un espace normal. Soit R —Z, 4,,

4, = 4,, dim 4, <n. Alors dim R < n.

Démonstration. Soit U= {U;}(1<i<m) une famille
finie d’ensembles ouverts recouvrant RB. On construit par récurrence
des familles B* ={Vy} (1Si<m; »=1,2,3,...) d’ensembles

ouverts telles que: 1° Ve CU; 22V ¢ V+l; 80 ?B’ recouvre A4,;
4° Pordre de B’ est < n. Les ensembles V; = ZV, ¢ U; recou-

vrent R et on voit sans paine que ’ordre de {V,} est < n. On peut
supposer que A4, = 0; alors V;! = 0. En supposant la famille B
construite. on construw Br+1 comme il suit: Soient W, P;
(154 S'm) des ensembles ouverts tels que: 1° V¢ ¢ P; ¢ P; ¢

¢ Wi ¢ Wi ¢ Uy; 2° Pordre de B = {W;} est < n. Soit § = {Z,}
une famille finie d’ordre < n d’ensembles ouverts recouvrant 4,1
et telle que 1° Z,V# & 0 entraine Z, ¢ Py 2° Z,P; % 0 entraine
Z, ¢ W;. Z,est de premaére espéce §'il existe un s tel que Z, Ve =+ 0;
chaque Z, de premiére espéce soit attaché & chague i tel que Z, Vi 0.
Z, est ‘de deuxiéme espéce si Z,V? = 0 pour chaque 4; chaque
Z, de deuxiéme espéce soit attaché & une seule valeur de 4 choisie
de maniére que Z, C Uj et, st cella est possible, aussi que Z,P; == 0.
Posons Vyp+l = Vy -[— 27, r parcourant toutes les valeurs telles
que Z, est attache & l’indice 3.

Théoréme II. Soit B un espace parfaltement normal.?) Soit
“dim R < n. Soit S ¢ R. Alors dim 8§ £ .
’ Démonstration. Soient U; (1 <7< m) des ensembles ou-

m

verts recouvrant S. L’ensemble 4 ZUz étant un F, dans R,

on déduit facilement du théoréme I que d1m A<Sn 1 e'nste done

des ensembles ouverts V; tels que: 1° V; ¢ Uy; 20 ZVw 4 ) 8;

3% lordre de {V;} est < n.

Probléme. La définition de la dimension ici adoptée est-elle
équivalente, pour tous les espaces parfaitement normaux, & celle
adoptée dans mon Mémoire Sur la dimension des espaces parfazte-
ment normauz (Bull. intern. de ’Acad. des Sc. de Boheme 1932)%3)

%) Ceci signifie que 19 R est normal; 2° chaque ensemble ouvert est
un F,; On sait que chaque espace métrisable est parfaitement normal.
3) V. aussi ma Note Sur.la théorie de la dimension (C. R.,'t. 193, 1931,
p. 976) .
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