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Č Á S T M A T E M A T I C K Á . 

O obecných polynomech Laguerrových. 
Napsal Karel Dusí. 

(Došlo 19. března 1932.) 

1. V tomto pojednání chci ukázati, jak se některé vlastnosti 
polynomů Hermitových dají dokázati i pro polynomy Laguěr-
rovy1) a zejména podati zevšeobecnění Laguerrová řetězce pro 
integrállogaritmus. 

Laguerrovy polynomy stupně n-ho určeny jsou tvořící funkcí: 
xt 

}~~l » t* 

y = T—;=2Ln(x)-r (1) 
i — t n=o ni 

Laguerrovy zobecnělé polynomy k-ho řádu pak poskytuje rozvoj: 
xt 

~' = ( i ^ = S ^ í ? ) ! r . (2) 

konvergentní pro každé x a pro \t\ < 1. Budu uvažovati jen tyto 
obecnější polynomy k-ho řádu a psáti je krátce Ln(x) .a jen, kde 
bude nutno uvedu index řádový. 

2. Především je známo, že polynom Ln(x) vyhovuje diferen
ciální rovnici: 

xLN
n + (k + x)L'n — nLn = 0. (I) 

Tato rovnice jest jen specielním případem rovnice: 

xy"'+ (y — z)y' + ay =•», (I') 
jejíž jedno řešení jest funkce Kummérova:2)-

• y=G(a,y9x), . (II) 
x) Jos. Korous: O řadách Laguerrových polynomů. Rozpravy II. tř. 

XXXVII. c. 40. ; 
2) Kummer: Journal fůr reine und angewandte Matematik. Sv. XV. 

1836, str. 139. 
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při čemž: . 
•fl/^v f ^ i i « 1 . < * ( « + ! ) * 2 , g ( g + l ) ( g + 2 ) - g » , 

(3) 
Srovnáme-li obě diferenciální rovnice, vidíme, že 

-£**,* (x) ~ c ť? (— n9 k9 — a;) = (4) 

- c í l 1 nx 1 n{n~1)a?a 1 i *" 1 
•:V v [ T-* _ *'•(*' + .!) 2! -^•'' * ^ k (k + 1) . ., (k + n— 1)J 

Jestliže skuteíně rozvineme oba faktory tvořící funkce (2) v řadu 
potenéhí vidíme, že součinitel xn v Ln,k(x) musí býti rovný jedné 
a tedy: 

c^k(k+ l)(k + 2)...(k + nr-~l)i .,., (5) 
Jeví se tedy polynomy Laguerrovy jako konfluéntní degenerace 
oněch polynomů, které vystupují v rozvoji hypergeometrické 

funkce: — F\a9 1, y, —} a jsou příbuzné polynomům Jacobiho.3) 

. Klademe-li: 
v %n(a9 y9 x) = F (— n9 a + n9 y9 x)9 (6) 

jest pak: . . 

v 6(— n9k9 — x) = l i m g f t ( — - y , — . ex\* (III) 
*--\ e->° Vfi • ' . / . • • 
. Z této souvislosti s funkcí Kummerovou vyplývá druhá defi

nice polynomů Laguerrových, totiž: 

v ••: , : ; ^ : ^ ^ ^ - ^ - f i B i l - ^ ^ r - ) - - - (" 
. : ; : : : ; ; ; • £..»(— * ) ' - i , ; , m 

•"•'•*'•••'•••••' '%-''" J 1 (jfc -f- 7 l ) * v ' 
při $emž: .(fc n)' =- jiřL J e s t symbol Appellův. , (9) 

'.••'V-'"-' •.•:r:'!i...:.. •"*'V*;V'"- ««(*) ' • • ' , ' ..• •*>• -; • 
,3* Důležité jsoU vzorce rekurentní. Z definice (2) na základě 

_ tvoHcí luiokce;y plyne především: 

£•* ódtucM ..sCvVv >V':-.>.\;7:-./. ry;.'*:V:\/;v ."'" ._';; .7.;-/.•; '.• .:;:;..\;:.. V -: 

vVVVíV *ť'^ the hypergeométříc orthogonal systems ,of 
^-^ ^ ; ' ; \ V \ 
;V^r^' ď^ŤAltt)^ Fonctions hypiergéométriques etc. 
rVVParfe^$0.\Itip. it án&»l';/-*̂ ':\V:'V'.';/•--• , V<--";-. \;-'^- >v • .,:.•, 
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Podobně na základě (1) a (2) 

±LnM1 (x) £ - (1 - tr*ŽW 5 • (") 

Odtud rozvoj podle polynomů řádu nultého 

LnMi (X) = Lnt0 + nkLn-lto + ^ " ^ k (k+l) i n -2,o + . . . (V) 

Jelikož dále pro: 

y-jrhř^ . < 1 2 > 
jest 

(l-t)*%L-[k(l-t) + x]y = 0 (18) 

. ( 5 ) M - ^ M C ) ("> 
obdržíme 

_vn+i,* (a?) = (2n + k + x) L** (x)—n (n + k-^ 1) i n - i , t (a;) (yi) 

a pro řád k + lni: 
Z/n+l,*+l (#) = (2n + & + 1 + x) Ln,k+i (x)~ 

— n(n + k)Ln-it*+i(x). (VII) 
Obě poslední rekurentní formule týkají se jen indexu n. 

4. Laguerre v Oeuvres 1.1898 str. 428 a Niels Nielšen v Theorie 
des Integrallogaritmus, Leipzig 1906, str. 45 udávají rozvoj inte-
grallogaritmu 

•/? e* ł dx 

ve zlomek řetězový ve tvaru: 

/ * 
X 

dx = e—x 1 

x+1- x+3 x + ò 

(VIII) 4 g + 7 

při ěemž lze dokázati, že jmenovatel »-ho přibližného, zlomku jest 
' právě^specielní Laguerrův,, polynom ÍŽ»(a?Yzcfela podobně,: jako 
polynom Hermitův Hn(x) jest jmenovatelem »-ho přibližného: 

. . " - :- '•'•.•r'''.-:'-." •'• : '•' •" ' -. '- - - '!«*"•• 
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zlomku řetězce:4) 

x 3 
* " - . . . . (15) 

Protože pak obecné polynomy Laguerrovy jsou konfluentní poly
nomy Jacobiho, vyskytující se ve jmenovatelích přibližných 

zlomků rozvoje funkce — F l a , l , y , — | ve zlomek řetězový, lze 
X \ XI 

nalézti výraz, který rozvinut ve zlomek řetězový dává ve jmeno
vateli n-té hodnoty přibližné Laguerrův polynom Ln,k(%)-

Tento výraz jest: 
OO 

Гe~x 

dx (16) 

což dokáži v následujícím způsobem odlišným od metody Laguer
rovy: 

5. Položme: . 
k k(k+l) k(k+l)(k+2) 
a "*" x2 x* . •" : 

k(k+ l ) . , , ( t + 2n—1) / T 

Je-li <p a xp čitatel a jmenovatel n-té hodnoty sblížení příslušného 
řetězce, musí -

. s^+o^y • ,„, 
Z toho patrno, že lze napsati: 

^ S=*-+-\-X-> (18) 
. xp T x2n xp . v ' 

kde polynomy <p a xp jsou stupně n-ho, polynom % stupně n — 1. 
Z rovnice: 

y (x2n S) = <px2n + x (19) 
vyplývá právě dostatečný počet rovnic k určení koeficientů pří
slušných polynomů, při čemž možno koeficienty \x xn v polyn. <p a xp 
klásti rovny jedné. S vyhoyuje pak diferenciální rovnici: 

• :: ~:-«_yjL f l-+---i- r+i---i). .(20) 
, dx x x2n+1 v • 

: 4) P. Appel-J; Kampé de Fériet: Fonctions hypergéometriques. Citov. 
str. 337. : * : •..., : . .. v\.. ,, - < ••-.'-•'- .••••,• >.••,. ^ 
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kde 
p = k(k+l)...(k + 2n). , . _ ,. (21 

Dosadíme-li za 8 výraz z rovnice (18) nalezneme: 
<p'y, — yý 2n x i 1 X'V — Wt' 

\p2 x2n+1 \p x2n \p2 

k + x I <p 1 x\ , V , !(7+i>) + ^^:
 + 1 = 0- (22) 

Násobíme-li celou rovnici výrazem s t u p n ě 2n + 1 : a;^2 t u část, 
k t e r á jest polynomem, musí vymizeti, a jelikož koeficient u xn 

ve <p a \p j sme kladli r o v n ý jedné, musí 
x (<p'\p — \p<p') — (k + x) <p\p + x<p2 + p — q = 0, .;; .-^2:3.) 

' '. ~ - " ' •••: 1 y 
kde g jest koeficient u mocnost i xn~} v # (jak plyne ze členu ——• — 

Á T 

v rovnici (22)). 
Tuto rovnici možno psáti ve tvaru: 

y ' y _ y y ' k + X <p ^ g — p ^ ' 
^ 2 . x \p x\p2 ' 

což je l ineární diferenciální rovnice pro podí l : —> jejíž řešení ob

v y k l ý m způsobem d á v á : 
^ 00 00 

errX'm" C e—x C e~x> 

•~^J~-.^+^~q)j^-^dx' (25) 

X - X 

— bude patrně w-tým přibližným zlomkem řetězového rozvoje 

pro integrál ' :•*.» 
xkex I -—-dx, 

jestliže - . ' •. 
- ' . - , . co , . 

w^-í)J^-tóMo:;- (X) 
• * 

6. Diferenciální rovnice pro <p a \p. T v a r diferenciální rovníce 
(23) ukazuje : 

1. Že rovnice \p -= 0 m á všechny k o ř e n y růané, neboť faktor 
\p a>\p' b y musel též b ý t faktorem éísla,p—~QV 

2. <p B, \p nemají společného činitele z téhož důvodu. 
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Jestliže rovnici (23) diferencujeme, nalézáme: * 
X (qfy, _ W " ) + ty^ _ W ' ) _ ty + X) (ýy + ^ _ ^ + 

+ 2#w' + \p2 = 0 (26) 
čili -

[#9/ + (1 — k — x) <p' — <p + \p + 2ocy>'] \p = 
= [xy>" + (l+k + x)\p']<p. (27) 

Na základě obou vytčených vlastností polynomů <p a \p to 
může být splněno jen tenkrát, jestliže jest současně: 

x\p" + (1 + k + x) \p' = a\p, 
x<p" + (1 — k — x) <p —<p + \p + 2x\p' = a<p, (28) 

při čemž a jest konstanta. Ježto koeficient xn v polynomu \p byl 
volen rovný jedné, jest a = n a diferenciální rovnice pro \p zní: 

x\p" + (1 + k + x) \p' — n\p = 0; (29) 
tudíž jest: \p = Ln% *+i (x). (XI) 
Diferenciální rovnice adjungovaná pro <p jest dále: 

x<p" + (1 — k — x) <p' — (n+ 1) <p + \p + 2x\p' = 0. (30) 
7. Abych mohl podati konvergenční důkaz rovnice (X), je 

nutno vypočísti hodnotu konstanty q. Srovnáme-li koeficienty xn"x 

v rovnici (19) se zřetelem ku (XI): 
x*nSLntk+1(x) = x*n<p + X^ (31) 

a použijeme-li hodnoty p již vypočítané v rovnidí (21), nacházíme: 
' n\ (k + n)\ 

V n \ ( k + n)\f e~* 
- *»= (í;_i)! J ^*+I>ída;- ( X I 1 ) 

Z vyjádření (4) pro y ==-kn,*+i (#) je patrno> že derivace y>' 
je kladná pro kladné hodnoty x, \p je tedy funkcí stoupající a 

. \p(0) = X„,*+1 (0) = (k+ 1) (k + 2 ) . . . (k + n). (33) 
Jest tedy: 

0 r ff V n.(fe + n)! 1 ? . 
9 < * » < ( i ^ i ) ! [ ( i . +!)(*• + 2 ) . . . ( f e + » ) ] - . T * + i j e ^ 

as («) 

a dále:'''' •'••rA'J*'fÍ'' ' •'''' n\k er* 
\k + 1)'(4 + 2) . . . (Ä! + ») æ*+ł 
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•°<A<^4TTÍ' ( 3 5 ) 
(k + n)\xk+1 v ' 

^ n k\k erx 

O < iřn < 
(n + l) (n + 2 ) . . . (?i + A) xh+1 

a tedy jest: lim iřn = O 
n-> oo 

a tím jest rovnice (X) dokázána. 
8. Rekurentní rovnice pro q> a tp. Nalezli jsme již dříve (VII) 

v odstavci (3): 

£n+i, *+i (x) = (2n + k + 1 + x) Ln, j.+i (x) —n (n + k) Ln^it *+i (x). 
(37) 

Jelikož tatáž rekurentní rovnice spojuje čitatele 9?n+i, (fn a g? n_ u 

což plyne z diferenciální rovnice (30), lze psáti: 

/V^-Vf 1 -^+T+-l- F ^+l 1 2(̂  + 2)- I 

. " • • • (XIII) 
Jelikož ale integrací, per partes dostaneme: 

oo 00 

Jtwdx=ejw-kJ^dx (3 8> 
dospějeme k řetězovému rozvoji: 

což souhlasí s dřívějším výsledkem Nielsáí&vým a Laguerrovým 

pro k -= 0. 

Jestliže n-tý přibližný zlomek hořejšího řetězce jest y i > n""1> 

piak diferenciální rovnice pro ^ zní: 
^" i + (l — ^ — «)y'i — ( * + T l ) f t .+ 2yA==0 (39). 

jednodušeji než (30), i ; l 
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9. Součtové vzorce pro Laguerrovy polynomy lze odvoditi 
touže cestou jako pro polynomy Hermitovy.5) 

Píšeme-li dvakrát tvořící funkci (2) odstavce (1) pro pro
měnné x a y příslušných Laguerrových polynomů, bude: 

m=0 
Уt 

1 —í V 1 t = 2 : ^ . *(</)• (41). 
(--0* £> 

Znásobíme-li tyto rovnice, obdržíme: 

(X + VÝ co co 
l l V^ v^ tmtn 

\ ' m=0u=<x 

Řozvineme-li na levé straně v řadu Laguerrových polynomů 
L^2k (x + y), podle téže rovnice (2) odstavce (.1) obdržíme: 

co 0 . . .00 

- r £#.. 2* (x + y) = \ zzrzr* L™> i (x) Ln, k (y) (43) 
/ u - O ^ 1 mTnmini 

odkud vychází součtová věta pro Laguerrovy polynomy srovnáním 
stejných mocností t: 

0 - .co. 

-!->.2* (x + y) = y\ ^rz\L™>* (x)Ln,k(y) ii = m + n, (XV) 
" . • m,n 

což lze symbolicky napsati: » 
. Z-,',2* (x + y) = [Lk (x) + Lk (y)Y, (XVI) 

při čemž pro obě proměnné symbolicky'"" 
[Lk (x)f = Lftk (x) a L0ik (x) = 1. . 

Rovnice (XVI) jest analogická ke specielní součtové rovnici pro 
polynomy Hermitovy: 

<: ^m-řW^: j > 
s touže symbolikou. Vzorec (XVI) lze psáti ve tvaru obecnějším: 
-% P*íxi + xz + • • • + XP) — [Lk (x±} + Lk (x2) + • • • Lk(xp)Y, (XVII) 

•'•*) J. Kainpó de Fériet: SurHne formule ďaddition des polynomes 
d'Hermiteu. Det. Kgl. Videnskabernes Selskab. Mathemátisk-fysiske 
Meddelelser. Sv. V. r. 1923. str. 5. - , -. ,\ •.*••«• -. 
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10. V tomto pojednání poukázal jsem k souvislosti polynomů 
Laguerrových s funkcemi Rummerovými a polynomy Jacobiho 
a odvodil jsem rozvoj výrazu 

' / • ; 

* * * ' ^Tidx 

v řetězec a dokázal jsem, že jmenovatel >i-tého přibližného zlomku 
jest právě Laguerrův polynom Ln„k-+i (x) Tento výsledek jest 
zevšeobecněním výsledku Laguerrova a Nielsenova naleženého pro 
i = 0 a způsob důkazu jest od obou autorů odlišný. V posledním 
odstavci odvozena součtová formule pro polynomy Laguerrovy. 

* 
Sur les polynomes généralisés de Laguerre. 

( E x t r a i t de 1 ' a r t i c l e p r e c e d e n t . ) 

J'établis par une méthode différente de, celle de Laguerre, 
le développement de la fonction: 

x k & l-lkTTdx I-
X 

lénc 

est le polynôme généralisé de Laguerre: Lntjc+1(x) fourni' 

x 

en fraction continue. Le dénominateur de la •w-ième réduite 
<fn(x) 

y>n(x) 
par le développement de la fonction génératrice: (1). 

L'équation différentielle (I) et la relation de récurrence (VI) 
liant trois polynômes consécutifs, sont caractéristiques pour les 
polynômes en question. L'ensemble de ces deux relations con
stitue la basé pour la considération suivante. Considérons l'ex-

(D (0b\ 
pression 8 (formule IX du texte). Soit la ra-ièine réduite 

y)n\X) • -

du polynôme #.. 
Les fonctions <pn(x), xpn(x) satisfont a l'équation différentiel

le (23): ~ 
X ((p'n y)n — <pn f'n) — {k+.xljPny>n + X <pn

2 + r = 0 
n^ (k + nY 

où r = —^ > - dont l'intégrale est donnée par (25), où p—q = r. 
(/c 1)! • 

On voit par la forme de l'équation différentielle (23) que: 
1. Véquation xpn(x) = 0 a toutes ces racines distinctësj tout" 

diviseur commun de y>n{x) e$<p'n(x) devrait être diviseur de r.: 
J :2. par le même raisonement on voit que les ^polynômes 

<pn{x) et y)n(x) n'ont de diviseur commun. 
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Quand on fait la dérivée de l'équation (23) en se rappor
tant aux propriétés (1) et (2) des polynômes <pn(x) et tpn(x) on re
trouve deux équations: 

xrp'V+(l + k + x) tp'n = atpn (28) 
et son adjointe: 

x<p"n+ (1 — k—x) <p'n—<pn + tpn+2xtpf
n = a<pn 

et a = tt, le coefficient de xn en tpn(x) étant égal à l'unité. 
Le simple rapprochement des deux équations (28) et (I) 

donne le résultat: 
tpn(x) = Lnth+1(x). 

Puisque la limite du reste Rn (XII) dans le second membre de 
w (QC\ 

_ (25) devient égale à zéro, en voit que , est en effet la n-
tpn(x) 

ième réduite du développement: 
oo 

«~c- \—=-&x 
J x" 
X 

en fraction continue. 
Les relations de récurrence (VI) et (VII) vérifiées par les 

deux fonctions <pn(x) et tpn(x) donnent immédiatemment le dé
veloppement (-2ÇIII) et par l'intégration par parties nous obte
nons par conséquent, la fraction continue (XIV), d'accord avec 

'le résultat antérieur donné pour & = 0 par Laguerre, loc. cit. 
Ce résultat constitue une analogie à celui pour des polynômes 
d'Hermite. " ./' . 

A la fin du mémoire l'auteur, établit la formule d'addition 
pour les polynômes de Laguerre. sous la forme: 

Lt*,P* (xi + x2+... + xp) = [Ljc (xx) + Lie (x2) + ... + Lk (xp)Y 
eii; eqiQvenant de remplacer dans le développement du second 
mé&Bre une puissance telle que [Lk(Xi)]r par LTtk(x). Cette for
mule, d'une forme très condensée, avait été donnée par N. Niel-
sen et J* Kampé de Fériet pour les polynômes d'Hermite.2) 

: ł ) J . K a m p é d e F é r i t : Surun formtd d spolүnôm s ď H rmit . 
D t. KgL Danks Vid nskáb rn s S lskab.M.—f. M. V. 2. 1923. 

> *) N . Ш l s n : Rr cheгches sur l s poДynômes ď H rmit . Ibid. 
L e.w.8. . •• \ '•. •.,:'-\ •• ..,- • • .; . . • • • . . . • • . < 
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