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Časopis pro pěstováni matematiky a fysiky, roč. 73 (1949) 

Č L Á N K Y A R E F E R Á T Y 

O jedné kubické involuci v prostoru a jejím použití 
k stanovení počtu přímek na obecné kubické ploše, 

Jan Bílek, Praha. 

I. 

Předpokládejme, že / = 0 je rovnice obecné kubické plochy. 
J e známo, že obecná kubická plocha může mít jen konečný počet 
přímek.1) Lze tedy zvoliti na dané kubické ploše bod O4, kterým 
nejde žádná přímka plochy / — 0. Zvolme dále libovolný bod P 
v prostoru a spojme ho s bodem O4 a stanovme zbývající průsečíky 
této spojnice s plochou / = 0. Nechť to jsou body A, B. Sestrojme 
dále na přímce O4P bod P ' , který odděluje s bodem P harmonicky 
dvojici bodů A, B.2) Vidíme takto, že každému libovolnému bodu 
P v prostoru touto konstrukcí odpovídá jediný bod P' a obrá
ceně. Dostali jsme tak prostorovou involuci, jejíž stupeň ještě 
určíme. 

Splyne-li bod P s bodem O4, pak všechny paprsky trsu se stře
dem O4 můžeme považovati za spojnici O4P a tedy podle známé 
vlastnosti první poláry bodu na ploše / -= 0, bodu O4 odpovídají 
všechny body první poláry bodu O4 vzhledem k ploše / == 0. Bodu 
O4 odpovídá tedy kvadratická plocha /4 = 0, která se plochy / = 0 
v bodě O4 dotýká . Plocha /4 = 0 protne plochu / = 0 v prostorové 
sextice COQ, která v bodě O4 má dvojnásobný bod. Zvolíme-li P na 
křivce co6, pak s bodem P splynou body A, B a bod P' může tedy 
býti libovolný bod spojnice O4P. Odpovídá tedy bodu na křivce 

x) V. d. Waerden: Einfúhrung in die alg. Geometrie, pg. 150. 
*) V dalším ge nám objeví případy, kdy splynou základní body A, B, 

nebo jeden bod základní s jecLřiím bodem z druhé dvojice. Pro dvojici bodů 
C(x), D(x')9 jež odděluje harmonicky dvojici A(a), B(— a) platí xx' — a8. 
Počátek souřadnic v přímce AB jsme volili ve středu úsečky AB. Když 
x == a, pak x' =-= a, což říká, že bodu A odpovídá zase bod A. Když a > 0 
je veličina nekonečně malá, pak z rovnice xx' == a 2 plyne, že bodu vně 
úsečky AB odpovídá bod na úsečce AB. Proto zavedeme následující úmluvu: 
Když A .=- B, pak všechny body přímky q jdoucí bodem A můžeme pova
žovati za čtvrťv harmonický bod k bodu.A vzhledem k základním bodům 
A9B. • \ 
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a>6 spojnice tohoto bodu s bodem 0 4. Křivce o>6 odpovídá podle 
toho kužel čtvrtého stupně, který promítá křivku a>6 z bodu 0 4 . 
Snadno nahlédneme, že jiných hlavních bodů není, neboť hlavní 
bod může vzniknouti, když 1. spojnice 0AP je neurčitá, 2. průsečík 
spojnice 0AP s plochou / = 0 je neurčitý, 3. čtvrtý harmonický 
bod P' k bodu P vzhledem k základním bodům A, B je neurčitý. 
Druhý případ je vyloučen vzhledem k volbě bodu 0 4 . Plocha sa
modružných bodů této involuce je plocha / = 0. 

Abychom našli stupeň naší involuce, stačí, když nalezneme 
její rovnice. Bod 0 4 vezmeme za souřadnicový vrchol O4(0, 0, 0, 1). 
Souřadnice libovolného, bodu na spojnici 0AP' jsou dány rovnicemi 

QXÍ = XxXi, i = 1, 2, 3, QX± = Xxx^ + A2z4, kde z4 = 1. 
Poměr parametrů Xx : X^ pro body ^4, JB vypočítáme z rovnice 

V/(*') + V W i í * ' ) + W W / n M + V/to = o. 
Poněvadž 0 4 leží na ploše / = Q, tedy f(z) = 0 a předchozí rovnice 
se redukuje na 

"• 2V/(*#) + 2A1A2/4( '̂) + V/u(*') = 0. (1) 
Kořen A-, = 0, který plynul z předchozí rovnice, odpovídá bodu 0 4 . 
Z rovnice (1) plyne 

*i v v - / W ± ]/h2(*') - 2/(s') . fu(x') 
A a 2/(*') 

Souřadnice bodu A jsou 
^ = a?ť'if- i = 1, 2, 3, pa;4 = .r4'Jf + 2/(x'), 

a souřadnice bodu JS jsou 
g£» = Xi'M, i = 1, 2, 3, ea;4 = #4 'If + 2/(a?'), 

kde J!f je rovno čitateli ve výrazu pro A3 : X2 se znaménkem + 
u druhé odmocniny a M pak se znaménkem — u druhé odmocniny. 

Vezměme nyní na spojnici OJP' za základní body A, B\ sou
řadnice libovolného bodu jsou dány rovnicemi 

QXÍ = xi(Miix + Mfi2), 

r QX4 = Xi(Mtix + Mp2) + 2f(x') ( f t + ft). 
Abychom dostali bod P', musí /^ + ^ 2 -== 0, t. j . ^ === — /*2. Bod P, 
který je harmonicky sdružen k bodu P' vzhledem k bodům A, B, 
mé souřadnice 

QXÍ^ Xi'U(x'), i - 1, 2, 3, QX4 = *474(ař') - 2/(V). (2) 

Rovnice (2) ukazují, že naše involuce je kubická. Snadno nahléd
neme, žé inversní rovnice k rovnicím (2) jsou formálně stejné. 
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Dosadíme-li do pravé strany souřadnice bodu 0 4 , dostaneme nuly; 
dosaďme pгoto do levé strany a ptejmè se, kdy budou tyto rovnice 
splněny. Aby první tři rovnice byly spln ny, stací, když bud xx' = 
= x2' = x3' = 0, nebo ft(x') = 0. Ale první případ je vyloucen, 
neboť pak by také qx^ = 0, což je vyloučeno. Tedy zbývá druhý 
případ iь(x') = 0. Zvolme nyní obecný bod 0 3 na křivce шв. Potom 
/(0, 0, 1, 0) = 0 a /4(0, 0, 1, 0) = 0. Dosazení souřadnic bodu 0 3 do 
rovnice (2) dává zase nuly. Proto dosaďme do levé straňy a vi-
díme, že fь(x') Ф 0 a tudíž xг' = x2' = 0. Snadno zjistíme, že do-
sadíme-li do poslední rovnice (2) xx' = x2' = 0, že je splněna. To 
však znamená, že bodu 0 3 odpovídají všechny body přímky Ö 30 4. 
Poněvadž bod 0 3 je obecný bod na křivce co6, platí tento výsledek 
pro každý bod křivky coв. Z rovnic (2) snadno plyne, že plocha 
samodružných bodů je / = 0. Tím jsme potvrdili analyticky naše 
dřívější výsledky. 

Hledejme nyní pomocí této involuce počet všech přímek 
obecnë kubické plochy / = 0. Bodem 0 4 položme rovinu a snadno 
zjistíme, že v této jovině nám naše involuce indukuje kubickou 
гovinnou involuci. Vedme bodem 0 4 dvojnásob tečnou rovinu ke 
křivce a>ñ. V ní indukovaná rovinná involuce má křivku samodruž-
ných bodů rozpadlou na přímku a kuželosečku. Vede tedy taková 
rovina k přímce plochy / = 0. V rovině, urceћé tečnami křivky a>ñ 

v bod 04 , vzňiká kubická involuce, jejíž -křivka samodružných 
bodů je ireducibilní a má v 0 4 dvojnásobný bod.3) Nechť obгáceně 
přímka p je přímkou plochy / = 0, která, podle předpokladu 
o bodu 0 4 , neprochází bodeщ 0 4 . Přímkou p a bodem 0 4 položme 
rovinu. V ní indukovaná rovinná involuce má křivku samodruž-
ných bodů rozpadlou na přímku kužełoseöku, které se protínají 
ve dvou bodech. J e známo, že tento případ nastane tehdy a jen 
tehdy, když dva a dva Ыavní jednoduché body vzniklé rovinné 
involuc splynou. Z toho dále plyne, že rovina (04p) je dvojnásob 
tecnou гovinou vedenou z bodu 0 4 ke křivce шв. Õbгáceně každá 
taková rovina vede k přímce plochy / = 0. Jest tedy stanovení 
počtu všech přímek plochy / = 0 převedeno na stanovení počtu 
văech dvojnásob tečných rovin křivky coв vedených z bodu 0 4 . 
Tuto úlohu převedeme na stanovení dvojnásöb teбných rovin 
kužele promítajícího křivku coв z bodu 0 4 , a tuto úlohu zase převá-
díme na stanovení dvojnásobných tecen rovinné kvartiky, v riíž. 
nám sec obecná rovina uvedený kužel. Takto vzniklá roviщiá 
kvartika je rodu 3, neboť z 0 4 nelze vésti přímku, která by křivku 
coв proťala v dalěích dvou bodech. Neboť kdyby to bylo možnë, 
pak by ta to přímka m la s plochou / = 0 4 spoleöné průseбíky 
a Ъyla by přímkou plochy jdoucl bodem 0 4 , což je proti předpo-. 

*) Hudвon: Cremona tгansf. pg. 117. 
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kladu. J e známo, že rovinná kvartika rodu 3 má 2S dvojnásobných 
teòen. Avšak tečna, jež leží v roviné určené tecnami křivky a>6 

v bodě O4, n vyhovuje. Dostáváme tak známý výsledek: 
K u b i c k á o b e c n á p l o c h a o b s a h u j e 27 p ř í m e k . 
Zbývalo by nám zkoumání vzájemné polohy t chto přímek. 

ale tuto věc provedeme jinak. Upozorněme ješt , že obecné гovine 
v uvažované prostorové involuci odpovídá kùbická plocha s jed-
ním konickým bodem v O4. Snadno pomocí naší involuce ukážeme. 
že bodem O4 prochází 6 přímek této opovídající plochy a že exis 
tuje ještë dalších 15 přímek. Pro jednoduchost od toho upouštíme. 

II . 

Pozorujme nyní případ, kdy bod O4 zvolíme na přímce plochy 
/ =-= 0 tak, že bodem plochy O4 prochází jediná přímka plochy. 
Podstatně vše zůstává jako "v odst. I., toliko na zvolené přímce 
nastává zm na. Volíme-li totiž bod P' na zvolené přímce O3O4, pak 
každou dvojici bodů na ní můžeme pokládat za dvojiciОł, B 
z odst. I. a tedy každému bodu P' na O3O4 odpovídají všechny 
body přímky O3O4* Snadno nahlédneme, že Ыavní kvadrika /4 = 0 
obsahuje také přímku O3O4 a tedy křivka co6 se rozpadne na prosto-
гovou kvintiku æь a přímku O3O4. Poněvadž žádáme, aby / = 0 
obsahovala přímku O3O4, Ize její rovnici psáti xxA + x2B = 0, kde 
A, B jsou kvadratické foгmy proménných. Potom /4 = x^A^ -f-
+ XъBt = 0, z cehož vidíme, že /4(#) = 0 obsahuje také přímku 
ařj, =r x2 = 0. Napisme si nyní rovnici tečné roviny v bode (0, 0. 
УZУ УA) J f tk k ploše /4 = 0, tak k ploše / = 0. Jejich rovnice jsou 

EъfąÅУ) = °> ExiUiУ) = °-
Ptejme se, v kolika bodech přímky O3O4 mohou tyto dvě tecné ro-
viny splynouti. Z této podmínky plyne rovnice 

Ш)fШ) ~ Ш)UУ) - o, 
jež je homogenní rovnicí třetího stupn pro y3 : y4. Dostáváme 
tak výsledek, že přímka O3O4 vedle bodů O3) 0 4 protíná ještě v jed-
ìюm bod kvintiku coß. Dokážeme, že bodem O4 neprochází další 
přímka, která by æь proťala ješt ve dvou dalsích bodech. Kdyby 
taková přímka eristovala, byla by nutně přímkou plochy /4 = 0 
a rovina urcená touto přímkou a O3O4 by byla tecnou rovinou 
plochy /4 = 0 v bodě O4 a tedy také plochy / = 0, ale pak by byla 
přímkou plochy / = 0, majíc s ní společné ctyři průsečíky a bodem 
0 4 by procházely dvě přímky plochy / = 0, což je proti předpokladu. 

V každé гovině svazku o ose O3O4 indukuje naše involuce 
kvadratiçkou inversi. Když se kuželosečka této inverse rozpadne, 
dostaneme dalăí dvě přímky plochy / = 0, které proţínají přímku 
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0Ъ0±. Svazek rovin vytne na w5 lineární soustavu g*1 se šesti dvoj-
násobnými body, neboť křivka co5 je rodu 2, majíc jeden zdánlivý 
dvojnásobný bod. Avšak rovina urбená O3O4 a teбnou kvintiky 
v*bodě O4 je oskulacní rovinou kvintiky coъ v bod O4. V této 
rovině vznikne kvadratická inverse se třemi splývajícími hlavními 
body, u níž se kuželoseбka samodružných bodů nerozpadne.4) 
Zbývá nám pět rovin jdoucích přímkou 0Ò0^, v nichž vznikne kva-
dratická inverse s rozpadlou kuželoseбkou. Tento výsledek lze 
vysloviti takto : 

K a ž d o u p ř í m k o u o b e c n é k u b i c k é p l o c h y lze p o l o ž i t i 
p t r o v i n , v n i c h ž se z b ý v a j í c í p r ů s e б n á k u ž e l o s e c k a 
r o z p a d n e n a d v ě r ů z n é p ř í m k y . 

Degeneraci kuželoseбky v různé přímky snadno nahlédneme, 
když uvážíme, že v případě dvojnásobné přímky by uvažovaná 
rovina byla spoleбnou tecnou rovinou podél celé této přímky 
a každému bodu této přímky by odpovídaly všechny body přímky, 
která jej spojuje s bodem O4, бili мъ by se musila rozpadnout na 
další přímku, což nenastane. 

Dostali jsme již 11 přímek dané kubické plochy / = 0. Podobn 
jako v odst. I. vyšetříme poбet dvojnásob tečných rovin v de-
ných z O4 ke křivce OJЪ. Stejnou úvahou jako v odst. I. převedeme 
tuto úlohu na stanovení poбtu dvojnásobných teбen rovinné kvar-
tiky rodu 2. Je známo, že tato kvartika má 16 dvojnásobných 
teбen a tudíž kubická plocha / = 0 má 27 přímek. Žádná z naleze-
ných šestnácti přímek nemůže protnouti přímku O3O4. Dokážeme, 
že žádná z těchto šestnácti přímek nemůže procházet singulárním 
bodem prûseбné kuželoseбky, jež leží v některé z p t i dříve uvažo-
vaných rovin jdoucích O3O4. Předpokládejme, že by taková jedna 
přímka p bodem singulárním Z procházela. Pak jsou dvě možnosti; 
buđ Z leží mimo dotykové body roviny (Oáp) a pak by coъ proťala 
rovinu (OĄJP) v šesti bodech, což je vylouбeno, nebo bod Z splyne 
s některým bodem dotyku roviny (Oáp). V tomto případě jak rovi-
na (Oåp), t ak rovina kuželoseбky s dvojnásobným bodem Z by 
obsahovaly teбnu kvintiky v bodě Z a tudíž by splynuly a přím-
ka p by pröťala O3O4, což je nemožné. Z toho plyne: 

U o b e c n é k u b i c k é p l o c h y ž á d n é t ř i p ř í m k y n e p r o -
c h á z e j í j e d n í m b o d e m . 

Оznacme si jednu ze šestnácti přímek dříve obdržených bг 

a přímku O3O4 oznaбme av P a k víme, že al9 bx jsoù mimoběžné. 
Přћnka б̂  protne pět význaбných rovin jdoucích aг, musí þŕoto 
protnouti jednu pfttmku v ní ležící.a druhá přímka je pak k bг 

mimoběžná. Takto získaných pěl přímek mimoběžných k b^ 
oznaбme b2, b3, 64, bъ, 6в. Rovina (aфi), i = 2, ..., 6 protne kubickoü 

4) Hгidson: Cг m. гansf. pg. 54. 
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plochu / = 0 v přímce ca, která je příčkou přímek cҷ, bv Ze způsobu 
vyš třování plyne, že funkci přímek aг, bг můžeme zam nit. Tedy 
položme rovinu (Cibг) a ta protne plochu / = 0 ješt v přímce au 
jež je mimoběžná k ax a k 6*. Přímka a< nemůže však protnout 
žádnou Ct, kd k 4= i, neboť by se kubická plocha rozpadla a tedy 
ai neprotne bi a protne 6*, i + k. Dostáváme tak 12 přímek 

al9 a%, a%, a4, a5, a в , 
Ьv b2, ò3, b4, Ь5, 66, 

jež tvoří známou dvojšestici. Další vlastnosti konfigurace 27 pří-
mek nechme stranou. 

Analytické vyjádření této involuce bychom dostali z rovnic (2). 

I I I . 

Vołme nyní bod O4 v průsečíku dvou přímek obecné kubické 
płochy. Plocha ţ4 = 0 protne plochu / = 0 v degenerované sextice, 
jež se skládá z dvojice přímek, jež se protínají v bodë O4 a z pro-
storové kvartiky I. druhu a přímky uvažované, jsou bisekantami 
pгostorové kvartiky, vedené z bodu O4. Tato kubická involuce má 
O4 za ҺІavní bod druhého f ádu prvního druhu, prostorovou kvar-
tiku a dvě přímky bodů prvního řádu druhého druhu. Kvartikou 
prvního druhu łze položiti svazek kvadrik, který má tuto kvartiku 
za basi. Оznačíme-li rovnice základních kvadrik h = 0, g = 0, pak 
f4 = 0 lze psáti bh(x) — ag(x) = 0, kde a je koeficient u ÍC4

2 \ 
h(x), b u x4

2 ve form g(x). Podle Hilbertovy věty o nulových 
bodech za předpokladu, že prostorová kvartiką je jednoduchá, lze 
rovnici kubické plochy / = 0 psáti ve tvaru 

/ = h(x)m(x) + g(x)n(x), 
kde m, n jsou lineární formy. Plocha / = 0 prochází bodem O4 

7)m 
a z toho plyne, že am4 + bn4 = 0, kde m4 = ^— a podobn n4. 

ćx4 

Оdtud plyrie a :b = — n4: m4. Vypoèítejme nyní f4 = h4m -f hm4 -f 
+ Я\n + 9ni — Kш + 9AП + QІbh — ag) = 0. Z toho plyne, že 
Kш + 9\n = 0. Z poslední roл'nice plyne Һ4:g4— — n : m. Rov-
nici plochy / = 0 lze pak psáti hg4 — gh4 = 0. Rovnice (2) pak 
mají tvar 

QXІ = Xi[bh(x') — ag(x')\, i = 1, 2, 3, / < n 

ox4 = í4'[bh(x') - ag(x')\ - 2[ћ(x')g4(x') - g(x')h4(x')]. (ó} 

Rovnice (3) vãak vyjadřují kubickou ІПVQІUCІ, kterou můžeme vy-
tvòřiti t a k t o : volíme becný bod P ' , jím je ve svazku kvadrik 
jdoucích prostorovou kvartikou určena jediná kvadrika. Ţato 
protne spojnici O4P' jeбtě v bod P a dvojice bodů P , P' je homo-
logickou dvojicí v nàší irïvóluci. О teto involuci a její degèneraci 

; chy tá autor poj.èdnání. 
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