Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Eduard Cech

Géométrie projective différentielle des correspondances entre deux
espaces. II

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 75 (1950), No. 3, 123--136

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/123886

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1950

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/123886
http://project.dml.cz

.

 Gasopis pro péstov&ni matematiky a fysiky, rob. 75 (1950)

~

GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE DES
CORRESPONDANCES ENTRE DEUX ESPACES .

"EDUARD CECH, Praha.
(Regu le 15. Février 1950.)

. Ce Mémoire fait suite au Mémoire portant le méme titre paru dans ce Journal 74
(1949), 32—48. (Comptes-Rendus du congrés & Prague 1949.)

14. Sil’on a une correspondance entre le point A déeriyant un espace
4 n dimensions S, et le point B décrivant aussi un tel espace S,’, on sait
(v.§ 1) qu’il existe, pour chaque couple 4, B de points correspondants,
oo" homographies tangentes K & la correspondance donnée. Au § 9 nous
avons attaché a chaque choix de K la transformation K-linéarisante

(@01, «vey @) = (824, ..., 20). (9,3)

On peut classifier les correspondances entre deux espaces suivant la
nature algébrique de la transformation (9,3). Aprés les correspondances
homographiques, le cas le plus simple est sans doute celui out toutes les
formes quadratiques ; (1' < i < n) sont proportionnelles l’une a autre:

.Q‘ =af, 1ZiZn), - (I4, 1y

ou la forme quadratique 2 ne peut tre 1dent1quement nulle; si: nous
excluons le cas banal d’une correspondance homographique (v. § 13). -
Les droites (wy, ..., w,) telles que £ = 0 sont les droites K-principales;
- elles engendrent, dans ce cas un cone quadratique, que nous nommerons
cbne K-principal. Pour chaque droite (w,, ..., w,) non K-principale, la
droite K-linéarisante de (w,, ..., w,) est la droite (ay, .:., a,) que nhous .
nommerons’ droite totalement K-lméansante 11 g’agit donc de trouver
toutes les correspondances eutre deux espaces & n dimensions telles que, --
pour un choix convenable de ’homographie tangente K, il existe une -
-droite totalement K-linéarisante. Dans ce Mémoire et dans le suivant,
on trouve la solution compléte de ce probléme. Au Mémoire IV.de cette -
série, on verra que notre probléme admet une autre interprétation géo- -
métnque (transformation asymptotique d’une congruence). o
15. Pour n = 2 on a le résultat simple que chaque correapondam v
entre deux plans appartient au type qui vient d’étre décrit. En effet, cholsis- ,
" sons une homographxe ta.ngente pa.rtxcuhére quelconque K et mtrodm-

.~
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. ‘sons les repéres du § 5 L’homographle tangente la plus générale K* est
. donnée par (10,1). En passant de K & K*, il f&ut selon (10,2) et (10,3)
remplaoer Q,, Q, par -

Q — 2501(/41‘01 + pawg), 23— 20’2(,“1“’1 + I‘zwz)

‘Ils aglt donc seulement de’ prouver qu’on peut choisir les u,, u, de ma-
‘nidre qu’il existe des quantités a,, a, telles: qu’on ait identiquement en
Wy, Wy - _
‘ | 21 — 20:(ui01 + pawy), a5 | o )
’ 0, : 15,1
N Q - 2602(,“1‘”1 + taws), @ | : ( )
la solution banale a, = ag = 0 devant étre exclue; pour chaque solution
.de (15;1), (a,, a,) est la droite totalement K*-linéarisante, 1’homograph1e
K* correspondante étant donnée par (10,1). En posant

‘.Ql‘——T C1o0i* + 26100,05 + €19005%, 2y = €9y + 205,00, + Coawy?, (15,2)
condition (15,1) devient ' o

(¢10 — ).“1)% — czoal (€1 — pg)as — (021'— 1)@y = Cypy —

. . — (e33 — 2uz)a, = 0. o . (15,3)
- En éhmma.nt 1 et ug, on obtient o - '

. .\ o clual + 2ci,2,0, + 012‘12 by | 0 o 15.4
s S Cooy® + 2058105 + Cp05%, @y |- 5.4

ce qui signifie Simplement que (ay, a;) est une droite caractéristique de la
correspondance envisagée. Pour chaque droite caractéristique (a,, ay)
il existe donc une homographie tangente K* telle que (a,, a;) soit la

" droite:totalement K*-linéarisante. Il existe donc en général trois homo-

. -graphies tangentes K* possédant une droite totalement K*.linéarisante,
" 1e'nombre trois pouvant s’abaisser & deux ou & un. - -

. On_peut -chercher la ‘condition pour qu’il exlste une . droite K,-
. linéarisante, K, étant I homographle locale (v. § 2). Pour répondre & cette :
"'_questxon on peut supposer que K K Selon (5,13), -(7,4) et (15, 2),

. ~(ela veut dlre que '

S ) 010‘4‘021*0 cn—{—cn—() T (15,5)

:m outre, on: doxt avoir (15 3) avec yuy = pu, =0, c est b~ du-e '

‘ : "l 't Oy =yt 021 = Cyp: Cly. (158 )
Or les equatlons (15 5) et (15, 6) expnment que l’equatlon (15 4) posstde
une racine. triple a, : a,: Donc &'il existe une droite caractéristique triple,

“cefte droite est la droite totalement Ko-iméarwante " K, étant Vhomographie
locale et'c est 1’umque cas ol i1 ex1ste une droxte t,otalement K, -hnea,n-

‘ous pouvons donc supposer dans tout ce qux suxt que , N




Soit K une homographie tangente telle qu’il existe une droite totalement
K-linéarisante. On peut choisir les repéres de maniére que la droite tota-
lement K-linéarisante soit la droite (wy, ..., ws) = (0,...,0, 1) c’est-a-
dire que ce soit la droite [44,] dans I’espace S, et la droite [ BB,] dans
’espace S,,’. Nous allons maintenir cette supposition dans tout ce qui suit.
La condition (14,1) devient alors

Q= =000, (16,2)
tandis que 2, %0, , (16,3)

car nous excluons les correspondances homographiques. Remarquons
que, si K* est une homographie tangente différente de K, il ne peut
exister une droite totalement K*.linéarisante puxsque, en vertu de (9,3),

(10,2) et (16,2), cela exigerait que les formes w; Z,ukw‘ 1<i<n =)

qment proportionnelles I'une & l'autre ce qui n est pas possible pour-n >
Z3quesipy, =...=py, =0 .

Pour des Valeurs fixes de paramétres pmnclpaux, lhomographxe K
est fixe (en négligeant son facteur numeérique arbitraire) et, si 'on choisit.
le repére 4, A,, ..., 4,, le repére B, B,, ..., B, est, en vertu de (5,2),
complétement déterminé & un facteur scalaire prés, commun & tous les
n + 1 points B, By, ..., B,. Ceci est exprimé par les équations (8,4).
Quant au repére A4, A,, <.y Ay, pour des valeurs fixes de parameétres
principaux, le point 4 et la droite totalement K-lindarisante [A4,]
sont fixes en position et il n ’y-a pas d’autres restrictions pour ce repére.

Outre (8,3) et (8,4), on doit done avoir

' : €pl = ... =€y -1 = 0. - (]6,4)
Si l'on fait la. supposition (6,1), on a encore
eoo +epn+ .o Feu = too == (), (16,5)
tandis que
€i0s €ii — €qg» (l<z< n—l), o
e, L5, k<n—1, i + k), : (16,8) .

€n0> €nn — €o0 .
restent arbitraires.

17. Le probléme & résoudre est exprimé analytiquement par les équa-
tions (5,9) (disant que K est une homographie tangen‘oe) que nous écri-
vons de nouveau: .

Ty = ... =Ton=0 17,1y

et par les équatlons (16,2) qui, en vertu de (5,15), peuvent étre rempla-
cées par les équations de Pfaff -

Tii— Top = 0 pour 1 =<__ i< n— 1, (17,2)
T =0pour 14, k<n—1, 4%k - (17,3) -
ti=0pour 1<Li<n—1 ) (17.4)
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11 s’agit de trouver les solutions & n dimensions du systéme de Pfaff
17,1) + (17,2) + (17,3) + (17,4) soumis & deux inégalités

(@ ... 0] + 0 ‘ (17,5)

- et (16;3). En différentiant extérieurement les équations du systéme de
- Pfaff [ce qui ce fait selon les équations de structure (5,7) et (5,8)], on en
déduit les conditions d’intégrabilité:

n—1

Z [ews, Tin] + [(.0,,, Toan — 7:00] =0, (17,6)
i=1
2 [wsTre] + [0Ti0) = [Tim, wni] pour 1S i n—1,  (17,7)
“ r=1
(i, Tio] = [Tmoni] pour 14, j<n—1,4 4, (17,8
< (@i, Tnol = [Tan — Tops Wpi] Pour 1 <iSn—1. (17,9)

18. Supposons d’abord qu’il existe une solution de notre systéme
de- Pfaff ayant la propriété que, pour chaque choix du scalaire 4, on
puisse trouver au moins deux formes linéairement indépendantes
parmi les » — 1 formes de Pfaff

oni + Aoy, (1Zi<n—1), (18,1)

ce qui exige que n > 4. Nous allons voir que c ’est impossible. De (17,9)
on dédmt
(%> Tnos Tam — Tno] = 0 pour 1< i< n—1.

Puisque n > 4 et les w; sont linéairement indépendantes, ceci exige

_ . ' [Tnos Ton —Tgo] = 0.

- 8i Von avait Ty, — 749 * 0, on pourrait donc choisir A de maniére que
" Tao = A(Tup — Tog). Alors on déduirait de (17,9)

[@Wni + Aws, Tan —Tool =0 pour 1 <1< n—1

]

ce qui contredxt la supposition faite sur les formes (18,1). Il en résulte
que
Tan — too = O - (18 2)

D’a.prés (6,15), (18 2) signifie quea—f,— = 0. Il est aisé.de voir que, si l’on

pa-rtlcultmse le repére A, A4,...,4, d’une mamére convenable, on aura
A - . Q'. == elwl + . + En— 1(0,...
. on blen, d’a.prés (5,15),

Co t‘,.-e‘w. pour 1<iSn—1 (18,3)
| ou . ‘ '
T g=1lpour 1Si<h =0 pourh—i-lgign-——l (18,4) -

Pﬁs | -



aveo - . : . ’ ‘ ¢ .
1ShS n—1. | (18,5) -

(17,9) donne en vertu de (18,2)
o [wi Tnp) = O pour l<z<n-—l '
ce qui Qxige _ Tno = O. ‘ (i8,6)
(17,8) donne en vertu de (18,3) et (18,4) o
[wiptl =0 pour b+ 1< j<n—1, 1< i<n—1,i+5 (187"

(w4, Tio] = [y, o] pour 1< < b, 1 <i<n—1,i+j (18,8)
Puisque n > 4, on déduit de (18,7) que . )
r,o—Opourh+l<7gn—l : (18,9)

Pour chaque indice j tel que 1 < j < % on déduit de (18,8) (Pulsque
n 2> 4), qu’il existe deux mdxces i, k tels que :

15i< k§__ n— 1, [ww;tjo] = 0, [wmw;Ti0) = O,
ce qui exige [w,'-c,-;,] == 0. Il exite donc des scalaires 4; tels que
Tjo = Aw, pour 1< i< A (18,10)
Des équations (17,7) on déduit, tenant compte de (18 6), (18,9) ét (18 10),
[Tin, @gi] = O pour 1£in—1,
de sorte qu’1l résulte de (18,3) et (18 4) qu’on peut poser
o = py; pour 1 S i< < h. - (18,11)
aprés (18, 8) et (18,10) on a
[w,,w,..—i—l,a)‘]—o pour 1K< h, 1<z< n-—-—l ] #: 7,

en partwuher R [wl’ wni + Aol = 0 . (18,12)

pour, 2§ ts n—1. D ’aprés (18, 11) la relamon 18,12) reste vraie
~ aussi pour § = 1. On a done (18,12) pour 1 < i < w— 1, ce qui contre-
dit la supposxtxon faite sur les formes (18,1). : '

... 19. Nous allons chercher d’abord les solutions de notre probléme .

ayant la propriété que, pour toutes les positions du couple 4, B de points-
correspondants, les droites totalement K-linéarisantes [444] qlans Vespace -
S, passent par un point fize. Nous pouvons partxcultmser le repére.-4, "
4y, ..., 4, de sorte que ce point fixe soit A,. D aprés (4 4) ceci est expn- -
mé ﬂna,lythuement par les équations ; ‘
‘ s wno=wn1-—v;--——wu.n—-1=0 : (191)" '
Ayant égard 8.(19,1), on"dédait de (17,9) que [oxTao) = =0 pour I $ 1<

{, n—L P\nsque n 2 3, on a nécessairement
’ : ‘ Tuo = 0. -
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Parelllement on dedult de (17,7) et (17 8) én vertu de (19 l) et (19 2)?
" que [w;r,o] = 0 pour IS i, j<n—1, dou

"7 = 0 pour. 1<z<n—~l R '(19‘;3)'>
D &pres (5 10), (17 4) et (19,2) on a : -
Vet Wpo = Wp1 = =.0Wnn-1 =0,

. d'olt dB = wm.B d’aprés (5,4)"; le pomtB est donc fixe en posmon,v
- c’est-d-dire aussi dans Uespace S,’; comme dans Sy, foutes les droites tota-
“lement. K-linéarisantes. passent par un point fize. De (5,7), (5, 8), (5, 10)
(19 2) et (19, 3) on dedult que [dz,,] = O de sorte que
' di .
Too =7~

R

' -est une différentielle totale, I1 résulte de (6,4) qu’on peut alors supposer
i qﬂe : ’ C .
o S 700 =0. . v (19,4)
Les equatmns fondamentales (5,3)’, (5 4) (5,5)"-et (5 6) s’écrivent, tenant .
compte de (5,10), (17,2), (17, 3) (17,4), (19 1), (19,2), (19,3) et (19,4),

= 'dA—-wooA+w1A + . +wn m' - .
S dA;—w,gA+w,,A,+ +wm 2 pour l<z<n—l (19,5)
dA —‘wnnAn;

) :dB ——(J:)‘,‘,B-i—w,B1 + . + wu By,

© 7. dBi = wioB + 0B, + ot Wi, n—1Bn-1 + (wm + Tin) B (19,6)
'_ pogrl<z<n—l 4 ‘ : T
ey = (Wnn + Tnn)Bp. )

‘Or ;yn venfle sans peine que le systétme .,

-.dC= wooo + @,0; + ... + 0n210n1 4 wn(C + On-} - _
: dC "‘*wzoC + wtlcl + ..+ (0“‘0 + @, w(ﬂ n+1 (l < "' < n —1) (19 7') i
< dc,, = w,”’c“, . A ) . . . ! ;.' ’ .

.} d0n+1 = wnn0n+l - . T : o )

est. complétement m’oégrable En l’mtégrant on a dans un espace Sp11 &
n 41 dimensions un point C décrivant une hypersurface (C) et deux points
€, 6t-€, 41 fixes en position. On peut choisir le systéme de référence dans _-
_8,,+1 de manidre que les points. O et Cy41 coincident en position® avec
10,5, 1,0), ‘ét (O 0 -0,1); respectxvement Pour un point quelconque -
~de S,H.;, smt Xla projection de X du pomt vue Cpyydans T hyperplan ’
Zse =0, ot X la pro]ect;on de X du pomt de vue- C,.dans l’hyperplan
=0.0n obtxent les coordonnéesde X et de X des coordonnées de X .
y: effaqant la (n'+ 2)-iéme ou'(n + 1)-iéme. ¢ coordonnée respectxvea-“;
ienit. Or o1 voit tout d(mte qu'on & pour 0, 0y, iy Cp-1, Chle méme.-"

ystémp (19 5) que pour A A,.. ™ A,;..;, - et pom' C CTI, ey 0,.._1. .
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0,“ le méme systéme (19 6) quée pour B Bl, B,,_,, B,,. Ilen résulte :
qu’ll existe deux homographxes Het H 3 coefﬁclents constants tels que ‘

k HA=C, HB=0,

pour toutes les valeurs des paramétres Or la propriété imposée au § 14
3 la correspondance entre A et B était telle, qu’elle ne change pas en
soumettant les espaces S, et S,’ & des homographiés fixes quelconques,
En neghgeant ces homographxes, on peut supposer simplement que

A= C, B = C et on obtient le solution suivante pour le probléme de la
détermination de toutes les correspondances entre deux espaces S, et
8,’ & n dimensions {(supposées immergées dans un ‘espace Sp41 & 7 +-1
dimensions) telles qu'’il existe; pour chaque couple’ 4 et B .de points
correspondants, une homographie tangente K possédant une droite tota-
lement. K-linéarisante, en supposant de plus que toutes les droites tota-
lement K-linearisantes (dans 'espace S, et par suife: aussi dans 8,')
passent par un point fixe: On choisit dans Sy+i une hypersurface (G)
ainsi que deux points fizes différents Cp et Cpi1. Le point A arbitrairement.
chotst dans Sy, est projeté du point de vue. Cpi1 dana Uhypersurface. (C) et
la proyectwn est projetée’ de nouveau du point de vue Cy, dans Uhyperplan
8, cette seconde projection B est U'image cherchée du point A. Toutes les -
droites totalement K-linéarisantes'de I’espace 8, passent évidemment par
Vintersection de la droite [CnCr+1] aveo espace Sy; pareﬂlement les
droites totalement K-linéarisantes de ’espace S, passent par Pinter-
section de [CnCni1] avec 'espacé S,'. Le cone K-principal est donné par
léquatlon Q = 0-ou blen [v: (5, 13) et (5 15)] -
. n—-] '
W mewt =+ (Tm: Too)wn = 0
0='1 .

-Or on vmt sans peme de (19,7) que le pla.n [c, dO‘ d"C] ‘est situé dans
hyperplan [001 . Cp_1, Cp + Cus1] tangent 3 Phypersurface-(C) si-ét™

_seulement si 2, = 0. Par suite, les cones K-lirniéarisants de S, et de Sy, .
respectivement, s obtwnnent du céne des tangentes asymptotzques a Uhyper- . .
surface (C) en le pro;etant du pomt de vue 0,.+1 dcma ;S',,, ou bzen du pomt

'devueC,,damS“H ' a

. Le probléme proposé au commencement de ce pa.ra,graphe est com-'
plétement: résolu,-car on- voit sans peine que l’hypersurface {C) et lea!"j{,
deux poins fixes C, et Cus1 ne sony soumis & aucune restriction pour- -
vu que .(C) ne. soit pas-un-hyperplan; ‘dans ce cas, la correspondance-’f“
construite entre 4 et B devient une homographxe BREE

e En employant des coordonnées non homogénes (x,, iy :c,,“) dans

- Pespace Sp41, 0n peut supposer les deux points C, et Cpy1 situés & Vinfint ;
da.ns l& dlrectton (0, # !Q, 0) et ;O« ey 0 O 1) r%peotxvement«v Sx raeg

T




e g e s . R R A e i
NS Teo m e e e , w3 s C e S Wt A e
. <L . K S -

R (aveo une fonct.lon a.rbxtralre non I‘méa.lre f) est l’équatmn de lhypeb
‘surface (C), on a, en coordonnées non homogénes

(xly [XXT) xn)’ ) ‘B (xly o Tp—1, f): ‘ (19 9)

) ce qui donne l’expresswn analytique la plus simple de la solution discutée.
On peit chercher la condition pour que K soit I’homographie Iocale.

Cette condition est donnée par I’équation (7,3) qui, en vertu de (17 2) et
(19 4), devient simplement

: r,.,,_o. - » ©(19,10)

Or 11 résulte de (19,7) que : .

d(Cyp + Ont1) = wmn (Cn + Cn+1) + Tran+1

. de sorte que (19;10) signifie que le point €' + Cy 11 reste fixe en position.
"Mais Cy, 4+ Cpy1 est, d’aprés la premiére équation (19,7), le point d’inter-
* section de la droite [('wCa+1] avec I'hyperplan tangent & Phypersurface
- {0). Donc K est Uhomographie locale si, et seulement s, lhypersurjuce (C)
~ étant un cone, la droite fize [CCp+1] passe par le sommet de ce cone. On
“‘trotive aisément que, dans la solution (19,8) et (19,9), K est 1’homographxe

_ locale si, et seulement &i, la f0nct10n fa la. forme = -~ -,

’ x,,+1 = CZp, + 4]’(”1» cens Tp—1)y N
- ot‘x c 4= 0 es’o une'constante et ¢ une fonctlon arbltrau-e (non lmeaxre}

20, Remarquons d’abord qu’une solutxon de notre probléme appar-
_tient au type étudié au §19 si I'on & wp = 0 pour 1 < i< n—1. Car
on-a-alors dd, = wngd + Wundg; 51 Way = 0, le point 4, est fixe en po-
.sition ce qui est le type étudié. Et wao ¥ O est impossible, parce qu’alors ™
e point-4,, décrirait une courbe et le point A seraif situé & la tangente
S Y cette courbe; 4 serait done limité au plus & une variété é, deux.dimen-
-~ suons, ce qui, est une contradiction, car n =>3. o
- " Cela posé, il résulte du§ 18 qu’i il ex1ste un scalmre 2. et une forme de
Pfs,ff 22 '+ 0 de sorte que . S

[w,,¢+lwi,0]—0pour l$z<n—l 5 (20,1) 

7 Or nous pouvoms cha.nger 1e repére 4; Al, ..., 4, en y remplagant 4, par
A,. + AA (ponrvu que nous remp‘aglons snnultanement B,, par B + AB;

{w,,;,@j-;o pourlgz<n——l . (202)

Par: qh nonveau cha,ngement de repéres (euibs’ututlon hnqau'e homogdne
1 PP, A,.__l accompagnée & la méme. subsmutmn en Bl, . B,._l)
pouvons meme aupposer que L T

-' (20 3)

».
< ),

,,,,,,,,,,,,,,




Remarque En passa.nt de (20 1) a (20, 2), nous avons fixé la posmon"
du pomt A, sur la droite totalement K-linéarisante [AA4,). Pour n> 4, -
une telle particularisation n’est possible que d’une seule maniére. En effet,
dans le cas contraire, on voit sans peine qu'’il existe déux nombres 4, et
s et deux formes de Pfaff @,-+ 0 et @, + 0 de sorte que

Al*lz, [wru‘l"'l]_wz 1]——[&)“;"}'120)‘ ﬂ]—O (l<l<’n-—l) -
I1 résulte que toutes les formes wi (1 < i< n—1)sont des combinaisons
linéaires de @, et @,, ce qui est impossible pour n > 4. Au contraire,
pour n = 3 il se peut qu’il y a deux valeurs différentes de A telles qu’on
ait (20,1) pour une forme de Pfaff @ convenable En effet (20,1) signifie
pour n = 3 que

[wyy + lwp W3z + lwa] =0
(031, @35] + }-([wn W3] + [wa1, ©5]) + @y, 0] =0
et il se peut bien qu’il y a deux scalaires 2 dxfferents qui y satisfassent.

21. De (17,9) et (20,3) il résulte que [w,Tn0] = Opour 2<j<n—1..
;orsque n > 4, on en déduit tout de suite que

Tno = 0. @y

ou bien

Or nous a.llous prouver que (21, 1) doxt avoir lieu méme pour n =3 Som
au contrau‘e n= 3 Tso 4: 0 .

, .

1’ apres (20,3) et (20 4) on a
. gy = 0 wsx + 0.

A\lorq les équations (17, 7) (17 8) et (17,9) donnent pour § = l

z[wlfm] + [wz"zo] + [w5Tg] = [7135031] e
[wyTg] = [Tas-w3] : (21,2) .
[wy730) = [Tsa— roo“’:n] S )
etpours =2 ) o
[wlflo] -+ 2[‘”2“:0] + [wsfao] = 0} } ) (21 3)‘ o
[wz""w] =0, [wﬂ'ao] ——'0 T ) - ‘ >
D a,prés (21,3) on peut poser .
Ty = 2“‘”2’ Ty = - aw, + bwz + Cwg, Tgp = 2“”2’
en substlt.uant ces valeurs dans (2} 2)on obtient - ) v S
o + “03, w,] = [T wnl, [0, bw, 4 cws] = [Tgs, wsﬂr h.

‘ . c[wlwa]“‘[rsa“"TMi], S /
dot‘l 11 resulte o : . s,

[aml + &g, ws’ wu] = 0 [wb bwl + “”s» wnl = 0 c(wh ws: f":n] = 0 :
Pmsque t,o =|= 0 on doxt Aavoir ¢ =t= 0, doﬁ T
S L [wlw:wsl] = 0: {wlwawn] = 0,\[a;,w,w,1] "“ N
ce. qnwst unpossible, puxsque w.; =I=-0 D WU




T e T P S u A . et . .
F A e PTIROR R P T T T
. : N T S . i
: %

_ 22. Nous venofis  de voir que, pour chaque solutlon de notre pro‘
- bléme differente de celle étudiée au § 19 on peut supposer la validité des
s relatxons (20 3), (20,4) et (21,1), que nous allons écrire de- nouvea.u

Wy =0pour 2 j<n—1, (221)'
- . om %0, o (222)
" T =0. Lo (22,3)

\

D a,prés (17,8) et. (22 1) ona ’
B [wmo]=0porl<z£n—l 2<7<n——l :=t=7
- Lersque n 2 B, on en déduit immédiatement que X -

=0 opur 1<i<n—1. o224
Lorsque n =4, on obtient. d’a.bord seulement ‘
S - . L Te=0, [wafao] = [wa"zo] =0.-
+ Or, pour n = 4 on déduit’ de (17,7) selon (22,1)-

) A . [wyT0] + 2[{wsTo] + (w530l = 3 o AN

NS * [o5T10] - [05T90] + 2[wsT30) = o
L Pumque T10 = 0, on & done’ [@4Ts0] = [05T50] = O ce qux, ]omt aux relatx-
- ‘ons [03750] = [w3Ta0] = 0 deja trouvées, montre que (22,4) a heu aussi
'pour n=4.
T A contraire, pour n =3 les relatzons (22,4) ne sont plus néces.smre-
- 1nent vrates. Dans ce qui suit nous n’excluons pas le cas'n = 3, mais nous
<y supposons la'validité de (22,4) méme. pour 7 = 3. Les solutlons que
*»_nous allohs obtenir, Jomtes & celles du § 19, fournissent pour'n > 4 ’en--
20 ’s‘emble de toutes les solutions du probiéme posé an § 14. Par contre pour.
='-n =3 il faut encore ajouter les solutioris du systéme de Pfaff (17,1) 4+
© (17, 2) +'(17,3) + (17,4)+(22,1y+- (22,3) ‘pour lesquelles w;, 4= 0 et
- Tip %0 ou Ty & 0; cos nouvelles solutlons seront indiquées au Mémoue .
:lj";smva.nt o ~ ~ - :

3, D’aprés 22, 3) et (22:4) on dédult de (17 7), a78) o (17 9) pour
1i

FoR [t;..w,‘l] 0. pour 1L ‘ S 1;-— 1 [t,.,.-—-rmw,,l] = 0.

aprés (22 2) on petft donc poser‘ ’ ool S A’ :
41‘?=a;w,.1 gour 1s;§»-—1 1,.‘-1.,,:6:,@.9 (23.1)._

PR ‘..

: e relation'(l'l 6) fourmt encore R

Zw‘wn]=°-.~ L e
‘Ql . L ,"3. ! ) -T et .
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de. faqon que, vue Pin éga.hté (16 3), on ne peut avmr o6y = a, =,. '=,
= oy = 0. .
“Ecrivons de nouveau la définition (6,2) de I’ homographle K

v KA =B, KA, =B,;...,KA,

On en déduit par différentiation, tenant compte de (5 3) — (5 6) (17 l) az
(17,4), (22,1) — (22,4), .

dK . A _--rwB dK . 4; —'rooB;+oc,w,.13 pour l< 1,<n—l
. - dK . An = (Too + lxnwnl)B N (23 4)

Les équatxons (23,3) et (23,4) expriment tout d’abord que I’homo-
graphie K ne dépend que d’un paramétre t (l’équatxon dt = 0 étant

éqmvalente etdwy =O0etd sz.w; 0) et que par suite K reste fixe tant

_que le point 4 décnt un certam hyperplan Lf(t) (¢ est l’hyperplan
Zam 0, z; étant les coordonnées du point X = 4 4 Zx;A; En outre .

=1

il résulte de (23 4) que I'on a 4 ,
(KX, dK . x;—o L (23,5) )
_pour chaque point X de I’hyperplan H (). ‘
.. Nous allons montrer que les propriétés qui viennent d’étre énumé-' ]
_ rées suffisent & caractériser les correspondances cherchées. -

24, Soit_donc {K(t)} une famille d’homographies entre S, ‘ét S A
dépendante d’un paramétre ¢ et {H(¢)} une famille d’hyperplans de S, dé- -
pendante du méme paramétre et telle qu’on ait la propriété (23,5). Nous
allons prouver qu’en attachant & chaque point X de H(t) le peint KX on
obtient (en variang ) une correspondance entre S, et 8, du type étudié, ' -
K(ty étant I’homographie tangente- correspondante & tous les points de "
l’hyperpl&n H(t). Pour une application & faire dans la suite.-de ce Mé. -
moire, remarquons que le résultat vaut pour chaque n > 2. Soit N Yinter-
section de tous les hyperplans H(t); N est un espace linéaire d’une certaine -.-
dxmension h - 1 o - - .

v oshSn—l . ‘ (241)

pour h .0 Pespace . N est vide. 8i, h >0, chouslssons des pomts fxxes
01, e C‘,. de mamére que N = [0, .. . Ca). Nest’ blen connu’ qu an peut

WH(:) = [o, 0,.1) D dD . dn—_hf}p];"t‘f Nt (2,4,,2):"*
on. aum nécesstm'ement " : Lo ;«i’i
RS - [Cy C,DdDd'D »‘h.D] 4: o . (24 3) -~ -
L’homogmphle K@) satmfmsant a (23 5) ‘nest détermmée qu’& un i
facteur scalaire prés; Il est aisé de voir que 'on. peut “choisir ce fa,cta'
sca.lmre de fa&;on que~(23 51 prenna la forme plu&mmple e




dK.X = 0 pourchaquepoint X de H(t).  (24.4)
Définissons D; = Dj(f) (0 < § < » — h) moyennant les équations
D = Dy, dDs = Diyydt pour0< i< n—h—1 24.5)

-

et, posons
KCj=C/Q1<j<h), KD;=D; (0<i<n—h) (24.6)
Il résulte de (24,2) et (24,4) (puisque dC = 0).
dgf/ =0 pour 1< i< h, ., . (24,7)
dDy{ = Dyyqi'dt pour 0 i< h— 1. (24,8)

En posant D" = D' on obtient les relations analogues & (24,2) et (24.3)
[(H'(t) est Phyperplan image de H(t) moyennant K(t)):

H'(t) = [Cy ... CyD' dD' &D' ... dn—1-1]r], (24,9)

[cy ... C',,'D’ ap’ ... d»-hD'] % 0. ‘ (24,10)

Les points C’. ... , C)/ sont fixes et 'homographie K est déterminée pa:
KO = 0/ <j< ), KD =D, KD = &DA < i< n—h)

\ (24,11)
La. correspondance & étudier fmt passer le point -
n—h—1
4= Zx;O, + 2 yiD (24,12)
‘dans le point '
) = n—h—}
B K4 = z:v,C, + > wb'. (24,13)
j=1 =0 ’

On doit supposer que y,_5_1 F 0, pour ne pas violer les inégalités (1,1)
. et (1,2). En différentiant on obtient d’abord ‘

. K .dA =dB (24,14)
de sorte que K est bxen une homographxe tangente, et ensuite

, K. d’A =B + ypn-1 - A¥EDp_p1— D'y_a_q),  (24,15)
‘ (‘)u D,.__)H.ldt dD,_. Q’ D,._,H.ldt == dD n—he ' (24,16)
~Ev1dement on a des équatmns de‘la. forme —

Du—h+; = ZX;O + Zﬂ.Dw Dynr = Zaf (874 + Zﬁs’Dt , (24,17)

j=1 j=1

les oc,, afy Bis B stant dqs fonctions de ¢. En substltuant les valeurs (24 17)
o dans (24,15), on obtient ~

| K. d’A — @B + yo_s_1d8 . (24,18)
IR = Sloy—a)0f + z(ﬁ, —BOD;.  (2419)

, ‘ o 1=1 ¢ ‘ Sy



" Dans le cas ou* ,
aj=of pour 1< j< by fi=p pour 1< i< n—h,

notre correspondance est homographique. En excluant.ce cas, la corres-
pondance appartient au type étudié; la droite totalement K-linéarisante
de Vespace 8, est la droite [AE], ou

h n—-h . C-
E = 3(o;— o )Cj + S (i — i) Dx; (24,20)
j=1 i=0 ,

la droite totalement K-linéarisante de I'espace S, est la droite [BE'],
Le cone K-principal se réduit & ’hyperplan H(t) compté deux fois dans
Pespace S, et & I’hyperplan H'(t) compté deux fois dans l'espace S,

On peut se demander quand est-ce que K soit ’homographie locale.
On prouve sans difficulté que cela arrive si, et seulement si,

Br-n-1=P'n-n-1 , (24.21)
¢¢ qui signifie que le rapport ‘

[€)...CeDdD ... d% "D] [C’ T YD AD L dr kD)
(24,22)
est constant. ) : =
Nous avons examiné-dans ce paragraphe un type de correspondances .
qu’on peut appeler correspondances développables (enveloppes d’une
famille co! d’homographies) par voie de calcul. On peut faire une analyse
purement géometrique de cet intéressant type de transformations, mais
ceci sera fait dans une autre occasion. -

Projektivni diferenciilni geometrle korespondenci mezi dvéma
prostory. ll.

(Obsah pfedeilého élanku.)

Se stanoviska vyloZzeného v pfedchézejicimr pojednéni jsou po koli-
neacich nejjednodussi takové korespondence mezi dvéma prostory S, Sy,
u nich% pro kazdy par sobé pfislusnych bodd 4, B lze zvoliti teénou ko-
lineaci K tak, Ze v trsu A4 existuje pevnd piimka (w), kterd je K-lineari-
sujici pifmkou. vSech pitimek trsu 4; fekneme, %e (w) je totdlné K-
linearisujict pFimka. Takovéd totdlné K-linearisujfci pfimka (w) existuje
potom nutné také v trsu B. Urdenf viech korespondenci mezi dvéma-
- m-rozmérnymi prostory, u kterych pro kady par 4, B lze voliti tetnou -
kolineaci K tak, %e existuje tot4lné K-linearisujici pfimka, je piedmétem
tohoto a né,sledu]miho pojednéni. Pro n = 2 mé kazd4, korespondence
24danou vlastnost, a to zpravidla p#i tfech riznych volbéch ‘teéné koli-

neace K. Pro n = 3 miZe Zddand viastnost byti splnena jen pro ]edmou o

volbu teéné kalineace K.

4 - . . \
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kR Né])edno;i‘uééf—je ten pipad, kdy v- prostoru S, exlstu;e pevny bod
C, kterym prochézeji viecky totdlnd K-linearisujfci p¥ imky. Takovy
* pevny bod D existuje potom nutnd ve druhém prostoru S,’. Viecky:

' _korespondence tohoto druhu Ize sestrojiti takto. Zvolime bod C v prostoru -
8y .a.bod D v prostoru §,'.. Dile zvolithe libovolny kolineidrni vztah ¢

. * mezi trsem piimek C a trsem pimek D. Posléze pni-adlme bodém kazdé

- pimky p trsu C podle zcela hbovo]neho zékona body pii slusné piimky
@(p) trsu D.

Vedle pravé popsa.nych koresptmdenci z4vislych na jedné libovolné
funkei 2 proménnych mé nd§ problém pro kazdé n >3 jests dalsi FeSeni
.- z4vislé na 2z libovolnych funkeich jedné proménné. Tato FeSeni se vy:
_ - znadujf tim, e v ka?dém z obon prostori existuje soustava oo nadrovin;
z nich% ka¥dé je pii dané korespondenci transformovéna kolinedrns.
Jestlize tyto nadroviny neprochézeji Z4dnym. pevnym bodem potom
dosta.neme korespondencl, kterd bodu "

d"‘lé'
. "4 —x00+zl + +xn—1d promc .
* pFifazuje bod . . '
, : d d"“lD
B—x,,D—}-xla—-}- +xn 1 g1’

. pFi ¢emz oba body C, D zévisejf na tém? parametru u a-opisujf khvky,
" které nejsou vnofeny do linedrniho prostoru 6 méng ne# n dimensich.

" Podobné vyjidienf dostaneme,.i kdy% na.drovmy koline4rné transformo-
. vané proché,ze]i v jednom (a potom nutné i ve druhém) z prostort S,

-S’,. pevnym bodem nebo n&kolika pevnymi body.

-Pro n >4 je tim wyéetpé,n soubor viech fefenf nadeho problému.
AVEak pron = 3 exxstuji dalsi FeSeni; které. budou urdena v né,sledu]icim
po;edné.nf .
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