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O PRÚDOVOM POLI V HOMOGÉNNOM 
POLOPRIESTORE S GUEOVOU VLOŽKOU 

ODLIŠNEJ VODIVOSTI 
T. KOLBENHEYER, Košice 

Teoretické podklady interpretácie výsledkov geoelektrických odporových 
meraní sú veFmi podrobné zpracované pre útvary vymedzené rovinnými plo
chami, a to najma pre polopriestor, ktorý pozostáva z nevelkého počtu vrstiev 
konštantnej mocnosti. Vo všetkých týchto prípadoch ide o geometrické schémy 
pozostávajúce z útvarov, ktoré majú aspoň jeden rozměr neohranicený, vo 
váčšine prípadov sú však dva rozměry nekonečné. Poměrné málo pozornosti 
sa doteraz věnuje odporovým úóinkom útvarov, ktoré sú po geometrickej 
stránko všestranné ohraničené. Ak přitom prihliadame na to, že sa u nás po-
užívajú odporové metody poměrné často pri prieskume útvarov s konečnými, 
rádove přibližné rovnakými rozmermi, ukazuje sa potřebné venovať viac po
zornosti riešeniu aspoň niektorých takýchto problémov. Geometricky naj-
jednoduchším prípadom tohto druhu je polopriestor s gulovou vložkou. 

Po riešení problému sýtenia multipólovými zdrojmi v homogénnom priestore 
so sférickou vložkou naznačuje sa v tejto práci spósob striktného riešenia před
loženého problému a odvodzujú sa přibližné vzorce, ktoré v ďalekosiahlej miere 
vyhovujú všetkým praktickým požiadavkám. 

Otázku prúdového póla v homogénnom polopriestore s gulovou vložkou 
odlišnej vodivosti riešil přibližnými metodami A. I. Zaborovski j (3). Bližší 
rozbor problému však ukazuje, že přesnost týchto metod nevyhovuje všetkým 
praktickým požiadavkám. Striktněriešenie problému podalaN.V. Lipska j a (2) 
v době, keď už takmer celá tu předložená práca bola připravená pre tlač. 
Uverejnenie tejto práce sa však přitom všetkom ukázalo účelným, pretože je 
nielen po metodickej, ale aj po obsahovej stránke od spomenutých už práč, 
ktoré sa zaoberajú daným problémom, odlišná. Odvodené vzorce móžu slúžiť 
ako východisko pre ďalšie rozvitie problému a sú prispósobené praktickým 
potřebám numerického pocítania. 
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f 1. REKAPITULÁCIA ZÁKLADNÝCH ZÁKONOV, D E F I N l C l l 
A VZORCOV POTŘEBNÝCH P R E R I E Š E N I E PROBLÉMU 

Vzťah medzi vektorom hustoty prúdu i a potenciálom V v izotrópnom 
prostředí vyjadřuje Ohmov zákon 

~? 1 1 T r 

i — grád F , (1) 
kde Q je specifický odpor prostredia v uvažovanom bode. V lubovolnom bode, 

ktorý patř í k oblasti, kde nie sú zdroje prúdu, je div i = 0, a preto v takej to 
oblasti potenciál vyhovuje Laplaceovej diferenciálnej rovnici. 

AV=09 (2) 
ak ide o homogenně prostredie. 

V případe, že celý priestor je vyplněný homogénnym a izotrópnym prostře
dím (co do elektrickej vodivosti) a toto prostredie sýtime jediným bodovým 
zdrojom, je potenciál V(0) v lubovolnom bode priestoru vo vzdialenosti R od 
zdroja 

^(o) = ^ , (3) 

kde q je úměrné intenzitě prúdu /, ktorý vytéká zo zdroja: 

IQ 

4:71 

Za inác tých istých podmienok pri sýtení jediným dipólovým, kvadrupólo-
vým, oktapólovým alebo všeobecné multipólovým zdrojom pre potenciál 
v bode o pravoúhlých karteziánskych súradniciach gl9 f2» £3 v o vzdialenosti R 

od zdroja platia preto vztahy: 

1. pri dipólovom sýtení 

r<» = ~ h l *•%{*)• (i = 1'2,3) (3a) 

i 
2. pri kvadrupólovom sýtení: 

Vl,~LY M-y—i-í)' (•". *= - . - , 3) (3b) ( 2 ) _ 2! Z ,kd^Mk\Bl 
ik 

3. pri oktapólovom sýtení: . 

v l V M _ Í l — 1 - i T ' ( i , k , l - = l , 2 , 3 ) (3c) 

m 

4. vo všeobecnom případe 2n-pólového sýtení*• 

( H , t 2 . ••• = 1 . 2 , 3 ) (3d) 
Vм = ~~Г 2. Mhh-i' shдsh.. \вl-
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kde Mi sú zložky vektora dipólového momentu, Mik, Miki atď. zložky tenzoru 
kvadrupólového, oktapólového momentu zdroja atď. 

Dokážeme platnosť vzorca 36 pre potenciál kvadrupólového zdroja. Dókaz 
ostatných vzorcov, ako aj všeobecného vzorca (3d) možno previesť t ý m istým 
spósobom. 

Majme najprv štyri bodové zdroje ql9 q2, q3, <74 (pri všeobecnom multi-
pólovom sýtení uvažujeme 2» bodových zdrojov), pricom súradnice zdroja r/; 

v lubovolnej pravouhlej sústave nech sú x% (k == 1, 2, 3). Vzdialenosť tohto 
zdroja od pociatku súradnej sústavy označme rf-. Uvažujme potenciál V tejto 
sústavy v lubovolnom bode Q o súradniciach £k (k = 1,2, 3), ktorého vzdiale-
nosť od zdroja r/,- nech je ht. Vzdialenosť bodu Q od pociatku súradnej sústavy 
označme B a predpokladajme, že tá to vzdialenosť je vácšia ako najvačšia 
z hodnot ri\ n . , . 

R ^> ( r j m a x . 
Potenciál v uvažovanom bode je potom podlá vzorca (3). 

i 

Avšak, ako budeme o tom hovoriť podrobnejšie neskór v § 2, funkciu — možno 
n 

rozviesť v Taylorov rad podlá mocnin £l9 Í2, £3 (pre objasnenie tohto postupu 
móže slúžiť tiež obr. 1): 

1 __ 1 1 Y1 • d I l \ . _L Y • d2 l1\ 
Ji~lt~TT 2jXtkWk\BI+ V-2J **** ápíi \Bj ~~ 

k kl 

- TI^^-^^AÍ)^ •••{kJ' ••• ^l'2'zl 

Um 

preto možno tiež písať: 

V ~Í2qi~T.žqi4lk(Í) + Ti2**aia&ěl (j) ~ 
i ik ikl 

-ji.}Jb
x*xix"d~~~~~\~) +••• 

iklm 

Uvažujme teraz, že by sme mali sústavu, pre ktorú by platilo: N 

S?g = 0, S & 4 = 0, 
i i 

(t. j . sústavu s nulovou celkovou intenzitou a nulovým dipólovým momentem). 
Rad pre potenciál sa potom zjednodušuje tak to : 

v = i% ?.***. ̂  (i) -T\2 ****-otčkx; (i) • 
ikl iklm 
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Přibližujme teraz napr. úměrným zmenšováním všetkých \x*k\ všetky zdroje 
k pociatku súradnej sústavy, pricom však zvyšujeme súcasne všetky q> v po
měre: | 4 | 2 - Súcet 

Mki = S qi4x\ 

zostáva nezměněný, a právě tak aj naďalej platí: 

X 

naproti tomu napr. 
lim S ? i 4 4 4 * = 0 

4~*° l 

a to i sté platí o všetkých podobných výrazoch v treťom, štvrtom a v dalších 
clenoch výrazu pre potenciál. Prechodom k limite xl

k -» 0 dostáváme v pociatku 
kvadrupólový zdroj. Hodnoty Mki, ktoré sme definovali, nazýváme zložkami 
jeho momentu v uvažovanej súradnej sústave. Potenciál kvadrupólového 
zdroja v bode Q (£l5 f2, £3) teda je: 

ғ-ғ<--.т2-*-spt.Ш-
H 

cím sme vzorec (3b) dokázali. 
Zložky kvadrupólového momentu sa často definujú odlišné od definície, 

ktorú sme t u uviedli, vzorcom: 

™« = Mki — -g fy/S-Ma, 

kde á̂ / = 1, ok k = l, <5W -= 0, ak k = 1. Potom však 

r=ŠŤ 2 ("«+i««? *<•) -sžfT ( i ) - á- 2"««Sf, ( i)+ 

^ 3! ZjdSl\BJ 

a druhý clen v poslednom výraze sa rovná identicky nule, pretože — je 
Jtí 

harmonická funkci a. Preto aj pri tejto definícii zložiek kvadrupólového 
momentu pre potenciál platí vzorec: 

1 V °2 l 1\ V = 
2\ 

Dokážeme ešte, že pri zachovaní rovnobežnosti osí súradnej sústavy hod
noty 31 ki pre lubovolnú sústavu zdrojov s nulovou celkovou intenzitou a nulo
vým dipólovým momentom sú nezávislé od volby pociatku. V skutečnosti ak 
kladieme: 

x% = XÍ + Ak, 
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dostáváme najprv 

S ?.ň = s qix% = AkZ qi = S ? j Zi = 0, 
i i i i 

ďalej 

a ?.4*i = s ?. (-*i + ^*) (*. + -ii) = s ffi-ríZ} + ^ s ?.zj + 
i i i i 

+ ^ S ? ; Z Í + Ahá,-Lq, 
i i 

Teda je: 
2qiX%X\ = i:qizÍzí = Mkl. 
i i 

Z fyzikálneho zmyslu potenciálu je zřejmé, že potenciál kvadrupólu (multi-
pólu) je nezávislý od volby súradnej sústavy. Po matematickej stránke tá to 
okolnost sa vysvětluje tým, že zložky kvadrupólového momentu Mkí, ako 
aj derivácie ^ . . 

" dhdíi \ R ) 

tvoria tenzor. Výraz na právej straně vzorca (3b) preto představuje skalárny 
súčin týchto dvoch tenzorov a je teda v zmysle pouciek tenzorovej algebry 
invariantný voci akejkolvek lineárnej transformácii súradníc danej vzorcami: 

4 = S V Í , h = 2akr£r, 
r r 

kde akr sú Tubovorné konstanty. 

Inverznú transformáciu možno přitom vyjadriť vzorcami: 

a.\ = 2u A r8x\, f r = S A r8 f 8. 
8 8 

Z týchto transformacných vzorcov dostáváme 1'ahko vzťah: 
x\ = li Art (S a8tx

l
t) = HAr8a8tx\, 

8 % r8 

ktorý platí pře lubovolné hodnoty súradníc x\. To je však možné iba vtedy, 
ak platí známy vzťah: 

S Ar8a8t — <rt. 
r8 

Pri takýchto transformáciách súradníc však zrejme platí: 

Mkl = S?,ň { = S akrauqrm = X-7krilšMr9, 
i irs r8 

cím sme dokázali, že zložky kvadrupólového momentu sa transformujú ako 
zložky kontravariantného tenzoru. 

Eahko dokážeme tiež ďalší vzorec: 

?U'U 
«".•>{/ Ш-2--"-sщ(-ѓ)-

t* 

ktorý vyjadřuje skutočnosť, že druhé derivácie skaláru -=r podlá priamočiarych 
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súradníc £k tvoria kovariantný tenzor druhého stupňa. Pre potenciál kvádru-
pólového zdroja platí vzťah: 

v - v _ *•>tm, d)= 2 "-'-^-"-sá. (i) = 
kl klrstu 

-_^*-.&(±)-Z «•£,$• 
rstu rs 

ktorý vyjadřuje jeho invariantnosť voči uvažovanej transformácii súradníc. 
Definujeme v lubovolnej pravouhlej karteziánskej sústave symetrické ten

zory _4;, Aik, Aiki . . . takýmto spósobom: 

i ! 0& \lt)> 

A-~ T ^ ( i ) > «.*.«.---1.-.8) w 2! 
_ _ R_« ó» /__• 

atď. 

Keďže funkcia -^ vyhovuje Laplaceovej rovnici, platí : 
Jí 

_ _ « = 0, _A i i J f c = 0, _ A i i W = 0, . . . (5) 
i i i 

Zložky vektora A,- sú směrové kosínusy spojnice zdroja s uvažovaným 
bodom priestoru Q. V dósledku toho, ako aj v dósledku definícií tenzorov At, 
Aíi, A«W) • • • vyjádřených rovnicami (4), platia vztahy: 

A i = I1 04.). -4« = Pc^), A,„ = PzUi) atď., (6) 

kde Pn je Legendreov polynom n-tého stupňa definovaný známým spósobom 
právě ako polynom: 

Všetky zložky tenzorov Aik, AikX atď. dajú sa vyjadriť tiež elementárnym 
spósobom ako celé algebraické funkcie zložiek vektora Ai9 o čom sa možno 
presvedciť priamo derivováním v rovniciach (4). Takto dostáváme: 

4 3 ' l A i l _ 
ik = ~_T ' * "~ 2! ík' 

5 3 1 3 1 ( 8 ) 

»ÍW = — - T - ~ - AiAkAi - ^ y - ( ^ 4 , + <*,.,__* + iuAi) 

atď., 
kde álfe — 1, ak i = í ; a <5iife -= 0, ak i == &. 
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Doteraz sme uvažovali jediný lubovolný bod o súradniciach £._, £2, | 3 vo 
vzdialenosti R ]> 0 od zdroja. Ak uvažujeme ktorýkolvek iný lubovolný bod 
vo vzdialenosti r ^> 0 od tohto zdroja, ktorého súradnice sú xx, x2, x3, možno 
definovat analogicky rovniciam (4) ďalšiu skupinu symetrických tenzorov: 

a i k ~ 2! dXidXkXr)' 

<T'iW — 3 Í dxidxkdx, \ř) 

(4a) 

atď., 
pře ktorých zložky platia s příslušnými změnami rovnice (5) až (8). Dokážeme 
teraz niektoré základné vztahy medzi zložkami tenzorov aik a Aik. Tvořme 
najprv napr. tento skalárny súčin: 

2^ Aikaik = *~jř 2^ aikAiAk ~~ Y\ 2A Qikdik 

ik ik ik 

v. rovn. (8). Druhý súčet na právej straně tejto rovnice sa nám však v dósledku 
definície veličiny dik redukuje na Sa,-. 

V dósledku rovnic analogických rovniciam (7) a platných pre tenzor aik však 
platí: 

2 au = 0. 
i 

Preto dostáváme: 

2 , Aikaik = -gy 2J a i k A i A k = "ÝT 2 J Aikaiak' ^ 
ik ik ik 

Tým istým spósobom možno dokázat, že platia vztahy: 

5 • 3 . 1 V . . . 5 . 3 . 1 V 5 3 1 V1 5 3 1 V 1 

2 , Aikfliki = 3] 2 , aikiAiAkAi = o] 2J Aikiaiakai 
tkl ikl ikl 

V A 7 . 5 . 3 . I V A A A A 7 . 5 . 3 . 1 V , 
> Aiklmaiklm = ' ^ j > aikimAiAkAiAm — — > ^iklnflfl 

(9) 

iflkaflm, 

iklm iklm iklm 

ktoré možno zovšeobecniť pre lubovolný počet indexov. 
Skalárny súčin dvoch tenzorov je nezávislý od volby súradnicovej sústavy. 

Tuto si teda móžeme volit napr. tak, že by bolo: 

Ap = 1, Ai = dip, Ak=6kp, Al = dtp, 

kde p je lubovolný pevný index (p = 1, 2, 3). Potom 

HaikAiAk = app = P2{ap), 
ik 

S aiklAiAkAi = appp = Pz(ap), (10) 
ikl 
Y.aiklmAiAkAxAm = apppp = PA(ap)y 

iklm 
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kde ap teraz znamená kosinus uhla xp, ktorý zvierajú oba směry (Ax, A2, Az) 
a (ax, a2, a3). Kladúc preto v rovniciach (10) 

ap — cos xp, 

dostáváme z rovnic (9) nezávisle od volby súradnicovej sústavy: 

3 . 1 V 3 I 
2^ Aikaik = -£y- P2 (cos xp) 

ik 

Y1 5 3 1 
2^ Aik&ikl = — 3 j — 1\ (c°s xp) 
ikl 

Y1 7 5 3 1 
2^ Aiklmaiklm = " 4 ! A (COS V) (11) 
iklm 

atď. 

a tieto rovnice možno opáť zovšeobecniť pre lubovoiný počet indexov. 
Podobné vzťahom (9) možno tiež dokázať, že: 

3 . 1 
ikiak'li» 

kl kl 

V A 5 ' 3 * X V A 
> Aiklmaklm = g ] > ^ife/; 

(12) 

>lmakalan 

klm klm 

atď. 
a, všeobecné 

2J 'I'2 • ••'*»'*+1 •••'-' a'fc+Л+a • • •'» 

V-"' ' . 

[2(П - Љ) - l][2(т е - k) - 3 ] . . . . . Ҙ . l ү 
/ x l : : : . a:. , U:. , „ . . řZ: • 

/ д ' l ' 2 - * - ' я x ^ F l *fc+2 " • */Î (n - k)! 

§2. PRÚDOVÉ POLE PRI SÝTENÍ BODOVÝM ZDROJOM 

(12a) 

Obrátíme sa teraz k otázke, aké bude potenciálové pole v nekonecnom 
priestore vyplnenom homogenně vodivou izotrópnou hmotou specifického 
odporu QX a tiež homogénnou a izotrópnou gulovou vložkou specifického od
poru o2 o poloměre a pri sýtení prúdom intenzity I v jedinom bode Q, ktorý 
leží v oblasti mimo gule (druhý zdroj intenzity — I si myslíme vo velmi velkej 
vzdialenosti). Vzdialenosť bodu Q od středu gule nech je R ^> a (v. obr. 1) 
a jeho súradnice v lubovoinej súradnicovej sústave, ktorá má pociatok O 
v střede uvažovanej gule, nech sú gl9 £2, £3. Uvažujeme potenciál póla v lubo-
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volnom bode P o súradniciach x19 x2, xz vo vzdialenosti r od středu. Ak i 
vzdialenosť označíme QP = l, potenciál pri S3>tení v tom istom bode Q prúdom 
tej istej intenzity I avšak bez uvažovanej gulo ve j vložky, by bol podra 
rovnice (3), § 1 

vñ 
Ipl = g 
4лl l 

Ak je r < R, možno rozvinut funkciu-y-v Taylorov rad podlá xv, ,r2, x3. 

Berúc do úvahy (v. obr. 1), že: 

Q (§.$& 

P < 

l = QP = OP', 

dostáváme rad: 

1 _ 1 
7~H' 

P(x,.x,..*) 

V.ZjXidŠi\Rj + 

i 

+h2r*x>ššk(ii)-
ik 

~v.2jXiXkXldSidskdsl\^)+ '•• 
ikl 

a po úpravě podlá rovnic (4), § 1 

Obг. 1 Ҡ*lлAшai 
R* аках + . . ., 

iкl 

kde a-% je jednotkový vektor v směre OP, Ai jednotkový vektor v směre OQ 
a Aik, Aikh. . . sú směrové tenzory, ktoró prislúchajú směru OQ. 

Podrobnějším rozborom sa dá dokázat, že tento rad konverguje rovnoměrné 
v oblasti, ktorá leží vo vnútri lubovolnej gulovej plochy so stredom v bode O 
a o poloměre menšom ako R. Preto pri všetkých hodnotách r <C R možno 
vzhladom na rovnice (9), § 1 písaí: 

VM = ií + wrLAi cti +T.T i? f 2 Z Aik"ik+T^rri •&,z Z AikiaM • 
iк Ш 

(-) 
Keďže potenciál V(0) vyhovuje Laplaceovej rovnici A F(0) = O a keďžeprvšie 

úvahy platia pre lubovolné hodnoty t a i ř , ktoré vyhovujú podmienke r <C R 
a tiež pre l ibovolné konstantně At, Aik atď., musí nevyhnutné platit: 

A(r . a^ = AXÍ = O, A(r2aik) - O, A(f*aikl) = O 
atď. 
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Možno podotknutí, že rovnice (2) sů zovšeobeónením známých vaorcov teorie 
gulových funkcií 

A(r . Px(cos y))) = O, zJ(r2P2(cos y>)) = O, A(r*P3(cos v )) = O (2a) 

atď. 

Rad 1. Představuje potenciál vnútri gule o poloměre B, ak celý priestor je 
homogenně vyplněný hmotou specifického odporu Q±. V dósledku toho však, 
že casť priestoru vymedzená gulou poloměru a je vyplněná hmotou inej vodi
vosti (spec. odpor Q2), povodně neporušené pole sa změní. Potenciál póla V 
sa od neporušenej hodnoty líši, a preto kladieme: 

1. v oblasti mimo uvažovanej gule V == V(o) + V(0), 

2. vo vnútri gule V = V[Q). 
Punkcie V(0) a V"0) vyhovujú přitom v svojich oblastiach nevyhnutné Lapla-
ceovej rovnici. 

Potenciál V(0) hladáme v tvare nekonečného radu 

Vio) = C + ± ^ MM + ~ £ Mikaik + 1 ^ Miklaikl + . . ., (3a) 
i ik ikl 

kde MÍ9 Mik, Mikl atď. sú tenzory vhodné volených multipólových momentov 
fiktívnych zdrojov umiestených v střede gule. Je zřejmé, že potenciál V{0) 

potom skutocne vyhovuje Laplaceovej rovnici v celom priestore (okrem středu 
gule) a ním určené pole nemá žiadne zdroje v oblasti mimo gule. 

Potenciál V'{0) předpokládáme tiež v tvare nekonečného radu a kladieme: 

V"Q) =G" + r £ m^i + r2 £ mikaik + r3 2 mMaiki + ... (4a) 
i ik ikl 

Z rovnic (2) vyplývá, že potenciál V[o) skutocne vyhovuje Laplaceovej rovnici 
a je tiež zřejmé, že ním určené pole nemá žiadne zdroje v oblasti vnútra gule 
ani vo vonkajšom priestore. 

Pre zjednodušenie dalších výpočtov zavedieme namiesto zložiek tenzorov 
Mi, Mik, mi9 mik a iné, im úměrné hodnoty Niy Nik, nÍ9 nik a píšeme: 

*« = c" +^2N?)a> + Š^Í V2N® a» + O T I * k 2 maM + ' • •' 
i ik ikl 

(3) 

K) = c" + r £ ^0)«. +j~ir%Ytn®aik + T T A ^ n®>aikl + •••• 
i ik ikl 
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Na povrchu gule musia sa splnit tieto podmienky . 

[Yw> + V[0)Ua _ [VML„ (5) 

i>^4.. ш... 
(6) 

kde K = QJQI Tieto podmienky dávajú vzh_adom na (1), (3), (4) tieto sústavy 
rovnic: 

3jL _, + - i tfW = ««ř -g -4„ + - i tf ft> =- a*»&> 

*[^ Ji ~ I ^ ] = ^ x [•¥• ̂  ~ I"N'k] = 2aW'ť 

[ 3 ^ 2 A , A N(o) I — Qr/2̂ 0)) 

atď. 

Riešenia týchto sústav sú takéto: 

^-'•SŠŤT-' ^" l-STT* 

W--.Š.-ŠŤT-- •#-£-*£» ^ 
,T,A. rt a 7 K — 1 . fftx q 1K . 

N® = 3«7ČJ^+šAik< ^< ^ T T + Y ^ ' 

atď. 

Kladúc ešte C = O, G" = -™ , dostáváme z rovnic (3) a (4) 

17/ _ * - 1 a* V A _L 2 ! 2 g(^ ~ -) « 6 V J i 
K(°> ~ 9 * 2* + l Rh* L i(li + ŠTT 3« + 2 W 2 J il,'*a'"* + ť* 

3!3 gfr — 1) q 
5 . 3 . 1 fe + з F r Ï2,^ І W°Ш + •••' ( 7 a ) 

ш 

ғ<»> = = R + 2* + i mL iӣi + TT з* + 2 R*.2/,'*a,'* + 
ť* 

3! 7ÖИ r 3 ү . 

+ УГзTT' т г + т R*Z Aшaikl + • • • ( 8 a ) 5 . 3 . 1 4« + 3 R4i 
ш 
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Opierajúc sa o vzorce (11), § 1 tieto potenciály móžeme vyjadriť pomocou 
gulových funkcií: 

( 0 ) 
V , ? ( » — 1) « 3 r,/ v , Ч (* - 1) й 6 т> / v , 
F м = & + T í ¥ ^ ( c 0 8 V) + 3* + 2 W P * ( C ° S V) + 

, 3 g ( « - 1) a» 
+ - 5 Г + l - Д M P з ( c o s y . ) + . . . , 

í0> ~ B +ЪГ+1 -ЏPx{™sy) + Ък + 2 i -P2 (
c o s v) + 

7g?ť T3 

+ 4 ^ + ~ 3 ^ i P 3 ( c o s ^ ) + . . . 

Opierajúc sa o známu vlastnost Legendreových polynó-
mov , ^ 

] P n ( c o s ^ ) | g i , 
bez ťažkosti možno dokázať, že prvý z týchto radov 
konverguje nezávisle od x a ip absolutné pri všetkých 
hodnotách r\ ktoré vyhovujú nerovnosti 

r>li> 
druhý pri všetkých hodnotách r<^R.To i sté platí aj 
o deriváciách týchto radov podlá r. Tým sme dodatočne 
dokázali správnost predpokladov 3a a 4a, ako aj vývo-
dov, ktoré sme z nich urobili. 

Potenciál v lubovolnom bode P vonkajšej oblasti 
teda je: 

(9) 

Q 

<L 
v=f+vю 

Obr.2 

(?) 

(8) 

a rad 1. slúži len pre odvodenie radov pre V{0) a V"o), kým pre ďalšie praktické 
účely možno používať podstatné jednoduchší tvar, ktorý sme použili v rov
nici (9). 

R a d 7 vyjadřuje prídatný potenciál V[o). Tento možno napísať v inom 
tvare, ktorý je v určitých prípadoch pre praktické účely výhodnější. Členy 
tohto radu sú potenciály fiktívneho dipólového, kvadrupólového a vyšších 
multipólových zdrojov v střede gule. Dipólový zdroj móžeme si teraz na-
hradiť dvoma rovnakými bodovými zdroj mi opačného znamienka, z ktorých 
jeden nech je v střede gule, druhý v bode Qr inverzně združenom s bodom Q 
(v. obr. 2). Teda je: 

oo/ = 
B ' 
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Ak si označíme vzdialenosí Q'P = r', potenciál týchto dvoch fiktívnych zdrojov 
v bode P je: 

? ' ( T — r ) = W^p^os^ + ̂ « ( « » v) +^- > .(«» v) +••• do) 
Zvolíme si teraz q' tak, aby prvý clen tohto radu sa zhodoval s prvým clenom 
radu (7), teda: 

a x — l n n 

Potom rad (7) móžeme písať takto : 

v. = 4 li _ i\+r__z_i> _ _____ í-ii T2 (cos w) + 
(0) . \ r . r]^\_ 3« + 2 2* + 1 JA».» 2 V 

, T3(^ — 1) (x— 1)1 tfq v , , , 
4- — ' — ——í-Fo (cos w) + . . . 
^ [ 4« + 3 2a; + 1J A*/4 3 v V ' 

a po jednoduchej úpravě 

F4, = i" (-V-7) + í (27+TMy+T) ^ P * < c o s " + 
2^(?ť —- 1) o1

 D , n 9 , 
+ 0 . - : - n - 7 ^ ( c°s t/V + • • • v1^/ 
^ ^ (2» + 1)(4« + 3) A4/4 3 V v / 

V případe dokonale vodívej gule (Q2 = O) je x — O, & preto 

ғ' - qa 

Mo) — 

gra / 1 1 \ 

B \~ ~~ T / ' 

takže prídatný potenciál sa dá vyjádřit v uzavretom tvare. V případe gule 
dokonale nevodívej («-><») je zase podl'a rovnice (7) 

V'w = 1 1 " ^ ( c o s ^+}^ ( C O S V) + T | í i P 3 ( c o s v) 4- . . . . 

kým podlá (12) 

"« - 5 _ ( T - T ) +T_S?p.<«-"> +Ť_S*<«"" + -
Pre praktické účely móže aj v tomto případe druhý tvar radu poskytovat 
určité výhody oproti prvému tvaru. 

Výrazy (7a) (8a), připadne (7) (8) a (9) pre potenciál v oblasti mimo gule 
a vo vnútri nej predstavujú súčasne riešenie analogického problému elektro
statického póla bodového náboj a v homogénnom dielektriku, ktoré vyplňuje 
celý priestor s homogénnou gulovou vložkou o inej dielektrickej konstantě, 
ak sa náboj nachádza v oblasti mimo gule. 
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§ 1 POLE ř í l í S Ý T E N Í BIPÓLOVÝM 2 D R O J O M 

Ak zdrojom póla je dipól o momente {Mly M2, M3) umiestený v bode Q 
(v. obr. 1), potenciál neporušeného póla v bode P móžeme napísať v tvare: 

''<•>= - 1 7 1 * ' £ . ( T ) - <') 
Avšak už v predchádzajúcom paragrafe sme ukázali, že pri všetkých r < R 

platí: 

1 1 1 V 1 V 1 V 
— = •—- + —~: 2J

 AkXk + R* 2A
 AklXkX[ +R*2J

 AklmXkXlXm + * ' *' W 
k kl klm 

pričom Ak, Akt, Akim, . . . sú nezávislé od súradiuc xl9x2, x?j. Každý člen tohto 
raduje teda homogenny polynom v premenných x% a 1'ahko sa přesvědčíme, že 

— \ Akixk%i — \ Akiič>ikXi + duxk) = 2 2^ Aikxk дXi 
кi 

ö 
д~x 

~ ^ Aklmxkxxxm = 3 . 2 ^ Aiki*kXi 

klm k l 

atď. 

(3) 

Vzhladom na to, že xk — r . ak, platí za tých istých podmienok ako 2. 

1 V1 2r V 3r2 Y^ 
F ( i ) = ~~T22JAÍMÍ ~R*2jAik wiak~~Ří 2jAikiMi(lkai 

i ik ikl 

4r3 Y1
 A n/r 

iAr/m 

Pre dalšiu úpravu tohto radu použijeme ešte vzorce (12), § 1: 

1 V 2' r V 3 f r2 V 
F ( l ) = ~52 2 j " 4 , ' i f i ~ T ' ^ Z AikMiak~TTí -^2jAiklMiakl 

i 

4! r3 Y1 

"5TT71 Ř*2J
 iklmMit 

iк iкl 

4 ! r3 
(4)' 

a tento rad konverguje opáť nezávisle od ulila \p pri všetky>ch hodnotách 

Prídatný potenciál F ^ v oblasti mimo gule hladáme v tvare nekonečného 
radu ^ 

^ = Cú> + ^ J iV[1'a*+ -O ' ̂  YuN&aki + šTTTi • Ti 2 iVff"flJU-' 
A- ' A-F " Mra 

(•r>) 
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ktorého cleny sů potenciály dipólového, kvadrupólového a vyšších multi-
pólových fiktívnych zdroj ov umiestených v střede gule, potenciál Ffx) vo 
vnútri gule v tvare radu 

V{ = C\ + r ^ n ^ a k + ^ j r ^ n$akl + ^ L ^ ^ n ^ a ^ + ... 
k kl klm /g\ 

Z tých istých příčin ako v predchádzajúcom paragrafe je bezprostředné 
jasné, že V{X) ako aj V"X) vyhovujú v oblastiach, v ktorých sú definované, 
Laplaceovej diferenciálněj rovnici. 

Na povrchu gule musia byť splněné podmienky: 

UM + Vid,.. - UM— 

.\ZiVatVl* - ^ ^ ( 7 ) [i^ч..-m.. 
Podobné ako v § 2. vyplývajú vzhladom na tieto podmienky z rovnic (4) (5) 

a (6) sústavy vždy dvoch lineárnych rovnic pre neznáme (Nk, nk), (Nkl) nki), 
(Nkím, nk\m) atď., ktorých riešením dostáváme: 

VW = - 2 1 * . * - 1 \ A - L M - n & = - — * V A-uM-k ' B*2x+lZj lk ' * W 2x+lZj ,k ' ' 
i i 

*»' ~ -«•2 • i> i n h l A<»M< »» - - V a n - s l -<-*• 
-W. -= - 4.3 4 i ~ i £ ^„ir, »&= - y - ^ 2 AiklmMi. 

/ i 

(8) 
Ďalej musí byť: 

a v dósledku toho: 

C(D = h m V'м = 0 
Г~»OD 

П* 
< u ~ R> ҺIA'И-

Po vsadení zložiek multipólových momentov vyjádřených vzorcami (8) 
rady (5) a (6) pre potenciál V'M a V"t) nadobúdajú tvar: 

2!1 J Í — 1 a 8 V" Á ™ 3!2 x~ 1 a 8 V" , „, 
F<» = - T M T W Z '* *'a*~ ŠTT "3^+T RVZ ^ / i f ' a w ~ 

i* tlil 

4! x — 1 a 7 

5 . 3 . 1 4* + 3 ІŽV 
Шm 

^ AikimMiaklm - ... (9) 

114 



i ik 

3!5 к r2 V1 , -,. 4!7 к r3 

J A,*,^w - šrřl í r h 5 2 ^i,fiří*"' 3 . 1 3x + 2 li* 
ikj iklm 

(10) 
Otvorenou zostáva ešte otázka konvergencie radov (4) (9) a (10). Podrob-

nejšou úvahou, ktorú tu pre krátkost neuvádzame, možno dokázat vychádza-
júc z konvergencie radu (2) pri r< R, že aj rad (4) konverguje nezávisle od 
volby směru {a±, a2, a3) pri všetkých hodnotách r vyhovujúcich podmienke 
r < iř. Opierajúc sa o tento fakt bez zvláštnych ťažkostí dokážeme, že rad (9) 
konverguje pri všetkých hodnotách 

a 2 

r > Ř 

a rad (10) zase pri všetkých hodnotách 

r<R. 

To isté platí o radoch, ktoré dostáváme derivováním radov (9) a (10) podPa r. 
Preto za předpokladu R^>a možno vždy vymedziť takú oblast, vo vnútri 
ktorej leží celá uvažovaná gulová plocha a v ktorej všetky t r i rady V(x), V[x) 

a V"x), ako aj ich derivácie konvergujú rovnoměrné, Čím sme dodatočne do
kázali správnost predpokladov, o ktoré sme sa pri úvahách tohto paragrafu 
opierali. 

§4. POLE PRI SÝTENÍ KVADBUPÓLOVÝM A OKTAPÓLOVÝM 
ZDROJOM 

V bode Q, obr. 1, majme kvadrupólový zdroj prúdu. Potenciál neporušeného 
póla v bode P je podlá vzorca (3b), § 1. 

ik 

Odvodili sme však už rad pre — ( v . § 2 a § 3) v tvare: 

l Im Imn 

Matematicko-fyzikálny časopis IV, 3. * w 



дxßxk t 

1 ^ 2 i A l m x l z m = 2.l.Aik 

(3) 

a zistili sme jeho konvergenciu pri r<č H- Přesvědčíme sa íahko, že: 

ď2 Y1 ' 

l 

lm 

dx^x~k £
 A"""Xl Xm X" == 3 • 2 .S ^iW *' 

imn i 

drdx AJ lmnPXl Xm Xn XP ==z /A iklm xlXm 

Imnp lm 

atď. 
Vsadiac rad (2) do vzorca (1) a použivajúc vzťahy (3) dostáváme po jednodu
ché], úplné analogické] úpravě postupu v § 2 a § 3 pre V(2) tento rad: 

1 Y 1 3 . 2 1 ' r V 1 

V{2) = jji 2J AikMik + "TT T í?* Z ^^ / i f ^ a / + 
ikl ikl 

4 . 3 2 í V 

Prídatný potenciál V'(2) možno písať ako nekonečný rad 

1! 1 V .w.x . 2! 1 
П-> = г'ú> + т • 7 S iY'<2>a' + 1П7 • 7" I л г > Пlm + • • • (г>) 

/wг 

a potenciál V'(2) vo vnútri gule ako rad 

*u = Cf.) + '• • J »?'«; + T T 2 w$a'» + • •' (6) 

/ lm 

V dósledku rovnic (2) v § 2 obe tieto potenciálové funkcie vyhovujú Lapla-
ceovej rovnici. Právě tak ako v predchádzajúcich paragrafoch, hraničně pod-
mienky umožňujú vyjadriť zložky tenzorov 

N\2K Njm\ . . ., připadne n\2), n\m\ . . . 
pomocou zložiek 'i ; 

Mik> Aik, Aiki, Aiklm, . . . 
VTsadením takto zistených hodnot N do radu (5) potom dostáváme: 

1» = ~2TT~1^+T' W?L AiklMikai + 
Ш 

4 . 3 . 2 a 6 x — 1 

3 . I Ä V з « - f 
iAr/m 

7j 2 Aik\MmfMm f . . . (?) 

Ш 



Pri sýtení oktapólovým zdrojom je potenciál neporušeného póla pod Ta ATzor-
ca (3c), § 1. . 

7M=-T\2iMtud4te&,\T)' 

ktorý za tých istých podmienok ako predtým (r <C R) móžeme písať ako 
konvergentný rad 

f/(3) ^ ~ ~R* 2J AiklNikl "~ 1 ? ZJ AiklmMikl(lm ~~ ' ' ' ( 8 ) 

ikl iklm 

Ak sa obmedzíme na prvý clen příslušného radu, co úplné stačí pre všetky 
ďalšie účely, móžeme prídatný potenciál vo vonkajšom priestore vyjadriť 
vzorcom: -

___ 4 ( * — 1) é 
v (0\ — — (3) 2«.rf 1 R6r2 

iklm 

£^AikimMMam (0) 

Z tvaru tohto vzorca po vhodnéj úpravě a porovnaní so vzorcami (3a) a (4), 
§ 1 v y p l ý v a > že je to potenciál dipólu umiesteného v střede gule, ktorého 
moment má zložky: 

tó^-4'^^^A^ilf,, ' (10) 
ikl 

§ 5. PREHEAD A I N T E K P K E T Á C I A VÝSLEDKOV 

Potenciál V{0) móžeme interpretovat ako potenciál fiktívneho dipólového, 
kvadrupólového, oktapólového a vyšších multipólových*zdrojov umiestených 
v střede gule. Zložky q$0), qjf, gig] atď. momentov týchto zdrojov dostáváme 
z jednotlivých členov radu (7a), § 2. K tomu účelu použijeme vzorce pre poten
ciál multipólových zdrojov (3a) až (3d), v ktorých však píšeme xi namiesto fí? 

r namiesto R, gjo), q\% , q[§ atď., namiesto Mi, Mik, Mikl... a parciálně derivácie 
podlá súradníc xi, xk vyjádříme pomocou zložiek směrových tenzorov ai, aikj 

aiki atď. Takto napr. dostáváme: 

ť i 

ik ik 

V (0) *[Z X ~ ' " 7 V A n 

Z ? í f i f l '«- Tin* Í T + 3 vL Aikl°m 
iкl iкl 
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a preto kladieme: 

,.. x -~ l a* () 4 x — 1 aъ . 

& ~ q'-TTÌ Ҡ*Ai tâ-T* --+2 J И » 
7 ( 0 ) 

1 a7 (2) 

9 ш ~ 5 9 4к + 3 B* 
A; м 

Právě tak móžeme interpretovat aj potenciál V[^ vyjádřený radom (9), § 3 
a vznikajúci pri sýtení dipólovým zdrojom ako potenciál radu fiktívnych 
zdrojov, ktorých momenty vyjádříme tenzormi q\x), q\$, q\l) atď. Tým istým 
spósobom ako v predchádzajúcom případe dostáváme: 

9Г = -

(3) 
, . 24 x — 1 a1 V , 

^ ^ - T Í T + Š ^ Z ^ " - ^ -

Prídatné potenciály F(2 ) a F(3 ) vznikajúce pri sýtení kvadrupólovým, resp. 
oktapólovým zdrojom možno opať ponímať ako súcty potenciálov fiktívnych 
dipólových, kvadrupólových, oktapólových a vyšších multipólových zdrojov 
q\2), q$, q\l), . . ., připadne q\z), q\$, q\l\, . . . Ich momenty dostáváme porov
náním členov radu (7), resp. výrazu (9), § 4 s výrazmi (1) tohto paragrafu: 

^ = 3 T O 4 _ > * > 
» (4) 

* ^-%'^-\Í2A^M^ 
lm 

^ = - 4 _^~_pi jE^AiklmMklm. (5) 
hlm 

V ďalšom sa budeme často opierať o terminológiu používánu v elementárně j 
teorii elektrostatického póla pri známej Thomsonovej metóde zrkadlenia na 
rovině. V tomto zmysle sa móžeme preto vyjadřovat tak, že zrkadlením bodo
vého zdroja q na gulovej ploché vzniká v jej střede fiktívny dipól q\o), kvadru-
pól q$, oktapól q\ft a ďalšie vyššie multipóly, zrkadlením dipólu Mi 

dipól q\l), kvádr upól q\£, oktapól q\^t atď. Z predchádzajúeich úvah vysvitá, 
že pri sýtení akýmkolvek multipólovým zdrojom vznikájú zrkadlením na 
gulovej ploché vždy všetky multipóly počínajúc dipólom, nevzniká však nikdy 
fiktívny pól. (Přitom stále předpokládáme, že sýtime v oblasti ~R ^> a, ne-
prihliadajúc na triválny případ x = 1.) 
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§6. Z R K A D L E N I E MTJLTIPÓLOVÝCH T E N Z O R O V NA R O V I N Ě 
A P R Ú D O V É P O L E V H O M O G É N N O M P O L O P R I E S T O R E 

P R I S Ý T E N l MULTIPÓLOVÝM ZDROJOM 

Majme rovinu S a bod Q, ktorý neleží v nej (v. obr. 3). Vzdialenosť tohto 
bodu od danej roviny nech je h a zrkadlením uvažovaného bodu na rovině 
dostáváme bod Q. Zvolíme si pravouhlú sústavu súradníc (x1, x2, x3) s počiat-
kom v bode O a s osou x2, ktorej kladný směr nech sa zhoduje so smerom OQ. 
Nech je P lubovolný bod priestoru, 
ktorého súradnice v danej sústave 
sú (xx, x2, x3). Vzdialenosť tohto 
bodu od bodu Q označíme r, jeho 
vzdialenosť od Q označme ř. 

Definujeme všeobecné směrové 
tenzory prislúchajúce smerom QP 
a OP V zmysle vzorcov (4), § 1 
v danej súradnicovej sústave takto : 

" I Ы Î I . . . m 

тn+l Qn 

n\ àxixдxit9џ 
ÔX: 

ln 

aІl>Һ> . . . ІП " 
pn+1 Qn 

n\ дxixдxi%џ дx. 
tn 

:- n» 

- ( - i ) n 

Ak zavedieme oznaČovanie 

(i) 

(4) 

P(X„XrX) 

Obг. 3 

zrejme platí: 

r ifx2 + (h + x2f + X. 
f\X\> x2> XЪ) » 

r Íx\ + (h - x2)* + x\ 
î\X\ч ~~ X2> Xz) І 

a preto z definícií 1. vyplývá: 

ô. , -h ô. . < 5 , 
*iub...i = ( - ! > ^ w*.» + ... + V 

fiП+1 

ŢП ӣ:л .+1 w»l» 12, . . . » „ • 

Ak bod P leží v rovině 8, teda v uvažovanej pravouhlej súradnicovej sústave, 
je: 

a- • • -= í — l ) d M + d M + -.. + d 4 i . a- • • (2) 
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Vzorec (2) móžeme vyslovit takto: Ak bod P leží v rovině S, zložky tenzoru á 
sa čo do absolútnej hodnoty rovnajú příslušným zložkám tenzoru a a majú to 
iste alebo opačné znamienko podlá toho, či index 2 vystupuje v radě indexov 
£1? i2. . ., in parny alebo nepárny počet krát . 

Uvažujme teraz homogénny polopriestor ohraničený rovinou S a vyplněný 
hmotou specifického odporu o. Nech táto hmota vyplňuje časť priestoru x2 <^ O. 
V bode Q majme multipólový zdroj prúclu o momente MiuÍ2ymmi . Potenciál 
prudového póla v uvažovanom polopriestore hladáme v tvare: 

i , - i, ( 3 ) 

Tento tvar vyhovuje podrnienke, že vo velmi malých vzdialenostiach od 
bodu Q pole musí byť také, ako keby celý priestor bol vyplněný hmotou speci
fického odporu p. Zložky tenzoru fiktívneho multipólového momentu Miu Í2 _ m in 

určíme z podmienky: 

' ó] m -o, 
2/ x2 =»0 

teda: 

V I iL ()n+i íM M °n+1 / M l 
Z» I 11'''"l)l dxJ)7J77dXin \r) A ' ' - ' ' ' ' i n dx^Óxi dxin \f) J = ' 

t\,. ..i 
ti 

pri x2 — O. V dósledku vzorcov (1) a (2) možno tuto podmienku písať v tomto 
tvare: 

V \M- • • 4- í— \)1+Ón,2JrÓÍ2,2+...+ '5/„,2 M • • V7o • • • - O 

z čoho: 

Mi i i =, (- lfn,2+Ait.2+... + \t2. Mi i : (4) 
1 j y l o: ' ' ' ln v ' l i > l2 ' ' ' n 

V dalšom budeme tiež hovoriť, že tenzor M je zrkadlením (alebo vzniká 
zrkadlením) tenzoru M na rovině S. Vzorec (4) móžeme vyslovit takto: zložky 
zrkadleného tenzoru multipólového momentu majú v uvažovanej súradnicovej 
sústave tú istú absolutnu hodnotu ako zložky póvodného tenzoru. Ak sa 
index 2 vyskytuje v radě indexov ix, i 2 , . . . ink krát, zložky zrkadleného 
tenzoru majú to iste alebo opačné znamienko ako zložky póvodného tenzoru, 
podlá toho, či je k párne alebo nepárne. 

Keďže potenciál V, ktorý sme definovali rovnicou (3) vyhovuje okrem uve
dených podmienok tiež Laplaceovej rovnici, rovnice (3) a (4) predstavujú 
riešenie otázky prudového póla v homogénnom polopriestore. 

120 



Rovnicu (3) móžeme vzhladom na vzorce (1) písať tiež takto: 

Гt r+1 
> M: : : . ӣ: : : 4 —-77 > Җ , , . ӣ: , , (5 

г , г , . . . % г , i ... г 1* 2 ' « 1* 2 

Prvý člen na právej straně tejto rovnice představuje potenciál multipólového 
zdroja v homogennom priestore, druhý clen potenciál fiktivneho zrkadleného 
multipólového zdroja, ktorý si myslíme v bode Q. Rovnica (5) vyjadřuje 
potenciál v polopriestore x2 ^ O, teda aj v rovině 8. V bodoch tejto samej 
roviny je ř = r. Okrem toho v dósledku rovnic (2) a (4) t u tiež platí: 

Mi i i - ",• i i = Mi i i . aš i 

preto potenciál v rovině 8 móžeme vyjádřit vzorcom: 

Vs = ~ V Mi i } .Gi i i . (6) 
;«+l / . t l f i 2 , . . . i n i l f * « , , . . . ř r t \ • 

Potenciál v lubovolnom bode roviny ohraničujúcej nekonečný homogénny 
polopriestor je teda dvakrát taký ako by bol potenciál v tomto bode pri sýtení 
t ý m istým multipólovým zdrojom, ak by celý priestor bol vyplněný hmotou 
tej istej vodivosti. 

§7. VÝPOČET P Ř I B L I Ž N Ý C H T E O R E T I C K Ý C H H O D N O T 
Z D Á N L I V É H O S P E C I F I C K É H O O D P O R U P R I ODPOROVÝCH 

M E R A N I A C H NAD STREDOM GULE 

Na obr. 4. vodorovná priamka 8 znázorňuje zemský povrch, ktorý si mys
líme dokonale rovinný. Prostredie pod povrchom pozostáva z dvoch oblastí, 
a to z homogénnej gule specifického odporu Q2 a zo zbývajúcej Časti polopriestoru 
vyplnenej homogenně hmotou specifického odporu QX. Střed gule je v bode O, 
v híbke h pod povrchom, jej poloměr označujeme a. Kolmica spuštěná z bodu O 
na rovinu zemského povrchu ho přetíná v bode G. V bodoch A a B majme 
sýtne elektrody, pričom nech je AG = BG a obe elektrody ležia na priamke S, 
ktorá prechádza bodom G. Skúmajme rozdiel potenciálu v bodoch M a N, 
v ktorých si móžeme mysliet měrné elektrody a ktore ležia tiež na priamke S, 
súmerne podlá bodu (7. Pri známej Wennerovej schéme je okrem toho 

AM - MN = NB = | . 

Ak sa najprv obmedzíme na případ sýtenia jedinou elektrodou A (k tomu 
účelu si myslíme druhů sýtnu elektrodu B umiestenú přechodné vo velmi 
vefkej vzdialenosti, kým M a N ostávajii naďalej v miestach vyznačených 
na obr. 4.), dostáváme hodnotu potenciálu v rubóvoinom bode pod zemským 
povrchom (odhliadnúc od bodov vnúbri gule), ak k jeho ,,neporušenej í ť hodnotě 
(v. § 2.) přidáme potenciály prislúc.hajúce fiktívnym zdrojom. Pri prvom při
blížení budeme uvažovat len fiktivně zdroje, ktoré vznikajú zrkadlením zdroja 
A na uvažovanej guli v jej střede (v. § 2. a § 5.) a ich zřkadlenia na rovině 8. 
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Pre vzdialenosti a uhly vyznačené na obr. 4. si zavedieme toto označenie: 

OM = OW = R1, 61 = OB = R2, AM = WM = WB = f, 
<£ AOM = y>> < A 0 N = !-t> < £ ' 0 A = 9>, ^ £ ' 0 i f = V + V = A-

Ak uvažujeme len jedinú sýtnu elektrodu v bode A, potenciál v bode M 
v dósledku rovnic (7), § 2 a (6), § 6 je: 

O/7-O/V-tf, 

OA~OB=Rt 

OC = OC-h 

0 

K-

x/ÒJ 

í Ч 

Obг. 4 

Ч , 2Ч(* ~ 1) « 3 n , ч , 4 ŕ/j* — *) C î 5 D , чi 
ғ " = T + 2Š+-Г Jp* P l ( c o s *> + 3 .7+Г ед p * ( c o s ^) + 

+ 
6g(и — 1) d? 

JïmPз(cos W) + • • áx + 3 R\R 
a v bode JV 

q , 2?(« — 1) o3 4g(x — 1) a8 

F - = i + L + i R^p^(cos"> + -^r+2-jp* ^ ^ + 

teda: 

6g(x — 1) a7 _ . 

+ ll + з вдРз(со^> + 

ғ „„ - ^ - A + «gL_^) . ^ [ ř l(co3 „) - Pl(eos „>] + 

+ 1 fŤFipr[ , > * ' > s v) -««*» + ••• 
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Ak teraz prihliadame na to, že okrem bodu A sýtime tiež v bode B, v ktorom 
máme zdroj prúdu o tej istej intenzitě avšak opačného znamienka, celkový 
potenciálový rozdiel na elektrodách M a N je: 

teda: 
Vм- VN = 2(VAU- VAN), 

ą <íq(к — 1) a 3 

f ' 2x + 1 R\R\ 
[P1(cos y>) — Px(cos p)] 4-

8?(« — 1) a 5 

+ " 3x + 2 i ž ^ [ 2 ( C O S v ) ~~ 2 ( C ° S ^ + ' ' ' 

Keby nebolo gulovej vložky, t . j . k e b y celý polopriestor bol homogenně 
vyplněný hmotou specifického odporu o 1 ? bol by za inác tých istých pod-
mienok potenciálový rozdiel na elektrodách M a N 

Relatívnu hodnotu anomálie zdánlivého specifického odporu spósobenej 
gulovou vložkou možno preto vyjadriť takto : 

i A() V M — VN át;(K — 1) O? 
Ao = t= -Zv^ l = -2^+T Tyž[Pl(cos v) ~ P l ( c ° s fl)] + 

. 8£(K — 1) a5
 rT> 

+ -^TYip; [p*(cos *> - p°<cos")] + 

+ i í § T i r i p : [P*<C0S"»- p»<cos "» + • • • • 

V tejto rovnici, ako je na prvý pohlaď zřejmé, uplatňuje sa známy princip 
„podobnost i" v tom, že sa hodnota anomálie zdánlivého specifického odporu 
nezm?ní, ak přejdeme z daného usporiadania na usporiadanie geometricky 
podobné nemeniac hodnotu K. V dósledku toho móžeme híbku středu gule h 
voliť za dížkovú jednotku a v ďalšom poloměr gule a, ako aj dížky £, Rx a R2 

budeme vždy vyjadřovat v týchto jednotkách. 
V rovnici (1) okrem poloměru a a fyzikálnej konstanty x vystupujú veličiny 

závislé výlučné od geometrického usporiadania elektrod (f, Rx, iř 2 , ip, //), 
ktoré móžeme nazvať geometrickými parametrami sondáže. Za základný 
z týchto parametrov móžeme považovať £ (vzdialenosť potenciálových elektrod). 
Všetky ostatně parametry sa dajú z tohto základného parametra odvodiť 
jednoduchou geometrickou úvahou. 
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Pre prehladnosť zavedieme ešte ďalšie geometrické parametre: 

^^[P,(cosy>)-P,(cos//,)] 
1 " n»m 

ғ0 =• 8f[Pa(cos v) — Pa(cos//)] 
B»B| 

I2 s t[P 3 (cosy)-B 3 (cos/,)1 

*' _16^[P*(cosy)-B4(c»s/^ l 
4 " RÍR* 

atď. 
Vzorec (1) možno potom písať takto : 

* — 1 „ . , x~— I „ , „ x — 1 „ „ x - - 1 . j = a 3 F. + a 6 ^ -F. + a7 + - • Fч +- a! 

0 2* + 1 * ^ Зк + 2 2
 4?Ѓ + 3 á f l " 1 ' ~ Зк + 2~ " ' '" 4x + 3" ö ' " ' õ» + 4 Ѓ ' 

V ďalšej časti tejto práce chcem věnovat zvláštnu pozornost obom krajným 
prípadom, t. j . případu gule dokonale vodívej (x = O) a dokonale nevodívej 
(* -> -o). V týchto prípadoch máme: 

Ao = - [«3A + 4 " a 5 ^ + Y a ? F 3 + Ý a 9 i l * + • • • I > (* = O) (3a) 
připadne 

/ ) o = J_ a 3 ^ + _ i a5F2 + _L ^ + _ ! ft9^ + _ m (X-+«>) (3b) 

Pri porovnaní vzorcov (3a) a (3b) vidíme, že relativná hodnota anomálie 
zdánlivého specifického odporu je (ak odhliadneme od znamienka) pri tom 
istom usporiadaní elektrod a pri rovnakom poloměre vždy vačšia v případe 
gule dokonale vodívej ako v případe gule dokonale nevodívej. 

Ak měníme vzdialenosf potenciálových elektrod £, mění sa prirodzene aj 
zdánlivý specifický odpor. Poměr AQ'Q1 má pri malých hodnotách £ přibližné 
nulovú hodnotu, pri vzrastajúcom £ jeho hodnota najprv stupa, dosahuje pri 
určitcj hodnotě £ — £max maximum a potom opat klesá a blíži sa asymptoticky 
nule. Ako z dalších výsledkov uvidíme, je p r i a < ^ 0,6 v oboch krajných prí
padoch £max přibližné konstantně, a sice: 

nezávisle od poloměru a. Preto pri malých polomeroch maximálna hodnota 
anomálie zdánlivého specifického odporu je přibližné úměrná tretej mocnině 
poloměru. Vyplývá to zo vzorca (3), kde pri takomto obmedzení možno za
nedbat členy s vyššími mocninami poloměru a považovat F1 za konstantně. 
Vzhladom na princip podobnosti možno tento poznatok vyjádřit tiež takto: 
Pri híbkach presahujúcich asi dvojnásobok poloměru gule klesá maximum 
odporovej anomálie přibližné s trefou mocninou hlbky. 
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$8. S P f c E S t f É t f l f í Í & Ó B 1 E 

V predchádzaj ucom paragrafe sme odvodili přibližné vzorce pre zdánlivý 
špecifický odpor za předpokladu, že střed merania C (v. obr. 4.) je presne nad 
stredom gule, a že elektrody sú usporiadané podlá Wennerovej schémy. Dvojicu 
zdrojov A a B sme zrkadlili najprv na guli a vznikajúce fiktivně multipólové 
zdroje v bode O sme zrkadlili opat na rovině S, čím vznikli ďalšie fiktivně 
multipólové zdroje v bode O. Týmto zrkadlením na rovině S sme však po
rušili hraničně podmienky vyjádřené vzorcami (5) a (6), § 2. Aby sme týmto 
podmienkam vyhověli, musíme všetky fiktivně zdroje vzniknuté v bode O 
opáť zrkadliť na guli do bodu 0, cím zase porušujeme hraničně podmienky na 
rovině S. Preto všetky novovznikajúce fiktivně zdroje v bode O musíme zase 
zrkadliť na rovině S atď. Ak by sme chceli daný problém riešiť striktně, museli 
bj sme teda zrkadliť na guli aj na rovině nekonečné mnohokrát a vyšetřit 
otázku konvergencie tohto postupu. Je to postup v určitom ohlade podobný 
ako obvyklý postup, ktorý používáme pri riešení tzv. problému dvoch vrstiev. 
Podstatný rozdiel medzi oboma prípadmi je však v tom, že kým pri zrkadlení 
daného zdroj a na lubovolnej rovině dostáváme len jediný zrkadlový obraz, 
pri zrkadlení každého zdroj a na guli dostáváme nekonečný rad zdroj o v, v kto-
rom sú zastúpené, dipólom pocínajúc, všetky multipóly. Postup sa t ý m vo 
velkej miere komplikuje a po niekolkých zrkadleniach sa stává úplné ne-
prehladným. 

Pravda, pre praktické účely nie je třeba v tomto postupe pokračovat velmi 
daleko. Pri prvom zrkadlení sa totiž na guli vyskytuje v momente vznikajúceho 
fiktívneho dipólu činitel a*, v momente kvadrupólu a5, v momente oktapólu a1 

atď., ako sme viděli vo vzorci (7a), § 2. K týmto činitelom pri každom ďalšom 
zrkadlení přistupuje opáť činitel a3, a6, a1.. . atď., ako sme viděli v § 3 a § 4, 
a to podlá toho, či novovznikajúci zdroj je dipól, kvadrupól, oktapól atď. 
Preto pri nevelkých hodnotách poloměru (a <^ 0,5) konverguje naznačený 
postup velmi rychle a v skutoénosti už vzorec (3), § 7 vyhovuje dokonale 
všetkým praktickým potřebám. Podrobnější rozbor výsledkov okrem toho 
ukazuje, že aj pri poměrné vysokých hodnotách poloměru (přibližné po a = 0,9) 
pre praktické potřeby stačí uvažoval) len tie členy výrazu pre potenciál, v kto-
rých ako činitel' vystupuje nanajvýš a 1 0 a nižšie mocniny poloměru. Výnimku 
tu do určitej miery tvoria len členy radu (3), § 7, kde už pri a = 0,7 třeba brať 
do úvahy aj člen s a11 a pri váčších polomeroch připadne aj ďalšie. 

Ujasníme si teda jednotlivé čiastkové kroky postupu zrkadlenia, ktoré vedu 
k muJtipólom, ktorých momenty obsahujú ako činitela desiatu alebo nižšiu 
mocninu poloměru. Tomuto účelu slúži schéma znázorněná na obr. 5. Zrkadle
ním dvojice zdrojov A a B na guli a v zápatí na rovině S vzniká v bode O 
dipól, kvadrupól, oktapól a šesťnásťpól (ďalšie vyššie multipóly obsahujú ako 
činitela vyššie mocniny poloměru, a preto ich zanedbáváme). Prvý obsahuje 
činitel a3, druhý a5, t řet í a1 a štvrtý a9. Zrkadlením posledného zrejme nemóžu 
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vznikaí multipóly s nižšou nločninou poloměru ako dvanástou, a preto tieto 
zanedbáváme. 

Prvým krokom znázorněným na obr. 5. šípkou I, je zrkacilenie dipólu 
v bode O na guli v dipól umiestený v jej střede O a jeho súčasné zrkadlenie 
na rovině S spát do bodu O. Preto najprv vypočítáme část potenciálového 
rozdielu, ktorý vzniká na elektrodách M a N, ktorá je podmienená touto dvo-
jicou dipólov súmerných podlá roviny S. 

DIP KVÁDR. OKTAP 

Dvojica bodových zdrojov A a B (v. obr. 4) najprv spósobuje, že v bode O 
vznikajú dva dipóly. Ak si zvolíme súradnú sústavu (xl9 x2, xd), ako sine na
značili v obr. 4., t . j . s pociatkom v bode O, osou x1 orientovanou vodorovné 
vpravo, osou x2 zvisle hoře (cez 0) a osou xz kolmo na nákresnu rovinu smerom 
vpřed, a ak ďalej směru O A zodpovedajú směrové tenzory A;, Aik, Aikí, 
směru OM tenzory ai} aik, aikl, . . . , směru osi x2hi, b^, biki, . . . , v zmysle 
výsledkov § 5, zložky momentov uvažovaných dvoch dipólov sú: 

M[ : 

M{ = q 

K • 1 a3 

2x + 1 R\ 
x — I a2 

Ax = CAX, M't = CA2, M'г = CAз = O, 

AX = CAX, M[ = CA2, M',=0. 
2K + 1 R\ 

Prvý z týchto dipólov zodpovedá sýteniu zdrojom q v bodeA, druhý sýteniu 
zdrojom — q v bode B. Výsledný dipól má zložky: 

Mг = M'г + M' = 2CAX, Mz м3 = o. 
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ÍŽrkaďlenim tohto dipólu na rovině 8 dostáváme v bode 0 dipól o zložkách. 

M[ = Mx = 2CA19 M2 = Wz = 0. 

Zrkadlíme teraz dipól Mi opať na guli, cím pristupjeme k vlastnému kroku I, 
znázorněnému v schéme obr. 5, předběžné uvažujúc iba dipólovú casť tohto 
zrkadlenia. Podlá vzorca (9), § 3, v ktorom kladieme teraz R = 2 ( = 00), 
Mi = MÍ9 Aik = bik, pre potenciál tejto časti v bode M dostáváme: 

ik k 

avšak 

a preto 

ir K ~ l aZ lir lK~-lY a* A / n 
v» = 2{2T+T)TŘiM^ = q\^T~iJ 'lipí Aaí- ( 1 ) 

Prvý směrový kosinus směru ON je — a±, a preto příslušný potenciál v bode N 

j e : VN = - Fj , , 

v dósledku coho uvažovaný potenciálový rozdiel na oboch měrných elektro
dách je: / __ l \2 6 

T*-r*-*r*-*[ik+-J--iBiSí**- (2) 

Potenciál VM vyjádřený vzorcom (1) zodpovedá dipólu myšlenému v bode 0. 
Aby sme vyhověli hranicným podmienkam na rovině 8, musíme však tento 
dipól ešte raz zrkadliť na rovině 8 do bodu 0. V zmysle výsledkov § 6 tomuto 
postupu zodpovedá zdvojnásobenie potenciálového rozdielu na elektrodách M 
a N9 a preto dostáváme konečné upravený vzorec: 

/ * — J \ 2 ^ 
V»~V»-q\2^+l) 'lilŘ*00^-00*^ ( 3 ) 

pricom podlá obr. 4. 
cos (p = Al9 cos X = a±. 

Potenciálový rozdiel (3) k hodnotě relatívnej anomálie zdánlivého specific
kého odporu prispieva čiastkou: 

Kladúc 

teda máme: 

q \2x + 1/ 

2 £ cos cp cos A 

-Bï-RJ 

~ | . cos o? cos A . 0 - . 0 * 1 / - ч 
Gŕi = #SГ#Ï ^ ^ " C 0 S ï7 S Ш V C O S * S 1 П * (^V 

-•-"(ІWÏ)'-^ 

Matematicko-fyzikálny časopis IV, 3. 
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kde £?! je geometrická veličina, ktorá závisí jediné od usporiadania elektrod, 
t. j . od vzdialenosti f. 

Výraz na právej straně rovnice (1) představuje potenciál dipólu v bode M. 
Tento dipól je v střede gule a zložky jeho momentu v súradnicovej sústave 
znázorněnéj na obr. 4. sú: 

n* I * ~ 1 \ 2 , 
m^qT^\^+-if 'A^ »h = ™* = o. (o) 

Jeho zrkadlový obraz na rovině $, vznikajúci v bode O, má ten istý dipólový 
moment , 

mx = mx, m2 = w-3 =-- O. (:5a). 

Oba dipóly uii a H?ř- spolu na elektrodách M a N dávajú potenciálový rozdicl 
vyjádřen}!- rovnicou (3). 

Druhý krok znázorněný v.schéme obr. 5. šípkou I I však předpokládá ďalšie 
zrkadlenie dipólu ?/?,• na guli a v zápatí opat na rovino S. Přitom však pri 
zrkadlení sa na guli štaci obmedziť na vznikajúci dipól nk, pretože pri tomto 
zrkadlení vznikajúce vyššie multipólové momenty obsahujú ako činitele a11, 
a 1 3 atď., a preto ich zanedbáváme. 

Podlá výsledkov zistených v § 3 (vzorec (9)) zložky dipólu nk sú dané 
vzorcom: , 

i 

Fiktívny zdroj nii je totiž v bode U, ktorého vzdialenosť od bodu 0 je 2 a bod 
sýtenia O je v směre, ktoremu zodpovedá tenzor hik. V prvom člene radu (9), 
§ 3 kladieme preto R = 2 a namiesto Aik píšeme bik. V dósledku rovnic (5) 
a (5a) je ďalej: 

nk = 

teda: 

y.-\ a3 

• V » i . 2x -f 1 4 • V » i . 

a 9 ly.~ - 1 \ 3 

i Í ; U% 1 ->v 
- 1 \ 3 

Použijeme opat vzorce pre zložky tenzoru bik, o ktoré sme sa opierali už predtým 

a dostáváme: 
O9 / *. — 1 \ 3 . 

(6) 
aÿ l н - \ \ \ 

-' Җ (2.7+1) ^ ' " - ^ ^ ^ 0 

Dipól 7?; musíme ešte raz zrkadliť na rovino 8, pricom zložky zrkadleného 
dipólu 7ii v bode O sa rovnajú zložkám n% 

nx — n1. % -— % = 0... 
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P o t e n c i á l dvojica dipólov % a » ť v b o d e M je p o d l á p ř í s l u š n ý c h vzorcoví 

T/ a 8 l K ~ l \ Z A 
VM^q'-i^WA^T-i)A^ 

keďže směrové kosínusy směru ON sú (— al9 a2, O), pre potenciál v bode N 
platí: 

vN = -vM. 
Pre potenciálový rozdiel na elektrodách M a N preto dostáváme, kladúc 

Ax = cos 99, ax = cos A, 

"* - VN =*• 8R1RÍ ( I r r í ) 3 COS V COtí* • 
Tento potenciálový rozdiel prispieva k celkovej anomálii zdánlivého speci

fického odporu čiastkou: 

4 = -a (-^+1/ 2' (° 
kde (?2 je opat veličina závislá jediné od geometrického usporiadania elektrod, 
t . j . od vzdialenosti £ = MN: 

£ cos 99 cos X 1 , . n 1 ^ /ON 
2 = —HM2M2 = ~Š~ C ° S ^ ^ C ° S S = ~Š~ x ' ^ 

Teraz přikročíme k ďalšiemu kroku, ktorý je vyznačený v scheme na obr. 5, 
šípkou I I I . Dvojica bodových zdroj o v 4 a S dává najprv vznik dipólovému 
momentu M,- v bode 0, ktorého zrkadlovým obrazom v bode 0 je moment Jfř-. 
Tento dipól sme zrkadlili opat na guli, pričom sme však uvažovali z nekoneč
ného radu vznikajúcich multipólových f iktívnych zdrojov len dipólovú zložku. 
Teraz budeme uvažovat kvadrupólovú zložku. Pre moment Mt, ako sme už 
skór uviedli, platí : 

M1=2q^—-\£;A1, M2 = M3=0. 
1 * 2K + 1 Rl x 2 3 

Ziožky kvadrupólovóho momentu m^ , vznikajúceho zrkadlením -M, na guli 
zistíme na základe vzorca (9), § 3. V rubovolnom bode, ktorý leží od bodu O 

vo vzdialenosti r v směre at potenciál tohto kvadrupólu v zmysle právě spo-
menutého vzorca je: 

v-~i^M2biklMiakl- (9a) 

ikl 

V príslušnej časti vzorca (9), § 3 sme přitom opat kladli R = OO = 2 a na-
miesto Aiki sms písaii 6^/, pretože příslušný sn^rový tenzor, odpovedajúci 
směru 00, je biki. Potenciál kvadrupólu sme vyjádřili už v § 1 všeobecným 
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V20rcom (3b), ktorý móžeme upraviť pomocou vzorcov (4), připadne (4a), § 1 
pre náš případ tak to : 

v=^sYimkfikt' ( 9 b ) 

Icl 

Porovnávajúc pravé strany vzorcov (9a) a (9b) zisťujeme, že 

aъ x — 1 V i юt 
m « = — 4 І 5 Г + т 2 i 6 w Л ř " 

po jednoduché] úpravě dostáváme: 

a* x — ! iút L
 a* (x ~~ l)2 A L 

W " = - T I T + T ^ 1 • *•« = ^ í ' 2 ^ ( 2 * + l ) ( 3 » - + 2 ) i l 1 6 1 " -

Kvadrupólový moment m*/, ktorý vzniká zrkadlením zdroja mkl na rovině S, 
má zložky: 

a s tK 1)2 

m „ = - g • 2 jR* ( 2 « + i)( 3 « + 2) A l • h k l • 

Potenciál dvojice kvadrupólových zdrojov mk\ a mk\ v bode M, ktorý leží 
v rovině S9 rovná sa podlá výsledkov, ktoré sme získali v § 6, dvojnásobku 
potenciálu mkl v tom istom bode. Opierajúc sa o vzorec (9b), móžeme preto 
písať: 

a* (x - l ) 2 

'u= ~ ?•- -i \ blklakl. R\R\ (2x + 1)(3* + 2) 
hl 

Zložky směrového tenzoru bikl, vystupujúce v tomto vzorci, móžeme vypočítat 
na základe všeobecnej definície tohto tenzoru uvedenej v § 1. Podrobnějším 
výpoctom sa možno presvedciť, že: 

bni = o1 1 3 = b122 — o1 2 3 = o1S3 == O, 

kým 

6112 = = Ò121 = -
1 

Práve tak sa môžeme presvedciť, že: 

a12 = - a a i = 
3 
2 

aгa2 

V dósledku toho platí: 

y bikiaki '•= 26llža12 ^ o"a*a2 ' 
kl 

teda 
3a8 (x - l )2 

2R*R\ (2x + 1)(3* + 2) 
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JÍedze kosínusy směru ON sú (— ax, a2, O), opáť platí: 

vN=- vM, 
a preto pre potenciálový rozdiel na elektrodách M a N dostáváme, kladúc 
A1 = cos <p, aí = cos X, a2 = sin X, vzorec: 

3 a 8 ÍK 1\2 
VM ~ VN ^ q - m (*« + i)(3» + 2) »*--' °°«' °°°?• 

Další geometrický parameter 6r3 definujeme takto : 

~ 3f sin A cos A cos o? ^. . . , . . « ,,.->. 
( 3̂ .-- 5T7?i ^ ^ s i n ^ c o s "• s m ^ c o s 9; í ^ ) 

Príspevok tu uvažovaného potenciálového rozdielu na elektrodách M a N 
k anomálii zdánlivého specifického odporu potom móžeme vyjadriť vzorcom: 

Zrkadlením na guli dipólu Ař, vzniká v jej střede okrem vypočítaného di
pólu mk a kvadrupólu mki tiež oktapól mki„ schematizovaný na obr. 5, šíp
kou IV. K výpočtu zložiek jeho momentu použijeme vo vhodné upravenom 
tvare tretiu z rovnic (3), § 5, v ktorej opáť kladieme R = 2, píšeme qikX mk\n 

namiesto Aikim bikín a namiesto Mn Mi. Dostáváme: 

3 x — 1 . V , т? 

Vzhladom na skór odvodené vzorce pre Jř,-

3 (x - l ) 2 a10
 á , 

mkln _ - 7 Í J ? ' ( 2 « + 1)(4« + 3) BfA6,w"-

Ak tento oktapól zrkadlíme ešte raz na rovině S, dostáváme oktapól 

3 ÍK n 2 a i o _ 

mkln = - ~ q {2K + 1 ) ( 4 j ť + 3 ) - ^ AA«- • 

Potenciál dvojice oktapólov m /̂„ v 1'ubovornom bode roviny 8 sa podlá vý-
sledkov, ktoré sme odvodili v § 6, rovná opáť dvojnásobku potenciálu okta-
pólu mkin v tomto bode. Preto potenciál v bode M je: 

2 Y 1 3 (x l ) 2 a 1 0 V 1 

VM-^^nklnHln=~-q { 2 x + l ) ( 4 x + 3) TiffiAiZá
b*kl"*kl*' ( 1 2 ) 

^ ( x _ 1)2 

5 q (2x + 1)(4* -
Hn kin 

Žložky tenzoru aki„ móžeme vypocítať na základe ich definície uvedenej 

1 Q 1 
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v § 1. Ak prihíiadame k tomu, že bod M leží v rovině # 3 = Ó, as = O, móžeme 
lahko odvodiť tieto vzorce: 

_ 5 3 3 __ 5 , 1 _ 5 . l 

a l l l — "2* a i 9
 a l > ^H2 ~ "2" a i a 2 2 ^ ' a i 2 2 ~~~ "9" ^ - ^ o" a l ' 

(13) 
_ 1 _ 5 3 3 _ ^ 2 1 

a i33 —" ~ al i a%%% — ~ a2 ~2 a 2 > a233 — 2 a 2 a 3 9 a ' 2 ? 

a H 3 ~ ^123 = = a223 ~ a333 = ^ • 

Vzhladom na poslednú z týchto rovnic redukuje sa súcet na právej straně 
vzor ca (12) t a k t o : 

} Vlktnakln ==r= ^ l l l i a i l l + 3^1112^112 + ^^1122ai22 "t~ Mim
aV& + ^^1233^233 + ^1222^222 • 

kin 

Zložky biMm, vystupujúce v tomto výraze, móžeme opáť vyjádřit pomocou 
zložiek vektora 6,- (bx = b3 = 0, 62 ^ 1) n a základe definícií uvedených v § 1. 
Eahko sa přesvědčíme najprv o tom, že: 

" l l l2 ~ ^1233 ~ ^1222 ~ ^ > 
a preto 

/ t Kkinakin = ^n iAi i + 361122a122 + 3b1133a133. (14) 

Výpočtom ďalej dostáváme: 

^ í n i ~ -g > 1̂122 = 2 ' ^ 1 1 3 3 = ~8" ' (14a) 

Vsadiac tieto hodnoty do vzorca (14) a potom do vzorca (12) po 1'ahkej úpravě 
máme: 

F * = - ilq (2̂  + 17^+3) • im A^{a* -4a|) • 
Ke (lže však 

móžeme tiež písať: 
Ą = 1 — щ 

9 t^ x)2 a 1 0 

F " = 16 g (2* + 1)(4» + 3) ' - ^ W ^ ( 5 a - ~ 1 } " 

Eahko sa tiež přesvědčíme, že: 

v„ - F» = 2 r „ - l J W | g L - ^ M « - •) 
a tomuto potenciálovému rozdielu zase zodpovedá časť celkovej anomálie 
zdánlivého specifického odporu 

- * <» - ^ 2 

(2* + 1)(4* + 3) 
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kde O4 je opať geometrický parameter merania definovaný vzťahom 

"'-TíTfew-n- ("i 
Móžeme t u opáť klást: 

Ax — cos rp, % = cos A, a2 — sin Å, Җ = . ү , B2 

1 

sin A ' sin <p 
teda: 

9 
C74 = — | cos 9 cos X sin2 99 s in 4 1 (5 sin2 A — 1). (16a) 

o 

Tým sine vyčerpali všetky cleny vznikajúce postupným zrkadlením di
pólu Mi9 připadne MÍ9 ktoré ako činitele obsahujú mocniny poloměru a až do 
jeho desiatej mocniny. Zrkadlením bodového zdroja A na guli však vzniká 
v jej střede súcasne tiež fiktívny kvadrupól M'ik a zrkadlením zdroja B fiktívny 
kvadrupól Mik. Oba tieto kvadrupóly spolu dávajú výsledný kvadrupól Mik. 

Zložky kvadrupólového momentu M\k a Mik vypočítáme na základe druhej 
z rovnic (2), § 5. Ak v tejto rovnici pozměníme q$na,M'ika, i žna i?2, dostáváme: 

4 x — l as
 A 

Mik = Jqž^TzH\Aik-
Příslušný vzorec pre Mik dostáváme záměnou Aik na Aik, kde Aik sú zložky 

směrového tenzoru prislúchajúceho směru OB (v. obr. 4). Pri symetrickom 
usporiadaní elektrod A a B naznacenom na obr. 4 však je: 

Atr A 4" 4 0 A" — A A" A 0 A" A 
tmi 

a súcasne 

Kedze v bode B sýtime zdrojom intenzity — q9 zložky výsledného fiktívneho 
kvadrupólu sú: 

Mi*^lqÍ^T2lšAl*'Mn = M™ = Mss = M™ = M™ = °- ( l 7 ) 

Jeho zrkadlením na rovině S vzniká kvadrupól 

M™ = ~ JqÍŤT2 W/1*' M" = M*>= M™ = Ml3 = M™ = °- ( 1 7 a ) 

Vplyv dvojice kvadrupólov Mik a Mik na hodnotu relativnéj anomálie zdánli
vého specifického odporu je zahrnutý už vo výraze (3), § 7. Dalším zrkadlením 
kvadrupólu Mik na guli však vzniká v jej střede dipól pf- (šípka V na obr. 5.) 
a kvadrupól pik (šípka VI), připadne opatovným zrkadlením na rovině S 
dipól pi a kvadrupól piki ktorých vplyv sme doteraz neuvažovali. 
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Zložky dipólového momentu PÍ móžeme vypočítat na základe vhodné 
upravené] prvej rovnice (4), § 5: 

3 x — 1 „ V 1 , 77 3 • * — 1 
PІ 

16 2x + 
kl 

1 „ V í 77 3 ' H — 1 , =-r 

T a3 2^ bikiMkl = - a3 - ^ - ^ 6 iuJf 1 2. 

Avšak, ako sa lahko přesvědčíme na základe vzorcov (13) 

JL 
~2 

a preto 

^112 — 9 ' ^212 — ^312 — ^ » 

Vsadiac za M12 výraz vyjádřený vzorcom (17a) dostáváme: 

q a 8 (^ — l ) 2 

» , — • --r • A s • 1 2 Rl (2x + l){3* + 2) 

Pře zložky zrkadleného dipólu VÍ piatia vztahy: 

Pl=Pl> P2 = P3 = ° ' 
Vypočítáme teraz potenciál dvojice dipólov p% a p,- v bodoch M a 2V podlá 
známých vzorcov: 

F " = ^ 2 **"' = "tW ^ J ^ • I p Š (-* + l)(3tt + 2) ^ A = F» • 
i 

Preto potenciálový rozdiel v bodoch M a N, ktorý je podmienený touto 
dvojicou dipólov, je daný vzorcom: 

a
8 (x l)2 

Vu - Vn = 2VM = 2q. - - p j — + 1 ) ( 3 x + 2 ) Anax 

a příslušná časť relatívnej anomálie zdánlivého specifického odporu 

i - 2a8(K — l ) 2 I A12a, 
L~~~~ (2x + 1)(3* + 2) ' JS^a • 

Z definície tenzoru -4^ (v. § 1) však vyplývá 

л 3 

л 1 2 = — COS f sin <p . 

Ak teda kladieme: 

^ 3£ COS 09 sin w cos A ft. . . , ,_ 
бrç = p2 p3 = Зf sin4 99 cos 99 sin2л cos Я, (1.8) 

móžeme tiež písať: 
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Obrátíme sa teraz k výpočtu potenciálu dvojice kvadrupólov pik a pik, 
z ktorých pik představuje kvadrupól vznikajúci v bode 0 (obr. 4) při 
zrkadlení fiktívneho zdroj a Mik na guli, kým pik vzniká dalším zrkadlením 
tenzoru pik na rovině S. Na obr. 5 tejto časti nasej úvahy zodpovedá šípka VI. 

Zložky kvadrupólového momentu Mik sme vyjádřili už vzorcom (17a) 
a viděli sme, že okrem M12 všetky zložky sa rovnajú nule. Pre výpočet zložiek 
pik použijeme vhodným spósobom upravenu druhu rovnicu (4), § 5, z ktorej 
dostáváme: 

1 * — 1 c V , ^ 1 * — 1 
Vik 4 Зx + 2 

iкlm 

«5 ^Г ЬШmMlm -= — 3^ + 2 a6M12bІШ. 

Za Ml2 vsadíme výraz, ktorý sme našli vo vzorci (17a): 

4 
Pik r=- ' т í U.7T1TГҪ i s W 

Zložky tenzoru pik dostáváme použijúc pravidla, ktoré sme odvodili pre 
zrkadlenie na rovině v § 6. Podlá týchto pravidiel, ktoré sme v predchádza-
júcich úvahách použili už viackrát, potenciál dvojice pik a pik v Tubovolnom 
bode roviny S sa rovná dvojnásobku potenciálu kvadrupólu pik v tom istom 
bode. Preto potenciál v bode M je: 

2 Ví 8 / x - 1 V2 a1 0 , V A 
V» = &XL

 Pnflik = "" 3 9 \ 3Í~F2 ) Jp»" 1̂2 2, b^*a"' 

Avšak lahko sa přesvědčíme, že pri voFbe súradnej sústavy znázornenej na 
obr. 4 platí: 

^1112 ~ ^2212 ==: #3312 ~ 0 s ̂ 1212 = ČJT 

a pri uvažovanom usporiadaní elektrod okrem toho je: 

1 
г13 — °23 — "> a 33 2 

Preto súčet na právej straně horejšieho vzorca, ktorý sme pre potenciál VM 

odvodili, redukuje sa na jediný clen: 

y bikl2aik = = ^12^1212 ~ ~ a i2 
ih 

a pre samý potenciál VM dostáváme vzorec: 

„ ^ / * - 1 \ 2 a 1 0
 A VM~~ 3 9\3x + 2/' i p ^ 1 2 " 1 2 * 
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Majúc na zřeteli súmernosť usporiadania elektrod a prihliadajůc na základné 
vlastnosti tenzoru aikí z tohto vzorca bez akýchkolvek ťažkosti opať vyplývá: 

VN=- VM, Vu- VN = 2VM, 
teda: 

16 / x - 1 \ 2 a10 

PodFa definície kladieme: 

3 . 3 . , , 
Al2 = — sin tp cos <p, a12 = ~r sin A cos A 

2 *w 

a dostáváme: 

^-""(in^)'-0'' m 

kde sme ako geometrický parameter usporiadania elektrod zaviedli veličinu 

^ 12£ sin w cos w sin 1 cos A _o ř. . d . , - . / o l x 

G% - — ~~WRZ = S ^ C ° S V C ° S ^ 
Tým sme vyčerpali všetky členy vznikajúce postupným zrkadlením prvot

ného kvadrupólu Mik na rovině S á n a danej guli, v ktorých vystupuje ako 
činitel desiata mocnina poloměru a alebo niektorá z jeho nižších mocnin. Preto 
pristúpime k poslednému kroku tejto úvahy, ktorý sme na obr. 5 schema-
tizovali šípkou VII. 

V dósledku sýtenia v bode A prúdom intenzity / v střede gule 0 vzniká 
fiktívny oktapólový zdroj Miki. Jeho zložky určíme pomocou tretej rovnice (2), 
§ 5: 

0 y — 1 a? 
Mtu==Tqur+iwM

AiU-
Súčasne však v bode 0 vzniká tiež druhý fiktívny oktapólový zdroj Mikl, 

pretože sýtime aj v bode B prúdom intenzity — I. Výsledný oktapólový mo
ment bude mať zložkv: 

Mikl = M'ikl + iw;kl. 

Výpočtom zložiek tenzoru Aikl možno zistiť, že v súradnej sústave, ktorú 
sme si pře svoje úvahy zvolili (v. obr. 4), v dósledku súmernosti úsečky AB 
podl'a osi 00 platia vzťahy: 

M'UÍ = M'1U, M'm - M'ltt, M"li% - M'13S. 
M'llt + M'llt = M'ttt + Mm = M'm + M'm = 0, 
M'IU = M'113 = Mm ~ M'n3 = M'm = M'm = Mm = M'm = 0, 

a preto výsledný oktapólový moment MM má len t ieto zložky: 
. . 12 K - 1 a7

 M _ 12 x - 1 a7 

(22) 

J i 1 3 3 T 
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Jeho zrkadlením na rovině S vzniká v bode 0 fiktívny oktapólový zdroj, 
ktorého zložky sú: 

MU1 = l f m , M122 = ilf122, Mm = Mm (22a) 

(všetky ostatně zložky sa rovnajú nule!). Vplyv oktapólov Mik\ a Miki na 
anomáliu zdánlivého specifického odporu je zahrnutý už v rovnici (3), § 7 
(v treťom člene výrazu na jej právej straně). Pr i terajšej úvahe schemati-
tizovanej šípkou VII, obr. 5, ide len o výpočet tej časti, ktorou k celkovéj 
anomálii prispieva dipól qi9 ktorý vzniká pri zrkadlení oktapólu Miki na guli 
a dipól qi9 ktorý vzniká zrkadlením dipólu g,- na rovině S. 

K výpočtu zložiek dipólu qi použijeme vzorec (5), § 5, ktorý pre tento případ 
móžeme písať v tvare: 

a 3 x — 1 Y1 u M 
qi^~^-2K~Tihbiklm klm' 

klm 

Súčet, ktorý je na právej s traně tohto vzorca sa však redukuje v dósledku 
toho, že časť zložiek Mk\m sa rovná nule, na tr i členy: 

S biklmMklm = binMlxl + SbimM122 + 3biwMm. 
klm 

Z definíeie tenzoru bikim možno dokázať, že v súradnicovej sústave, ktorú sine 
pre svoje úvahy zvolili, platí: 

^2111 = ^2122 — ^21ř3 = ^3U1 ~ 3̂122 ~ ^3133* 

preto q2 = q3 = 0 a dipól q-% má jedinú zložku 

h = ~ TÍrTT ( 6 l l l l f l 1 1 + 36ii22^i22 + ^n^Mm). 

Do tohto vzorca vsadíme jednak hodnoty příslušných zložiek tenzoru bikim 
(v. 14a), jednak výrazy pre zložky Mikh ktoré vyplývajú zo vzorcov (22) 
a (22a). Dostáváme: 

l ) a ? cù ю 

122/ 111 ~~ ~ Í 0 (2« + 1)(4* + 3) Rf ( j á l 1 1 + ^ 1 3 3 4 ^ 

a v dósledku základných vzťahov vyjádřených rovnicami (5), § 1 

- J L (P< — l ) 2 aw 

q i ~ I6q (2x + l)(4x + 3) B*' 422-

Zložky dipólu g ; sú: 

?1 = <Zl, ? 2 = ?S = °-

Potenciál dvojice dipólov g,- a y. v bode M je: 

2 V - 9 (x - l ) 2 a 1 0 . 
1 M^Rl2u qfli ' H " q (2x + 1)(4K + 3) ' I p * " 1 2 2 a i 

Matematicko-fyzikálny časopis IV, 3. 
137 



a napátie na elektrodách M a N v dósledku toho je: 

v _ v - 9 ( * ~ l)2 _« 1 0
 Á 

VM - VN - ^ q {2x + 1 ) ( t o + 3 ) £2^122%. 

Tomuto potenciálovému rozdielu zodpovedá relativná anomália zdánlivého 
specifického odporu 

z l 7 - т a : i -10 (* - - ) ' . ŽAliB«h 
4 (2* + 1)(4* + 3) ІŽ»R* 

Vychádzajúc z definície tenzoru .4,^ uvedenéj v § 1 (vzorce 4), lahko sa 

A22 = 4^iM - i), 
přesvědčíme, že: 

tv . _ 1\2 
Л _ _ „10 ^ XI П / 9 o \ 

^ 7 " a ( 2 « + 1 ) ( 4 « + Ä ) f r ' ' ( - 3 , 

9 | cos <p cos / ^ . tì 9 . . < . . . . . . Ą , ч 

6r7 — QJ?2J?A 1° S l l l f c 9 ~" -/ — 7 ś COІS ц) s н r <p cos Я sin~ д \o siir' ş; —- І ) , 

je geometricky určená veličina závislá len od volby parametra f. 

§9. VZORCE PRE ZDÁNLIVÝ SPECIFICKÝ ODPOR 
PRI SONDOVANÍ WENNEROVOU METODOU 

Na základe poznat kov, ku ktorým sme dospěli v § 7 a § 8, lahko si odvodíme 
vzorce pre zdánlivý specifický odpor pri sondovaní Wennerovou metodou, 
ak střed sondáže je v bode C (v. obr. 4), t . j . přesné nad stredom uvažovanej 
gufovej vložky. Ak si totiž zdánlivý specifický odpor označíme Q, móžeme 
relatívnu hodnotu anomálie A definovat vzorcom: 

A=±-l 
Qi 

a ak sa obmedzíme na členy, v ktorých vystupuje nanajvýš desiata mocnina 
poloměru a, zrejme platí: 7 

4 = 2 Ai9 

%» o 
pričom hodnoty Ax vyplývajú z příslušných rovnic oboch predchádzajúcich 
paragrafov. Preto móžeme pre Wennerovu schému písať vzorec: 

" -*' -STŤI *- + "• £ŤT*+'-ČŤŤ '•+"9 roť' + 
+ aÍŽŤ+\)°-Gl + °,(2,+ lM3«'+2) «* + "" + » , ( Ž T T ) , ° « + 

+ ° " U + l7(r+ 3) <°' + °'» + ( m ) ' g ' j - <" 
138 



Vychádzajúc z tejto rovnice móžeme sa najprv presvedčiť, že sa v nej 
uplatňuje známy princip reciprocity, ktorý spočívá v tom, že sa hodnota 
zdánlivého specifického odporu nezmění, ak premiestnime sýtne elektrody do 
bodov M a N a potenciálové do bodov A a B. 

Tento princip platí pre 1'ubovol'ný z prvých štyroch clenov na právej straně 
rovnice 1 preto, lebo vo výrazoch (2), § 7 sa pri takomto premiestení elektrod 

B NCM A 

OA - A? 

AC - CB - / 

/7/V- 25 

OC - ON - 0/7 = / 

0 
Obr. 6 

uhly y> a, /j, nemenia, ako sa přesvědčíme na obr. 4, a t ieto výrazy sú súmerné 
v iž, a R2. Členy: 

-•te£)v "{&)'*• -(£#•* 
sa tiež nemenia, lebo výrazy pre Éřj, G2 a (?6 [v. vzorce (4a), (8) a (21), § 8] 
sú vo tp a A súmerné. 

Ak vo vzorci (10), § 8 píšeme A namiesto (p a opačné, dostáváme výraz: 

3£ sin4 99 cos 9? sin2A cos A. 

Tento výraz je totožný s výrazom, ktorý sme odvodili pře G^ [vzorec (18), § 8]. 
Pri tejto zámene teda Gz predchádza v Gb a opacne, takže hodnota výrazu 

( * ~ ~ 1 ) 2 (G, + Gs) 
(2x + l)(3* + 2) 

sa nezmění. Prevedúc tú istú záměnu vo vzorci (16a), § 8, pre (?4 dostáváme 
výraz: 

— £ cos A cos 95 sin2 A sin4 (p (5 sin2 9? — 1), 
o 

ktorý sa úplné zhoduje s výrazom (24), § 8, ktorý sme odvodili pre Q?. Pre-
chádza teda podobné ako predtým Qé v G7 a opacne, takže hodnota výrazu 

1 ^0 
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zostáva tiež nezměněná. Tým sme dokázali, že sa v rovnici (1) uplatňuje 
princip reciprocity. 

V případe, že materiál gule je dokonale nevodivý, kladieme v rovnici (1) 
x = oo a dostáváme: 

,1 = +3F, + +5F2 ++7Fa + a9 (|E4 + 4 ^ ) ++6dx + 

+ -J- rJ(G3 + o6) + « 1 0 |^-(o 4 + Q,) + | í ? e ] • Ua) 

V p r í r a d e , že hmota gulovej vložky je dokonale vodivá, je H =- O a rovnica (1) 
nadobúda tvar: 

) -

) 

A - - { a ^ + ~ a ^ 2 + | a?F3 + a9 ( 1 F 4 -4- č?2) - a 6 ^ - -I a8(G8 + G 

- a 1 0 [ | ( ř ? 4 + c77)+~O6jj . (lb 

§10. ZDÁNLIVÝ ODPOR PRI SONDOVANÍ 
SCHLUMBERGEROVOU METODOU 

Pri doterajších úvahách sme sa zameriavali převážné na Wennerovu me
todu, pri ktorej vzdialenosti elektrod vyhovujú podmienke AM = MN = NB 
( = £). Úvahy, ktoré sme vykonali, móžeme však bez váčších ťažkostí použit 
pre odvodenie teoretických vzorcov pre merania s akoukolVek symetrickou 
štvorelektródovou schémou, ak střed súmernosti tejto schémy je v bode C 
(obr. 4) a ak všetky elektrody sú v jednej priamke. Odvodíme patřičné vzorce 
pre dobré známu Schlumbergerovu schemu, ktorá je znázorněná na obr. 6, 
pri ktorej vzdialenosť potenciálových elektrod MN = 26 je v porovnaní so 
vzdialenosťou sýtnych elektrod AB = 21 nepatrná. HÍbku středu gule 0 pod 
povrchom S volíme za jednotku dížky kladúc 00 = 1. Pr i tejto vol'be je 
zrejme <£ MON = 26. 

Ak pri sýtení elektrodami 4 a B zistujeme na elektrodách MaN potenciálový 
rozdiel VM — VN, zdánlivý specifický odpor pri Schlumbergerovej schéme je: 

12(VM~ VN) 
^ = p l 4 ^ ' 

kým při Wennerovej schéme bolo: 

Š(VM- VN) 
t? = ft • 

pričom v oboch prípadoch je: 

hx 
H 2K 
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Preto ak chcems prejsí s Wenr^rovaj schémy na SAiumbargjrotfu sohémi, 
musíme vo všetkých vzorcoch (2), § 7 pre Fx, F2 atď. a vo vzorcoch (4a), (8), 
(10), (16a), (18), (21) a (24), § 8 pre Gx, G2>... G7 nahradi l | veličinou 

Vo všetkých týchto vzorcoch kladieme Rx = 1 a namiesto R2 píšeme P . 
Pre uhly tp a, /u, ktoré vystupujú vo vzorcoch (2), § 7, teraz platí: 

y) — (o — d, ju — co + d, co = -— — cp. 

Pre 1'ubovolný z Legendreových polynómov Pn pri malých uhloch d platí: 

n i \ n t \ 4 clPn(C0H CO) 
P„(cos w) = P„(coscO) — ó — — 

dco 
a právě tak 

T> / \ D / \ , <Í dPn(cos co) 
P„(cos /*) = P„(cos cO) -f á « —---^ . 

rácO 

V dósledku toho v rovniciach (2), § 7 píšeme namiesto rozdielov Pn (cos y) — 
— P w ( c o s ^ ) výrazy: 

dPn(C0B Cú) 
2ô 

dco 

Pre sondovanie Sohlumbergerovou metodou preto veličiny Fl9 P 2
 a ^^- n a 

rozdiel od vzorcov (2), § 7 definujeme tak to : 

_ _2P dPi(cosco) _ _ _6P rÍP3(cos co) 
x ^ i t ! 2 dcO 3 ~ ~ A 4 (ŽCO 

4Z2 dP2(cos cO) 8ř2 6?P4(cos co) 
*2=~lP dTo **---& d^> ( 1 ) 

atd. 

Derivácie Legendreových polynómov, ktoré sa v týchto vzorcoch vyskytujú, 
sú pre numerické výpočty tabulkované napr. u J a h n k e — E m d e h o (II. ruské 
vydanie, 222—223). 

Uhlu X na obr. 4 pri Schlumbergerovej schéme znázorněné] n a obr. 6 

zodpovedá u h o l — — <5. Preto pri přechode k tejto schéme musíme v přísluš-

ných rovniciach, ktoré sme v § 8 odvodili pre Ol9 6r 2 , . . . G7, okrem ostatných 
ne vy hnutých zmien tiež písať: 

cos X = d, sin X = 1. 
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Po vykonaní všetkých potřebných zmien dostáváme: 

Gx ~ — l2 cos (p sin 2 (p Gь = — l2 cos (p sin 4 (p 

G2 = —• l2 cos ç? sin2 9? 

G3 = — ř2 cos 9? sin2 9? 

ö в =г 3/2 c o s ço s j n 4 ^ 

ö 7 = — /2 cos (p s i n 4 <p (5 s in 2 (p - 1) 

ot 
5cos 9? sin 2ç; 

Vzorec pře relatívnu hodnotu anomálie zdánlivého specifického odporu má 
ten istý tvar ako pri Wennerovej metodě, (t. j . vzorec (1), §9), avšak na 
rozdiel od § 7 a § 8 pre Schlumbergerovu schému definujeme funkcie F7; 
a Gi vzorcami (1) a (2) tohto paragrafu. 

§ 11. Z H O D N O T E N I E VÝSLEDKOV NA Z Á K L A D E V Y P O Č Í T A N Ý C H 
Č Í S E L N Ý C H ÚDAJOV 

Tab. 1. Hodnoty F} při sondáži Wennerovou metodou 

£ Fг ^ 2 Fs ^ 4 Fь Fш ғ* 

0,2 0,0416 0,2268 0,6023 1,1540 1,8140 2,4710 3,0040 

0,4 0,2287 0,9696 1,8570 2,3090 1,9870 0,9858 —0,2579 

0,6 0,4678 1,4210 1,7010 0,9677 — 0,0929 — 0,7018 — 0,6782 

0,8 0,6451 1,3670 0,9245 -f 0,0342 —0,3540 —0,2415 —0,0692 

1,0 0,7330 1,0820 0,3752 — 0,1358 — 0,1281 —0,0270 — 0,0181 

1,2 0,7489 0,7789 0,1192 — 0,0833 — 0,0200 —0,0042 —0,0147 

1,6 0,6669 0,3599 0,0139 — 0,0022 + 0,0040 —0,0036 —0,0020 

2,0 0,5368 0,1610 0,0000 + 0,0067 0,0006 —0,0008 —0,0001 

3,0 0,2825 0,0246 0,0032 0,0000 — — — 
4,0 0,1529 0,0050 0,0012 — — — — 
6,0 0,0551 0,0004 0,0001 — — — — 
8,0 0,0251 0,0001 — — — — — 
10,0 0,0134 — -

Na konci tejto práce v taburke 1 uvádzam číselné hodnoty funkcií Fl9 

F29... F7 pri sondáži Wennerovou metodou nad stredom gule. Tieto hodnoty 
som vypočítal pre rozličné vzdialenosti potenciálových elektrod od f = 0,2 
do f = 10,0. Na základe hodnot uvedených v tejto tabulke možno vypočítat 
přibližné hodnoty anomálií zdánlivého specifického odporu pre lubovolné x 
a a podlá vzorca (3), § 7. 

V taburke 2. sú uvedené číselné hodnoty funkcií Gv ( ? g , . . . G7 tiež pre 
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T a b . 2. H o d n o t y Gš pri sondáži Wenneťóvou metodou 

f 01 ^ 2 G9 <?4 Øi в* Gf 

0,2 0,0051 0,0006 0,0154 0,0229 0,0143 0,0567 0,0193 

0,4 0,0286 0,0036 0,0824 0,1177 0,0631 0,2429 0,0633 

0,6 0,0585 0,0073 0,1610 0,2166 0,0969 0,3555 0,0640 

0,8 0,0807 0,0101 0,2085 0,2587 0,0992 0,3418 0,0390 
1,0 0,0916 0,0115 0,2199 0,2473 0,0846 0,2706 0,0171 

1,2 0,0936 0,0117 0,2065 0,2074 0,0662 0,1945 0,0044 

1,6 0,0832 0,0104 0,1522 0,1168 0,0369 0,0900 —0,0036 

2,0 0,0671 0,0084 0,1007 0,0566 0,0201 0,0403 —0,0038 

3,0 0,0353 0,0044 0,0326 0,0066 0,0050 0,0061 — 0,0014 

4,0 0,0191 0,0024 0,0115 0,0000 0,0016 0,0012 —0,0005 

6,0 0,0069 0,0009 0,0021 — 0,0004 0,0003 0,0001 —0,0001 
8,0 0,0031 0,0004 0,0006 — 0,0001 0,0001 — — 
10,0 0,0017 0,0002 0,0002 —0,0001 • — 

Wennerovu metodu. Pri použití tabulky 1 a 2 možno preto vypočítat 
teoretické sondážne křivky pre tuto metodu s presnosťou na cleny, v ktorých 
vystupuje nanajvýš desiata mocnina poloměru gule a. 

T a b . 3. H o d n o t y Fš pri sondáži Schlumbergerovou metodou 

1 Fi * • F% ғ* -*•• ^в *t 

0,3 0,0467 0,2613 0,7028 0,8626 2,184 3,032 + 3,757 

0,6 0,2725 1,212 2,414 3,164 + 2,782 + 1,337 —0,9367 

0,9 0,6166 1,985 2,621 + 1,581 —0,5597 — 2,389 —2,830 

1,2 0,9067 2,230 1,753 — 0,2008 — 1,729 — 1,723 —0,6267 

1,5 1,152 2,128 0,8606 —0,9439 — 1,351 —0,5864 + 0,2224 

1,8 1,335 1,889 + 0,2536 — 1,001 —0,7884 —0,0658 0,2642 

2,4 1,572 1,396 —0,2730 —0,6761 —0,1972 + 0,1720 0,0861 
3,0 1,707 1,024 —0,3843 —0,3927 —0,0304 0,0627 0,0208 

4,5 1,862 0,5264 —0,3019 —0,1104 + 0,0148 0,0112 0,0002 

6,0 1,922 0,3118 —0,2023 —0,0396 0,0084 0,0025 —0,0002 

9,0 1,959 0,1431 —0,1007 —0,0084 0,0023 0,0003 — 
12,0 1,982 0,0822 —0,0595 —0,0028 0,0008 — _ 
15,0 1,989 0,0529 —0,0388 —0,0012 0,0003 — 

Tabulka 3 uvádza hodnoty funkcií Fl9 F2,... F7 pře sondovanie Schlum
bergerovou metodou. Argumentom v tomto případe je poloviěná vzdialenosť 
sýtnych elektrod l, ktorá sa mění od l = 0,3 do Z — 15,0. Tabulka 4 udává 
pre tie isté hodnoty argumentu Z hodnoty funkcií Ol9 G2,... G7. Na základe 
hodnot uvedených v týchto tabulkách možno vypocítať teoretické sondážne 
diagramy pre Schlumbergerovu schému pri libovolných hodnotách a a x podlá 
vzorca (1), § 9. 

Po odvodení příslušných vzorcov [najma (1), § 9.] je prirodzene prvou 
úlohou skúmať velkost anomálií pri rozličných hodnotách a a ^ a z o získaných 
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T a Ь. 4. H o đ no y OІ p r ì s o n d á ž ì S c h l u m b rg ťoVou Ш tód oü 

1 <*i o, 0* ©4 Oь 0* ö i 

0,3 + 0,0059 + 0,0007 + 0,0178 + 0,0267 + 0,0163 + 0,0653 + 0,0220 
0,6 0,0341 0,0043 0,1022 0,1533 0,0752 0,3007 0,0755 
0,9 0,0748 0,0094 0,2246 0,3367 0,1240 0,4961 0,0819 
1,2 0,1133 0,0142 0,3402 0,5101 0,1394 0,5576 0,0548 
1,5 0,1440 0,0180 0,4321 0,6480 0,1329 0,5319 0,0269 
1,8 0,1669 0,0214 0,5002 0,7509 0,1180 0,4721 + 0,0079 
2,4 0,1965 0,0246 0,5898 0,8845 0,0872 0,3489 — 0,0085 
3,0 0,2134 0,0267 0,6403 0,9603 0,0640 0,2561 — 0,0120 
4,5 0,2328 0,0291 0,6984 1,047 0,0329 0,1315 — 0,0094 
6,0 0,2402 0,0300 0,7206 1,081 0,0195 0,0780 —0,0063 
9,0 0,2448 0,0306 0,7347 1,102 0,0089 0,0358 — 0,0031 

12,0 0,2477 0,0310 0,7433 1,115 0,0051 0,0205 — 0,0019 
15,0 0,2488 0,0311 0,7459 1,119 0,0033 0,0132 —0,0012 

výsledkov vyvodzovať uzávěry co do praktického použitia odporových metod 
aplikovanej geoelektriky pre zisťovanie a lokalizáciu sférických alebo přibližné 
sférických telies. Kedze najváčšie anomálie (či už kladné alebo záporné) dostá
váme pri x = 0 alebo x = a>, vypočítal som rad teoretických kriviek pre tieto 
krajné pripady (t. j . pre gulu dokonale vodivú alebo dokonale nevodivú). 

T a b . 5. R e l a t i v n é h o d n o t y a n o m á l i í z d á n l i v é h o s p e c i f i c k é h o o d p o r u 
v y j á d ř e n é v p e r e e n t á c h p ř i o d p o r o v e j s o n d á ž i p o d l á W e n n e r o v e j s e h é m y 

* = 0 

f a = 0,4 a = 0,5 a = 0,6 a = 0,7 a = 0,8 a = 0,9 

0,2 —0,4 — 1,1 — 2,7 — 7,0 — 19,6 — 58,3 
0,4 —2,1 — 4,8 — 10,7 —22,8 —48,2 (—102,6) 
0,6 — 3,8 — 8,3 — 16,7 — 31,1 — 54,7 — 90,8 
0,8 —4,8 — 10,2 — 19,2 — 33,5 — 54,1 — 81,6 
L0 — 5,2 — 10,7 — 19,1 —32,7 — 50,7 — 73,2 
1.2 —5,2 — 10,4 — 18,7 — 30,5 —46,2 — 65,2 
1,6 —4,4 — 8,8 — 15,4 — 24,6 — 36,6 — 51,1 
2,0 —3,5 — 6,9 — 12,0 — 19,0 —28,1 — 39,0 
3,0 — 1,8 — 3,5 — 6,1 — 9,7 — 14,3 — 20,0 
4,0 — 1,0 — 1,9 — 3,3 — 5,2 — 7,7 — 10,9 
6,0 —0,4 — 0,7 — 1,2 — 1,9 — 2,8 — 4,0 
8,0 —0,2 — 0,3 — 0,5 — 0,9 — 1,3 — 1,8 

10,0 —0,1 — 0,2 — 0,3 — 0,5 — 0,7 — 1,0 

V tabuTke 5 sú uvedené číselné hodnoty: 

100 

t . j . relativné hodnoty anomálií zdánlivého specifického odporu v pereentách 
pri použití Wennerovej sehémy a pri x = 0, v tabufke 6 t ie iste hodnoty pri 
x = oo. V prvom stípci týchto tabuliek vystupuje argument £. Ostatně stípce 
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Tab. 6. Be la t ívne hodnoty anomálií zdánlivého specifického odporu 
vy jádřené v percentech pri odporovej sondáži podlá Wennerovej schémy 

K = 00 

f a = 0,4 a = 0,5 a = 0,6 a = 0,7 a = 0,8 a = 0,9 

0,2 0,2 0,7 1,9 5,4 16,0 49,3 
0,4 1,2 3,0 7,0 16,3 37,3 84,6 
0,6 2,1 4,8 10,3 20,8 40,2 73,9 
0,8 2,6 5,7 11,4 21,3 38,0 65,0 
1,0 2,8 5,8 11,2 20,0 34,1 56,3 
1,2 2,7 5,6 10,4 18,0 29,9 48,0 
1,6 2,3 4,6 8,3 13,9 22,2 34,4 
2,0 1,8 3,6 6,3 10,4 16,2 24,5 
3,0 0,9 1,8 3,1 5,1 7,7 11,3 
4,0 0,5 1,0 1,7 2,7 4,0 5,8 
6,0 0,2 0,3 0,6 0,9 1,4 2,1 
8,0 oд 0,2 0,3 0,4 0,6 0,9 

10,0 0,0 0,1 0,1 0,2 0,3 0,5 

predstavujú sondážne diagramy pri rozličných hodnotách a (od 0,4 do 0,8). 
Příslušná hodnota a je přitom uvedená v záhlaví každého stípca. 

Percentuálně hodnoty relativných anomálií zdánlivého odporu pře Schlum-
bergerovu metodu sú uvedené v tabulke 7 (pre x = 0) a v tabuTke 8 (pre 
x = co). Obe tieto tabulky sú zostavené podlá tej istej schémy ako tabulka 6 
a 7, len s t ý m rozdielom, že ako argument tu vystupuje v prvom stípci polo-
vičná vzdialenosť sýtnych elektrod Z. 

Tab. 7. Relat ivné hodnoty anomálií zdánlivého specifického odporu 
vy jádřené v percentach pri odporovej sondáži podTa Schlumbergerovej 

schémy K = 0 

l a = 0,2 a = 0,3 a = 0,4 a = 0,5 a = 0,6 a = 0,7 a = 0,8 

0,3 — 0,0 — 0,2 — 0,5 — 1,2 — 3,1 — 7,9 — 22,1 
0,6 — 0 , 2 — 0,9 — 2,5 — 6,0 — 13,5 — 29,3 — 62,9 
0,9 — 0,5 — 1,9 — 5,1 — 11,3 — 23,0 - 4 3 , 2 —75,6 
1 2 — 0,8 - 2 , 7 — 7,0 — 14,9 — 2 8 , 5 — 4 9 , 9 — 79,4 
1,5 —i,o — 3,4 — 8,4 — 17,5 — 32,2 — 53,9 — 81,8 
1,8 — 1,1 — 3,8 — 9,4 — 19,2 — 34,6 — 56,4 — 83,2 
2,4 — 1,3 — 4 , 4 — 10,7 — 2 1 , 3 — 37,2 — 59,0 — 84,5 
3,0 — 1,4 — 4 , 7 — 11,3 — 22,3 — 38,5 — 60,2 — 85,0 
4,5 — 1,5 — 5 , 1 — 12,1 — 23,5 — 4 0 , 0 — 61,6 — 85,6 
6,0 — 1,5 — 5 , 2 — 12,3 — 23,9 — 4 0 , 5 — 62,0 — 85,8 
9,0 — 1,6 — 5,3 — 12,5 — 24,1 — 40,8 — 62,1 — 85,9 

12,0 — 1,6 — 5,3 — 12,6 — 2 4 , 3 — 4 1 , 0 — 62,5 — 86,0 
15,0 — 1,6 — 5,4 — 12,6 — 2 4 , 3 — 4 1 , 1 — 62,5 — 86,0 

Okrem týchto tabuliek som vypočítal tiež sondážny diagram pre případ 
poměrné malého odporového kontrastu x = 2,0 a velkého poloměru a — 0,8. 
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Ťab. 8. Relat ivné h o d n o t y anomáli i zdánlivého specifického odporu vy
jádřené v percentách pr i odporovej sondáži podlá Schlumbergerovej 

schémy K = oo 

1 a = 0,2 a = 0,3 a = 0,4 a = 0,5 a = 0,6 a = 0,7 a = 0,8 

0,3 0,0 + 0,1 + 0,2 + 0,7 + 2,0 + 5,8 + 17,4 
0,6 + 0,1 0,5 1,4 3,6 8,7 20,5 47,1 
0,9 0,3 1,0 2,7 6,5 14,1 28,5 54 Д 
1,2 0,4 1,4 3,7 8,4 16,9 31,8 55,6 
1,5 0,5 1,7 4,4 9,6 18,7 33,5 56,5 
1,8 0,6 1,9 4,9 10,4 19,7 34,4 56,8 
2,4 0,6 2,2 5,5 11,3 20,7 35,2 57,0 
3,0 0,7 2,4 5,8 11,8 21,2 35,6 56,8 
4,5 0,7 2,6 * 6,1 12,3 21,8 36,0 56,7 
6,0 0,8 2,6 6,3 12,4 22,0 36,1 56,7 
9,0 0,8 2,6 6,3 12,5 22,0 36,1 56,6 

12,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,1 36,2 56,6 
15,0 0,8 2,7 6,4 12,6 22,2 36,2 56,6 

Číselné hodnoty tohto diagramu, ktorý je platný pre Schlumbergerovu metodu, 
sú zostavené v tabulke 9. 

Tab. 9. .Relativné hodnoty anomáli í zdánlivého specifického odporu při 
sondáži pódia Schlumbergerovej schémy, # = 2,0, a = 0,8 

1 100/1 1 100/1 

0,3 + 6,2 3,0 + 21,3 
0,6 17,2 4,5 21,3 
0,9 19,9 6,0 21,3 
1,2 20,6 9,0 21,3 
1,5 21,0 12,0 21,3 
1,8 21,2 15,0 21,3 
2,4 21,3 

Pri numerických výpoctoch sa ukazuje, že pri hodnotách a ^ 0,7 rad 

2x +iF> + "'-kT2F* + <>,irršF°+<''irTíF' + 
nekonverguje dostatocne rychle. K. výpočtu tabuliek 5 — 9 som preto použil 
namiesto (1), § 9 rozšířený vzorec a zaviedol som ďalšie cleny s F$, F^ a F7. 
Tento vzorec má tvar: 

7 
X - 1 2-2я+l 

(n + 1) И + n Fn + G, 

kde G znamená súcet všetkých cleno v vo vzorci (1), § 9, v ktorých vystupujú 
Gx, G2, 6 r 3 , . . . G7. 
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2 tabuliek á — 9 vidiet, že anomálie spósobené guíovou vložkou nie sů 
poměrné velké. Přitom vodivá gula uložená v slabšie vodivom prostředí spó-
sobuje vácšiu relatívnu anomáliu ako nevodivá gula toho istého poloměru 
a uložená v tej istej híbke v prostředí s vysokou vodivosťou. Toto možno 
konstatovat pre Wennerovu, ako aj pre Schlumbergerovu schému, ak po
rovnáme výsledky v tabulkách 5 a 6, resp. 7 a 8. Vodivé těleso uložené 
v slabo vodivom prostředí je preto vhodnějším objektom pre sledovanie od
porovou metodou ako nevodivé těleso vo vodivom prostředí pri tých istých 
rozmeroch a geometrických pomeroch uloženia. 

Pri porovnaní tabulky 5 a 7, připadne 6 a 8 vidíme, že Wennerova me
toda pri tých istých fyzikálnych a geologických podmienkach dává menšie 
hodnoty anomálií ako Schlumbergerova metoda, ktorá teda po tejto stránke 
je výhodnejšia, právě preto však je na všetky druhy inhomogenity uvažovaného 
polopriestoru citlivejšia. Tieto inhomogenity sa dajú schematizovat sférickými 
telesami. V praxi id3 najma o inhomogenity po vrchové j oblasti. Tuto okolnost 
třeba uvážit tým viac, lebo zprícin, ktoré v krátkosti uvážíme neskór, sondážne 
křivky získané Schlumbergerovou metodou aj pri znacnej povrchovej inhomo-
genite móžu mať hladší priebeh ako křivky získané Wennerovou metodou, 
a preto móžu zvádzat k nesprávnému předpokladu, že Wennerova metoda 
podlieha rušivým vplyvom takejto inhomogenity vo váéšej miere. 

Ide v podstatě o to, že kým pri Wennerovej schéme charakter sondážnych 
kriviek představovaných v tabulke 5 a 6 je trojvrstevný (t. j . podobný ako 
v 23rípade troch vodorovných rovinných vrstiev), zatial' charakter kriviek 
zodpovedajúcich Schlumbergerovej schéme, ako vidíme z tabulky 7, 8 a 9, 
je výrazné dvojvrstevný. Napr. pri x ^> 1 Wennerov odporový diagram pri 
vzrastajúcom £ najprv postupné stupa, pri urcitej hodnotě £max však dosahuje 
svoju najvácšiu hodnotu a potom opat klesá, približujúc sa asymptoticky 
hodnotě platnej pre £ = 0. Naproti tomu diagram získaný za tých istých pod-
mienok Schlumbergerovou metodou nevykazuje maximum a pri vzrastajú
com l stupa takmer vo všetkých vypočítaných prípadoch monotónně (s vý
nimkou prípadov a = 0,8, tabulka 8) a přibližuje sa asymptoticky urcitej 
hodnotě, ktorá je totožná, alebo velmi přibližné rovná maximu anomálie. 
To isté platí aj v případe K <[ 1, prirodzene však v opacnom zmysle. 

Preto napr. pri Wennerovej metóde každá sférická (alebo přibližné sférická) 
inhomogenita povrchovej oblasti v blízkosti středu elektródovej sústavy dává 
pri dostatečných rozmeroch a pri dostatocnom odporovom kontraste na od-
porovom diagrame ostrý výbežok („zub"), avšak pri zvácšovaní vzdialenosti 
elektrod vplyv inhomogenity postupné mizne. Naproti tomu pri Schlumberge
rovej metóde, kde vzdialenost potenciálových elektrod zostáva za sondovania 
konštantná, vplyv inhomogenity vzrastá najprv poměrné rychle, neskór po-
malšie, až do ustálenia a potom zostáva konštantný. Výbežok na odporovom 
diagrame bud vóbec nevzniká alebo nie je výrazný, zato však vplyv inhomo-
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genity sa zvacšovaním vzďialenosti l meďzi sýtnymi elektrodami nedá odstranil 
a uplatňuje sa pri dostatocne velkom l v konštantnej miere do l ibovolných 
híbok. 

Fakt, ktorý sme t u konstatovali, možno objasnit tiež takouto elementárnou 
úvahou. Zo vzorcov (2), § 7 je zřejmé, že všetky hodnoty F7,- pri Wennerovom 
usporiadaní konvergujú k nule, ak £ vzrastá k nekonečnu a z příslušných 
vzorcov § 8 [(4a), (8), (10), (16), (18), (21), (24)] pri tomto usporiadaní vy
plývá to isté aj pre všetky hodnoty Git Pre to : 

lim ,4 = 0. 

Pri Schlumbergerovom usporiadaní je naproti tomu podlá vzorcov (1), § 10: 

J - o o * \ doj J*--* 

limFi = 0 ak i ž 2. 
t - > 00 

Kedze platí, ako sa 1'ahko z obr. 6 přesvědčíme, 

lim l2 sin2 y = 1, lim l2 s in 4 (p = 0, 
/ - > 00 ř - > 00 

zo vzorcov (2), § 10 dostáváme: 
I I 3 9 

lim G1 = — , lim G2~—, l im <33 == _ ? l im C74 = -— , 
ť —V 00 ** í - > 00 «-»-- Z — > 0 0 4 / - > 00 o 

l i m Cr5 = l i m 6r6 = l i m G7 = 0, 
l-> 00 Z-> 00 /-> QO 

a preto pri tomto usporiadaní je: 

,. * c * * — 1 , « 6 / * — 1 \ 2 

l im A = 2a* + — 1 
/ .-> oo 2 ^ + 1 4 \ 2« + 1 / 

З a 8 (x — l ) 2 

4 (2x + 1)(3« + 2) 

a 9 / x - 1 \a 

32 \ 2* + 1 / 
-г oo I o.. i . I -г 8 ( 2 x + ! ^ 4 j e + 3 ) =P • 

Bolo by iste velmi zaujímavé vyšetřit po tejto stránke tiež iné sondovacie 
metody. Zdá sa totiž, že všetky metody, pri ktorých pri sondáži postupné 
zvácšujeme obe vzdialenosti AB a MN tak, že AB -> co a tiež JOT -> co, 
chovajú sa podobné ako pri Wennerovej metóde, kým všetky ostatně metody, 
pri ktorých MN (alebo AB) je konstantně alebo zostáva konečné aj pri 
AB -> co (MN -> co), chovajú sa podobné ako pri Schlumbergerovej metóde. 

Zaujímá nás prirodzene tiež velkost odporových anomálií a z praktického 
hl'adiska zvlášť dóležitá je otázka, aký musí byt pri danej hlbke poloměr gule, 
aby jej odporový úcinokí bol na zemskom povrchu meratelný. Pravda, od
porové účinky závisia přitom tiež od poměru specifických odporov K. Rela
tivná přesnost odporových meraní je normálně asi ___-: 5 % . Ak chceme urcitú 
anomáliu interpretovat, musíme nevyhnutné požadovat, aby jej velkost do~ 
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sáhovala niekolkonásobok tejto percentuálnej hodnoty. Mienky praktikov sa 
co do spodnej hranice interpretovatelnosti vel'mi rozchá,dzajú. Ak však po
važujeme d = 2 0 % za tuto spodnú hranicu, tá to je skór příliš nízká ako příliš 
vysoká. Potom však výsledky výpoctov zhrnuté v tabulke 5 a 6 ukazujú, 
že aj v případe najpriaznivejších odporových kontrastov musí byť pri Wenne-
rovej metóde pri K = 0 a^> 0,6 a pri K = co a ^ 0,7. Onieco priaznivejšie 
výsledky v tomto ohlade dává Schlumbergerova metoda, kde pri K = 0 musí 
byť a ^ 0,5 a pri K = <x> a ^ 0,6 (v tab. 7 a 8). Avšak aj pri tejto metóde musí 
byť napr. a ^ 0,8, ak K = 2, ako vidíme z tabulky 9. 

Poloha maxima anomálie v sondážnom diagrame (|, Q) pri Wennerovej me
tóde závisí od hodnoty poloměru a. Ak napr. a = 0,4, maximum anomálie 
dostáváme pri £ ~ 1, kým pri a = 0,8 nastává maximum už pri £ ~ 0,6. 

Je prirodzené, že záporné anomálie móžu dosahovať nanajvýš relatívnu 
hodnotu — 100%. Tejto hranici sa pri Schlumbergerovej metóde přibližuje 
už hodnota —- 86%, vypočítaná pre K = 0, a = 0,8. 

Možno však usudzovať, že ani kladné anomálie nebudu dosahovať hranice 
-+- 100%, ak len povrch gule nepretína zemský povrch (teda ak a<C 1). Vy
plývá to už zo zisteného faktu, že v tomto případe dokonale vodivá gula 
v slabšie vodivom prostředí spósobuje vácšiu zápornú relatívnu anomáliu ako 
je kladná anomália dokonale nevodívej gule vo vodivom prostředí pri tých 
istých geometrických podmienkach. 

Došlo dna 10. januára 1954. 
Katedra baníckeho meracstva a geofyziky 

Vysokej školy technickej, 
Košice. 
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noJiyiipocTpaHCTBe coAepwaiueM iuapoo6pa,THyR> HKJia/iKy. PaccMaTpnBaeMoe nojie nn-
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таетса точечным источником находящимся вне шара. Выведены соотвествующие 
соотношения для потенциала. 

В § 3 теория расширена и рассмотрено питание дипольным источником. Если 
-4,*, А;к/У А1к!т9 . . . обозначают компоненты тензоров направления для соединитель
ной центра шара и источника, определяемых выражениями 4 § 1, ак, ак/, ак/т, — по
добным образом определяемые компоненты тензоров направления для соединительной 
центра шара и любой точки Р, то потенциал в этой точке выражается соотноше
ниями 9 (или 10) § 3, смотря по тому, находится-ли эта точка в внешней области или 
внутри шара (положение изображено на рис. 1, где объясняется тоже значение величин 
а, К, г). В этих выражениях Л/,- обозначает компоненты дипольного момента источника 
в любой прямоугольной картезианской системе, н есть отношение удельного сопроти
вления шара ^2) к удельному сопротивлению в внешней области ^г). 

В § 4 решена таже самая проблема для случая питания квадрупольным и окта-
польным источниками. В случае квадрупольного питания потенциал в внешней 
области определен бесконечным рядом 7, в случае октапольного насыщения он опре
деляется рядом, первый член которого приведен в соотношении 9 § 4. В этих выра
жениях Мгк или М1к1 обозначают компоненты момента квадрупольного или октаполь
ного источника, значение других величин тоже самое как в § 3. 

В § 5 рассматриваются отдельные члены бесконечных рядов, которые определяют 
потенциал в области вне шара при питании точечным, дипольным, квадрупольным 
или октапольным источником. Эти члены являются как потенциалы фиктивных муль-
типольных источников в центре шара. В § 6 рассматривается вопрос зеркаления общих 
мультипольных источников на плоскости. 

В § 7 дано приблизительное решение проблемы теоретической кривой зондирования 
выражающей двуточечное насыщение в случае симметрического прямолинейного 
расположения электродов по системе Веннера или по любой другой системе; при этом 
центр измерения С расположен на земной поверхности, вертикально над центром 
шара. Общее положение изображено на рис. 4, где возможно найти объяснение зна
чения некоторых величин, находящихся в соотвествующих соотношениях. Уравне
ниями 2, в которых Рг, Р2, Рг, . . . обозначают соотвествующие полиномы Лежандра 
и ^ = МЫ — расстояние потенциальных электродов, определяется прежде всего 
ряд функций I7/. Если <э обозначает кажущееся удельное сопротивление при рассма
триваемом расположении, относительную аномалию кажущегося сопротивления 
Л о — Я 1(>1 — 1 выражает приблизительная формула 3. § 7. 

Так как эта формула представляет собой только приблизительное, иногда весьма 
неточное решение, в § 8 выведены более точные соотношения для метода Веннера; 
при этом намечен способ точного решения путём повторительного зеркаяиия на плос
кости, представляющей собой земную поверхность и на поверхности шара. Оконча
тельная формула, которая, однако, опять только приблизительная, но при этом она 
удовлетворяет по точности всем практическим требованиям, пока а < 0,9 имеет сле
дующий вид: 

А = 2 (п + ч* + па2п+1Р' + а* ( 2 ^:т) 2 ^ + а8(2* + № + 2)<°- + ̂  + 
п = 1 

+-д9 (ггтг)3 ̂ + д 1 ° [ ( 2 . + ^ ' н - з) ̂  +- ̂ > + ( & ^ ) 2 Ч ' 
где функции Рг, Р2, . . . Г1 определены выражениями 2, § 4, функции Ои 02, . . . (х7 

определены выражениями 4а, 8, 10, 16а, 18, 21 и 24, § 8. Эта формула для относитель
ной величины аномалии кажущегося относительною сопротивления при техже самых 
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условиях выражает любое другое симметрическое расположение электродов, но только 
после изменения величины функций I1,- и ^ . В § 10 определяются эти функции урав
нениями 1 и 2 для расположения электродов по способу Шлумбергера. Прп этом 
значение величин вступающих в эти формулы объяснено на рис. 6. Значения этих 
функций для метода Веннера собраны в таблицы 1 и 2, именно для 13 разных значений 
МИ = % от 0,2 до 10,0. Если вставить значения данные в этих таблицах в формулу дял 
вычисления относительных величин аномалий кажущегося сопротивления, можно с до
статочной точностью вычислять теоретические кривые зондирования для любого а<[0,9 
и любого х. В таб. 5 и 6 вычислены эти теоретические кривые для метода Веннера 
применяемого в обоих предельных случаях х = 0 и х ~ со. При этом а приобретает 
значения 0,4, 0,5, . . ., 0,8. Для метода Шлумбергера вычислены соотвествующие 
кривые (х = 0 или-же х ~ со, а — 0,2,, 0,3, . . ., 0,8) в таб. 7 и 8. 

Таблица 9 соотвествует расположению Шлумбергера при а = 0,8, х = 2,0. 
Резюмирование результатов в § 11 приводит к нескольким замечательным след

ствиям, из которых важнее всех: 
1. Относительные значения аномалий для обоих рассматриваемых расположений 

(также как в случае других симметрических установок) больше при х = 0 (про
водящий шар в плохо проводящей среде) чем при х — оо (непроводящий шар в про
водящей среде). 

2. При установке Шлумбергера аномалии существенно большие чем при располо
жении Веннера. При этом это расположение более чувствительно к любым квазисфе
рическим неоднородиостям в поверхностной области. 

3. В отличие от обычного случая горизонтального наслоения в случае шарообразной 
вкладки рассматриваемые два метода приводят к весьма отличающимся результатам. 
Уже один характер кривых зондирования отличается. Между тем как применяя метод 
Веннера при достаточно больших а и достаточном контрасте сопротивлений @2

 : @1 
эти кривые отличаются ясно выраженным максимумом или минимумом и поэтому их 
характер ясно трехслойный (аналогически с горизонтальным наслоением), кривые 
соответствующие установке Шлумбергера монотонно возрастают (х ^> 1) или монотонно 
убывают (х < 1) и с увеличением расстояния питающих электродов асимптоти
чески приближаются к известному верхнему или нижнему пределу и отличаются 
ясно выраженным двуслойным характером. Этот факт, который имеет место у всех 
методов, где при АВ -> со расстояние М остается конечным, вытекает в данном случае 
из того, что I 7 ! , (?-_, С72, Ог, Ст4 имеют предел отличающийся от нуля. С этим обстоя
тельством надо считаться при всех зондовых измерениях с малым расстоянием потен
циальных электродов, так как неоднородности, размеры которых соизмеримы с ве
личиной упомянутого расстояния или являются большими, загружают постоянной 
ошибкой все измерения до любых глубин. Эта ошибка с увеличением расстояния АВ 
вовсе не устраняется. 

4. Чтобы рассматриваемый шар вызывал достаточно большие аномалии, дости
гающие по крайней мере ± 20 %, должно быть тоже в предельных случаях х = 0 
или х = со при применении метода Шлумбергера а ^ 0,5 или-же а ^ 0,6, при при
менении метода Веннера а >̂ 0,6 или а ^ 0,7. 
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DAS G E O E L E K T R I S C H E STROMFELD IM HOMOGENEN 
HALBRAUM IN A N W E S E N H E I T E I N E S KUGELFÖRMIGEN 

FREMDKÖRPERS 

T. K O L B E N H E Y E R , Kosice 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Nach einer kurzen Rekapitulation der nötigen Sätze und Formeln aus der Theorie des 
Stromfeldes und der Kugelfunktionen in § 1 wird in § 2 das Problem des Feldes einer 
punktartigen Stromquelle im homogenen unendlichen Räume gelöst, der einen kugel
förmigen Fremdkörper abweichender Leitfähigkeit einschliesst. 

In § 3 wird die Theorie auf den Fall einer Dipolquelle erweitert. Bedeuten Aik, A ikh 

Aikim* • • • die Komponenten derJlichtungstensoren die durch Gl. 4 § 1 definiert werden 
und der Richtung vom Kugelmittelpunkt 0 zur Quelle Q entsprechen, so gilt für das 
Potential in einem beliebigen Punkte P Formel 9. bzw. 10. § 3 je nachdem sich dieser 
außerhalb oder innerhalb der betrachteten Kugel befindet. Dabei stellen ak, akh . . . in 
analoger Weise definierte, der Richtung OP entsprechende Tensorkomponenten dar, 
während Mt die Dipolkomponenten der Quelle bedeutet. Die Situation ist in Abb. I. ver
anschaulicht wo auch der Sinn der in den erwähnten Formeln auftretenden Größen a. 
R und r näher erklärt wird. Das Verhältnis der spezifischen Widerstände des kugelförmigen 
Körpers und des übrigen Raumes wird dabei mit o2 : oj -- x bezeichnet. 

In § 4 wird dasselbe Problem für eine Quadrupol- bzw. Oktapolquelle gelöst. Im 
ersten Falle wird das Potential im Aussenraum durch die Reihe 7. § 4 bestimmt, im 
letzteren durch eine Reihe deren erstes Glied in 9. § 4 angegeben ist. Mik bzw. Mik/ 

bedeuten dabei die Komponenten der Quadrupol- bzw. Oktapolquelle, während die Be
deutung aller übrigen Größen dieselbe ist wrie in § 3. 

In § 5 werden die Glieder der für das Potential im Aussenraum abgeleiteten Reihen 
als Potentiale im Kugelmittelpunkt befindlicher fiktiver Multipolquellen gedeutet. In § 6 
wird die Spiegelung beliebiger Multipolquellen an einer FJbene erörtert. 

In § 7. wird eine Näherungsformel für den scheinbaren Widerstand beim Wennerschen 
oder einem beliebigen anderen symmetrischen Elektrodensystem abgeleitet, wobei sich 
der Sondierungsmittelpunkt C senkrecht über dem Kugelmittelpunkt O befindet. Zur 
Erklärung der hierbei auftretenden Größen und Symbole dient Abb. 4. Durch Gl. 2. § 7 
wird zunächst eine Folge von Funktionen Flf F2. . . . definiert, wobei Pl9 P2, P3 . . . die 
entsprechenden Legendreschen Polynome, f = MN die Entfernung der Potentialelektro
den bedeutet. Bezeichnet Q den scheinbaren Widerstand bei der betrachteten Elektroden-

anordrmng, so gilt für die relative Anomalie 1 — A0 die Näherungsformel 3. § 7. 
Qi 

Diese Lösung stellt jedoch nur eine ziemlich rohe Annäherung dar. Es wird daher 
in § 8 zunächst die Möglichkeit einer strengen Lösung durch sukzessive Spiegelungen 
an der Kugelfläche und der Erdoberfläche angedeutet, sodann werden genauere Formeln 
für die Wennersche Methode abgeeitet. Die schließliche Näherungsformel 

7 

A =* 2 ~(nlV)l+na:l'+1F' + o6(lrTT)J- °> + »* ( 2 ^ T W + - 2 ) <ö- + G-> < 
n = - l 

+«9(IST)^ + H ^ ^ V ä T (ö<+ ̂  +(&^f4 
worin FH die in 2. § 4 definiertejn Funktionen bedeuteten während Gl9G2> . . . G7 der Reihe 
nach durch Formeln 4a, 8, J0,16a, 18, 21 und 24 § 8 definiert sind, dürfte allen praktischen 
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Anforderungen genügen sofern nur a < 0,9 ist. Bei denselben Bedingungen gilt diese 
Formel auch für beliebige andere symmetrische Elektrodenanordnungen, wobei jedoch 
die Funktionen Fn und Gn für verschiedene Schemen in verschiedener Weise definiert 
wTerden müssen. So sind z. B. in Gl. 1. und 2. § 10 die betreffenden Ausdrücke für die 
Schlumbergersche Anordnung angegeben, wobei die Bedeutung der hier auftretenden 
Größen sich aus Abb. 6. erklärt. Für die Wennersche Anordnung sind alle diese Funktio
nen in Tab. 1. und 2. tabelliert, wo £ = MN dreizehn verschiedene Werte (von 0,2 bis 
10,0) annimt. Für die Schlumbergersche Anordnung gelten die entsprechenden Tabellen 3. 

und 4, wo l — - AB ist und sich von 0,3 bis zu 15,0 ändert. Als Längeneinheit dient in 
JU 

allen betrachteten Fällen die Tiefe des Kugelmittelpunktes unter der Erdoberfläche. 
Auf Grund dieser Tabellen wurden in beiden Fällen theoretische Widerstandskurven 

berechnet, und zwar für die extremen Fälle K = 0 und K = oo. Die entsprechenden 
Zahlenwerte sind für die Wennersche Methode (a = 0,4, 0,5, . . . 0,8) in Tab. 5. und 6, 
für die Schlumbergersche (a = 0,2, 0,3, . . . 0,8J in Tab. 7. und 8. zusammengestellt. 
Tab. 9. bezieht sich auf die Schlumbergersche Methode für den Fall a = 0,8, K = 2,0 
(verhältnismäßig schwacher Widerstandskontrast). 

In § 11. werden praktische Folgerungen gezogen, von denen die wichtigsten im fol
genden zusammen gefasst werden können: 

1. Die relativen Werte der Anomalien sind für beide betrachteten Anordnungen 
wesentlich größer bei K = 0 (leitende Kugel in schlecht leitender Umgebung) als bei 
K = oo (schlecht leitende Kugel in gut leitender Umgebung). 

2. Bei der Schlumbergerschen Anordnung sind die Relativwerte der Anomalien 
wesentlich höher als bei der Wennerschen. Dafür reagiert aber diese Anordnung zugleich 
auch viel empfindlicher auf alle quasisphärischen Inhomogenitäten in der Oberflächenzone. 

3. Im Gegensatz zur horizontalen Schichtung geben im Falle des kugelförmigen 
Fremdkörpers beide betrachteten Methoden ziemlich verschiedene Ergebnisse. Ein grund
legender Unterschied zeigt sich schon im Charakter der theoretischen Widerstandskurven. 
Während bei der Wennerschen Methode die betreffenden Kurven einen ausgesprochenen 
Dreischichtencharakter mit einem verhältnismäßig scharfen Maximum oder Minimum 
(besonders bei großen a) aufweisen, ist bei der Schlumbergerschen Anordnung ihr Ver
lauf sehr ähnlich dem einer typischen Zweischichtenkurve, d. h. monoton steigend oder 
fallend mit asymptotischer Näherung zu einem bestimmten Grenzwert. Dieser Tatbestand, 
der für alle Anordnungen gilt wo bei wachsender Stromelektrodenentfernung (AB —> ooj 
die Potentialelektrodenentfernung MN endlich bleibt, erklärt sich daraus, daß Fl9 G}. 
G2, 673 und 674 einen von Null verschiedenen Grenzwert haben. Bei Sondierungsmessungen 
mit geringer Potentialelektrodenentfernung ist dieser Umstand besonders zu beachten, 
da alle oberflächennahen Inhomogenitäten deren Dimensionen mit dieser Entfernung 
vergleichbar sind Anomalien hervorrufen können die bei wachsender Stromelektroden
entfernung gar nicht beseitigt wTerden sondern sich konstant erhalten. 

4. Es muß selbst in den Extremfällen K = 0 bzw. K = oo bei der Schlumbergerschen 
Anordnung a ^> 0,5 bzw. a ^ 0,6, bei der Wrennerschen a ^ 0,6 bzw. a ^ 0,7 sein damit 
die Relativwerte der Widerstandsanomalien zumindest ± 20 % erreichen. 
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