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SEANCE DU 28 FEVRIER 1916. 323

THEORIE DES FONCTIONS. — Sur la puissance des ensembles mesurables B.
Note de M. P. ALexaxprorr, présentée par M. Hadamard.

I. Le but de cette Note est de résoudre le probléme suivant : « Déter-
miner la puissance de tout ensemble non dénombrable mesurable B. »
Ce probléme m’a été posé par M. N. Lusin, et c’est grice 4 son concours
précieux que j'ai obtenu le résultat ci-dessous; quelques points de la
démonstration lui sont également dus.

Soit E un ensemble F de classe « non dénombrable. D’apreés les beaux
résultats de M. Lebesgue, nous pouvons développer E en tableau a double
entrée

Ey+E}+E ...+ EQ+...,
(E) G0 b 0 6o a6a BBA0BE000aE66a0s
( B} + B3+ B3 +.. .+ EJir.. .

\E}+E%+E§+...+ Y. ..,

ot 'ensemble donné E est la partie commune aux ensembles-sommes situés
dans les lignes horizontales du tableau (E). 11 est important de remarquer
que la classe de tout ensemble EZ:, soit «f:, est inférieure a «, c’est-
i-dire « > af. Si Ef: n’est pas un ensemble fermé, nous pouvons le déve-
lopper en tableau analogue. Le terme général de ce sous-tableau, soit E#:%,
estun ensemble I de classe o/'7: inférieure & «f:. Sice n’est pas un ensemble
fermé, nous pouvons le représenter par un nouveau tableau de terme

général Ef:0:%: et ainsi de suite.

Considérons une suite des ensembles déduits les uns des autres E2:, E7:7:,
Egd:s, ... : les classes correspondantes vont en décroissant, donc la suite ne

comprend qu'un nombre fini de ces ensembles. Nous serons arrétés quand
nous arriverons & un ensemble fermé EZ:Z?Z;(X fini). Donc nous repré-
senterons, &4 l’aide d’une infinité énumérable d’opérations, I'ensemble
donné E par un tableau dont les éléments sont des sous-tableaux, et ainsi

de suite.

2. Cela posé, appelons produit d’ensembles donnés la partie commune &
ces ensembles.
Formons le produit =, de n ensembles (h donné arbitrairement > 1)

m = EPEEy. . Ey,
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324 ACADEMIE DES SCIENCES.

OU P, Fyy T, -+, I’y CONstituent un systéme de n entiers*positifs choisi arw
trairement. En remplacant, dans ce produit w,, chaque facteur noy
fermé Ej* par le produit de n — £ + 1 ensembles By Epe. . Eplsiise oy
les s étant des entiers quelconques déterminés, nous déduisons du pro.
duit 7, le second produit m,. En remplacant, dans ce produit w, chaqu
facteur non fermé E;* par le produit de » — £ + 1 ensembles

kSTl ]k Sila Tk Siln—k+
YSHUSD DY SN U/ A Ay s

les ¢ déterminés, choisis arbitrairement, nous aurons le troisiéme produits,
et ainsi de suite. Il est bien évident qu'en recommencant ainsi cette opéra
tion, on finira par arriver 4 un produit w, (p fini) dont chaque facteur es
un ensemble fermé. Ce produit =, étant un ensemble fermé, nous I'appelle
rons ensemble fermé de n'®™ espece. Tous les produits =, que nous définis
sons ont un nombre fini de facteurs & un nombre fini d’indices; ils for-
ment par suite un ensemble énumérable. Nous dirons qu’'un ensembl
fermé w, de ni*™ espéce est ensemble canonique de n*" espéce, si le pro-
duit Ew, w,7,...w, contient une infinité¢ non dénombrable de points. Iles
clair que tous les ensembles canoniques =, de ni®™ espéce forment m
ensemble énumérable; nous pouvons donc les écrire de la maniére su-

vante :
1 2 3 NV
€y €y €y ooy €y v us

Sil’on fait varier le nombre n, on obtient un tableau a double entrée ().
Nous dirons que ce tableau (e) est tableau canonique d’ensembles E.

3. Considérons maintenant les propriétés du tableau canonique (e).
Chaque ensemble ¢, étant un des produits T, nous dirons que e}, est divisew
régulier de e),(m > n), s'il y a parmiles facteurs du produit ¢, tous les fac-
teurs du produit e . Nous dirons qu’une suite

v v V. v
€hly €nly €nle .y €l ... (< n<n,<<...<np<<...)

est chaine réguliére, si ¢’ est diviseur régulier de e} (k=1, 2, 3,...).
'
La partie commune  tous les ensembles ¢} (=1, 2, 3, ...) d’une chaine
réguliére sera nommée noyau de cette chaine réguliere.

Cela posé, le Tableau canonique (e) posséde les propriétés suivantes:

1° Le noyau de toute chaine réguliére est contenn dans E;
2° Tout point de E (4 une infinité dénombrable prés) est contenu dans
un au moins des noyaux;
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SEANCE DU 28 FEVRIER 1916. 325

3 L’ensemble ¢ étant donné, il existe, dans la (n — 1)** ligne, un
asemble € et un seul qui est un diviseur régulier de e} ;

4 Toutensemble e est un diviseur régulier d’un au moins des ensembles
a(m>n);

50 Soite; undiviseur régulier de e} (m> n); quel quesoitun ensemble M
non dénombrable de points de E (el —ey), il existe toujours un ensemble
¢" (V"5 v") contenant une infinité non dénombrable de points de M et qui
admet Pensemble e; pour son diviseur régulier.

4. Passons maintenant a la démonstration du théoréme fondamental :

TuioriME. — Tout ensemble de points non dénombrable mesurable B con-
lient un ensemble parfail.

Tout d’abord le théoréme est évident s’il existe au moins une chaine
reguliére, dont le noyau (toujours fermé) est non dénombrable. Passons
donc au cas ot le noyau de toute chaine réguliére est dénombrable.

Dans ce cas, quels que soient un ensemble e, et un ensemble parfait ©
wntenu dans e et contenant une infinité non dénombrable de points de E,
llexiste (en vertu de 5°), dans«, deux ensembles parfaits =, et 7, sans point
wmmun ct contenant une infinité non dénombrable de points de E, tels
e ©, appartient a e, (m>n), w,a €, (V' F£V), T, €,=0, Ty€, = 0,
oe), et e, sont deux ensembles dont e, est un diviseur régulier. Nous
dirons que =, et ©, sont ensembles déduits de .

Cela posé, prenons dans e} un ensemble parfait = contenant une infinité
wn dénombrable de points de E. D’aprés ce qui précéde, nous pouvons
diduire de 7 deux ensembles =, etw,; de 'ensemble =, (@, = 1 ou 2) deux
msembles 7, , ety 5 T, o, (%, = 1 ou 2) deux ensembles w, ,, et 7, , et
insi de suite. Le procédé se poursuit indéfiniment, de sorte qu'on obtient
me suite infinie d’ensembles parfaits :

() Toyy Toy ey Tooty 0g @y =+ vy Too Gg@gy o009 %py o o3

0 Gy, Cay Oyy ... O, ... €3t une suile infinic arbitraire d’entiers dont
hacun est égal a 1 ou 2. La partie commune X & tous les ensembles © de la
uite (1) appartient, d’aprés 1°, & ’ensemble donné E; ’ensemble de tous
lsX est évidemment un ensemble parfait contenu dans E, ce qui démontre
kproposition.
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