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4 Teorie transformacı́

Tato kapitola bude věnována popisu transformacı́ dvou libovolných rovnic (q), (Q). Na rozdı́l od
předchozı́ kapitoly budeme uvažovat rovnice oscilatorické i neoscilatorické.

Transformačnı́ problém obyčejných lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu se poprvé objevil
roku 1834 v práci De generali quadam aequatione differentiali tertii ordinis německého matematika
E. E. Kummera a proto bývá označován jako Kummerův transformačnı́ problém. V této práci
E. E. Kummer poprvé uvažoval transformaci (zachováváme Kummerovo označenı́ a způsob zápisu)

y(x) = w(x)v(z), (4.0.1)

která převede řešenı́ y = y(x) diferenciálnı́ rovnice 2. řádu tvaru

d2y

dx2 + p(x)
dy

dx
+ q(x)y = 0

na řešenı́ v = v(z) rovnice
d2v

dz2 + P (z)
dv

dz
+Q(z)v = 0.

Přitom jeho největšı́m přı́nosem bylo objevenı́ nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu, jejı́mž
řešenı́m dostaneme funkci z = z(x) vystupujı́cı́ v transformačnı́ rovnici (4.0.1)

2
d3z

dzdx2 − 3

(
d2z

dzdx

)2

− Z
dz2

dx2 +X = 0,

kde Z = 2dPdz + P 2 − 4Q, X = 2 dpdx + p2 − 4q.

E. E. Kummer odvodil také vztah pro funkci w = w(x) ve tvaru

w2 = c · e
R
Pdz · e−

R
pdz · dx

dz
,

kde c je libovolná konstanta a e základ přirozeného logaritmu.
Delšı́ dobu zůstávala nezodpovězená otázka, zda Kummerova transformace (4.0.1), která je

lineárnı́ vzhledem k řešenı́m y a v, nemůže být nahrazena obecnějšı́m vztahem

y(x) = f(x, v(z(x))).

Koncem devatenáctého stoletı́ dokázali nezávisle na sobě různými metodami P. Stäckel (J. reine
angew. Math. 111 (1893)), S. Lie (Leipziger Ber. 1894) a E. J. Wilczynski (Amer. J. Math. 23
(1901)), že Kummerova transformace tvaru (4.0.1) je nejobecnějšı́ transformacı́, která převádı́
libovolnou lineárnı́ homogennı́ diferenciálnı́ rovnici n-tého řádu (n ≥ 2) na rovnici téhož typu.

Po vydánı́ Kummerova pojednánı́ se začaly objevovat práce mnoha matematiků (F. Brioschi,
A. R. Forsyth, G. H. Halphen, E. Laguerre aj.), v nichž byly studovány lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice
vyššı́ch řádů, jejich transformace, kanonické tvary atd. Avšak roku 1910 G. D. Birkhoff ukázal,
že všechny doposud uveřejněné výsledky týkajı́cı́ se transformacı́ majı́ pouze lokálnı́ charakter.
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Takové výsledky ovšem nedostačujı́ pro studium problémů globálnı́ho charakteru, jako je např.
ohraničenost, periodicita, oscilatorické chovánı́, nenulová řešenı́ a mnoho dalšı́ch.

Samozřejmě, že jisté izolované výsledky globálnı́ho charakteru existovaly, např. Sturmova
věta o separaci nulových bodů řešenı́ lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu. Ovšem neexistovala
ucelená teorie s dostatečně obecnými metodami k řešenı́ globálnı́ch otázek.

Globálnı́mi vlastnostmi lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu v Jacobiho tvaru se v pade-
sátých letech tohoto stoletı́ začal systematicky zabývat O. Borůvka.

O. Borůvka vyšel z výsledků E. E. Kummera, aplikoval je na rovnice v Jacobiho tvaru

y′′ = q(t)y, q ∈ C0(j), j = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, (q)

Ÿ = Q(T )Y, Q ∈ C0(J), J = (A,B), −∞ ≤ A < B ≤ ∞ (Q)

a postupně vytvořil obsáhlou teorii globálnı́ch transformacı́ těchto rovnic, jejı́ž základy vyložı́me
v této kapitole.

Definice 4.0.1 Necht’h(t), X(t) jsou funkce definované na otevřeném intervalu k ⊆ j takové, že
platı́

1. h ∈ C2, X ∈ C3

2. h ·X ′ 6= 0 pro každé t ∈ k
3. K := X(k) ⊆ J .

Transformacı́ rovnic (q), (Q) rozumı́me uspořádanou dvojici [h,X] funkcı́ h(t),X(t) takovou, že
pro každé řešenı́ Y rovnice (Q) je funkce

y(t) = h(t)Y (X(t)) (4.0.2)

řešenı́m rovnice (q).
Funkce X se nazývá transformačnı́ funkce rovnic (q), (Q) nebo jádro transformace [h,X] a

funkce h faktor transformace [h,X].

Poznámka. Mluvı́me-li o transformaci rovnic (q), (Q) ve smyslu předchozı́ definice, uvažujeme
transformaci řešenı́ Y na intervalu K := X(k) ⊆ J na řešenı́ y na intervalu k ⊆ j.

Nebo ještě obecněji, transformaci části řešenı́ Y na intervalu I := X(i) ⊆ K ⊆ J na část
řešenı́ y na intervalu i ⊆ k ⊆ j.

Již jsme se zmı́nili, že transformacemi rovnic 2. řádu se poprvé zabýval E. E. Kummer,
jehož největšı́m přı́nosem byl objev nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu udávajı́cı́ vztah mezi
koeficienty rovnic a transformačnı́ funkcı́. Aplikujeme-li tento vztah na rovnice v Jacobiho tvaru
dostaneme výsledek zformulovaný v následujı́cı́ větě.

Věta 4.0.2 Každá transformačnı́ funkce X rovnic (q), (Q) je ve svém definičnı́m intervalu k ⊆ j
řešenı́m nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu, tzv. Kummerovy rovnice

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t) (Qq)
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a faktor h transformace [h,X] rovnic (q), (Q) je jednoznačně určen funkcı́X až na multiplikativnı́
konstantu c 6= 0

h(t) =
c√

|X ′(t)| . (4.0.3)

Poznámky.

1. Podle předchozı́ definice transformačnı́ funkcı́ rovnic (q), (Q) rozumı́me každou funkci
X ∈ C3, X ′ 6= 0 pro niž platı́, že uspořádaná dvojice [h,X] reprezentuje transformaci
rovnic (q), (Q). Nadále budeme libovolnou funkci f splňujı́cı́ podmı́nky f ∈ C3, f ′ 6= 0
nazývat funkcı́ regulárnı́.

2. Transformačnı́m problémem budeme rozumět problém určenı́ všech možných transformacı́
rovnic (q), (Q), tj. všech možných transformačnı́ch funkcı́ rovnic (q), (Q) a zkoumánı́ jejich
vlastnostı́.

Důkaz Věty 4.0.2.
Odvozenı́ rovnice (Qq) a vztahu (4.0.3) provedeme pomocı́ transformace závisle a nezávisle proměnné.
Uvažujme diferenciálnı́ rovnice (q), (Q) a proved’me transformaci závisle proměnné y(t) = h(t)z(t)

a transformaci nezávisle proměnné z(t) = Y (T ), T = X(t) =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ. Podle Věty 1.2.1 a jejı́ho

Důsledku 1.2.2 vı́me, že výsledná transformace y(t) = h(t)Y (X(t)) převádı́ řešenı́ Y diferenciálnı́ rovnice
(Q) na intervalu J na řešenı́ y diferenciálnı́ rovnice (q) na intervalu j a pro nosič Q platı́

Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)). (4.0.4)

Nejprve vyjádřeme faktor h transformace [h,X] pomocı́ funkce X . Derivacı́ vztahu X(t) =
∫ t

t0
h−2(σ)dσ

dostaneme X ′(t) = h−2(t), odkud

h(t) =
±1√
|X ′(t)| . (4.0.5)

Zbývá odvozenı́ rovnice (Qq). Dosazenı́m funkce h ze vztahu (4.0.5) do vztahu (4.0.4) obdržı́me výraz

q(t) = Q(T )X ′ 2 − 1
2
X ′′′

X ′ +
3
4
X ′′ 2

X ′ 2 ,

což je hledaná rovnice (Qq)
q(t) = −{X, t}+Q(T )X ′ 2.

Teorii transformacı́ lze rozdělit na dvě části podle toho, jaké podmı́nky klademe na transfor-
mačnı́ funkci. O obecných transformacı́ch mluvı́me v přı́padě, že neklademe na transformačnı́
funkci žádné dalšı́ požadavky kromě podmı́nek uvedených v Definici 4.0.1, o úplných transfor-
macı́ch v přı́padě, že definičnı́ obor transformačnı́ funkce je shodný s definičnı́m oborem rovnice
(q) a obor hodnot transformačnı́ funkce s definičnı́m oborem rovnice (Q).
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4.1 Obecné transformace

4.1.1 Řešenı́ Kummerovy rovnice (Qq)

Hlavnı́ roli v celé teorii transformacı́ hraje Kummerova rovnice (Qq), nebot’jejı́mi řešenı́mi jsou
transformačnı́ funkce. Následujı́cı́ odstavec je proto věnován otázkám týkajı́cı́m se řešenı́ této
rovnice.

Řešenı́m Kummerovy rovnice

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t) (Qq)

rozumı́me funkci X definovanou v intervalu k ⊆ j. Přitom nás budou zajı́mat pouze řešenı́ regu-
lárnı́, tj. X ∈ C3 a X ′ 6= 0 pro každé t ∈ k; X(k) = K ⊆ J .

Lze dokázat, že je-li funkce X(t) regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j, pak
existuje inverznı́ funkce x(T ) k funkciX definovaná na intervaluK = X(k) ⊆ J a platı́, že x(T )
je řešenı́m rovnice

−{x, T}+ q(x)ẋ2 = Q(T ). (qQ)

Ve všech dále uvedených tvrzenı́ch budeme mluvit pouze o funkci X , tj. řešenı́ rovnice (Qq). Pro
funkci x inverznı́ k X platı́ tvrzenı́ analogická.

Vı́me, že každá transformačnı́ funkce X rovnic (q), (Q) je regulárnı́m řešenı́m Kummerovy
rovnice (Qq). Nynı́ odpovězme na otázku, zda také naopak každé regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) je
transformačnı́ funkcı́ rovnic (q), (Q).

Věta 4.1.1 Necht’ funkce X(t) je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j. Vyberme
t0 ∈ k libovolně a označme hodnoty funkce X , X ′, X ′′ v bodě t0 jako X0, X ′

0, X ′′
0 .

Uspořádaná dvojice funkcı́
[

c√
|X ′(t)| , X(t)],

kde c je libovolná nenulová konstanta, reprezentuje transformaci [h,X] rovnic (q), (Q), kdy je
každé řešenı́ Y rovnice (Q) transformováno na funkci

y(t) = c
Y (X(t))√
|X ′(t)| , (4.1.1)

která je částı́ řešenı́ y rovnice (q) na intervalu k splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky

y(t0) = c
Y (X0)√|X ′

0|
, y′(t0) = c

[
Ẏ (X0)√|X ′

0|
X ′

0 −
1
2
Y (X0)√|X ′

0|
X ′′

0

X ′
0

]
. (4.1.2)

Důkaz.
Necht’X je regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) na intervalu k a Y libovolné řešenı́ rovnice (Q) na intervalu

J . Budeme dokazovat, že funkce y daná vztahem (4.1.1) je částı́ jistého řešenı́ y rovnice (q) splňujı́cı́
podmı́nky (4.1.2).

Funkce y má na intervalu k druhou derivaci

y′′(t) = c
Ÿ (X)√
|X ′|X

′ 2 − c
Y (X)√
|X ′| {X, t}. (4.1.3)
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Dále využijeme toho, že funkce Y splňuje rovnici (Q) a funkce X rovnici (Qq). V každém bodě t ∈ k tedy
platı́

Ÿ (X) = Q(X)Y (X), −{X, t} = −Q(X)X ′ 2 + q(t).

Dosazenı́m těchto vztahů do rovnice (4.1.3) dostáváme

y′′(t) = c
Y (X)√
|X ′|Q(X)X ′ 2 + c

Y (X)√
|X ′| [−Q(X)X ′ 2 + q(t)],

odkud
y′′(t) = q(t)y.

Tedy funkce y je řešenı́m rovnice (q). Podmı́nky (4.1.2) obdržı́me derivacı́ vztahu (4.1.1).

Důsledek 4.1.2 FunkceX je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) právě tehdy, když je transformačnı́
funkcı́ rovnic (q), (Q).

Následujı́cı́ dvě věty ukazujı́ vztah mezi řešenı́m rovnice (Qq) a prvnı́mi fázemi rovnic (q)
a (Q). Na základě jejich platnosti následně dokážeme větu o existenci a jednoznačnosti řešenı́
rovnice (Qq).

Věta 4.1.3 Necht’ X(t) je regulárnı́ řešenı́ rovnice (Qq) na intervalu k ⊆ j. Vyberme t0 ∈ k
libovolně a označme hodnoty funkce X , X ′, X ′′ v bodě t0 jako X0, X ′

0, X ′′
0 . Dále necht’A je

libovolná prvnı́ fáze rovnice (Q).
Pak funkce α definovaná na intervalu k vztahem

α(t) = A(X(t)), t ∈ k (4.1.4)

je částı́ jisté prvnı́ fáze α rovnice (q), která je jednoznačně určena Cauchyovskými počátečnı́mi
podmı́nkami

α(t0) = A(X0), α′(t0) = Ȧ(X0)X ′
0, α′′(t0) = Ä(X0)X ′ 2

0 + Ȧ(X0)X ′′
0 .

Důkaz.
Necht’A je prvnı́ fázı́ rovnice (Q), tj. prvnı́ fázı́ libovolné báze (U, V ) rovnice (Q). Tedy v intervalu

J platı́ tgA = U/V všude, kromě nulových bodů řešenı́ V . Platı́, že obrazem řešenı́ U , V v transformaci
[h,X] rovnic (q), (Q) jsou funkce

u(t) = h(t)U(X(t)), v(t) = h(t)V (X(t)),

jež jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (q) definovaná na intervalu k a jsou částı́ nějakých řešenı́ u, v
rovnice (q).

Necht’α0 je prvnı́ fázı́ báze (u, v). Pak pro t ∈ k dostáváme

tgα0(t) =
u(t)
v(t)

=
u(t)
v(t)

=
h(t)U(X(t))
h(t)V (X(t))

=
U(X(t))
V (X(t))

= tgA(X(t)).

Odtud α0(t)+mπ = A(X(t)) prom ∈ Z. Protože α0 je prvnı́ fázı́ báze (u, v), je i funkce α = α0(t)+mπ
prvnı́ fázı́ báze (u, v) a α část fáze α definované na intervalu k.

Derivacı́ vztahu (4.1.4) obdržı́me počátečnı́ podmı́nky pro α′(t0) a α′′(t0).
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Poznámka. Za použitı́ funkcex inverznı́ kX platı́, že funkceA definovaná na intervaluK = X(k)
vztahem

A(T ) = α(x(T )), T ∈ K
je částı́ prvnı́ fáze A rovnice (Q) a fáze A je určena odpovı́dajı́cı́mi Cauchyovskými počátečnı́mi
podmı́nkami.

Věta 4.1.4 Necht’α, A jsou libovolné fáze rovnic (q), (Q) takové, že α(j) ∩ A(J) 6= 0.
Označı́me-li

L = α(j) ∩ A(J), k = α−1(L), K = A−1(L),

pak ke každému čı́slu t ∈ k, resp. T ∈ K existuje právě jedno čı́slo Z(t) ∈ K, resp. z(T ) ∈ k
splňujı́cı́ rovnici

α(t) = A(Z(t)), resp. α(z(T )) = A(T ). (4.1.5)

Důkaz.
Zvolme t ∈ k libovolně. Pak α(t) ∈ L = A(K) a protože fázeA roste nebo klesá, existuje právě jedno

čı́slo Z(t) ∈ K splňujı́cı́ prvnı́ rovnici (4.1.5). Analogicky pro druhou rovnici (4.1.5).

Poznámka. Funkce Z(t) = A−1(α(t)), z(T ) = α−1A(T ), definované vztahem (4.1.5) v inter-
valech k, K jsou zřejmě navzájem inverznı́, náležı́ do třı́dy C3 a jsou regulárnı́m řešenı́m rovnic
(Qq), (qQ). Nazýváme je řešenı́ generovaná fázemi α, A.

Následujı́cı́ věta je jednou z nejdůležitějšı́ch v teorii obecných transformacı́.

Věta 4.1.5 (O existenci a jednoznačnosti řešenı́ rovnice (Qq))
Necht’ t0 ∈ j, X0 ∈ J , X ′

0(6= 0), X ′′
0 jsou libovolné. Pak existuje právě jedno „nejširšı́“ řešenı́

Z(t) rovnice (Qq) v jistém intervalu k ⊆ j splňujı́cı́ Cauchyovy podmı́nky

Z(t0) = X0, Z ′(t0) = X ′
0, Z ′′(t0) = X ′′

0 , (4.1.6)

kde „nejširšı́“ znamená, že každé jiné řešenı́ (Qq) splňujı́cı́ stejné počátečnı́ podmı́nky je částı́
Z(t).

Necht’α,A jsou libovolné prvnı́ fáze rovnic (q), (Q) takové, že α(j)∩A(J) 6= 0 a necht’jejich
hodnoty v bodech t0, X0 jsou dány vztahy

α(t0) = A(X0), α′(t0) = Ȧ(X0)X ′
0, α′′(t0) = Ä(X0)X ′ 2

0 + Ȧ(X0)X ′′
0 . (4.1.7)

Pak Z(t) je řešenı́ rovnice (Qq) generované fázemi α, A a platı́

Z(t) = A−1(α(t)), t ∈ k.
Důkaz.

Vyberme jednu z fázı́, napřı́klad fázi α, libovolně. Pak podle Věty 2.1.5 je fáze A jednoznačně určena
hodnotami A(X0), Ȧ(X0), Ä(X0), které jsou dány vztahy (4.1.7) a X0 ∈ J libovolně.

Řešenı́ Z(t) generované fázemi α, A zřejmě splňuje počátečnı́ podmı́nky (4.1.6). Chceme ukázat, že
každé řešenı́ X(t) rovnice (Qq) definované v intervalu k ⊆ j počátečnı́mi podmı́nkami (4.1.6) je částı́
řešenı́ Z(t). Podle Věty 4.1.3 je funkce α(t) = A(X(t)) definovaná v intervalu k částı́ jisté prvnı́ fáze
α0 rovnice (q), která je jednoznačně určena stejnými počátečnı́mi podmı́nkami (4.1.6) jako fáze α. Z toho
plyne, že α0(t) = α(t) pro t ∈ j a dále α(t) = A(X(t)) pro t ∈ k. Tedy X(t) je částı́ Z(t) na intervalu k.
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4.1.2 Transformace řešenı́ rovnic (q), (Q)

Necht’jsou dána libovolná řešenı́ y, Y rovnic (q), (Q). Budeme se zabývat otázkou, zda můžeme
při užitı́ vhodného řešenı́ X(t) rovnice (Qq) transformovat jedno z nich, např. Y , vztahem

y(t) =
Y (X(t))√
|X ′(t)|

na část y druhého řešenı́ y, kde t ∈ k ⊆ j. Jak dále uvidı́me, odpověd’na tuto otázku bude za jistých
předpokladů kladná a dokonce budeme moci předepsat libovolnou hodnotu X0, kterou funkce X
nabývá v libovolném bodě t0 ∈ j, tj. X(t0) = X0.

Věta 4.1.6 Necht’y, Y jsou libovolná řešenı́ rovnic (q), (Q) definovaná na intervalech j, J . Dále
necht’ t0 ∈ j, X0 ∈ J jsou libovolná čı́sla splňujı́cı́ jednu z následujı́cı́ch podmı́nek:

(a) y(t0) 6= 0 6= Y (X0) (b) y(t0) = 0 = Y (X0).

Pak existuje nejširšı́ řešenı́ X rovnice (Qq) nabývajı́cı́ hodnoty X0 v bodě t0, tj. X0 = X(t0),
které transformuje řešenı́ Y na intervalu J na část y řešenı́ y vztahem

y(t) = ε
Y [X(t)]√
|X ′(t)| ,

kde ε = ±1, přičemž v přı́padě (a) je

ε = sgn y(t0)Y (X0)

a v přı́padě (b)

ε =

{
sgn y′(t0)Ẏ (X0) pro X rostoucı́,
−sgn y′(t0)Ẏ (X0) pro X klesajı́cı́.

V přı́padě (a) existuje právě jedno rostoucı́ a právě jedno klesajı́cı́ nejširšı́ řešenı́X rovnice (Qq),
v přı́padě (b) existuje nekonečně mnoho rostoucı́ch a nekonečně mnoho klesajı́cı́ch řešenı́ X .

Důkaz.
Důkaz lze nalézt v [25], str. 210–211.

Poznámka. Podle předchozı́ věty tedy ke každému řešenı́ Y na J a řešenı́ y na j existuje funkce
X definovaná na intervalu k ⊆ j, jejı́mž oborem hodnot je interval X(k) = J , která transformuje
řešenı́ Y na J na řešenı́ y na intervalu k ⊆ j.

Speciálnı́ přı́pad, kdy je řešenı́ Y na intervalu J transformováno na řešenı́ y na intervalu j,
nastane za předpokladu, že funkce X je definovaná na intervalu k = j a navı́c X(j) = J . Tomuto
přı́padu se budeme věnovat v odstavci Úplné transformace.
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4.1.3 Vztah mezi transformačnı́m problémem a centrálnı́mi dispersemi

V tomto odstavci se omezı́me pouze na oscilatorické diferenciálnı́ rovnice (q) s nosičem q < 0 a
budeme zkoumat vztahy mezi transformačnı́ funkcı́ X a centrálnı́mi dispersemi.

Podle Věty 3.1.3 platı́, že všechny centrálnı́ disperse 1. druhu ϕn rovnice (q) jsou v intervalu
j řešenı́m nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

−{ϕn, t}+ q(ϕn)ϕn
′ 2 = q(t) (qq)

a dále za předpokladu q ∈ C2 jsou všechny centrálnı́ disperseψn,χn,ωn 2., 3. a 4. druhu v intervalu
j řešenı́m rovnic (q̂q̂), (q̂q), (qq̂). Vidı́me, že tyto rovnice jsou speciálnı́mi přı́pady Kummerovy
rovnice (Qq).

Také jsme ukázali, že centrálnı́ disperse libovolného druhu je třı́dyC3 a má nenulovou derivaci.
Můžeme tedy řı́ci, že centrálnı́ disperse libovolného druhu je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) a
podle Důsledku 4.1.2 je tedy transformačnı́ funkcı́ reprezentujı́cı́ transformaci rovnice (q) a jejı́
průvodnı́ rovnice (q̂). Uvažujeme přitom všechny čtyři vzájemně možné transformace. Tyto úvahy
vedou k následujı́cı́ větě, která je pouze jinou formulacı́ Věty 3.1.3.

Věta 4.1.7 Necht’ y značı́ libovolné řešenı́ rovnice (q) a y1 řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́
rovnicı́ k rovnici (q). Dále necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, . . . , m = ±1,±2, . . . ) jsou
libovolné centrálnı́ disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q).

Pak uspořádaná dvojice [
(−1)n√
ϕ′n(t)

, ϕn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je každé řešenı́ y rovnice (q) transformováno na to
samé řešenı́ y.

Dále za předpokladu q ∈ C2 platı́, že uspořádaná dvojice
[

(−1)n√
ψ′n(t)

, ψn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q̂), (q̂), kdy je každé řešenı́ y1 rovnice (q̂) transformováno na to
samé řešenı́ y1, [

(−1)m√
χ′m(t)

, χm(t)

]

transformaci rovnic (q), (q̂), kdy je každé řešenı́ y1 rovnice (q̂) transformováno na řešenı́ y rovnice
(q) a [

(−1)m√
ω′m(t)

, ωm(t)

]

transformaci rovnic (q̂), (q), kdy je každé řešenı́ y rovnice (q) transformováno na řešenı́ y1 rovnice
(q̂).
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Důkaz.
Větu lze jednoduše dokázat pomocı́ vztahů pro derivace dispersı́. Napřı́klad ze vztahu (3.1.3) pro

centrálnı́ dispersi 1. druhu plyne

y(t) =
(−1)n

√
ϕ′n(t)

y(ϕn(t)),

kde y je řešenı́ rovnice (q). Tedy uspořádaná dvojice
[

(−1)n

√
ϕ′n(t)

, ϕn(t)

]

reprezentuje transformaci rovnic (q), (q), kdy je každé řešenı́ rovnice (q) transformováno na to samé řešenı́.
Analogicky dostaneme vztahy pro centrálnı́ disperse ostatnı́ch druhů.

Shrneme-li předchozı́ poznatky, můžeme řı́ci, že centrálnı́ disperse oscilatorických diferenciál-
nı́ch rovnic jsou jistým řešenı́m Kummerova transformačnı́ho problému pro diferenciálnı́ rovnici
(q) a jejı́ průvodnı́ rovnici (q̂).

4.1.4 Vztah mezi transformačnı́m problémem a obecnými dispersemi

V tomto odstavci se opět omezı́me na oscilatorické rovnice a ukážeme si souvislost mezi obecnými
dispersemi a transformačnı́ funkcı́ oscilatorických rovnic (q), (Q).

Podle Věty 3.2.4 platı́, že každá obecná disperse X rovnic (q), (Q) je v intervalu j řešenı́m
nelineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 3. řádu

−{X, t}+Q(X)X ′ 2 = q(t),

která je Kummerovou rovnicı́ (Qq).
Také jsme ukázali, že pro obecnou dispersi X na intervalu j platı́ X ∈ C3 a X ′ 6= 0. Můžeme

tedy řı́ci, že obecná disperseX je regulárnı́m řešenı́m rovnice (Qq) a podle Důsledku 4.1.2 je tedy
transformačnı́ funkcı́ reprezentujı́cı́ transformaci rovnic (q), (Q). Přesnou transformačnı́ rovnici
uvádı́ následujı́cı́ věta.

Věta 4.1.8 Necht’X je obecná disperse diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0

a generátorem p. Necht’ Y ∈ R je libovolné řešenı́ rovnice (Q) a y ∈ r jeho vzor v lineárnı́m
zobrazenı́ p. Pak funkce Y (X)/

√
|X ′| je řešenı́m rovnice (q) a v intervalu j platı́

Y (X(t))√
|X ′(t)| = ±

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣y(t),

kde znaménko nezávisı́ na výběru řešenı́ Y .

Důkaz.
Necht’X je obecná disperse rovnic (q), (Q) s počátečnı́mi body t0, T0 a generátorem p. Dále necht’α

je libovolná fáze báze (u, v) rovnice (q) taková, že α(t0) = 0 a A libovolná fáze báze (U, V ) rovnice (Q)
taková, že A(T0) = 0. Pak podle Věty 3.2.3 obecná disperse X splňuje v intervalu j funkcionálnı́ rovnici

α(t) = A(X(t)). (4.1.8)
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Vyjádřeme nynı́ řešenı́ y a jeho obraz Y v zobrazenı́ p pomocı́ fázı́. Využijeme přitom vztahy (2.1.6), tj.

u = ε

√
|w|√
|α′| sinα, v = ε

√
|w|√
|α′| cosα.

Vı́me, že obecné řešenı́ y lze vyjádřit ve tvaru y = c1u+c2v, kde c1, c2 jsou libovolné konstanty. Zvolı́me-li
c1 = γ cos k2, c2 = γ sin k2 (γ > 0, 0 ≤ k2 < 2π), pak pro řešenı́ y dostáváme

y = k1
sin(α+ k2)√

|α′| , k1 = γε
√
|w|. (4.1.9)

Obrazem řešenı́ y = c1u+ c2v v zobrazenı́ p je řešenı́ Y = c1U + c2V , kde U , V jsou dány vztahy

U = E

√
|W |√
|Ȧ|

sinA, V = E

√
|W |√
|Ȧ|

cosA.

Po dosazenı́ dostáváme

Y = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣k1
sin(A+ k2)√

|Ȧ|
.

Tedy

Y (X(t)) = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣k1
sin(A(X(t)) + k2)√
|Ȧ(X(t)) ·X ′(t)|

,

odkud za využitı́ vztahu (4.1.8) a (4.1.9) plyne

Y (X(t))√
|X ′(t)| = εE

√∣∣∣∣
W

w

∣∣∣∣y(t),

kde εE = ±1.

Poznámky.

1. Při vhodně zvoleném zobrazenı́ p, kde p a p jsou lineárně závislá, dostáváme

Y (X(t))√
|X ′(t)| = y(t).

2. Necht’U , V jsou lineárně nezávislá řešenı́ rovnice (Q) a W je wronskián báze (U, V ). Pak
řešenı́

u =
U(X)√
|X ′| , v =

V (X)√
|X ′|

rovnice (q) jsou také lineárně nezávislá a pro wronskián w báze (u, v) platı́

w = W · sgnX ′.

Z Věty 4.1.8 vidı́me, že každá obecná disperse oscilatorických rovnic (q), (Q) reprezentuje
transformačnı́ funkci rovnic (q), (Q), tj. je řešenı́m Kummerovy rovnice (Qq). A naopak, podle
Věty 3.2.5 je množina všech regulárnı́ch řešenı́ rovnice (Qq) tvořena právě obecnými dispersemi
rovnic (q), (Q). Z těchto úvah okamžitě plyne následujı́cı́ tvrzenı́.
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Důsledek 4.1.9 Funkce X je transformačnı́ funkcı́ oscilatorických rovnic (q), (Q) právě tehdy,
když je obecnou dispersı́ rovnic (q), (Q).

Poznámky.

1. Vztah mezi transformačnı́m problémem a dispersemi 1. až 4. druhu:

Připomeňme, že disperse 1. až 4. druhu jsou speciálnı́mi přı́pady obecných dispersı́ rovnic
(q) a (q̂). Tedy disperse 1. druhu je jádrem transformace, kdy je každé řešenı́ u rovnice
(q) transformováno na nějaké řešenı́ v té samé rovnice (q), přičemž je zachována lineárnı́
nezávislost řešenı́. Obdobně disperse 2. druhu je jádrem transformace, kdy je každé řešenı́
u1 rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q), transformováno na nějaké řešenı́ v1 té
samé rovnice (q̂), disperse 3. druhu je jádrem transformace, která transformuje každé řešenı́
u1 rovnice (q̂) na nějaké řešenı́ v rovnice (q) a disperse 4. druhu je jádrem transformace,
kdy je každé řešenı́ u rovnice (q) transformováno na nějaké řešenı́ v1 rovnice (q̂).

2. Srovnánı́ transformacı́, jejichž jádrem jsou centrálnı́ disperse k-tého druhu a disperse k-tého
druhu (k = 1, 2, 3, 4):

Předpokládejme, že rovnice (q) je oscilatorická s nosičem q < 0, q ∈ C2 pro každé t ∈ j
(předpoklad q ∈ C2 zajišt’uje existenci průvodnı́ rovnice (q̂) k rovnici (q)).

(a) Necht’ϕn, ψn, χm, ωm (n = 0,±1,±2, · · · ,m = ±1,±2, · · · ) jsou centrálnı́ disperse
1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q) dané v Definici 3.1.1. Necht’u je libovolné řešenı́ rov-
nice (q) a u1 je řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q). Připomeňme
přitom, že platı́ vztah u1 = u′/

√−q. Následujı́cı́ tabulka popisuje transformace rovnic
a jejich řešenı́ v přı́padě, že jádrem transformace je některá z centrálnı́ch dispersı́.

Jádro Transformace Transformace Transformačnı́
transformace rovnic řešenı́ rovnice

ϕn (q), (q) u 7→ u u(t) = (−1)n√
ϕ′n(t)

u(ϕn(t))

ψn (q̂), (q̂) u1 7→ u1
u′(t)√
−q(t) = (−1)n√

ψ′n(t)

u′(ψn(t))√
−q(ψn(t))

χm (q), (q̂) u1 7→ u u(t) = (−1)m√
χ′m(t)

u′(χm(t))√
−q(χm(t))

ωm (q̂), (q) u 7→ u1
u′(t)√
−q(t) = (−1)m√

ω′m(t)
u(ωm(t))

Tab. 2 Transformace, jejichž jádrem jsou centrálnı́ disperse

(b) Necht’X1, X2, X3 a X4 jsou disperse 1., 2., 3. a 4. druhu rovnice (q) dané v Defi-
nici 3.2.6. a necht’p značı́ generátor přı́slušné disperse. Necht’u je libovolné řešenı́
rovnice (q) a v jeho obraz v lineárnı́m zobrazenı́ p. Dále necht’u1, v1 značı́ odpovı́-
dajı́cı́ řešenı́ rovnice (q̂), jež je průvodnı́ rovnicı́ k rovnici (q). Připomeňme přitom,
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že platı́ vztah u1 = u′/
√−q a v1 = v′/

√−q. Při volbě vhodného generátoru dané
disperse jsou v intervalu j splněny transformačnı́ rovnice uvedené v následujı́cı́ tabulce.

Jádro Transformace Transformace Transformačnı́
transformace rovnic řešenı́ rovnice

X1 (q), (q) u 7→ v v(t) = 1√
|X′1(t)|u(X1(t))

X2 (q̂), (q̂) u1 7→ v1
v′(t)√
−q(t) = 1√

|X′2(t)|
u′(X2(t))√
−q(X2(t))

X3 (q), (q̂) u1 7→ v v(t) = 1√
|X′3(t)|

u′(X3(t))√
−q(X3(t))

X4 (q̂), (q) u 7→ v1
v′(t)√
−q(t) = 1√

|X′4(t)|u(X4(t))

Tab. 3 Transformace, jejichž jádrem jsou disperse 1. až 4. druhu

4.2 Úplné transformace

Při studiu úplných transformacı́ vyjděme z Věty 4.1.5 o existenci a jednoznačnosti řešenı́ rovnice
(Qq). Podle této věty existuje právě jedno „nejširšı́ “ řešenı́ Z(t) rovnice (Qq) definované v inter-
valu k ⊆ j splňujı́cı́ počátečnı́ podmı́nky. Obor hodnot K řešenı́ Z(t) tvořı́ podinterval intervalu
J , tj. K ⊆ J . Je zřejmé, že obecně se interval k nerovná j, ani interval K se nerovná J . To
znamená, že řešenı́ Y rovnice (Q) nejsou obecně transformovány funkcı́ Z(t) na řešenı́ y rovnice
(q) v jejich celých definičnı́ch oborech, ale pouze v částech definičnı́ch oborů.

Transformacı́m rovnic v jejich celých definičnı́ch oborech se budeme věnovat v tomto odstavci.

Řešenı́ X(t) rovnice (Qq) budeme nazývat úplné, je-li jeho definičnı́ obor k roven intervalu j
a obor hodnot X(k) = K je roven intervalu J , tj.

k = j, X(k) = K = J.

Podobně mluvı́me o úplných transformacı́ch rovnic (q), (Q) právě tehdy, když je transformačnı́
funkce X(t) úplným řešenı́m rovnice (Qq). Tehdy je každé řešenı́ Y rovnice (Q) na intervalu J
transformováno na řešenı́ y rovnice (q) na intervalu j.

Lze dokázat, že je-li transformace [ c√
|X′| , X] rovnic (q), (Q) úplná, pak je i inverznı́ trans-

formace [1
c

1√
|x′| , x] rovnic (Q), (q) úplná. V této souvislosti budeme mluvit o úplných vzájemně

inverznı́ch transformacı́ch rovnic (q), (Q).

Chceme určit nutnou a dostatečnou podmı́nku pro existenci úplného řešenı́ rovnice (Qq), tj. pro
existenci úplné transformace rovnic (q), (Q) a počet těchto transformacı́.

Uvažujme tedy rovnice (q), (Q) na jejich definičnı́ch intervalech j = (a, b), J = (A,B).
Vı́me, že každé řešenı́X rovnice (Qq) je jednoznačně určeno dvěma vhodnými prvnı́mi fázemi α,
A rovnic (q), (Q) vztahem α(t) = A(X(t)), t ∈ k ⊆ j. Tehdy řı́káme, že řešenı́X je generováno
těmito fázemi.
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Věta 4.2.1 Dvě fáze α, A diferenciálnı́ch rovnic (q), (Q) generujı́ úplné řešenı́ X rovnice (Qq)
právě tehdy, když jsou fáze α, A podobné.

Důkaz.
(a) Necht’X je úplné řešenı́ rovnice (Qq) a α, A prvnı́ fáze, jež řešenı́ X generujı́. Pak X(j) = J a pro

t ∈ j platı́ α(t) = A(X(t)). Tedy obory hodnot fázı́ α, A se v definičnı́ch oborech j, J těchto fázı́
shodujı́, tj. α(j) = A(J). Tedy podle Definice 2.3.1 jsou fáze α, A podobné.

(b) Necht’α, A jsou podobné fáze rovnic (q), (Q) definované v intervalech j, J . Tedy platı́ α(j) = A(J).
Z toho plyne, že v intervalu j je obor hodnot funkce X konstruované vztahem X(t) = A−1(α(t))
roven intervalu J a dále že pro t ∈ j je splněn vztah α(t) = A(X(t)). Fáze α,A tedy generujı́ úplné
řešenı́ X rovnice (Qq).

Z předchozı́ věty plyne, že rovnice (Qq) má úplné řešenı́X právě tehdy, když existujı́ podobné
fáze rovnic (q), (Q). Podle Věty 2.3.2 existujı́ podobné fáze rovnic (q), (Q) právě tehdy, když
jsou dané rovnice stejného typu a druhu. Z toho okamžitě plyne následujı́cı́ důsledek.

Důsledek 4.2.2 Diferenciálnı́ rovnice (Qq) má úplné řešenı́ právě tehdy, když jsou rovnice (q),
(Q) stejného typu a druhu.

Tedy úplné vzájemně inverznı́ transformace rovnic (q) a (Q) existujı́ právě tehdy, když jsou
dané rovnice stejného typu a druhu. Řı́káme, že rovnice (q) a (Q) jsou úplně (globálně) transfor-
movatelné jedna na druhou. V tomto směru lze ukázat, že platı́:

1. Každá rovnice je globálně transformovatelná na sebe.
2. Je-li rovnice (Q) globálně transformovatelná na rovnici (q), pak také rovnice (q) je globálně

transformovatelná na rovnici (Q).
3. Je-li (Q) globálně transformovatelná na (R) a (R) globálně transformovatelná na (P ), pak

také (Q) je globálně transformovatelná na (P ).

Můžeme tedy řı́ci, že relace „globálnı́ transformovatelnosti“ je reflexivnı́, symetrická a tranzi-
tivnı́, je tedy relacı́ ekvivalence. Rovnice, které jsou na sebe vzájemně globálně transformovatelné,
nazýváme proto globálně ekvivalentnı́. Jinou formulacı́ Důsledku 4.2.2 je tzv. kritérium globálnı́
ekvivalence pro rovnice 2. řádu.

Borůvkovo kritérium globálnı́ ekvivalence pro rovnice 2. řádu:

Dvě homogennı́ lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu jsou globálně ekvivaletnı́ právě
tehdy, když jsou stejného typu druhu.

Na množině všech homogennı́ch lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu lze tedy vytvořit
rozklad přı́slušný této ekvivalenci. Každá třı́da tohoto rozkladu bude obsahovat rovnice, které jsou
globálně ekvivalentnı́. Je vhodné vybrat z každé třı́dy jednu rovnici (samozřejmě spolu s definičnı́m
intervalem), která bude reprezentovat celou třı́du. Takovou rovnici nazveme rovnicı́ kanonickou.
Protože všechny rovnice dané třı́dy jsou ekvivalentnı́ s rovnicı́ kanonickou, můžeme zkoumat vlast-
nosti řešenı́ rovnic dané třı́dy invariantnı́ k uvažovaným transformacı́m prostřednictvı́m vlastnostı́
rovnice kanonické.
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Borůvkovy kanonické tvary lineárnı́ch diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu:

y′′ = −y na (0, π/2) konečný typ 1, obecný druh
y′′ = −y na (0, π) konečný typ 1, speciálnı́ druh
y′′ = −y na (0, 3π/2) konečný typ 2, obecný druh
y′′ = −y na (0, 2π) konečný typ 2, speciálnı́ druh
. . . . . . . . .

y′′ = −y na (0, (m− 1/2)π) konečný typ m, obecný druh
y′′ = −y na (0,mπ) konečný typ m, speciálnı́ druh
. . . . . . . . .

y′′ = −y na (0,∞) nekonečný typ, vpravo oscilator.
y′′ = −y na (−∞, 0) nekonečný typ, vlevo oscilator.
y′′ = −y na (−∞,∞) nekonečný typ, oboustranně oscilator.

Kritérium globálnı́ ekvivalence a kanonické tvary pro lineárnı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu
lze považovat za jedny z nejdůležitějšı́ch výsledků monografie [16]. Byla jimi v jistém smyslu
završena Borůvkova teorie globálnı́ch vlastnostı́ lineárnı́ch homogennı́ch rovnic 2. řádu v reálném
oboru.

V dalšı́ch letech se tato teorie stala základem pro vytvořenı́ teorie globálnı́ch vlastnostı́ lineár-
nı́ch rovnic n-tého řádu, jejı́ž výsledky byly shrnuty v monografii F. Neumana Global Properties
of Linear Ordinary Differential Equations [C18].

Závěrem uved’me dva přı́klady, jež sloužı́ ke konstrukci diferenciálnı́ rovnice s předepsanými
vlastnostmi. Využijeme zde větu o transformaci závisle a nezávisle proměnné a ilustrujeme platnost
Borůvkova kritéria globálnı́ ekvivalence.

Přı́klad 1.
Chceme nalézt diferenciálnı́ rovnici (q) definovanou na intervalu (−∞,∞), která je globálně
ekvivalentnı́ s rovnicı́ Ÿ = −Y definovanou na intervalu (−π

2 ,
π
2 ).

Uvažujme tedy rovnice
y′′ = q(t)y, t ∈ (−∞,∞) (q)

Ÿ = −Y, T ∈ (−π
2
,
π

2
) (Q)

a hledejme nosič q(t) rovnice (q) a globálnı́ transformaci rovnic (q), (Q) ve tvaru y(t) =
h(t)Y (X(t)). Využijeme přitom Věty 1.2.1. Nejprve zvolme vhodnou funkci X(t) = T tak,
aby přetransformovala interval (−∞,∞) na interval (−π

2 ,
π
2 ), napřı́klad

X(t) = T = arctg t.

Z Věty 1.2.1 (ii), s využitı́m této konkrétnı́ volby T , plyne

arctg t =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ,
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odkud
1

1 + t2
=

1
h2(t)

a tedy h(t) = ±
√

1 + t2.

Podle téže věty platı́ pro nosiče rovnic (q) a (Q) vztah

Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)).

Dosazenı́m funkce Q(T ) = −1 a funkce h(t) = ±√1 + t2 do tohoto vztahu dostáváme

q(t) = 0.

Schématické znázorněnı́ transformace rovnic (q), (Q):

Ÿ = −Y , T ∈ (−π
2 ,

π
2 ), konečný typ 1, speciálnı́ druh

↓ y(t) =
√

1 + t2 · Y (T ), T = arctg t

y′′ = 0, t ∈ (−∞,∞)

Transformace báze řešenı́:

U = sinT −→ u =
√

1 + t2 · sin (arctg t) =
√

1 + t2 · t√
1 + t2

= t

V = cosT −→ v =
√

1 + t2 · cos (arctg t) =
√

1 + t2 · 1√
1 + t2

= 1

Vidı́me, že řešenı́ u má právě jeden nulový bod a řešenı́ v nemá žádný nulový bod. Tedy nalezená
rovnice (q) je stejně jako rovnice (Q) konečného typu 1, speciálnı́ho druhu.

Přı́klad 2.
Modifikujme předcházejı́cı́ úlohu na nalezenı́ diferenciálnı́ rovnice (q) definované na intervalu
(−∞,∞), která je globálně ekvivalentnı́ s rovnicı́ Ÿ = −Y na intervalu (−π, π) a obecně na
intervalu (−k π2 , k π2 ).

Uvažujme tedy nejprve rovnice

y′′ = q(t)y, t ∈ (−∞,∞) (q)

Ÿ = −Y, T ∈ (−π, π) (Q)

a postupujme analogicky jako v přı́kladě 1. Vyberme vhodnou funkci X(t) = T tak, abychom
přetransformovali interval (−∞,∞) na interval (−π, π), napřı́klad

T = 2 arctg t.

Z Věty 1.2.1 (ii), s využitı́m této konkrétnı́ volby T , plyne

2 arctg t =
∫ t

t0

h−2(σ)dσ,
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odkud
2

1 + t2
=

1
h2(t)

a tedy h(t) = ±
√

1 + t2

2
.

Dosazenı́m funkcı́ h(t) a Q(T ) = −1 do vztahu Q(T ) = h3(t)(−h′′(t) + q(t)h(t)) obdržı́me

q(t) =
−3

(1 + t2)2 .

Schématické znázorněnı́ transformace rovnic (q), (Q):

Ÿ = −Y , T ∈ (−π, π), konečný typ 2, speciálnı́ druh

↓ y(t) =

√
1 + t2

2
· Y (T ), T = 2 arctg t

y′′ =
−3

(1 + t2)2 y, t ∈ (−∞,∞)

Transformace báze řešenı́:

U = sinT −→ u =

√
1 + t2

2
· sin (2 arctg t) =

√
2

t√
1 + t2

V = cosT −→ v =

√
1 + t2

2
· cos (2 arctg t) =

√
2

2
1− t2√
1 + t2

Vidı́me, že řešenı́ u má právě jeden nulový bod a řešenı́ v má dva nulové body. Tedy nalezená
rovnice je konečného typu 2, speciálnı́ho druhu. Opět jsme ověřili, že rovnice (q) a (Q) jsou
stejného typu a druhu.

Obecně můžeme dokázat:

Ÿ = −Y , T ∈ (−k π2 , k π2 ), konečný typ k, speciálnı́ druh

↓ y(t) =

√
1 + t2

k
· Y (T ), T = k arctg t

y′′ =
1− k2

(1 + t2)2 y, t ∈ (−∞,∞) konečný typ k, speciálnı́ druh

Uvedené přı́klady pouze ilustrujı́ některé pojmy Borůvkovy teorie. Ukázky využitı́ této teorie
při řešenı́ některých problémů, napřı́klad ve variačnı́m počtu nebo ve studiu asymptotických
vlastnostı́ řešenı́ rovnic 2. a 3. řádu, přesahuje rámec této práce. Vı́ce podrobnostı́ lze nalézt
v monografii F. Neumana Global Properties of Linear Ordinary Differential Equations [C18] nebo
v monografii M. Greguše Third Order Linear Differential Equation [C22].

81


		webmaster@dml.cz
	2012-09-05T22:40:10+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




