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-~ 1 

4 1 g e Ъ r a . 

MJL-LJJL1L., 

Definice, {. í .s. .-§_ JL.n é:.......t'lě.,1 _e s,.t, je každá mn#žina 
korapleiních Síseí, Eterá: 
a/ obsahuje aspoň jedno číslo oá nuly různé, 
b/ má tu vlastnost, Se do množiny patří také 

Součet, rozdíl, F.ouéin a podíl-/s dálito-
•'len od nuly rujsnýra/ každých dvou stejných 
nebo ruEstý-ch čísel 2 množiny. 

Příklady; 1. Mnošina v Š e c h k o r-i p 1 e x n í c h 
éfóel jo; číselné těleso, a to těleso nej
větší v tom sm.yslu#ae každé jiné číselné 

teleno je v n>ím-6b?,alono./ KaMé jinévčí~ 
ářélné* těleso je podmnožinou množínf všech 
koiiplomícij dísol./ 

• 2. Množina v š o 6'h r e á l n í c h éíscl 
je číselné těleoo. 

• 3* Množina všechvcelých čísel* není éísel&ým 
tělesem /nebot podíl každých- dvou císei 
neííí číslo celé/. 

Věta j i . 1 . : K a ž d é Č í s e l n é t •:' l e s * o b~ 
sáhuje t ě l e s o č í s e l r a c i o 
n á l n í c h . -/ Je tedy mnežina č í s e l r a 
c ionáln ích n e j n e n § í č í s e l n é t ě l e s o / * 

Důkaz. Buď K libovoln6voÍ3elrv
:: těleso. Podle definic©* 

obsahuje K aspoň jedno Si clo od nuly různé*. 
Oznacne je a. Podle druhé c^sti definioo obsa
huje K především podíl a:a ~ 1, pak také čísla 
1+1 = 2, 2+1 -= 3,"... ,1-1 - 0, 0-1= -1, 0-2«-2f 
..... tedy všechna čísla celá. Mimo to, opšt 
podle druhé ěásti definice, obsahuje tlleso K 
podíl a:b každých dvou celých čísel a, b V 0, 
toly každé éíslo Tr-"oi0nální. 



• 3. 

3. Matioe v te le te* 

Definice. Maticí v libovolném tSlese K .rozumíme mnežinu 

č í s e l z tě lesa K uspořádaných do určitého počtu 

/řekněme m j řádků a určitého poctu sloupců 

/řekněme n j . 

Přiklad; Množiia Čísel 

| 1 fS' -2 0 \ 

i 1 0 0 4 • * 

je příkladem matioe v t ě l e s e č í s e l reálnich.Matice 

má m =r 3 řádky a n a 4 sloupce. 

Definice. M a t i c e č t v e r c o v á . J e s t l i ž e poftet 

řádků uatice je týž jako peóet sloupoů.tedy m = n, 

pravíme,že matice je čtvercová řádu n . 

na př. .' 1 '6 /3i 

! o S cj (OGL příkladem matioe 

*tÉT 0 4/ čtvercové řádu 3 v t ě l ese 

reálních č í s e l . 

Mysleme s i napsánu nšja&ou matioi v tě lese K 

o m řádcích a n sloupcích.Čísla, té to matioe výnedně 

po j menu jeaie.t . j . označíme podle tohoto pravidlaiCíalo nadnáše

j í oí se v matioi v určitém řádku,řekněme v j-tém,a v k-tóm 

sloupci označíme jedním písmenen s indexy j,k, tedy znakem 
a i . k - p ř i tomto označení se pak každá matice o m řádoloh 

a n Bloupoíoh píše v tvaru 

/ a l l al-š • • • a l n 
a a i asa •'• a8n 

aml ^mís •" amn' 
Tak na př.v hořejší matici třet ího řádu je * i : L s 1, 

a i a = 3> a l 3 = **"» a á i s 3 ' a t á -



' • • ' • " * • • 

Vyakytnou-li se v nSjaká úvaze dvS nebo víoe matic,značíme 

čís la jedné na př. a n » ai3» '•• » 

l i » i2* ••• atci» 

Matici samu označujeme často Btruone jed-iným, obySejiiaWeJJcym-

písmenem jako A, B, . . . a podobně,po příp.s indexy 

A l t Bg, A* B ' a pod. 

poznámka: 

V dalších úvahách budeme mí sto,, matice o m řádcíoh a n -

sloupoíoh "užívati Jtratšího výrazu ,,matloe typu m/n" . 

t. 3 J Hěkteró zvláštní matioe čtvercový /řádu n > 1 / . 

V následujících odstavcích předpokládáme, že bylo zvoleno 

určité číselné téleao K a všeohny uvažované matioe jsou v 

tomto tělese K . 

3.1. M a t i c e n u l o v á . Velmi jednoduché je matioe 

čtvercová libovolného řádu n , v níž se všechna č ís la rovna

j í nule. Je to matioe 

i /' 
n ' 1 0 0 . . . 0 1 = 0 

i 
n 

Říkáme jí matice nula nebo nulová.Značí se písmenem 0 . 

3,B. M a t i c e j e d n o t k o v á t . Je čtvercová ma

tice řádu n , v níž všechna Čísla v t.zv.hlavni diagenále 

jsou jedničky a všechna ostatní čísla jsou nuly.Je to tedy 

matioe 



3*3. M a tic e I,v , Rovněž důležité., jsou Stveroové matice, 
• ninitt I.IIIIIIIIIII,III >•>«+,<,* i.»r. ftin.i.n.,.1 IH»III mil i p i."• J *% .--*-$* 

libovolného řadu n , které mají jeden prvek rovný jedničce 

a věechny ostatní rovny nule. 

J e - l i t a jednička napsána v j-tém řádku a lt>tém sloupci, 

kde 1 & j , k m% n 

—- pak matice*má tvar 

/ ' 0 ... 0 *,* 0 

Ьji, з ; 0 »„. 1 ..» 0 

: : / 

0 •.. 0 •.. Ol 

k.sloupeo 

Takových matic je celkem n , a to. E-ĵ , Exg,.. '-5-̂ . -• *--nn 

(4̂ ) Matice sdružené,symetrické a pólosymetrické. 
^^** #m tlil. .lili M>*m*+i0m-**0**mm •»**- mm **m *«.» «... «w» m»»» a—> »»-->-».* «»..» .».» «.*•»* *»»,•* ««PS» *•* m « ^ t . * a * » * * » « * ( < « * * ' «***«•>• ».»»•*» n »» w l l l p W •mi m* 

4 . 1 , M a t i c e B d r u ž e n_é__ř J e - l i dána nějaká-mátloe 

A typu m/n 

A « í 

/e-11 — * aia"\ 

\ a ml *•• amn 

můžeme z j e j i c h iiíe^I u t v o ř i t i matici novou 

A* w / a-» àffjЛ 

\ a l n " * * **"""> /ř 

/ »u - • • »и 

шn, 

Má tedy matice A' vzhledem k matici A vyměnSny řádky za 

sloupce,takže je typu n/m * Nazývá se matice sdružená s ma

t i c í A a značí se ť , 

j-e patrno,že matice A* *•« A , t. j.matioe sdružená a ma-

t i o í sdruženou A* je původní matice A . 

Příklady * 1. B matici A a / l 3 3\ je sdružena matioe A ' ^ 1 0 

8 0 

te-1; 

/ l 3 3\ 

10.0-1/ 



V . . " . *• • ' • • ' :: •. 

8. Matice sdružená s maticí čtvercovou 3.řadu /str.8/ 

l 3 YI \ ,/ 1* 3 f f 

3 8 0 | , tedy B a B\ 

flf-0 4 

B » ( 3 8 0 I je matice B' » 

f S 0 4 

3. T(úcé si věimněme, že o'« 0 

E'=E 

Ejk*" -*kj ' P 1 0 5»* » -*iS ••• n • 
4.a.. M £ , t 1 oi e s ŷ m e t r i o k á . Je- l i nějaká matice 

0* Stvercová řádu n a má»-li tu vlastnast,Že matice e xd 

sdružená S'« S , nazývá ee matice S symetrická. 

V takové matici jsou tedy Sísla položená symetricky' vzhledeBL 

k hlavní diagonále sobě rovna,t.j.pro její prvky B^ platí 

rovnosti 

a jk r 8kj p r o 3 , k r 1 , a » ••• n • 

ía př.matice B (4.1.3) je symetrická. 

Také matice 0,E jsou symetrické. 

4.3. H a t í c e p _o 1 o B ,y m e. t r l o k á . Je-l i nějaká 

matice T čtvercová libovolného řádu n a pro její Sísla 

"-i,k P--atí vztahy 

t ^ s - t w pro j , k e 1,8 • •• n , 

naaývá se T matioe polosymetrická. 

V takové matioi jsou 5ísla v hlavní diagonále vesměs nuly, 

kdežto Sísla položená symetricky vzhledem k hlavní diagonále 

se l i s í právě znaménkem. # 

Příklad i Matioe /' o 1 « fT \ 

-1 0 8 I je polosymetrioká. 

íl -8 0 / 

5j) Rovnost mat1o,eečítání,skalární násobení,násobení mátlo. 

5*1. R o v n é s t m a t i c . Hoch! A, B jsou dvfc matioe 

téhož typu m/n „ trávíme,že <*bě matioe A,B 4 B 0 U **> rovny, 



6. 

a píšeme A » B , když J k j ^ ž - d ^ ^ č i s l o ^ a ^ -«artto« A se 

rovná et^ipoXehíémx č í s lu b j ^ matice B-^-ted3tJ^tí--14-~-

4 » b ^ pro j s l ,2,,»m; k « l , 3 c e - n . 

8trudně Sečeno: Dvě matice A,B jsou s i rovny,když jsou 

úplně s t e j n é . 

Rovnice A o B vyjadřuje tedy oelkom m.n rovnostmi 

ftlť*b?a> a i a * * b 1 3 > > - 8 m n - b i m . / 
tedy "tolik rovnost í ,kol ik č í s e l je v každé z obou matic. 

Podle toho,co bylo řečeno o rovnosti dvou mat ic ,p la t í 

tedy na př .pro každou s y m e t r i c k o u matioi 8 

8's S . 

5.3. S e č í t á n í matic je operace,která dvěma maticím 

. A,B typu m/n přiřazuje novou matici,které se říká seučet 

mátlo A * B . Součot A + B je opšt matice typu ,-m/n a 

je z čísel a.- v A a z čísel b-^vB utvořena Bečtením 

stejnolehlých čísel v obou maticích,Je tedy 

'x 

l&ll|,bll» a l 3 * b l 0 ' •«••••• ^ T ^ L n 
A + B r l •-

\ & ml* b m l ' W b m3' ••••'••• a
m i * bmn. 

Vzhledem k de f in ic i číselného t ě l e s a je součet obou matic 

A * B matice opět v témže t ě l e s e jako jsou matice^ A,B. 

Př ík lady: 1/ A s. / 1 0 3\ B ~? / 1 0 1 

3 3 - 1 ] 1 

0 0 0/ 1-1 

• B -= / 3 0 3 \ 

A 3 - U f l l 

- 1 3 1 / 
3/ Je zřejmé,že pro každou matioi A platí vztah 

JI v U «Sř A o 



a l l * ÎЗ̂ *
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 * a

ln
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шx 
a
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a k mn 

' . . . . • 7* *• • 

-~€,Z\ S k a l á r n í n á s o b e n í m a t i c je opemoe, 
,**»<.» >t<****<*mm<m>»*0> »><>V<i>> >•*•• n -i...i.iii,<l.,iill,tliimiiu.i,i um „i—m-Hif^,,! , „„, ,,,1,11 ilj-ufiair n i-n-ti mimm ni^mm^u,,,*,, mi,,,mi*,r,, ,«>»>,< ,„ i. ,j.-n. ..iiy,,,.*..-^,-.,*-./...! 

která k libovolné matici A typu m/n a k libovolnému,-' 
« 

Číslu k z téhož tělesa,v němž je A . přiřajzu^rT-Ovou ma--

t i o i . k t e r é se říká s k a l á r n j t - ^ f o u č i ň m a t i 

c e A a č í s l e m ~k . Značíme jej aymbolem Ak . 

8kalární součin Ak je matice opět typu m/n a je z-~S£&ea 

a.^uA a z čísla k utvořena takto: 

A* = 

tedy násobením čísel a.^ matice A číslea, k .Vzhledem 

k definici číselného tšleaa je skalární součin Ak opét 

v témže číselném tělese jako je matiae A a číelo k . 

Podobné s k a l á r n í s o/u Č i n č í s l a 

k B m a t l o í A značíme symbolem kA a je to 

matice 
ka 1 8 ... ka l n 

ka fl „.. ka 
ma mn 

Zřejmé platí rovnost těchto dvou matic; 

kA r: Ak , 

takže je jedno,mluvíme-li o skalárním součinu matioe A 

B číslem k anebo čísla k a maticí A * 

Místo -l.A píšeme stručněji -A . 

Pedle definice poloaymetrické matioe 4*3 platí 

P r o každou poloBymetriokou matioi vztah 

I : - ť | 
a zřejmé platí také opakikdyž nějaká čtvercová matioe T 

vyhovuj© tomuto vztahu,jeet polosymetrická. 



5.4. n á s o b e n í d v o u a "a t i o j e a t operace, k terá 

k matioi A typu m/n a k d a l J Í matici typu n/h p ř i -

r á z u j * novou matioi typu m/h , k te ré se ř í k á s © u č i ň 

m a t i c e A s m a t i o i B /v tomto pořadí/ a značí 

se symbolem AB , Tento součin j e s t z č í s e l a . ^ matice A 

/ j s 1 , 3 , . . . m i k s 1 ,3, , . , n / a z č í s e l b ^ . matice B 
• •-» 

/ k = 1 , 3 , . . . a j r s l ,g,,,» h / utvořen podle tohoto- pra-
v i d l a s č í s l o o. v tomto součinu j e s t «jr 

j 's 1 , 3 , . . . m ř r s 1 , 3 , . . . h . ., </-»•' 

Ačkoliv j e s t to to pravidlo na první pohled d o s t i s l e ž i t é 

a zdá se umělé,uslyšíme brzy,že jeho původ je zoela p ř i r o 

zený. 

Př ík ladi /- l 
/O i 3 \ 

J e - l i A s , B c 
1 3 - 1 0 / 

pak součin AB s / 4 3 ~3 \ 

[ - 5 9 3 ) , 

Zřejmě p l a t í c e j s o u - l i matioe A,B v t ě l e s e K , 

j e s t AB také v t ě l e s e K * 

Když A j e s t čtvercová matice libovolného řádu n 

můžeme u t v o ř i t součin A.A a značíme je j 

Zřsjmě j e s t i OA = AO t: 0 í EA » AE o A . 

6. Pravidla o počí tání e maticemi, 

m s l e d k y ~ p l y n ^ def inio se da j í stručně 

vystihnouti takto; 

Celá řada pravidel,která platí pro počítání s oby

čejnými komplexními čísly platí formálně stejně pro péčí-

tání s maticemi*. 



•• ' • a. 

Přesněji ředěno, z předohoirích definic plynou tyto vztahy, 

které formálně platí i pro poěítání s komplexními čísly: 

I. A + B s B + A f 

(A 4 B) * 0 p A 4 (B + 0) . 

Platnost prvního vztahu vyjadřujeme t ím,že prq s e S í -

t á n í p l a t í zákon k o m u t a t i v n í ; platnost---druhéha,' 

že pro s e ě í t á n í p l a t í zákon a s o p i a t i v n í . 

I I . a A - A a ; a(bA) = (ab) A ; (aA) (bB) s (ab) ÂB) ; 

t . j . pro s k a l á r n í n á s o b e n í p l a t í zákon 

k o m u t a t i v n í a zákony a s o c i a t i v n í . 

I I I . (a + b)A = aA 4 bA ,' a ( i +. B) s aA • aB i 

t . j . p r o s k a l á r n í n á s o b e n í p l a t í zákony 

d i s t r i b u t i v n í , 

IV. (A * Bj 0 = A0 4. B0 , 0(A * B) » 0A + OB ; 

t . j f p r o n á s o b e n í p l a t í zákony d i s t r i b u 

t i v n í , 

V. (AB)0 B A(B0) ; 

t . j . p r o n á s o b e n í p l a t í zákon a B o o i a t i v n í . 

VI. AÍ A jest jakékoliv čtvercové matice řádu n , 
n 

existují čísla a_.v /j,bsl, ..., n) taková, že A = 2C a4v-5.v í 

t.j.matice E., tvoří b a s i všech čtveroových matic 
Ok 

řádu n . 

V hořejších vzorcích Be předpokládá,že matice,o něž jde, 

jsou vhodného typu. Tak na př.ve vztr.zíoh 11, v třetím vzorci 

se předpokládá,je-li matice A typu m/n , pak matioe B 

je typu n/h . Ve vztahu V. BS předpokládá,že je-li matioe A 

typu m/n , je matioe s typu n/h a matice 0 typu h/p . 

D ů k a z y hořejších vzorců jsou většinou velmi jedno

duché.Trochu složitější je důkaz vzoroe V ,/aaooiativní zákon 

pro násobení/ a na ten &e omezíme,Ostatní důkazy nechí si 

dtenář provode jako cvičení» 



10. 

Důkaz vzorce V. 

Neohf č ís la jednotlivých matic A,B,0 jsou a , k , b ^ , 

°tá ' ? ř l 5 e m ž J ž 1 , 3 , . . . m ; k e l ,8,4. .u ; r s 1,3,...h y 

a » 1,3, . . . p , Matice A B jest pak typu m/h $ •značme j« j í 

č í s la u . r . podle definice 5-4 máme 

u j r = a j l b l r + - " * - a
3 n V • 

(AB}0 jest typu m/p a podle definice "5»4-j-sou~j«gí -číela 

/označme je v-jS / : 

T 3S r u j l ° l s *••••*• u j h °hs ' 
takže máme: 

h u.h 
v s ZT, u. c r x 2 a., b, c 

j s r = . l 3 r r s k í C r = l 3* ^ r s 

Na druhé straně je (BOJ matice typu n/p ; označme j e j í 

č í s la u' . Opět podle 5*4 je 
. , h 

u k e = ^ b k r °rs ' 

Matice A(B0) je typu m/p ,• ©značme její čísla v . 

Zřejmě js 
n u,h 

j s ^ 3JC * 3 k á r j r = 1 ok Dkr rs 

Tedy skutečně vychází 
v - v ' 

j s v j a • 

Poznámka. Z hořejších vzorců odvodí se snadno vzorce 

obecnější,které platí pro libovolný počet matio.Na př.ze 

vzoroe V. plyne,že libovolný počet matic A-̂ A-,,..,,A 

typů,které vyhovují definioi násobení matic,má jediný součin 

který označujeme &i&Q*..kn , jenž závisí jenom na pořádku 

těchto matic, ale nezávisí na tom,jak jej počítáme.Na př,pro 

Čtyři matice máme; 



"•;.'... ' • ' l l > " , ' 

AxAfíAaA4S k ^ ^ k ^ u Â AgÂ Â  nfcký(k^„ 

» [ A l ( A ^ 1 ] Á 4 =[( A l A al Á 3J A 4 * 

J e - l i A- libovolná čtvercová matice, j l ibovolné přir#--

íiené č í s l o , označujeme součin 

. J ' • ' . . ' ' ' 

s t r u č n ě j i symbolem A 3 a nazýváme je j j « t á m o o n i y n a 

matice A „ Mimo to definujeme nultou mocninu .matice A, 

t « t i ž A° , rovností 

A° r £ . 

?, Dalčí pravidla pro počítání a maticemi. 

k Následující dvě pravidla nemají v aritmetice obyčejných 

komplexních čísel obdoby: 

(A 4 B)'r A' + B' , 

(AB)' s B V . 

D ů k a z prvého vzorce je snadný. Dokažme druhý . 

Heoh£ a ^ jsou č í s l a matice A typu m/n, b matioe 

B typu n/h . Potom A.B j e s t matice typu m/h a j e j í 

č í s l a jsou u . = a, , b ^ , + « . . • a . n b . 8družená matioe 

fA B ) * 3* typu V m a 3®jí č í s l a jsou u « a... Ix. • 

+.,.4- a . b . Matice E ' je typu h/n a j e j í Čísla jsou j n nr «• ' ' u " " 
D.ck e b. • Matice A* je typu n/m a j e j í č í s l a jsou 

a ' a a,j_ . Tedy matice B'A' je typu h/m a j e j í č í s l a 

Jsou n ^ = b r l ^ + . . . 4 . b ^ a ^ . b l r a ^ * . . . * b ^ a J f t . 

Tedy skutečně p l a t í u • r, u' . 
rj rj 

8, Multiplikační konstanty pr© matioe E 

,ŕ Î * \ fь U 
ś Ił k 4-á 

J L I L : 

Podle Vl . j e s t každá čtvercová matioe n-tého řádu l i n e 

ární kombinací /s koeficienty a.^/ matio E . . . Součin 

®ik E r s 3 e s ť m a t i c e n-tého řádu a t«dy l i n e á r n í kombinaoí 



18. 

matic B.^. Koeficienty v tSohto l ineárních kombinacích jaou t . zv. 

m u . l t i p l i k a č n í k o n s t a n t y p r o m a t i -

o e 35, jj. . Kolik j e s t těchto-multipl ikacnioh konstant ? Věech 

matic E ^ Jest n 3 ; tedy všech součinů po dvou maticích 
£ i k ^re ^ e s t fn ) a P r o i-aždý takový soudin máme celkem—*P. 

tauJJU.k-Dnsl.-anl̂ .Tedy mult.konstant jes t celkem (t?)^** n „ 

Abychom je u r č i l i , s t a č í vypočíst i 

ţjj tg 
jk **rs 

/o o....o\ 
í i 

v / # « » • JL » • * <$ \J 

v 6 . . . . o . . . . o 

pravá s t rana j e s t součin dvou Čtvercových matic řádu n , tedy-~-opět-

čtvercová matice řádu n . Tato /podle definice 5*4/ může mít i 

č í s l a od nuly různé jenom v j-téni řádku a s-tém sloupci*Avěak 

č í s l o v j-tém řádku a s-tém sloupci v součinu obou matic j e s t 
/ O pro k jt x 

zřejmě J 
I 1 pro k - r 

Tedy j e s t 

Í
O pro k ft r 

. 
E . a pro k . r . 

Těmito vztahy jsďu mult ipl ikační konstanty určeny a j e s t zřejmé, 

že každá z nich má hodnotu 0 anebo 1 . 

Poznámka o abs t raktních algebrách . 

Množina váeoh čtvercových matic n-tého řádu v t ě l e s e K 

spolu s operacemi,které jsme právě de f inova l i , j e příkladem 

a l g e b r y v t ě l e s e X . 

Algebrou v nějakém tělese K r«zumíme množinu alespoň 

dvou prvků, A , spolu se třemi operaoemi,jejichž symboly 

® >• O » O } které mají tyt-o vlastnostiiOperaoe (?) , t#zv. 

a e č í t á n í , přiřazuje ke každým dvěma rovným nebo různým 

prvkům a,b € A další prvek v A , který se označuje a (J) b 



1 3 i •'. . ' . . . • • 

a nazývá s e a o u d e t p r v k u a a p r v k u b j 

operace 0 ,t»zv, n á s o b e n í , př i řazuje ke každým 

dv^nia-xovnýmriiebo xtetiým-^pxvte&at a,b € A da l š í prvek v A, 

který se označuje a 0 b a nazývá se s o u č i n p r v 

k u a s p r v k e m b / v tomto pořadí/flt»ne^ne^-ope--

raoe O , t . z v . s k a l á r n í n á s o b e n í , p ř i 

řazuje ke každému prvku a é A a ke kaMéaiu Číslu <*, « £ 

j i s t ý prvek «C O a a j i s t ý prvek aOo< v A, který se 

nazývá s k a l á r n í s o u č i n " H s l a «; 

B p r v k e m a a s k a l á r n í s o u č i n 

p r v k u a s č í s l e m c< , př i tom splnuj-í t y t o 

- t ř i operace- ty též zákonsť,které jsou popsány v hořejš ích p r a 

vidlech I~VI » Tedy na px.pro každé dva prvky a,b € A j e s t 

a O b tt b © a , (a ® b ) © o c a © (b ® o) • 

atd.Hoře j š í pravidlo VI- zni zde tak,že existuje j i s t ý počet, 

n , prvků v A ; V-^.VQ, , . , v n vyznačujících ae tím,že 

k a ž d ý prvok a £ A je součtem °^xrl * °^8V3 ** **40ÍVfv« 

skalárních součinů vhodných prvků ^i>*»»>°Cn € X a prvků 
vl>*«*» vn> t * 3 * P r v J-Y v l > « * - í v

n *voří b a s i algebry A. 

Všechny výsledky o maticích,pokud jsou odvozeny jenom z h o 

ř e j š í c h operaoí,daj í se zobecnit i na algebry* 0 algebrách 

najde čtenář poučení v knize: L.E.Dickson,Algebren und i h r e 

Zahlentheorie /ZUrich 1937/ 

9, Zaměnitelné matice. 

. Důležitá v l a s t n o s t , k t e r á odl išuje počí tání s mátioemij 

od p o č í t á n í 8 obyčejnými yzm&pZ&scaámL čísly, j e s t tato:Když 

máme dvS libovolná komplexní č í s l a a ,b, pak p l a t í vztah 

ab » b . a / t , j . p l a t í zákon pro násobení.Naproti tomu když 

. mámo dvě matico A,B, matlal A typu o/tf a matici B 



i4, . . . . •••••: 
. • • * . . * • 

typu n/m , t a k ž e můžeme u t v o ř i t i jak AB, t a k BA , n e p l a t í 

v ž d y o k y ft»j,při každých dvou mat ie ioh A,B / r o v n o s t 

AB• s BA . Vskutku,aby takový vz tah p l a t i l imisi především b ý t i 

a « n , t a k ž e obě mat ice A,B musí b ý t i č tvercové téhož řádu n , 

neboí AB j e s t mat ice o m řádc ích a BA j e s t mat ice o n ř á d 

c í c h . Avšak i když m » ' n / n e p l a t í vždycky AB * BA . Na p ř . k d y ž 

/ 1 X \ / - 1 0 
A * J , B Í 

\ 0 0 A \ 1 0 ) 

j e s t 
/O 0 \ 7 - 1 

AB -sj 
i 0 0 / 

1 , BA - (~ ~ \ . 

f e n t o p ř í k l a d t a k é ukazu je ,že rovnice AB a 0 může p l a t i t ,a» iž 

|jy jeden z č i n i t e l ů A,B součinu AB byla mat ice nulová,na r o z 

d í l od p o č í t á n í s obyčejnými č í s l y / j s o u - l i a , b komplexní č í s l a , 

pak ab s 0 , jenom když a l e s p o ň jedno z obou č í s e l a , b j e s t n u l a / . 

Zejména se může s t á t i , ž e mat ice A neni 0 t avšak n ě k t e r á j e j í 

mocnina j e s t 0 , Pak 8e mat ice A nazývá n i I p o t e n t n í . 

fa p ř , m a t i c e 

A s 

j e n i l p e t e n t n í j p x o W ž e 

1 - 1 

1 - 1 

s / 1 - 1 \ / 1 - 1 - l y / l -IV = /O (» 

- 1 ) \ 1 - 1 / • \ 0 0/ 
0 

\ 1 

D e f i n i c e . Dvě mat ice A ; B , obě č tvercové a téhož řádu n, 

nazýva j í se & a m š n: i t e 1 n é / když AB s BA * 

Pravíme„ pak t a k é , ž e A j e z a m ě n i t e l n á s B anebo 

3 a A . l a p ř . m a t i o e £ j e s t zaměni te lná s každou 

čtvercovou m a t i c i téhož řádu n . \ 

-10. Reciproké m a t i c e . : 

. Obdoba mezi počí táním a maticemi a obyčejnými č í s l y veda 

nás k t é t o otágíoe-j 2da*-li e x i s t u j e n ě j a k á operace e 



J i t i o e m i j k t e r á by byla obdobou dělení íNQjprve připomeňme, • 

oo se rozumí r s o i p i o k o u h o d n o t o u nějakého 

č í s l a a , Reoiprokou hodnotou b í s l a a ae rozumí podí l 

č í s l a 1 a č í s l a a f t , j , takové č í s l o x, že hoví rovnioi 

ax s 1, Tato reciproká hodnota se značí symbolem •*• anebo 
•"•1 -1 

a , takže aa » l , Z ari tmetiky víme,Že reciproká hodnota 
č í s l a a existuje,když a jen když a není n u l a . D ě l i t i č í s l o 

—1 b číslem a já O znamená násobi t i č í s lo b číslem a , 

V odst , 5*4 jsme v idě l i ,že pro každou čtvercovou matici 

A p l a t í vztah EA s AE m A , takže jednotková matioe E je^st 

obdobou jedničky v a r i t m e t i c e . J e s t tudíž přirozené se t á z a t , 

zda k l ibovolné matici A typu m/n existuje matice X 

typu n/m taková,še p l a t í 

AX r JE , 

nebo zda existuje matice Y typu n/m , že jes t 

Y A = I . 

Jestliže zjistíme,že existuje matice X nebo Y , budeme jí 
'1 

ř í k a t i m a t i c e r e o i p r o k á z p r a v a resp . 

z l e v a k m a t i c i A a z n a č i t i j i A resp,*" A . 

10*1. Uvažujme nejdříve o vztahu 

AX *- E , 

kde A jo matice typu m/n a X typu n/m a E jest řádu 

m . Předpokládejme,že existuje matioe X hovící tomuto vztahu 

a označme její čísla x k. . Hořejší vztah zastupuje oelkem nr 
rovnic, a sioe ; 

•O pro j jž r 
a., x- 4 a,« Xo*,..+ a,„ x. •{ '31 Alr" *j3 *&*••••* ~jn -nr - \ x p r o -j - r , 

j,r e 1,3,...,m , Při pevně zvoleném r máme tedy rovni*© 



**0# 

a l l x l r + a 1 3 %+'"+ a l n *nr * "O 
I .* • * • t • J* V * * • • * • * * * 

* r l x l r * a r 3 *&•••••• a r n ^nr = X N 

il * l i • «*3 Ssr***** ^mn *nr 8 ° • 
J e s t j i c h m a hoví jiní n č í s e l x ^ , , , . , ^ . 

Budeme rozeznávat 3 případy podle toho zda 

1° m < n 3 ° f f l - n 3° m > n 

1C1*~.L Neohí m «£ n , Pak / l / je soustava m nehomogenních 

rovnic a n neznámých a m < n . Taková soustava má řešení, 

když a jen když hodnost matice soustavy a matice rozšířené 

jsou stejné.Hechí p zna5í hodnost matice soustavy 

/ Э»*i -j * * * * * * * * * Q» Ł n 

* p ł 

ьml 

ln\ 

* * » • * • « # * Q» 

pn 

mn-

t.j.matice A, takže alespoň jeden determinant řádu p ,v 
I 

t é t o matici je od nuly různý,kdežto všechny determinanty ř á 

du p •*• 1 , když p < m , jsou rovny nule,Předpokladejme na 

p ř . ž e determinant řádu p v matici A v levém rohu nahoře 

j e s t f 0 . J e s t l i ž e p ^ nt, pak rozš í řená matice soustavy 

rovnio / l/,v níž místo r píšeme p *• 1 , }e 

/ a l l a l n 
' á a 

a p l • • • • *pn 

0 
i 
* 
0 

ц P + l , ľ a 1 
p+l,n 

\ a m , l , # ' 5 ' amn 0 / 

a má zřejmě hodnost p > 1. J e s t l i ž e tedy matice X c e s t u j e , 

jak předpokládáme,jest nutně p ' s m .V tomto případě p = m 

však ex i s tu je n - m l ineárně nezávislých řešení 
(1> (1) jn-m) (n-a) 

$ t # • џ : ê * | "I * * * **" JП homogenního systému rovnic 
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patřícího k /l/a obecné řešení rovnic /•!/ jest 
V O.) \ (n-m) o 

flr^^i^r:*i.*****A^x-*L . +*lš 
•••••••->•••• (1) V fa-tt) o 

^ • ^ A l j X * n +'*+* **--*,* *n * *áx : ' 

p ř i 6emž x-J! •• •.,; x^J značí nějaká parfc^kiiláxní řeěeni GY#t4mx 

nehomogenního / l / a ^ - _ r , . . . , A^ libovolné konstanty. Vy *-> 

chází tedy,že X j e s t matice 
/X JXK * l i11"*11! v o \ „OA•' .• y ía~-4 * o 
/ 2.x x l . , > " * t l # n - - m > l x l • ^l^V é*'» ^ X 1 . ' : * » J ' * V 4 , a T l * l a 

#> # • 

\ 1 1 ^ n * *. •• • * a m , 1 * n * % ! ' * • • > *ífor% £• •••4> ^Mflj j jnri * ' 3 W ' 

(IV , ín-mv v A > ^o 
x x . . . . , * x ^ \ ÍAll • • • • • ^ ^ m \ / X U 

£ CL> '(n-m) "• / t \ . v ) • • I I 0 

*n • • • • • ^ / V ^ n - ^ , 1 " * ^n~m,m / V ^ a l 

Oz na5me 

o 
•• • • * • xim 

H •» 

Máme pak 

(1/ in-tt^, A , \ \ { + o _, o 
k X lm 

( 1 / (n-mb , . \ / о 
х 1 ••' х 1 \ И / A i l " * Aia ,,IY J ?l-- r #* 

*B ••• *n •/• Un-m,l"An-m,mJ \ x n l ' * e ^nm 

- s E . 4 t . t Q , . /a/ 

Podle definice :nat,o fí, i , X0 předevSím vidíme, že y j 

j e s t libovolná, matice typu n~m/m a X0 j eet nějaká matice 

hovíoí rovnici AX0 e £ ; taková matioe exis tuje tehdy a jen 

tehdy,když hodnost matice A ( typu, m/n, m < n } jes t m , 

Pokud jde o matici H., j e s t zřejmě AH « O a mimo to hodnost 

matioe H Jeet .*+ (nefcoí * $ . . . . ^ . . . . ^ • • • . - T " 

ijsou n e z a v i s l á řeéení systému homogenního přís lušného 

k /1/j , Naopak se anadno vidí,a© každá matioe X typu n/nt 

^-fh.4-.#-u-^-«a-ír<#»4iT k terá j e s t tvaru (&) ,h#ví rovnici AX=E , 

j e s t l i ž e H j e s t nějaká matice h#vící rovnici AH a O, ./ l 

l ibovolná matioe o n-m* řádcícl a n sloupcích a X0 l i b o 

volná- matice -hovící •rovni-.si 4Xr: s S . 



18, 

Máme tedy tento-výsledek: 

X m á t i o X A t y p u mjn , m < n , e x i s t u j í 

ř e š e n í X i o v n i c 9 U - I t e h d y a 

j e n t e h d y, k d y ž h o d n o s t m a t i o e A 

3 e B t m . K a ž d é ř e š e n í X j e j & t t v a r u 

X c H / 4 * X0 , 

p _ ř i č e m ž z n a č í : H t . zv. £ u h d a m e n t a 1-

n í ř e š e n í r o v n i o e A H B O t , j» U I o 1 o 1^ 

n o u m a t i c i t y p u n/n-m , k t e r á h o v í 

t é t o r o v n i c i a m á h o d n o s t n«m ; / l 

l i b o v o l n o u m a t i c i t y p u n-mjm j X0 

l i b o v o l n é / p a r t i k u l á r n í / ř e š e n í 

r o v n i o e AX » E . 

P o z n á m k y . Matice H se snadno určí/pomooí Frobenioty 

metody pro řešení systému l ineárních homogenních rovnio}takto-í 

Matioi A doplníme n-m řádky z^,. • •izia.5» • • ? 
zn-m 1>' *' > zn.~w n i l a matici čtvercovou řádu n : 

/ 

1 
ą l l " 
í 
« 
a .,.. 

• * • • * • , a l n 

. . .a 

/ 

1 
ml * * * mn 

\ 

z l l " 
t • 

2**ч ™ 

n-ш., 

Џ 4 * • " * z l n 

•••zn-m, n 

>l 

lъl 

Óísla z můžeme zvoliti libovolně až na to,že determinant 

utvořený z této čtvercové matioe má hodnotu různou od nuly.To 

lze,protože /podle předpokladu/ matioe A má hodnost m . 
ťi) 

Poznačme písmenem x^ algebraický komplement prvku z ^ 

(i a l,,..,n~m ; k • 1,.,#,n ) v determinantu utvořeném 2 ma

tice /3/.Pak matice / x[ %., x ^ ' 

H * i * d> J»~-« 
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má jpodle vět o reciprokých determinantech/hodnost n~m a 
(1) 

podle volby čísel x k je 

Á H a O . . ' 

Dále připomeňme si,že matloe X , daná vzorcem /3/,je v tělese 

t, když matice H,A ,X0 jsou'v tělese K . A zřejmě 

v-tělese K existují matioe H,4, XD 

takové,že zmíněná matice X hoví rovnioi AX » E , 

10l»3 Necht m = n . V tomto případě má systém rovnic jl/fpodle .-' 

Oramerova pravidla) jedno a jen jedno řešení,jestliže hodnost 

matioe A .jest n . Jestliže však hodnost matice A je 

.p < n a je~li v této matioi na př.determinant p~tého řádu v 

levém rohu nahoře ,é 0 , pak systém rovnic jlj,v němž za r 

. klademe p + 1, nemá řešení.jMatioe rozšířená má totiž hodnost 

p + 1 , kdežto matice A hodnost p j.'Neexistuje tedy v tomto 

případě řešení rovnice AX e= E . aíáme tedy výsledek: 

' J e - l i m a t i c e A č t v e r c o v á ř ' á d u 

n , p a k e x i s t u j e p r á v ě j e d n o ř e š e 

n í X r o v n i c e AX = E , m á- 1 i m a t i c e A 

h o d n o s t n :•. • jtedy když determinant A , utvořený z 

matice A , má hodnotu fi 0 /. J e - l i h o d n o s t 

m a t i c e A m e n š í n e ž n , p a k r o v n i c e 

AX = E n e m á ř e š e n í , 
i k P o z n á m k y . Oznamme písmenem a J algebraický komplement 

prvku a ^ f'j,k « 1,3, . . . n ) v determinantu 

' ^ l l * '• ' a l n 
- í = • 

, a n l • • • a n n Matioe ' п х 

,-a 1 1 . . . a n l \ 
I a 1 2 a 1 1 3 1 

CL • • • Ct 

: • j 

U l n , . . i™ J 

Adj A s / a 1 2 . . . a n 3 



30. 
nazsJtvá se p ř i d r u ž e n á neboli a d j • u n g o v a n á 

k mátioi A . Všimněme 8i,že prvky matice Adj A v libovolném 

j-tém ř á d k u j e o u - a l g ^ Jcompa^m/^ s i o u p~ 

o. i determinantu A .Podle známýoh vět o reoiprokýoh det«mtV. 

nantech je 

íjAdj A| » I A P " 1 . 
Matice Ad;j A je zřejmě v t ě l e s e K . 

Násobením -obdr ž í me 
/ 11 n i a . . .a A. Adj A = / a 1 1 . . . a l n 

a n ľ " a m n ^ , „ a m / 

/|Ał 0 

0 IЛł 

u 
s JAL 1! . 

Odtud je patrno,že v případě ikí j : 0 je shora"umíněné jediné 

řešeni rovnice AX = £ dáno vzorcem 

X « 
X 

ш , Adj A 

Matice X je tedy skalární součin čísla jf*j a matice Adj A ; 

je tedy také v tělese K . 

0*1*3. Kechí konečně m)>n . Označme písmenem p hodnost matice 

A . pak zřejmě je p 4 n . Nechí na př.determinant p-tého řádu 

v levém rohu nahoře v matici Á má hodnotu jk 0 . Pišme pak v 

rovnicích /l/ p *• 1 místo r . Prvním rovnicím v počtu p ti 

v systému /l/ nelze pak vyhověti/neboí matice soustavy má hod*ost 

P, kdežto matice rozšířená hodnost p * 1 / . 

Máme tedy výsledek: 

J e - l i v m a t i c i A p o č e t ř á d k ů 

m I І ţ fi i n e ž p- 0 ö t s 1 o u p 0 û n n -

- - i s t u j e ř e š e n í X 

P*'é . Uvažujme nyní o vztahu 

TA » E , 

r 0 V П 1 c e Д : I . 
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kde matice A Je typu m/n, matice Y typu n/m a mati-oe E 

je řádu n . E x i s t u j e - l i matice Y » k t e r á t é t o rovnici hovi, 

pak n u t n ě p l a t í n ^ i a . V tom případě t o t i ž ex i s tu je . 

matice • l ( e i ) , hovící rovnici YX « E , což je podle 10»1»1 

možno gen t e h d y , j e - l i n ^ i . 

podobně jako v l o - l - l se odvodí věta: 

lO '2- l . J e - l i v m a t i c i A p o č e t ř-á d k ů 

m v ě t š í n e ž p o č e t s l o u p c ů , n , 

e x i s t u j í ř e š e n í Y r o v n i c e Y A » E , 

k d y ž a j e n k d y ž h o d n o s t m a t i c e A 

j e p » n . K a ž d é ř e š e n í Y j e t v a r u 

Y = MP + Y0 , 

p ř i č e m ž z n a č í : P t . z v . f u n d a m e n t á L-ivi 

ř e š e n í r o v n i c e FA » 0 , t . j , l i b o v o l n o u 

m a t i c i t y p u (m-n)/m , h o v í c í r o v n i c i 

FAssO a m a j í c í h o d n o s t (m - n\; M l i b o 

v o l n o u m a t i c i t y p u n/m-n ) Y 0 l i b o v o l 

n é / p a r t i k u l á r n í / ř e š e n i r o v n i c e 

YA - E . 

K tomuto výsledku můžeme p ř i p o j i t i podobné poznámky jako 

k výsledku 10*1,,že t o t i ž matice P se nalezne pomocí metody 

Frobeniovy.a že je maticí v t ě l e s e K . Matioe Y je v t ě l e s e K, 

j s o u - l i matice M a Y0 v t ě l e s e K ,což lze vždycky d o c í l i t i * 

Podobně jako v 10*1*3 se odvodí: 

J e - l i m a t i c e A Č t v e r c o v á ř á d u 

n , p a k e x i s t u j e p r á v ě j e d n o ř e š e n í 

Y r o v n i c e Y A « E , m á - l i m a t i o e A h o d 

n o s t n . J e - l i h o d n o s t m a t i c e A m e n -

á £ n e ž n / t . j . |Af » 0 / , p a k r o v n i c e YA « E 

' n e m. á ř e d ě n í . ' 
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Když hodnost matice A je n , t.j.je~li Ikl £ O , pak 

je toto jediné řešení rovnice YA » E dáno vzorcem 

* « 777 .' Adj A . 
tkl 

Toto řešení je zřejmě v t ě l e s e K . 

Označme- piamenem A ^ ** A J nějaké řeěení Tovn.Loe-—AX *» % 

f YA a E j .Podle toho,oo bylo shora řečeno,existuje A""1 i A n 

-^en když a 4 n 1 a J m J . J e -- l i t e d y m -i n^. . 

p a k n e e x i s t u j í o b š m a t i c e A , ** A 

s o u č a s n ě . N a p r o t i t o m u j e . p r o 

i s n v ž d y A*""1 ** ~H , k d y ž lAl £ 0 , 

Pro svou jednoduchost a pro apl ikace j e důle^it^TpráTrě-

zmíněný případ m = n „ 

D e f i n i c e : , I e o h í A j e , m á t i o-e č t v e r 

c o v á ř á d u n a j e j í h o d n o s t j e n . 

M a t i c e r A""1 a e n a z ý v á r e c i p r o k á k 

m a t i o i A 0 

Reciproká matice A""1 je tedy jediným řešením rovnioe AX » £ 

a současně jediným řešením rovnice YA s E , Je definována j e 

nom v případě,že A je čtvercová matice řádu i hodnosti n , 

J lxpl io i tnš je matioe A dána vzorcem 

- 1 l 

A s —.«*- . Adj A , 

takže je též v tělese 1 <, 

P o z n á m k a i 1/ Nechč A je čtvercová matioe řádu n . 

Že každé řešení X rovnice AX « 2 hoví současně rovnioi 

YA s= S , jeví se přímo také z náeledujíčího:Je-liYřešení rovnice 

AX :« I a Y řešení rovnioe YA e E , platí vztah: 

X » EX B (YA)X » Y(AX) s. YI = Y, 
takže vychází 

*' *** dV # \ 
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10*3. Čtvercová matice se nazývá r e g u l á r n í , když determi

nant JAJ -= 0 . Jinak ae A nazývá- s i n g u l á r n í . 

Definovali jeme tedy reciproké matice^e-nom pro matioe re^lArní-, 

10*3. J e - l i A čtvercová matice řádu n a T^uJÁrcií^m&l&Q B 

l ibovolná čtvercová matioe téhož řádu n , pak obě matioe 
~l —i 

A B, BA nejsou s i nutně rovny. , 
J-sou-li"však r o v n y , t . j . p l a t í - l i 

A^B s BA"1 , 

takže A 30 zaměnitelná 3 B , nazýváme matici A B uďbo 

matici BA"1 p c d í l m a t i l c e B a m a t i o e A 
B 

a značíia© jej někdy také --*• 

(lij Věty o reciprokých maticích . 

Necht A značí regulární čtvercovou matici řádu n * "PlairT "tytc 

věty: 

Věta 11*1 . AA"1

 s A^A « £ 

Věta 11-3 . /A"1/- r~~- . „^ 
' A> _ Adj A /A/n * 1 

Vskutku lA*"*1/** •-»̂ -̂  

/ -IV / *-l '*/* '*'* 'A* 
Věta 11*3 . (A x) « ( A T . jk 

Vskutku prvek C , v matici nalevo je * . 
- - - I • • ai- • '-' 
Prvez o.. v matici nat-ravo ne •; v >••» . 

3 k .* /A| 
Tedy o.v.» o,' prc j,k - 1,3,..., n . 

. J-* J*> 
Věta 11-4 . (V"1)""1 -s A 

Důkaz.Levá strana řevnice je definována jako řešení 

rovnice 

A ^ X s* E , 

která má jediné řešení X = A . 

Věta 11*5 . Budiž také B regulární čtvercová matioe řádu n . 

Platí rovnice 
(ABf 1 = B"1!"1 v 



Důkaz.Levá s trana vztahu je řešení rovnice 

(AB)X * X * 

Takové ře&ení X je právě jediné,protože z relaoe 

JAB| s lAf.JBj a z předpokladu,že Ul £ 0 , /B / £ 0 p lyne r 

že matice- AB j-e regu]Lixní.Nájsol3en^ 

maticí (fí^A**1) obdržíme , 

(B^A-^CABJXB (riA-ijE , 
B"*1(A*"1A)BX « B""^**1 , 

(B"1 E B)X r B^A"1 , 

tedy 

neboli 

EX ts £Г1A~1 

X «_ B^A""1 . 

Z t é t o věty pUrne obecnější věta: 

J s o u - 1 i A,B,0 . . , regulární čtvercovémti-oe- řádu 

n , pak je 

(ABO...)"1 a . . . 0*"1B""1A""1 . 

Veta 11»6 , N e c h č p l a t í p ř e d p o k l a d y v ě t r l X . 5 . 

J s o u - l i m a t i o e A,B z a m ě n i t e l 

n é , j s o u t a k é A"*1^""1 z a m ě n i t e l 

n é , 

Důkaz. Matice B""-^""1 je řešení rovnioe 

(AB)X * E , jak plyne z vŠty 11*6 . 

Podobně * A^B**1 je řešením rovni oe 

' (BA)X * E • 

Když tedy AB « BA , je matioe A^B**1 též řešením 

rovnioe 
(AB)X B E , 

Avšak tato rovnice má jediné řešení,takže platí 

B-%""1 a A^B"-1 . 
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Věta 11 •7 . Ueohí p l a t í předpoklady věty 11 • 5 ; "' ... 

J s o u »- 1 i A,B z.a -m ě n i . t e 1 n é -.'. p a k 

t a k é A ,.B . j s o u z a m ě n i t e l n é . 

Důkaz. Ze vztahu AB r BA plyne 

B s A"1BA a tedy 

« BA**1 u (A""1BA)A"1 « ( A ~ 1 B ) ( U " 1 ) -r^A^tíjB » JT -̂B . 

Odtud a z věty 10*3 vychází,že podí l * p je definován tehdy 

a jen tehdy, j sou- l i matice A,B zaměnitelné a mátije A 

je r e g u l á r n í . 

Věta 11*8 . Hecht také matice B,0 . jsou regulární" Crtve-rocnró 

matioe řádu n . iecht z matic A,B,0 každé dvě jsou zaměni

t e l n é . 

A OA OA AO AO 
Pak je 

B OB BO OB BO 

Důkaz, Zřejmě platí 

AB'"1- B"1!-* B^O^OA = (0B)"1(0A) r (B0)~1(0A) = 

« ( O B V ^ O ) S.r3C)"
1(A0) . / _ 

s /43H.TÓ 
Vektory , 

Vektor v n-rozměrném prostoru je uspořádaná skupina n čísel 
xl»***'xn • Takové skupině můžeme přiřaditi 3 matioe, a to bucL 

matici typu 1/n (x1},,.,xn\ , nebo matici typu n/1 j. i . 

V dalšíoh úvahách budeme zpravidla přiřazovati vektorům 

matioe typu n/1, a takové matioe přímo identifikovati s vek

tory.Vektory budeme značiti (x) s [« j , kde Síela x-^Xg,...* 

se nazývají složky vektcru.pro vektory v. n- rozměrném.prostoru' 

definujeme tyto 3 základní operace; 1/ rrvnoat, 3/ aeóítání, 

3/ skalární násobení,a to tím způsobem,Že vektory identifikuji 

s maticemi typu n/1 a na ně pak aplikujeme dříve definované 

příslušné operace s maticemi. 
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1S*!* Tedy r o v n o s t dvou vektorů {. J > 1 * * \ í e vyjá

dřena rovni oemi xj, * y 1 ; i *n' « J n a n vyjad*i je se symbo-

lioky ( x ) » ( y ) -

13*3. S o u č e t v e k t o r ů (x) a (y) je vektor f. .•*• 
\xn+ý_. 

. Jj;n2 se označuje (x) + ( y ) . 

18~S,~£ k a l á r n í s o u č i n č í s l a k s vektorem [ »l\ 
je vektor j e l j a označuje se k(x) , Podobně v W 

ska lárn í součin vektoru (x) s číslem k se označuje (x).k , 

Pro t y t o operace p l a t í pak opět pravidla I - I I I . odst .6 /strv9/# 

Každou matioi typu. m/n můžeme považovati za uspoJHldaný 

systém n vektorů v m - rozměrném prostoru anebo za uspo

řádaný systém m vektorů v n - rozměrném prostoru, 

(j3H , Lineární subst i tuoe. 

i e c h l A je matioe typu m/n . Neohf (x) je vektor v n-» 

rozměrném prostoru„Matioe 

(X«)= A(x) 

je pak typu m/l. Je to tedy vektor v m~ rozměrném prostoru,: 

Pravíme,že vektor ř-x*) vznikl z vektoru (x) l i n e á r n í 

t r a n s f o r m a o í a,„.r-ebo l i n e á r n í s u b a t i . 

t u c í 0 matioi A • Při obvyklém označení č í s e l v matioi 

A jsou složky vektoru (x*) 

**m ~ % l x i + " * * amn xn • 

V souvislosti s pojmem lineární substituoe objeví se nám d©fl«« 
ho .''•'•' 

nice rovnosti,sečítání,skalární násobení a násobení matic,jak 

jsme je zavedli v odst. 5 na str.5-8, velmi přirozenými. 

13*1. R o v n o• a t „ Nechl A,B značí matioe typu m/n . Trans

formuj e-li lineární substituce o matioi A každý vektor (x) 

v týž vektor jako lineární substituce o matioi 8 , pak je 

•», . A tsr B o.., • • - . , . . ' . ' • v . -" 



:- • 3?. 

Důkaz; Za daných předpokladů platí.. 

^ l l - c i * . . - ^ J - n * ^ x ^ t,+b-^ 
• t t 

% i x i ^ . - ^ m n % -« b j r i x 1 + . . . + b m n x n 

Odtud plynou,dosadíme-li na p ř . za x^al, x 3 « , . . r x n s 0 , 

rovnosti a.^ -= b n > *-.>& -. » b ^ , a t d . , a ! tedy A s B . 

13-3. S e Č í t á n í . Nechč opět A,B značí matice typu m/n. 

Nechč (x) značí libovolný vektor v n-rozmšrném prostoru, 

(xf) vektor transformovaný z vektoru (x) l i n e á r n í s u b s t i 

t u c í o matici A , (x**) vektor transformovaný z vektoru (x) 

l i n e á r n í s u b s t i t u c í o matici B , Pak matice A • B , t . j , 

součet obou matic A a B , je právě taková,že l i n e á r n í 

subst i tuce o matici (A 4 B\ transformuje týž vektor (x) 

ve vektor (x*\ 4- £s*>) . 

Důkaz. Z rovnic (x*)= A(x> , (x*Ť) a B£C) plyne, 

(x*)+ (x<%) « A.(x) * B(x) * (A • B). fx) podle pravidla 6,IV. 

/ s t r . 9 / . • . 

13»3. S k a l á r n í n á s o b e n í . Nechl A značí matici 

typu m/n . Nechl k značí l ibovolné č í s lo .Dále budiž (x) 

libovolný j j ;or v n - rozměrném prostoru a ( x * y v e k t c r 

vzniklý z vektoru ( x ) l i n e á r n í s u b s t i t u c í o matici A . 

Pak matice kA /t, j«skalární součin č í s l a k a matioe A / 

je právě taková,že l i n e á r n í subst i tuce o matici kA tranaf©r~ 

muje vektor ( x ) ve vektor k(x*} . 

Důkaz, Z rovnice (x*) r A(x) plyne 

k(x*)e k[A(x)] s (kA) ( x ) . 

13*4„ N á s o b e n í . Necht A značí matici typu m/n , B 

matici typu h/m . Dále budiž (x) libovolný vektor v n*-

rozměmém prostoru, (x*) vektor vzniklý z vektoru (x^ line

ární substitucí o matici A»(x**) vektor vznillý z tohoto nového 



vektoru (**) lineární subetituoi o matioi B . Pak matice BA, 

t4.80udin matice B a matioi A, je právě taková,že lineární 

substituce 6 matioi BA. transformuje týž vektor (xY TO vektor 

(x**) . 

Důkaz. 2 rovnic t/x*) * A-(x) , (x**)* B |x") plyne 

(x**)« B[A(X)]= fBA).(x^ 
13«5. D ě l e n í . Heohl A znaěí regulární-Stveroovou matioi 

řádu n .Uechl (x) znaoí libovolný vektor v n~rozměrném prosto

ru a (x*) vektor vzniklý z vektoru (x) lineární substitucí 

o matioi A . Pak matice A*"1, t„j.reciproká matioe k matioi A , 

je právě taková,že lineární substituce o matici A""*1 transfor

muje vektor íx*) v původní vektor (x) . 

Důkaz. Z rovnio (x«)« A(x) , (%*')» k~l(x*) 

plyne (x") a A^fA.íí)! » (i^Aj (X) S (X) . 

P o z n á m k a » Všimněme si,že každý vektor v n-orosměrném 

prostoru se libovolnou substitucí o matici typu m/n transfor

muje* ve vektor v prostoru m-rozměrném. 

14. Charakteristické rovnice matioe . 

Neohf A značí libovolnou ětveroovou matioi řádu n . 

Hledejme,zda existuje v n-rozměrném prostoru vektor (x) , který 

se lineární substitucí o matioi JÍ změní vs vektor (x*) tvaru 

A(x) , při 5emž A znaěí nějaké oíslo.V této úloze je 

/pro \-SÍ-1 J zahrnuta úloha Í Vyhledat i vektory, které se lineární 

substitucí o matioi A nezmění.Při tom nás ovšem zajímají jenom 
všechny 

vektory,jejiohžysložky nejsou nuly. t 

Oznaěme čísla matice A písmeny a^, takže A r Jfa.,jf.Jf-

Každý vektor fl •'•] • , majíoí uvažovanou vlastnost,hoví lineárním 

rovnioím 

^ x l ~ a l l * l 4 a i 3 x 3 * * * ' , + a ln*n 

**n *-**X*í' + an3%+- • •• \třn * 
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a tedy rovnioín. ( a ^ - X ) % * ^ s * * * ' # *•' a ln*n s ° 
• * • • • • • • • • • • • • • •', / i / 

anl--l * an^0*/.»* ř*^** >) % » O . 
Existuje-li vektor (x) a uvedenými vlastnostmi,pak je nutné 

* U ~ ^ > al0> ••• a i n 

" a nl a n0 ••* ann~k 
Levá strana tohoto vztahu je polynom n^téhonatupne v X , takže 

vzorec /3/ vyjadřuje algebraickou rovnioi n-*tého stupnaVpro--X . 

Polynom tento-nazýváme c h a r a k t e r i a t i o k ý p o 1 y-

n o m matice A a příslušnou rovnici c h a r a k t e r i s -•. 

t i c k a r o v n i c e m á t i o e. A . 

" K d y ž s « t e d y n S j a i ý v e k t o r (x) , j e -

>^o ž v 5 e o 'tí n y a 1 o á k y n e j a o u n u l y , 
• " s - _ ' - ' " _ . ,' 

l i n e á r n í s u b s t i t u c í 1 o m á t l o ! A 

t r - a n s f o r m u j e % e v o k t o r (x) , j e 6 í s- • 

1 o A '- k o ř e n e m o h a r a k t e r i a t i o k 6 
•"«. - — 

r o v n i c e m a t i c e A , Ke každému teJcenrému X ae 

pak příslušné vektory vypočtou z rovnic ( l ) • 

Podotkněme ješ tě, 2e charakteristickou rovnici /3/ můžeme s^tr^nš*-

j i pšat i ve tvaru 

| A - XE \* 0 /3/ 

Připomeňme si jest5,že ozx-ačíme-li ai oharaktexietický polynom 

matice A symbolem tf(-X) a jeho kořeny J^,••«, X n » 

p l a t í zřéjm§ vztah 
..̂ ft)-. (-i)n(>-> t)(X-X3) ... (X-A n ) . ,<;( v 

( l y Orthogonální matice. '"; J ^ — ^ *"-''•'!' 

154*V euklidovské geometrii se. každému vektoru v ^rozměrném prosto

ru přiřazuje ůr5i tá d é l k a , a to tak.,že délkou vektoru I j£ 1 

ee rozumí Mel© ^ . 
8 * I V * 3 

1.1 . I , . l - , | l l , , , l l ., l .>rp| , » -» 

4# • #4 X ц | " • 
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tftvereo délky vektoru ( x ) j e tedy 
'••ji. 3 & a' 

9 » Xl -,• Xg ••..•• XJJ0 

a je to <5íslo,z něhož se skládá matice typu 1/1 j 

^(xi---xn);(^) *>£(*) ..." 
t.j.matioe,která je součinem matice (x)' sdružné s matloí (x) 

a matioe (x) ... 

Lineární substituce (x*)rR.(x) 

o čtvercové matici Ř se nazývá o r t h o g o n á 1 n í , když 

vždycky vektor transformovaný (x*) má tutéž délku jako vektor 

původní (x) neboli jinými slovy, k d y ž z a c h o v á v á 

d á l k y v e k t o r ů . 

M a t i c e R so pak nazývá o r t h o g o n á l n í . 

Lineární orthogonální substituce jsou pro euklidovskou geome

t r i i velmi důležitá.V této geometrii se t o t i ž studují vlastnosti 

útvarů /na př.vektorů,lineárních prostorů,křivek.a pod./,které se 

nemění orthogonálníwi substitucemi. - ' 

Budiž (x*) « R.(aC) A/ 

orthogonální eubstituoe,takše p la t í 

(x*)' (x*)- (*)*•(*) •• 
Odtud je [R. (x)j' rR,(x)]t.. (x)'-(x) , takže 

.'- (x)' [R'R](x) - (X>r(x) .- /3/ .". 
Tato rovnice je zřejmě splněna,je~li 

R'R a JE . /3/ 

Je tedy platnost rovnice /&/ d o o t a 6 u j í o í p o d m í n 

k o u k'tornu,aby substituce /l/byla orthogonální.je však také, 

jak ukážeme, p o d m í n k o u n u t n o u , 

Důkaz.Označme písmeny o ^ fa**- * 1 # 3 , . . . , a 3 5-tsla matice R ' R , 

Protože ( R ' R ) ' •* R'R , je matice: R'R- symetrická.Tedy o ^ s ok j 

pro j^k « l,s,. . . .vn . Zvolme za vektor (x) vektor,jehož vfisohny 

aložky jsou rovny nule mimo j - t é , k t e r á je rovna 1. pxo ievou 



0 1 . 

gtranu va aau /8/ pak máme 

(0 ... 1 ... o) / 

;-r ţ °11 .•*••' °ln • • 
• * 

(0 ... 1 ... o) / 

;-r ţ • • 

^°nl ••• °nn 

kdežto pravá s t rana (0 . . . 1 . . . 0) . /f\ s ( l ) . 

• " ,• Vo^ j e 4edy 0 ^ - 1 pro j * 1 , 3 , . . . n . 

Zvolme nyní za (x) vektor / i y í l jehož veeohny j&ožky 

jsou rovny nule.kromě 8 ' 

složky j-t-é a k - t é . \ j 

které jsou rovny 1. ( í < •--) „ pak levá s t rana vztahu /8/ je 

o 
(o;.. i .». i . . ,o ^ /On**. o l n \ ^ 

1 • \ i 1 B (°JJ* V °í^c^ck) 
° n l « " °im/ 6 ' \ . ' 

kdežto pravá s t rana (xyVx) c ( 3 \ » 

Tedy 
V °kk* V G kj> 3 .• 

Avšak *o.j.j « 0 k k « 1, jak bylo zji-stén®, takže 

" ° jk - -; 0^3 » 

a p r t t o ž e současně p l a t í (Y^ a o ^ , je_ Oj^ •» 0 pro j -s k . 

Je tedy R'R « £ , 

Obdrželi jame tedy, větuj 

Č t v e r c o v á m á t i o e R j e o r t h i o g o — 

n á 1 n i, k d y ž a j o n _ k d y Ž s p l ň u j e 

r o v n i c i ' 

R R' » E . 

15»3. Neohí . R je čtvercová orthogonálnf matice.Pak je nutně 

regulární a její determinant /< R J « £ 1 . 

Důkaz, 55 rovnice R'R « S v plyne bezprostředné 

|R'R| » ÍR'../RÍ « ISj c 1 



••• ' •• ' •' .' •• 3 ? - ' •.. ;-••'• 
a protože /R'| » \uj , j e 

|R{ 3 « 1 

a odtud /R| * t 1. 

D e f i n i c e , Matioe R se nazývá v l a s t n í / reep, 

n e v l a s t n i / c r t h o g o n á l n í m a t i o e , 

když j e 1R| - 1 /resp, /R/ r - - 1 / . 

16*3 » Proto-že matioe R je regulární,plyn© z rovnioě— R^R-trlif 

^áeo^ním zprava reoiprokou mátioi R*"1 vztah 

R'(R R""1) - Í R - 1 

a odtud R' e R-l , 

. Avšak R**1 « 7£y , Adj R ts ± Adj R . 

Tedy R ' O -- Adj R , 

p ř i oe^ž p l a t í znaménko + , když je R v lae tn í ortho-gonÁlnX 

matice, znaménko - , j e - l i R nev las tn í ,-

Ozjoa^íme«li písmeny r . ^ č í s l a matice R a r ^ k algebraický 

kemplement prvku JCJJ. V determinantu /Rj , je v j-tém řádku 

a k-t4m s l t u p c i matice na levé s traně rovnice R'» t Adj R 

č í s l o r^, á Btejnolehlé č í s l o na pravé s t rané t r3*^ 

Vychází tedy r i k - - r ^ P r o 3 - k ** Í>3-».»- n • 

P l a t í tedy veta : 

V d e t e r m i n a n t u R k a ž d é o r t h o g o -
i •" ' * 

n á l n í m a t i c e R j e a l g e b r a i c k ý 
• . . • - N } , 

k o m p 1 e m e n t l i b o v o l n é h o p r v k u r o 

v e k h o d n o t S t o h o t o p r v k u , j e - l i R 

v l a s t n í o r t h o g vo n á 1 n í m á t i o e ; j e 

p a k r o v e n z á p o r n é h o d n o t ě t o h o t o 

p r v k u , k d y ž R j e n e v l a s t n í o r t h o -

g o n á 1 n í m a t i o e . 

P ř í k l a d y . 15*3*1. Příkladem v 1 a a t n í orthogo-



/ ~.:''::'s 1 ' • . ' ";'"is..."' ' ". ."•." •'' • • 
/ v . . . • • • • • - . • • ' . • . • - < • • _ _ . • . 

aální :3aiatioe *je. ".'•.' - - . '• . . ' . . '/• 

( oeš f $ln ý \ , ' - : ; 

I • 

~aino? $ é e , ^ / 
p ř i 5eml tíř jsna5í libovolné 5 í s lo . ' • * 
ZřojufS je JR| S B ! . Linaární substituoe c t á t a matici 

* 1 ** * 1 0 0 3 *f +' % sinu> 

•x*, **~x̂  s i n y -fe Xg ocao^ 

je rotáfoe v euklidovské" r e v i n | , p f i t é t o l i n e a m i subs t i tuc i se 

v pfípac$ Ý & %*'ft } & @elérnej»iní pouze jediný vektor,a to 

vektor [ Q ] . Vskutku,aby se nějaký v e k t o r ( v k ) touto subirtitu 

oí .neměnil. je nutné a istaSÍ,atý -olatily rovnioe 

x-̂  jg_ Xjoe« y •. x^alnyT- ' ; . . 

. Xg s ^ s l n 'ý; + x^eos y<> , 

tedy,aby jeho složky hovily rovnioím 

' . *1 (ooeu - 1) * Xgs in^ * 0 • 

- X , s i n y 4. Xg(oos^ - 1 ) e 0 . . 

Determinant soustavy .je . , 

(oos <J .,- i).^.+ sin8g? « 3, ( l - o o 8 ^ ) as 4 s i n 8 Ž jt O 

pro y|4 Sk 3ť j je tady X^ a Xg a O * 

15«3*S. Příkladem n e v l a s t n í orthcgonální matice j e 
# 

/ ' j cos <> s i n if\ 
' ••''••. n. as { i • 

; \ sin«'f -ooa to / 

2řejffll jo fRf * ~ 1. Lineární subetituoe o t o t o jaatici .daná 

vztahy < 

X-* U X^QOS f •'•XgBin tf , 

; • .Jtg * x ^ s i n ^ •'.* Xgoea y v , 

je s lc lena a rotace ' x^" ~ x^oes. tf' .+~Xgain ý 
' : . - ^ X g " rs - X ^ e i S f + ZgOOfý 

a syéet r ie vahled^mk ©se x-_ 

x* a ^ s ; ; ^ - - %"* . ; -



'V tomto případě- -exietúj-í vektory,"které se srubat i*tu©í / ! / nemění. 

Vskutku,z rovnic • 

x-̂  -« X, pos y 4 x 2 ain <i> 

Xg c x~_ s iníp - Xg ooscp 

plyne 
x l ( G 0 S y - -•) * X B s i n íř = ^ 
x sin cp - Xg. (oos y * l ) r 0 , 

Determinant soustavy je " . 

-(cosu? -1) (cos u> i>íj ~ s in (f e-oo-B*^ + !•-- s i n y * 0 

Vidíme,že řeáení těohto rovnia j e . 

x^ x X ein a> 

Xg ts A (l-moBy') při libovolném ̂  . 

takže všechny vektory j A B Í n < / \ 
j . ' se transformaci /!/ nemění . 
i A(l-OOBU>)| 

161. Charakter iet ická rovnioe orthogonální matice R . i«'̂ •*» 

NeoW; R znaěí libovolnou ©fthogonálhí matici řádu n , 

Ukážeme,že k d y ž m a t i c e R j e r e á 1 n í , t . j . 

když. je v t ě l e s e reálníoh č í s e l , p a k v š e c h n y k o - ř e -

n y, o h a r a k t e r i s t i c k é r o v n i .c- e J R ~ XE/ÍS 0 

m á j i a b s o l u t n í h o d n o t u rovnu 1 , t , j , j s b u 

tvaru 

•̂k a e 1 !fk . k •••« l ř S , . . # , n 

kde ÝÍ značí vhodné r e á l n í číslo.Oviem komplexní kořeny 

jaou vždy po dvou komplexně sdružené,nebol rovnioe 

| R . , . X E / S 0 má r e á l n í koef ic ienty. 

Důkaz» Uvažujme o matici (R - X E ) - , kde !X je l ibovolné 

č í s l o takové, že | R - XE ( ^ 0 , 

Zřejmě p l a t í . „ 1 -- / N \ 
(R - A E I • -—~-~ . Adj ( R - A E ) . 
V / | R - X E | k ^ "" V 

Prvky matioe Adj ( R - XE^ jeou/podle def inice adjungované amtioe/ 

álgobr^komplementy prvků v determinantu / R-XrlV> J i t u t» tedy 



• . -- . , _ • •;•".,-'' 35* . " " , . , . • • • - . • • . 

polynomy stupně nejvýše /n-l/-ho, v promlnné />. »proto prvky ma

t i c e (R- E) Jsou lomené rac ionální funkce v A a' dají, se 

tedy r o z l o ž i t i v částečné zlomky. 

Nechl \ Q značí libovolný kořen rovnice |R-XE | r 0 «k 

neoh£ tento kořen je h - násobný.Pro společného d ě l i t e l e všeóh 

minorů (n-l)-ho stupně v determinantu JR-XEj n e o h l j e tento. 

kořen h ^- násobiíý-(inůže ovsem ^ n - l " ^ ") » tedy pro č i t a t e l e 
. ' , ' ' ' . : _ - 1 \ ' ' • V 

každého prvku v matioi< (R-XE") je tento kořen a l e s p o ň 

^ - - r * násobný a pro č i t a t e l e alespoň jednoho prvku v t é t o matici 

je p r á v š h n - - násobný,Derivaoe determinantu | R - ^ X E | je 

DAIR-XE| « >, , 
-1 r 13 • » • Łln 
0 r a a ~X..r 3 ^ 
* #, • •••'• # 
ó r n 3 ' • * r n n ^ 

+-

Г 1 Г X 0 • • • * i n 
г 3 1 -1 • • * r 3n 

t 

r n l 
é 

0 
• • * • 

гnn -л 

г l l " 
T эi 

г n l 

r 1 3 
гзз~ 

• • • џ 0 

n8 
• * * • « 

a je tedy součtem mincrů (n- l )-hó stupně a* prot4 je dé l i té lná . vý-*-

« - - ( X - \éf~\ . V e .»___ \ -alaepcS ( h ^ 1 ) - n i s c . n ^ • . 

kořenem rovni/oe \.R- XEJ » ó . 'Odtuď vjplývá^ie h n > --n-i • 

Označíme-li ol•'« h n~ h n _ 1 ( >o ) , bude rozklad v částečně zlomky 

libovolného prvku o--^ v matici (R- XE*) tvaru 

a 
°jk * 

jk 
—-- + — 

b j k 
+ 

(>.->oT (x-xďy 
kde a' , b.v, ,#. značí čísla a nenapsané ..Členy obsahují kořeno-;.' 

' 3 ' - - « / » • . • ' - • ,, .^ 

véhc Činitele (X- X 0) v mocnosti m x> 1~ d »a kromě toho koře

nové činitele patřící k ostatním kořenům rovnice JR-"XEVss 0 . 
• ' • ' , , • ' . - * -

Všechna čísla á<j- (j,k « l-,a,,̂ .,1-) nejsou rovna nule,nebot pro 

čitatele alespoň jednoho prvku v matici (R-XE*)~r je "X0 kořen 

právS --a-i~ násobný,takže rozklad tohoto prvku v Částečné zlomky 
je tvaru •~-^.~~~.^.+,.. , kde konstanta a ^ 0 

'ÍJCÁřr 
Je tedy 

*** ' >wg»«»*>'*«нii "WШIІIIIIІII. i i ц |,«. 

'pГAoУ 

(R— XE) 

-1 

/ & 1 1 a l n 
'é • I I • • * | 

a. 
(>^Xct 

,f,w,',,^-,,,,* ^џ tнţji *Ш 

. R І ' • • 

\'tч'«;.\ V* 
'4*t • • I • • • i 

tV_V>Л* / 



м. 
a matice A & .• [ a--j ;,

#
 a«,_ 

1
 : -

 l n \ f-0". Tedy je a
nl •••

 a 

nn 

Násobením matici (R- XE~) = - ( X - X 0 " , E •*•' ( H - Z ^ S ) plyne odtwl 

a tedy 'také • V • -p) L • . J 

( A - V f . S -=(RA - W ( A - A 0 ^ A + . . . . 

Porovnáním koeficientů při (A-X^V obdržíme 

' RA - X@k = 0 

neboli • RA - X^ . / ! / 

Heoht . A 0 znaěí Čísla komplexně sdružené Q X Q a X. matioi 

komplexní sdruženou s maticí A , t . j . X =jf-S _ ' | . 

* Záměnou - i za + i plyne z poslední re lace /R > a r e á l n í / 

^ - ~ ' . RÍ S ^ O A , r 

a dále X ' R ' = Jí0 t ' ; 

odtud násobením e rovnicí / ! / obdržíme 

• A' ( R ' R ) A « X 0 A O T A . -

A J e ž t o R ' R = E , je 

l 1 - X 0 A 0 ) I 'A = 0 . 
Avšak X'A /žr 0 , nebol; A jz 0 , takže nutně j e 

Ao"Ao = *• 

Z toho vidíme,že ^ ^ má vskutku absolutní hodnotu rovnu 1 . 

|7)» Určení váeoh orthogonálních mat i o R , pro něž p l a t í vztah 

JR + E | i 0 , - . 

Keohl R je l ibovolná orthogonální matice řádu n taková,že 

•• " - ' "• |R . + El i 0 , .'• 

t # j . i ě c h a r a k t e r i s t i c k á rovnice mátioe R nemá kořen - 1 

í*e&_© neexis tu je nenulcvý vektor f r J * který se l i n e á r n í 

IN^fltu<?.í o matici R transformuje ve vektor ©páo^fc© sK&ru, 
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t.j.vo vektor j - x^\ 
t 

» 
- *n 

Pomoo£ matice R utvořmo následuj£c£ matioi T 

T = (E ~ R ) (E 4 R)" 1 . 

Násobíma-li tuto matioi zprava matic£ (E 4 R") , obdržme 

T (E 4 R) =- E-R /l?'l/ 

a přejdenie-li k maticím adru zeným, dostaneme 

(E 4 R)'T' = (E - R)' , 

neboli (E+R')ť r E-R' 

Násobíme-li. nyní zlova t u t o mat ic i aiatioí R .a užij-oaie vztahu 

RE' = E , obdržíme 

(R + E U ' = R - E . 

Odtud vychází násobením l̂ova maticí (R 4 E) 

T' B (R 4 E)" 1 . [-(£ - R)j , 

t.j. ť = - (R 4 El*"1 (E - R) . 

katice (R 4 Jí)*"1, {E - R) joou zaměnitelné,jak plyne z 4alS£hov 

Je totiž (R 4 E')(E ~ R) -. R 4 E - R2~ R « E - R2= (E~R)(R4E) , 

takže matice (R 4 E) , (E - R") jsou samšnitolné a podle věty 11«? 

j3ou také matice (R 4 E) , (E - R") zaměnitelné. Vyoház£ tedy 

T' = - ̂ E - R) (R 4 E)~ = - T . 
i 

Tedy matice T je p ó l o s y m e t r i c k á . Dále oe onadno 

odvodí, že m a t i c e (E 4 T) j e r e g u l á r n í . 

P l a t í t o t i ž 

E 4 T * (E4R) (E4R*)"1.* (E-R^ (E4RV1 z 

x (E4R 4 E - R ) (E4R)""1 = 3£ (E4RY1 , 

takže { it-T | - 311 | E4R| ~l £ 0 • 

Dalo plyn© zw vztahu /1?»1 / 

T 4 TR a E-R 

R 4 TR = S-T , 

(E 4 ť)R = E-T . 



38. 

Matice (E+T) je regulární,jak jame zjistili,takže platí 

R = (E+TY"1 (E-T) . 

Matice (E+T) , (E-T1) jsou zřejmě zaměnitelné,takže poslední 

vztah můžeme psáti ve tvaru 

R s- 1 _ / l ? ' 3 / 

E+T 

Došit- jsme k tomuto výsledku; 

N e c h l R j e l i b o v o l n á c r t h o g o n á l n í 

m a t i c e t a k o v á , ž e | E+R [ j t r O . P a k e x i s t u 

j e p ó l o s y m e t r i c k á m a t i c e T v y z n a 

č u j í c í s e t í m , ž o | E+T j ^ O a m a t i c e 
E-T 

« R . 
E+T 

Naopak, z n a ó í - l i T j a k o u k o l i v p o l o s y -

m e t r i c k o u m a t i c i t a k o v o u , ž e $E+Tf jé O r 

j e m a t i c e 

S-T 

E + ~ 

o r t h o g o n á l n í a m a t i c e (E+R> j e regulární.-

Důkaz. Z / l?-3/ plyne 

R' -. [(E-T) (E+T)""•'•ys [""(E+T)""1]'- (E-T)' » 

= [(E+T)'^ 1 (E+T ) « (E-TV1 (E+T) . 

Tedy R'R -» (E-T)""1 (E+T ) (S+ť)*"1 ( E - T ) = E , 

takže matice R je orthogonální. 

Dále plyne z" /17*3/ 

R (E+T) = E-T , 

(R + E - S)(E+T) « E-T 

(R+E)(E+T) - (E+T )« E-T , 

(R+E) ( E+T ) = 3E 

(R-+E | z 2n /E+TV1 i O . 

Takže můžeme vys lov i t i vStu; 



39. 

Věta 17»3j V š e c h n y o r t h o g o n á l n í m á t i -

c Q n-t é h o ř á d u ,R , p r o n ě ž | R*H 1 ^ 0 , 

j a o u v y j á d ř e n y v z o r c e m 

E - T 
R = 

E •»- T 

v n S m ž T z n a 5 í l i b o v o l n o u p ó l o -

a y m o t r i c k o u m a t i c i ř á d u n , k t e r á 

h o v í v a t a h u |E + T | ^ 0 . 

p ř í k l a d 17'3-J. t Napiěmo ^ x p l i c i t a š výraz fl?*-Zj pro- <-.rth^>gonÁln; 

matioi R řádu n a 3 , 

Pro n = 3 jo každá poloaymetxlcká matice tvaru 

T = ( ; ů n • 
kdo u značí nějaké číalo. 

Determinant 
1 u \ 0 

| E + T 1 « sUť.. 
1 -u 1 \ • 

takže .oudeme předpokládati 1 + u* £ 0 

J e s t ; 

Dál© mámo (E+T) 

1 u \ 
E*T = U J 

Adj (E+T ) 
-1 

E+T 

r l ~ÍU \ 

U 1 ) 1-ш* 

Orthogonální matioa j-a pak 

/ 1 -u^ / l -u\ 1 / i 

l u 1/ \u l j * 1+u? \ u 
І 4 U 3 

І4-U*Ч 

tedy 

R r !!' W"Í5"* X 

JŞu 

1+u 

1-u 
1+u 
1-U i 
l+u~S' / 



îl = 

./^v-^c-: : : ;:':\' :'-:':^ ."•':•':• •: . * : ; • •"••"'/••"///••.f;;;' ' 

Dosadime-li ďo této mátioe za u * tg,*-- , obdržíme 
• • • * • . . : ' . . . - ' . r • • : - » ' • : 

00a if -sinif \ , 

s i n y o o s ^ | 

Tím jsme obdrzeli ve#ohny orthogonáiní matioe 3.í'ad'U>,._pvÍGÍ 

rovnici (R4-E | Jt 0 ^vidíme,že jsou to právě všechny v i a a t n í 

orthogonálaí matice, _ 

Příklad !?• 3.3 Í Pro m a t i c e o r t h o g o n á~l n í 

3. ř á d u obdržíme podobně poloeymetriokou matici 

• ' • - • / • 

Ü ҷţ 

í = j.-u 0 w 

, - ; •• w -w . 0 

kde u, v, w znaðí n jaká öís la . 

Deteгminant_ 

'- :•' ' 1 x 

| Ş 4- T | s ! -U 

u 

1 

V 

w 

i - v , -w 1 

= 1 4- U 3 + T 3 * W3 , 

2 3 3 takže budeme předpokládati,že 1 t u + v • W .̂JÉ ©• 

Dále urSíme 
,3 

—U—li 

w-uv 

7 l.J-Ww -U-VW -V4-UW - \ 

A.dj(_fT") es j U-VW 14-V3 - w - u v 

14-U3 / 

,a 

v+uw 

1 -u -v \ / l*ww -u-vw -v*uw \ 

^SÉ-T) J.dj(ll-vT) «f u 1 -w S I u-vw 14-v3 

w 1 / V4-UW w-uv 

-W-UV j sГ 

Uu3. / 

я.~в I l-u3wvM4W" . -3u - J3vw -3v43uw 

3u-2vw l - u 3 * * 3 - * 3 -3W-3UV 

3V4>2uW 8*f*-3uv l+u 3 -v 3 <-iř 3 



T 4У 

R = 

1-u3- 3 „3 
-V 4 * 

l-.-u3+v3.t-w3 

u_v W 

І 4 U 3 4 V 3 4 W 3 

41. 

V-UW 
"•» ľ"~~я Й~~Ғ » - 3 

- 3 

U4V W 

3 я э 
1-U ł-Y -w -
;uu3+v3+w3 

W-U V 

І4U 2 4V 2 4W 3 

l . | ,U 3 +V 3 +W 3 

w 4 uv 

І 4 U 3 4 V 3 4 W 3 

І4u3.-y2-w3 

\ 

V4U W  

l 4 U 3 4 V 3 4 W 3 ' l 4U 2 4V 2 4W 3 ' l 4 U S 4 V 3 + W 3 

, , •' '* , ' ' ' • ' ~ ^ 

je e x p l i c i t n í výraz pro vseohny ;prthx>g<mální a a t i c e . 3>Jádu.pro 

něž j R4Í5 | £ 0 . 

os)- Unitární matice. * 

18*1 J e - l i A libovolná matice,značíce matici komplexnS_sdru-

ženou s maticí A symbolem A , takže prvek a ! ^ matice I 

. ajk s * jk-. > 

kde a.jj. je č ís lo komplexně sdružené s číslem a ^ . 

Když matice_ A je. v t ě l e s e reá lních č í se l ,pak zřejmé A » A, 

? e u k 1 i d o v ů k é geometrii se obvykle uvažuje o 

r e á l n í c h v e.k t o r „e o h , kdežto v geometrii 

h a r m i t e o v "s k é se uvažuje o v e k t o r e o h 

k e m p 1 e x n í c h , t , j ,-voktoreoh, j e j i c h ž složky jsou 

komplexní. ' , 

V hermitovské/parabolioké/geometrii se ke každému Vektoru 

přiřazuje určitá dálka,při čemžse délkou uvedeného' 

vektoru rozumí číslo 

S ».!• I lš-x^ .4. .«4 x-̂ x̂  \<^0 . 

Ótverec délky vektoru fx) je tedy číslo,z nšhož se skládá 

součin matice (xY s maticí (x) , tedy 

. fs3) - («X(-)/ 
18*3. L i n e á r n í s u b s t i t u c e fx*) = U.(x), 

o čtvercové matici U se nazývá u"n i t á r n í , k d y ž -

t r &,n-8 f o x m o v a n ý v o k t o r (x*\ m & t u-

t 4 i li e r a i % * o v á k o u d é 1 k u | í k o p í . -
• ' " ' . . ' ' • '• ' ' . • ; ' . ' , ' " ' . , . ' , . , ' . ' ; -v ' ' * • ' • .-

;\<ř";OV-.tf;;»:'Í' *' *r **'ir ''*•• *% V' " / * \ /'••••—""'• •~-•' • 
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M a t 1 o ů U s e i> a k n a z ý y a u n . l t í r n i , 

P o dm i n k a, a b y , m a t i c e U b y l a u n i -

t á r n i , najde se podobně jako u matic. orthogonálnícfa.Neohí 

•'. . . ( V O - W J O 
značí unitární substituci,takže • • -. 

(x-j (.x-) i. (?r (x) : 

Odtud plyne . . . • • ' 

| > (x)J[u.(x)] = (x)í.(x) , 

'0\ - . ( í ) ' . ( l l ' D ) * ) - - ( x \ . ( x ) " ' • ( " . I ) 
ĉ̂ tobn̂ -̂ jako V^ 

i ' •'• > 

je splněna pro každý vektor (x) , když a jen, když ^ 
U.U : ! , . . • (18.3) 

Důkaz, a/ J e - l i splněna rovnice (l£r$ppa.)c~~s£® $®ě- plat i (10, Ij. 
• '• 

b/'Nechť tedy naopak platí (18,1) pro každý vektor' íx) . 

Označme písmeny oilc (j ,k = 1,... ,n ) ̂ ísla-̂ ixiatl̂ ui. 
—*~ ̂  » 

t l U , . » • , 

Zvolíme-li za (x) vektor,jehož složky jsou nuly mimo j-tou, 

která jest 1, obdržíme podobně jako u orthogonainích matioJ 

n.\- i 
u j j - x •• • • 

Zvolíme-li dále za (x) vektor,jehož složky jsou nuly mimo j-tou 

a k-tou (j jt k), které ,j-5ou rovny 1, obdržíme podobně ? 

' ,'• , °jk + °kj ř 0 ' . ' 

Zvolíme-li koneoně la (x) vektor, jehož složky jaou auly mimo 

j-tou,která je • 1, a mimo k-tou,která, -j-e as i (j £ k) , obdr

žíme, podobně 

•í " °jí - w."'-' / «... . 
Vidíme tedy,že vyoháaí * .\ 

0.M--/L»\ Ojk*'0 P r o 3>--= 1>3>»««» n • 

3-3*3, Jako příklad unitární matic© vezmSma případ pro, nN= S . 



43. 

(
u n u i a \ \ unitární,platí vztahy/podle 

definioej U 0 1 **% ' 
u l l u 3 l \ ^ 
u 1 3 ^ 3 3 y 

u l l U1S \ f1 ° \ 
u 3 1 u 3 3 ) ~ v ° 1 ' 

takže čísla u^1? u-̂ g, s # , splňují vztahy 
u l l U U + U31 U31 • l > U 13 U H * u 3 3 u 8 l te 0 ^ * 
u l l U13+ U 31 u 3 3 - ° » u 1 3 U 1 3 + u 3 3 u 3 3 * X 

Z těchto vztahů plyna především,že čísla uxl,ugg mají stejné 

absolutní hodnoty. 

u l l u l l s u l l \ l C \ 3 U13- u 3 3 u 3 8 ) s u l l u ia* u l l u 18+ u l l u l l u 3 3 u a 3 * 
=- ^31U33-U11U13 * u l l u l l u 3 3 u 3 3 ~ u 3l u 33-%3 u 3l + u l l u l l u 3 3 u 3 3 B 

-•{^11^11 * u 3 1 u 3 l ) u33%3 a u 33 u 38 • 

Odtud a z první a poslední rovnice /18.3j plyne odečtením 
U13 u l 3 = U31 u 31 * 
Tedy také čísla u.g, u ^ mají stejné absolutní hodnoty. 

Označíme-li tedy absolutní hodnoty | u x i ^ = u » l uisl * v * 

takže u,v ̂  0 , máme y 
it# -> 

u- - r; u e 3 , u„ - & v e , 
1 1 a - 1 3 i« /«•*/ 

uai B v e » u 3 3 ° u e » 

při vhodných reálních ^fiY»íi(jl>-
&-Tolaoí jl8.3j pak plyne 

u3, v 3 = l , o^-VK ^"70 = .0 . 

Existuje tedy 0 ^ <p.< -£ takové, že 

u = cos <$ , v .= sin $ , 

a z relace ei'V'*"<f)- - o 1 ( w ~ 7 0 plyne při vu jťO ' 

y - y » a~x * 3f •• 3kJt , 

při čemž k značí oelé číslo,Avšak Čísla y , cz> ,t*,^ jsou 

rovnicemi j ! 8 . 4 j určena,až na celé násobky Čísla 3 -t •Můžeme 

tedtf v poslední rovnici člen 3kJc vyneohati,takže je 
••'.•• -ty ~ if>- ;n.*+-X+1C (-2t) 



* • ÁtJL 

Odtud plyne y - ^ + 3 fr , * •-8*> jr-%. 
PÍSeme-li •'. • yVjj^.--tr • , ^ * ^ -:• * , V 

máme Y a ' ; f l + ^ > * " JSl> ^ ~"% 
a rovnice jl8.4jpřejdou v náaledu3íoVvyn.ohame-li indexy 

^ u û 1, x j . 

'u^. <*.*>**>, (Ui3. siu£ #.l<**> 

u S l* s i n f . e
1 ^ * ) ^ '.ua2!s - c*s#.e

ir***> ' 

Naopak při každém systému reálních hodnot $-} f , x , c/ je 

matice 

U 
r o o a f . e 1 ' - ^ ' s l n « . e

i ( ^ 
^ s in 4 .e i (K*" l'> -oos e 1 ^ * ) 

/18.6/ 

u n l t d r n í , j a k se z j i s t í snadným počtem. Vzrareo / l $ . 5 f dávé-tedy ; 

všéohny uni tární-mat ice řádů 3 . ,, 
^ : " - • • • • 

19).. Oharakteriétioká rovnice u n i t á r n í matice. 

jfltájfcv. O h a r a1 k t e r i e t i o k á r o v n i o 'e k a ž 'd é 
•-,-•«»•.*••» 

u n S, t á r n í m a t i c e ra á v š e c h n y k o ř e~-

n y o a b s o l u t n í h o d n o t ě s 1 , ' • 

Mkaz, Tento výsledek se obdrží zcela,podobně jako u matioe or tho-

gonálái . Vskutku,je»li U libovolná u n i t á r n í mat ice .exis tu je ; • 

rozvoj 
A - l 1 ' ., • '••• 

(U - XEJ t= —*- A + . . . ' , jl9.1j 
(x-vf 

kde X 0 je nějaký kořen charakter i s t io^é rovnice | U - XE | = O , 

ok > 1, A jí O á nenapsané Sieny obsahují kořenového č i n i t e l e ' • , i 

(X->0") v mocnině >̂ - o( , jakož i da l š í č l e n y , p a t ř í c í k^ostatnim 

kořenům.- * > 
Násobíme-li rovnici / 1 9 . 1 j maticí U-XS .- -(X - > 0 ) E + ( U - ^ E), 
obdržíme ( u - X0E)A 

E * ••-

•(V-V,* 
a odtud porovnáním koeficientů při (d*-<-í0) plyne 

U Д s X
o
 A; . 
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Zř jm pak •$ v •••• Ű î нT0 A ř •• '• \ 

/ : T U ' ^ \ T ; ; V 

takй • ' TîfüA-«f\ X0 A'A ,• V 

a j žto s -̂  Tlľ в E , A £ 0 ',.• ) 

j • '. Лo J^ö в -• ł : j 

n 
j i n ý ' d ů k a z • Označme symbolem 3 matiot (X, • ••---)• 

Pak pro libovolný, vektor (x) = / . \ je 
• ' \ *n I • -

• / - , ' . ' - ' , ' . ' ' ' ' 

* 9 . (x) e •'(x-.* X' 2+...+ 3^ ) . 

líeohí. A0 » oU ifá /kde oí, /3 jsou r e á l n í Sís la/ j e l ibo~ 

voljai_kcdřeiiu3bAm 
• ' x 

jfcioo t , 

l.u '«• X E | • o • 
/ r í al*^^l~\ 

Necht (a+lb) ts '( • . • \ j a., p ř í slušný i n v a r i a n t n í vektor 
U n ; i b n j 

* ' ,• ' 

l i n e á r n í subst i tuce o matici U, p ř i čVemž^-eioáltyMr^ct-cpni 

věex>hr.y^c^vny~liui^-a -Sísla a , b | s o u j s á l n í , 

P l a t í tedy , (rk +i/í) (a+ib) « # (ja-j-ifc) 

\ J e s t pak 8 ( a 2 * b 3 ) = (a+ib)' ( a - i b ) = (a+ib)' u ' u (a~ib) s- • 
• •'. t-ÍU (&+ib)] '[u ( a - i b ) ] ^ ., 

= ^+i ' (S) ( a ^ i b ) ^ - ! ^ ) (a-ib)]] » > , 

2 2 '/ ,' 
Avšak S (&:;tb ,)'> 0 '• ^akže v ' 

30 Určeni všeoh^unitárnioh matic .'•' 

30..1. D e f i . n i o e » Čtvercová aia4 .̂i.c>eVna^Ývá_ŝ  

t e o v s k á , p la t i--Íi 

І î - Ä H 

t»j,kdyš 5í8,1a v hlavní diagonále matice H jsou reální a 
; - • . ' ./ ' - , ' 

/ , ' • ' ' * . ' < ' * 

Sísla symetricky položená vzhledem k této diagonále jsou kom-
"- / ' ' ' w ' " ' • • • . . '' • - ' ' 

plexnS sdružená. 



46. 

Uvažujme nyni o l ibovolné u n i t á r n í matici U řadu n-tého* 

Předpokládejme nejprve,že 

|U + El ^ 0 , 

takže matice U • E je r e g u l á r n í , 

pomocí matice U utvořme matici H : 

H « Í ( E - U ) ( E + U ) * * 1 /ao.i/ 

Násobením zprava maticí E+U obdržíme 

H(E+U) « i (E-U) /30.1.1/ 

a záměnou -i za +i 

I ( E + u ) a - Í ( E 4 Í ) • 

přejděme k maticím sdruženým.pak je 

(M') W « + i(tJ-E) . 

Násobením zleva maticí U a dosazením U U' = E obdržíme 

(U+E) H' t= i(E-U) . 

Násobením zleva maticí ^U+E) dostaneme 

H' = i(U+E)~ 1(E-U>) . 

Matice U+E, E-U jsou zřejmě zaměnitelné.Tedy i matice 

/U+E) , E-U jsou zaměnitelné,takže podle /aO.l/ j e 

H's i(E-U) (U-vEV1 í H ř 

tedy ť s H 

Tudíž matice H je hermiteovská. 

Dále matice E - i H je regulární ,nebol 

E - i H w Í E f U X - W r 1 «• (E-U^E+Uj" 1 « 

» (E+U + E-U) (E+U)"*1 ar 3E(E+U)~1 , 

takže |E~iHÍ * 3 n ( E + U I * " 1 J- 0 . 

Ze v z t a h u / 3 Q . 1 . 1 / plyna 

(H + iE) U s iE -jH , 

takže j e s t E + i B 
U » ~~.... /30.3/ 

E - i H 
Odtud máme tedy výsledek; 



•: . . -• — ' :• ••'•' ,.; •' M: ' 

Věta 30.3. N e o h f U j e l i b o v o l n á u n i -

t á r n í m a t i c e, p r ó' n i ž U+E £ 0 • P a k 

e x i e t u j e t a k o v á - n e j m i t e o v Ns k a 

m a t i c e rH, ž e m a t i c e .E-iH j e r e g u -
&»jH 

l i r n í a m a t i c e ,g_.H • j e m a t i o e U . 

ílaop&k plaítí^že-pro libovolnou hermitecnrakou~j»alrici H, z níž 
• ., ' ' f " ' • • . • 

utvořené matice E-iH je regularni^matice 
E*i!í , .' • 

. U a 

j e u n i t á r n í . 
E-iH 

Vskutku, je pak _ , E-iH 
U = 

? 

E+i3 

E-i|' 
•-»'«'" '"J-"'-- -

E*iS' 

a j e ž t o matice H je aermiteovská,platí 
( ' • • ' . . . . 

-,, S-ii-
• • ' ' • U íS "" " ,.,,„„„, ,,), f 

E*ill 

l ř a : J d£e^la l^-Tw^ * • . 

UU = I , 

Máme tedy výsledek. 

Veta 3 0 . 3 . : V š e c h n y u n i t á r n í m a t i c e 
/ 

U ř á d u (n ^ 3") , p r o n š ž |U+E| £ 0 , j e o u 
v y j á d ř e n y v z o r o e m 

• E+iH' ' ' " 
I U í- — , ' /3QJ3/ 

E-iH 

v n ě m t H z n a 5 í h e r m i % e o v a k o u 

m a-1 i o i ř á d u n , v^snadu4io0^ir .Cm y ia JjC*-JLEf.3Í"_p . 

•Dctj3ud̂ 4ism.e--̂ ^ j e rsguOáxni/V' 4 a l š í 
úVâ .ê txlKi©me "f;.^n'bo předpoklad o d s t r a n i t i , -
Meoh£ U znadí libovolnou un i t á rn í matici n-taho řádu,takže 

1 • - - '• ' ' ' ' ' ' . x 

.. "••••' Tu s i * • 



- . ; * * • • • ' , 

Nech£ ÍP značí l ibovolný reá lní č í s l o . P a k m a ť i o 'e 
NV « e ^ U .j ef ť " a k é u n i t á r n í . 

Vskutku, V = e ^ U , takže 
-£/ • -i«j> .«•/ • ,• 

- V = e / .y . 

Je tedy VvV = u 'u s 2 . . ' . • • 

Dále je | V - > E | t {e 1? IJ -XS | r e i n ^ j u - X é ^ E / ř 

takže j e - l i \ Q ktřenem charaktaris l i ické^oTnice matice U , 

j e s t X 0 e f kořenem charakter i s t ické rovnice matice V . Podle 

odBtarvo«'^9.Jjaou -všechny kořeny charakter i s t ické rovnice mátioe 
' f 

U tvaru 
0 % e-yB' 7 ^ 

při čeníž y., ^a*...^, značí vhodná reální' Wala^^p^p^^-atBíTiA*' 

určená až na celé násobky čísla 2 7t . 

Zf^^me- můžeme zvoliti takové reální číalo U> } že 

(f> +J> ^ X (moď air), , kde k * 1,3,... n , 

t.j,takové U> , žo žádné z čísel y5-* </> TV*" 7̂ '* * *' TV*" T9 

se nerovná lichému náaobku čísla . 
i ( 0 , . W ) i - t l V 1 ? ! ' M^n+90 

Pak žádné z č í s e l e , J 1 -' , e W 3 7 , . . . , o ' n T není 

rovno - 1 ,a tedy charakter ! s t ioká rovnice hoře j š í matice V .,, 

v níž (p. značí t o t o číslo,nemá kořen - 1 . Exlatuj-e- proto herrai-
t^ovaká inat^roe H taková,'že E+iH ' £ 0 a 

io> E*iH 
V = e 7 U = 

E—iH 

neboli 

f U S e 
- i ÿ E+iH 

•E-ifi ,. , 

Máme tedy výsledek. 

réta 30.4. V á e o li n y u n i t á r n í m a t i o e 
- • • . . / 

J n- téh t řádu j s o u v y j á d ř e n y v z o r o e m 

if E*iH 
é S*-iH '• 



49. 

v n ě m ž g z n a č í h a r m i t o o v s k o u m a t i -

• i ř á d u n , a <p r o a T n ó* č í s 1 o . 

30.'S*" Př ík lad. Vypočtěme e&pli*i.tně všechny u n i t á r n í matice dru-
;•>——..-•• 3-télio řádu. Svolme takovou l i b o v . hermjt. matiř*-. TT' 

-*• + •*'••« •• X U 1 H -druhého řádu, aby Hí-iH| j-t 0 , t o t i ž matioi 

a, 
H 

a l З + i b i З 
a i з- i b i з 

/30.5.JL/ 

33 
. . . • . t i ' 

při S e m ž ' ^ S v > a i 2 > ' a S 3 > \ 2 ^ 8 0 U 5 í s l a • rQáJjxl^ontóSře^^edinS- ne
rovností 

1 - ia_„ 
11. 

~ i a i з - ъ i з ^ a з 
ф o . 

Jo znamená,ža t a t o Čísla splňuj i názornost 

1 + a l 3 + b 1 3 - a l l a 3 3 " X (a11^33>^ ° > 1 3 ^ 1 3 
taXŽ^-aXtíapo-ň jo.dno 3 obou 'Čísel 

/ 3 0 . 5 ^ / 

/ 3 0 . 5 . 3 / 

a t < * °'33 » 
a ,.з - ^ ï a + toi3 " a i i a 3 3 • ' ' ' • ; ' • ' • 

je.fôd nuly rÛ25né.Jw-li vàak &ix+a£3 à 0, t . j » "*%pi-j~-inr.„9^À 

.3 3 я 

' D 3 
, a a c 1+a +b \ O . 

11 33 * 1 3 13 ^ ' 
a tedy obě čísla a^a^-j jsou. od nuly různá a mají stojné 

I 

znaméiikajJíLaJLŽQ % 

ail^3** °'"' 
Vidíme tedy,2o ai zvolíme H jaJdcollv^^-^Mroky^vyhov^no 

vztahu /30.5.3/* i 

Jes t 

& d íШ 

4dj{E-iH") a 

.(Ş*^..^^(*«iH} :«. 
1+ia 11 

H*$ 
^la^ia 

iaia*-bitól 

ia +ъ •-.• l+ia •• 
13 ì з , • зз 

i a l 3 - b l 3 

l - i a n N 

i-ia«i» ia», «-b 
38 

ia +ъ 
l l i 13 



• •': " • • : - . , SG# • -•'••-•' 

j dy 

(Ełiн). Ad3 (i-uґ) - / ^ Л a г ^ r - V - t - ъ ^ -»(-UҐ--ÏÄ> 

\ 8(ъiз* laiз) L*iiftм"-îв-ł4гł<*łi-* 

Iţ* itøЧľЊXl^^ * * t ' : "'••ÎJľl -'• ҷ ''•• '' •' ^ - - l ^м.т.n.i-.iiш.inifn :t -.. ii. i ••rn.,1 "шmntmпЛлшшimm • .m. - щ iщ , ,1* ^ **Шmћш++ъ.+ш.*гkl*.,,,,,,,, * 

~*TmJ ^u^ззf-iз^iз-H^u^зз) ^^iЛз^iз^iз^^ц^зâ)! 

з ъiҙ*iaiз _ - ^ Ä ^ ^ ^ r ^ ^ л T i """" r ***** '»''"»•"''>'iliilwiwyi . • ) • ! - » » . j ^ . , * , ir.,.|., i • ' ' .i i 1 | V ' r r i MI i ii n ni •• n • " 

1 ^ l i a 3 3 * a 1 3 4 " b 1 3 - H a

U ^ 3 3 ) 1 - a U a 3 3 ^ I 3 ^ l 3 " ' i ( a l i 

^e-ejcplioitni výraz pro všechny u n i t a m i matice druhého ř;ádu. Tento 

výraz se ovSem dá převésti na transcendentní tvar /18*5/. 

Nech£ A je daná čtvercová matice řádu n .Jeet l iže nějaká «Hrvsr-; 

cová matice P řádu n má tu vlastnost,že 

p'A^;*cA , /31*l/ 

říkáme, že m a t i o e P p ř e v á d í m a t i c i A 

v s e b e . 

Aby nějaká matioe P převáděla matici A v-mt^ymi^^s^^arxdi^ 

irirlá5rt«.rr^aa0tnoeti.Z těchto uveďme-^onom tytoi 

1./ Z relace /31.1/ plyne 

| p ' | A A | ~ | P | * (A{ , t . j . 

1 P | S , |A| a I A| . 

Je- l i tedy matioe A r e g u l á r n í , t . j . / Af je* 0 , j e a t 

| F 3 j t= 1 , 

"tedy | P | = ± 1 . 

3EŽÍ1-.8.LÍ* P ř e v á d í - 1 i m a t i c e P r e g u 1 á r -

n i m a t i o i v a o b e , J e„s t 3 e 3 i d e r m i -

n a n t | P j » í £ t • 



.:; ••:. '••.•;•; >•' . > •• • •,;. • s i . • \ • / • :••• •• • •-. ;.••••":'. , 

D o f i n 1 ,o ě.. Je- l i /pj * * 1, pravíme, že t r a n s f e r -

m a o e matic© A v sebo je v 1 a s - ť n i .-v druhém p ř í -
' . ' • . • ' - • • • • • 

pádě říkáme, žatranoformaco je n o v l a s t n i , ' . .' s 

. • ' ' - ' * • . • ' • ' ' " • ' ' , • . ' . < • • • - / • 

Všta;>31.S. T r a n a f © r m u i a - l i m a t i o a P 
m a t i c i A v s o b o , j. o m a t i c e P z a - • 

• •• ' • • — i ' • *' . 

m 8 n i t o 1 n á ' s m a t i o i A k' . 

Důkaz, Z ralaoa p'A P = "A 

piyne p^A^p'"" 1 rA*"1' , • .'. •' 

a odtud fp^A"1?'*"1) (p/A'PV= A*"1, A' , 

t .3 , . ' ' P ^ l P ^ V l ť P s A " 1 ^ , '• ' -

tedy „p"1 (A*"aA')p s A - V 

Odtud ihnad:vychází násobením zlóya' matlou' P ' ' 

- . íA-yjp"-pfA-V) . 
Yiíltfe 21,3. J o - 1 1 A r e g u l á r n í m á t i c.iayp-arlsr 

A-1A' t r a n s f e r a u, j e m a t i o i A v o 0 b e, 

a t o t r a n s f o r m a c í v l a s t n í , • 

' bůkaz-, Jost t o t i ž - . 

(A-V)'A (k"h') * f A (A-1)'] A [A"VJ e AfA')"1 (AA*"1) i" -
a A(A')~1EA' = k[(ť}'1^} s A ' Í . A 

Dále 30 IA^A'1 = |A i" 1 | . |A'| » I A r 1 - U! = ~ -= 1 . 

P o z n á m k a . 2volímJ-li zvláště za A matici Jodnotkoircu-

I , vidíme,že všooky matloe R , ktoré matioi, £• přovádljí v 

oebeyhoví vztahu R'E R » E > t . j . 

R R s £ , 
i , 

takže 3scu tc matleo ©rthegenální.Každá orthogonální matioe 

K mi tedy vlastnosti ál.l - 31.3 /kromě jiných/,ale jak vidíme, 

jsou"výroky vět Si.3, 81.3 pro ni triviální. 

Kdybyohnm definici transformace matioe A v aebe maticí 4 r 
i • • . . . • • 

definbvall vztahem i ? A Q » A V , • ' 
Obdrželi byohom podobné výsledky,a jako zvláštní případ pro 
A'r 1 'dostali bychom mátiQO unitární. 



•.'•.',.' .• •'. ' , . •"• .•.' .'бft-

fзaì. Raci enálhí Ѓunkce jиatio» 
lű ^JГ •••-""""• "" ' ' " " ' . ^ Ц Й W \*m>~?мm,t -ч ИI.ІЦ..I ,)ІII-1ІI.І.І».-ÉIM^ • 

y ł 

• Nectít A značí libovolnou čtvercovou matici řádu n •Matici 

A .A **»^ A, \ (o tpř i rozené) znavíme A*- /viz o d a t . 6 / . 

Z aqoociativního zákona prc násobení matio ihned plyn© , 

A*. A* = ***&' 7 8 3 . 1 / 

Kla&eme-li A0- 2 , p l a t í rovnioe /23.1/ i když některý z 

exponentů je 0 » J e s t l i ž e A je r e g u l a m i , takže 

exis tu je A , značíme matici * ' 

A""1^""1**; A" 1 (pí přirozené ) symbolem A"*01;, takže • 

d A ..i (A ; , . • -

Rovnioe /33.1/ p l a t í . i když oba nebo jeden z ^ x p ^ e n t u ^ f l o u 

zápornééJaou-li oba záporné,jo to zřejmé, nebočprc cfr - d! , 

/3=-/3' Kfí>d)le oíí T3' *£/^ 
-i r-i 

J e - l i jenom o( záporné a j e - l i na př„ -. X -< /3 /. jo 

k"1, ».A"1, A J J . U , a A""1. * .A**1. (A"XA) A,. ,A s' A*"1.» .-T*1? A. . Jlsr 

« A ,^A s A^M) : , Odtud plyne výoledek - " " ^ ^ 

V í t a J S - l ^ R o v n i o e AM - A*3 - A * * # p l a t í p r o 

v š e c h n y e x p o n e n • * ,y o e l é n e z á p o r 

n é a j e-1 i A r e g u 1 á r n»í , i . p i* o o x p ©~ 
1 . ' ' • \ 

n e n t y z á p o r n á „ . ' 

Dále p l a t í ty to vštyj . , 

Jiiii-.83.vS i Pro každé oelé ©C '. j e Z* = t . 

\ 

V Ŝta 33,3 : J o - l i a l ibovolná konstanta, << celé, j i a t 

' (a.Aty* a a* A* 
- ex i sWje- l i matice na levé a t r a n é . 

* . • 

Věta fa A i Pro oV" oelé jo (k*f *(**•)* , 

• t '/• ' e x i s t u j e - l i A5* « • •. 

VSta^SS^B p j A * j « JA|* pro všechna oelá OC, 
• existuj0*41 A4* .. • .". 



•;". '•' •;•'••.;•' • .» m . 

fieíi n i o e „ UoohS gfa) « a03t? 4- a x x + , . , + affl značí 

polynom atupně m (> ©*) , takže a 0 , a l o , , a m značí konstanty, 

z nichž alespoň a0JČ 0 » Nechi A je l ibovolná čtvercová matice 

řádu n B 

Matice a0A
m * a x A*11""1 +,„.+ a^ A° 

se nazývá p o l y n o m /otupne m / v m a t i o i A a 

značí se g(A) . 

Tedy g(A) = e.^ * a^A*""1 * „ „ * * amA° 

Ke každému polynomu g(x) a každé čtvercoré^maťiol A můžeme' 

p ř i ř a d i t i matici g(A) uvedeným způsobem. 

P l a t í t y t o vétys 

Veta 3 3 ^ i [e(k)J = g<A'). 

Vekutku.jest 

[g(A)]'= [a0A>\ ^jiTK.,.* V eJ^(^-y+(a 1A^ 1) ,* . .*<< w í 0y-
. = »0fA')-.> ^ f A ' ) - - 1 • . . . • a a ( A ' ) ° « g(A') . 

í l i^gS^T. s K a ž d é d v a p o l y n o m y v m a t i 

c i A j s o u z a m ě n i t e l n é . 

Důkaz. J s o u - l i g(A) = a0A
rV a^A111"1 * * , * * amA° 

a h(A) fc b0A
k +D-A**"1 + . , o * 1\A° 

polynomy v matici A , jeet každá z matic a0A
m ja-jA9"1,. ...a^A0 

zaměnitelná o každou z matio b0A ^ - I A * ,„,»jbjjA0 , a tedy 

t é ž polynom g(A) je zaměnitelný s polynomem h(A) . 

Y|ta_33_oJ i J a o u- 1 i g(A) , h(A) p o- 1 y n o m y v 

m a t i o i A, a k r o m ě t o h o j e h(A) r e 

g u l á r n í , j s o u p o l y n o m y g(A) , £h(A)] 

z a m ě n i t e l n é . 

* Důkaz, Podle věty 32,7 jaou g(A) a h(A) zaměnitelné,a tedy 

podle, věty 11,7 / s t r . 3 0 / také g(A") , (hCA)]""1 jaou zamě

nite lné. , 



54, 

D e f i n i o e • J a o u - l i g(A*) ,h(A") polynomy v m a t i c i A 
* ' g(A) 

a h(A) j e r e g u l á r n í , j e s t mat ice ř(A^ -z — ••.«""".• 
h(A) 

def inována a nazývá se r a o i o n á l n i f u n k c e 

v m a t i c i A , 

p l a t i t y t o v Sty ,* 

Veta 23.9 , [.iíilT. «£> 
L h(A) J hCO * 

Vskutku , levá a t r ana je 

(g(A) [M*f)'=([h(.fJ. [B(A)r- [HA')]"1. *CO = 
g(-') 

= MO • 
Veta 33.10 i J a o u - l i m a t i c e A, B z a m ě n i 

t e l n é , j e k a ž d á r a c i t n á l n í f u n k 

c e v m a t i c i A z a m ě n i t e l n á a 

k a ž d o u r a o i o n á l n i f u n k o í v m a 

t i c i B , 
D ů e l e d e k : K a ž d é d y é r a c i o n á l n í 

f u n k c e v m a t i o J. A j s o u z a m ě n i 

t e l n é . 

Důkaz, J a o u - l i mat ice A,B z a m ě n i t e l n é , j e A3 zaměni te lná 
v 

a B pro všechna c e l á j , k ž> 0 . J e a t t . t i ž 

A^Bk ^ A . À . . . t ø . B ) B . . ,B « ІU..Â. (B A) B, V 1 B s 

2 k j - 1 k~l 

ti Aţ..A*BA#A Ђў • •B в B A**<»ÂfB«*«B £í B»B A,»»A . B**»B ts 

j - 3 k - 1 j k - 1 д k - 3 

•~ B ł . , B . A . . . A ss B A i . 

, 1- j 

Tedy každý polynom v A jo zaměnitelný e každým polynomem 

v * B , 

J e o u - l i tedy g l f A ) g 2 ( B ) 

ҺX(A) ' Һ Я (B) 
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liboÝolnóV racionální funkoe,je každý,z polynomů gi(A), h., (A) 
** 

zaměnitelný e každým z ptlynomů g3CB) , h 3 (BT . Tedy i každá 

z ínatio g^A) •>fh1(A')}-'1 je zaměnitelná s každou z mat^c 

g3(B*) ^ h g Í B ) ] ^ 1 . Tedy gx(A) . [h-jfA^J"1 jo zaměnitelná* s 

g a (B) . ^ ( B ) ] " 1 • 

( ^ ) , jCíháraktor i e t ická rovnice rac ionální funkce v A . 
m*mm E"»n. »"1 111'Hjiiiii » • 4á«» • — » ml 

NechČ A je libovolná Čtvercová matice řádu n , 

Víme,že k matioi A pfí-sluší určitá t»zv.charakteristická 

rovnico,t.j.rcvnioo |A— XB 1 = 0 /odst.14/ . 
fiřU)' 

Jestliže . ——:-... e í,k) značí libovolnou racionální funkoi v 
hCAl 

matici A, má tato racionální funkoe také óhaxakterietlokou 

rovnioi,totiž 

. i f(A) - A E | = 0 . 

Mezi kořeny-charakteris t ické rovnioo matice A a matice f(A) 

p l a t í pak u r č i t é vztahy. 

VStá 23.1 : S á f l h í g(A") j e p o 1 y n o m v A . 

D e t e r m i n a n t jg(A)| j o r e a u l t a n t p o 

l y n o m u g(X) a c h a r a k t e r i s t i c k é 

f u n k c e l A - A K 1 m a t i c e A » 

Důkaz,Neohí 

sPO « a

0 A + »!>?"" *.•«-.• a m s a0(X-h1)(X-ha)... (Vh m) , 

kde ^jhg/^.h značí kořeny-algebr.rovnice g ( X ) . s 0 . 

Zřejmé je 

g(Â ) - aQA*4- a-jA
m"" +».,+ a^E = a0(A-h1E)(A-haE)...(A-hmE) 

a tedy |g(A>| « a 0

n U-h-jE UiA-hgEi».. iA-h^E l . 

Ozn&Sme W (X)=|A- \1 j charakteristickou funkoi matioe A . 

Vidíme,že je -

takže věta je správná. 



p o z n á m TÉ a 3 3 . 1 . 1 . Nechí .X-^, Xg,..*. X n -JnaSÍ kořeny 

ohaxaktexistické xovnioe [A--X1&I « O, t é j . xovnice y(X)s O . 

a tsdy * n ^ >: w / i ' 

|g.OOl«'áo .t-l)nY^i-iiM^-^v- (V>n) ; 

. fa) n (VXiMVx3V«- C v x
n ) r 

v *' * 

.-: ; ( - ^ n (V xi)(V- x3V. v ( W ) • 
- ] g U M : = .g(X 1 J. ,g fX a >». . . g(Xn*), 

p o"z n á m k a 33.1.2. Z vi ty 23.1 plyno/podTe-nrlastnosti 

r e s u l t a n t u dvou a lgebr . rovnic/,že matice,. g(AV 2e s i n g u 

l á r n í , když a jen když algebr,rovnice g(X)= O a oha-

rakťexiBtická xovnice yfX)- o matice A mají s p o l ^ n ^ k o ř t í n , 

l£|ta ^33.3. 8' e o h í X - , . , , , Xr> j s o u k o ř e n y 

c h a x a k t e f i s t i o k é r o v n" i c e m a t i c e ' 

A , N e o h £ f (A) z gt_ a 5 í r a o i o n á 1 n í 

f u n k o i v m a t i o i A . 

P a k , ' 1f(A)|r; f Q ^ . f ( X s ) , , . f(X-i) . 

Důkaz, J e - l i f(AY p o 1 y n o m v matioi A , je, věta 

správná podle věty 33.1./pozn>kika 33. ' l . l/.Neohl tedy 

S(A> 
h(A^ 

kde g(A) , h(A) jsou polynomy, |h(A)| £ 0 . Pak-jest 

| g (A) | s g(x-y- g ( ^ M r g R j ) , 

, ih(A)i«h(X^. h íx g v. , h(x^ , 

lf<£)J» |g(A)i, iMAir1 - g í i i i - . . g(>n\. [-.(X..)... u(X^T"x -

- *bů?' g(X:á) gft n-> W x . W v N -m N 

Vita 33.3. i N e c t í X<i , . » . X« j s o u k o ř e n y 
# , • ' ' •- . • 

o h a*x a k t e r i a t i c k e r o v n i o e m a t i o e A, 



__ ' ' - '' '5?. 

N e o h I f(A) z n a č í r a o i o n á l n i f u n k 

c i o m as t i c i A « 

P a k k o ř e n y c h a r a k t e r i s t i c k é 

r o v n i c e *m a t i c e f (A) j s o u 

*(X1>, ffXg),..., f(Xn) . 
Důkaz, Pro každé č í s l o X j e s t 

XA0 -- f(A) 

r a c i o n á l n í funkce v matici A „ Tedy podle vety 23.3 j e s t 

| Xl-f (A) | = | XA°-f (A) | » [X.\^-f (\£í ][X^-f (X3-)].. .[X\°-f ( A $] 

s[x-4(\j)][x-íaB)].., [x-fíxni] . 

Av&ak levá strana rovnice,až na znaménko (-1) , je chaxak-

teristická funkce matice f (A) , kdežto pravá strana jest 
* 

její rozklad v kořenová činitele. 

P o z n 4 m k a 33,3.1. Necht íP(X) značí oharakt.funkci 

matice A a Podle poznámky 33.1.3. je V(A) singulární 

matice.Podle voty JJ3..3 má oharakt.rovnice matice </>(A) ko*. 

řeny: ^ (\^ , u, { A 3) .... y (Xn̂  > P*- Semž Xp ... X n 3BOM 

kořeny oharakt.rovnice matice A , t.j, Ip/X) a 0 . 

Tedy ^(X^ e y(Xg) = ..» = u"i(An̂  = 0 . 

Je tudíž |y(A) - XE| a X n . 

(34). Minimální polynom matice. 

34.1, D e f i n i o o , Nech£ A,B,0, ..# značí čtvercové 

matice téhož řádu n . Tyto m a t i c e se nazývají n e~ 

z á v i s l é , když rovnici 
i 

a i f bB + oO f , M = 0 , 

kde pravá s t rana značí matici nulovou,lze vyhověti č í s ly 

a.yhfúl ».• jen tehdy, j e - l i a s b B c s . . . » 0 • 

J inak se matice A,B,Cř . . • nazývají z á v l s 1 é J 



58. 

Na p ř . n e z á v i s l é . j s o u matice 

í » f1 ? > . « -í° ^ i s f ° °] E s f ° °\ 
1 1 " lo o / ' ía \o o/''ai*.U OF 33* U 1/ ' 

. nebol rovnici 

/ l 0\ /O 1. /O 0\ /O 0\ 
a (o o) + b ( o o) + 0 ( x o) + d ( o O " " 0 ' 

t . j . rovnici / a b \ 
= 0 

V c d/ 

lze vyhověti jenom tak, že a - b - c s d s O • 

Věta 3 4 . 1 . g K a ž d é S t v e r o o v é m a t i c e n-

v ř á d u A^jAg,,. .A 2 , k d e k > 1 , t e d y 
IX Ah«K #* 

p o 5 t u v ě t š í m n e ž n , j s o u z á v i s l é . 

Důkaz. Rovnice 
a l A r ! " a 2 A 2 *•••• a

n
A r ~ & » k d e r ~ n * k > 

zastupuje oelkom xfi l ineárních homogenních rovnic o r &fxfi+]s; 

neznámých? a - j , a g , , , , a , Tyto rovnice maj.L,jak~známo-1.natri-

i r l á l n í ře-šoní, nebol; neznámých jé„,yío než r o v n i c 

P o z n á m k a 3 4 . 1 . 1 . Z t é t o věty plyne,že k a ž d ý 

s y s t é m n e z i v i B 1 ý o h č t v e r c o v ý c h 

m a t i o ř á d u n o b s a h u j e n e j v ý š e 
3 

n m a t i c . 

Na druhé straně* však snadno dokážeme, že ač zvolíme přirozené 

d i s l o p 4 . n ® jakkoliv, vždy oky e x i s t u j í matice n~tého řádu 
.v poštu p , které jsou nezávislé. 

n3/ 
Vskutku,staSÍ zvoliti matici typu fp tak, aby měla hodnost 
p . Označme její prvky , 

\ ř 
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/ — 11, ^ n * * * ®* 

n 
3 

, 1 

1 

в 
ii 
a * 
1 3 

1 1 

U1S 

1* * *B ^ | 
••In ..' a l n - * w a l n 

1 .' 3 P * 
a i k a i k '*V. a15-

f » 

1 

pak r o v n i c e 

џ m 

, <з 
ЛП 

v<"* 

p 

a_ nn 

^i a ik^2 a ik ^ " ^ p " í k ^ 0 . 
c'neznámých <̂  r r 0 ( o r * •» o( j e t u n e z á v i s l é a Lae-jim vyhovět i 

jentm t a k , ž e oč^ --0(3 a , , : s o ( = o . y c; 

Tedy m a t i c e . A-js ( a ^ / / , k t e r o u tedy utvoř íme •& prvků p r s n í h o 

. s loupce, AfJcs //ai.k:// > ^ e * o u u fj Y ^ ř í m e 2. prvků 

d r u h o !x o s l o u p c e , . . A r ji a?. $ , k t e r o u utvoříme 

z prvků p-tého s l»upoe, j sou nezávisle•» ~~-

*• 3. p e f i n ..i- c e , NeolrČ A je Stveroová mat ice l i b o v o l 

ného řádu n ; V řadě mat i o A°,A, Af . . . . e x i s t u j e mat ice 

Ať takcvá,_že matioe A°,A, k f. * ,á?^~ yisou n o z á v i a 1 é, 

kdežto--matice A°,A, A . v . , Ap jA-3 j s o u z á v i a 1 \á • 

Neohf Lo'ral> * • * " S ^naoi taková, o í s l a , že . 

a 0A
P4- a ^ " +«, .4 a Ac-= 0 , kd a a ф 0 

ÌЗ-1 
Pak polynom \u(X)&a

0
 X

p
 +• a^ X +. ». + .a

T) 

se nazývá m i n i m á 1 n í , p o 1 y n o. m m a t i o e A. 

P • z n ш k a 34.3.1. Minimální polynom matioe A jest 

jednoznaSné určon až na konstantní faktor,který jo Qd nuly 

různý: - .' y . , . " \ 

Vskutku;platí«li současně '" . ' 

t P ~ ^ o a ^ # % A '4- »>. * S-pÂ  ss .0 

Ъ
0
AІЦ. ЪjJ.̂ %1....,»;. Ф ЪpA"

0
 в

;
;Ö^ř káð a^Ъe ф 0 ,;

: 
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pak v připadSjSSa a 0» b 0 , obdržíme odečtením obou rovnio 

aa-5 b^,*,* a * b p, neboč A p ',... f° Jsou nezávislé. 

V případě,že a 0 £ b 0 , jesť 

\a0
 bo / ^ao W W M 

a tedy '' , , 
i 

-ao ax Bp 
—•» e -«— » a t # -B -*--» s /Q, /konstantní faktor jř O / , 

Do D l . Dp 

34.3. Mozi charakteristickým polynomem yfA) a minimálním poly

nomem W(X) , pa t ř íc ími k téže matici A řádu n , p l a t í ur&ité" 

jednoduché vztahy,Abychom si odvodili,dokažme předevSím t u t o 

důleži tou vetu: 

2Í£§.-M.o3 : U e o h í A " j e , č t v e r c o v á ai a, t i o e 

l i b o v o l n é h o ř á d u n . H e c h í T^A) j e s t 

j e j í c h a r a k t e r i s t i c k ý p o l y n o m . 

P a k m a t i c e A j e n u l o v á , t , j , jp (A) * O » 

Důkaz. Nech£ 

fífya f A- XS | » 0oX
a+ CxX1"*1*...*- On , kde O0 = ( - l ) n . 

Matice Adj ("A"XE) mi za prvky algebr.komplementy prvků * 
i k determinantu f A<-X&| . Tyto prvky a J jsou tedy polynomy 

stupně nejvýše n-1 v proměnné A * 

Je tudíž 1 k n-1 \ h 
a & El a . , .X takže 

h=r0 -V1"1 

p ř i čemž A. značí matici 
h . , 

" / a 21h ••• a i n h 
A h - S J 

\ ^nlh • • "• a nnh 
Podle^definicf matice Adj (A-Xl^ ja 

(A~XX). Adj (A-POB^a jA~X<j« £ , 
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takže BsьKh ^ • S A - Ҷ k ^ ) - • 
n~l ^ 1 h*l, 

Porovnáním- koeficientů př i X V X X * « « . j \ - obdržíme 

AA0 

A A ^ 

AAa-Aд, 

«- 0 n Ч L 2 , 

• • • # * 

~ A n - l 3'°o-& * 
A 8 W 

Násobme zleva tyto rovnice po řadě A yA, A ,...A a sečtěme. 

Obdržíme -_̂  " -. . L 

U0->(A8AX-, AA0) + (Á^g-A^)*... n ^ V í ^ ^ n - f ) - *n*n.-i» ? (*A) 

•' ' • -1' •'' * 
Jak patrnojSe všeohny součiny na "levé straně/navzájem ruší.Je tedy 

Yf*) - o . ' ^ ' •' • 
P. ř í k l a d , Heoht A « / a l x a l a < „ 

l a S l a 33 / • 
• • j 

Pak -

f=- (* u " > ) (a33~ ty » A - • A (a- u ^a a 3 ^ -t-a-^agg . y(\y 
tedy 

L31 a 3S4l 

(ffÁ)**X~ A ( a i : L ^ s s W a^gg-.a-.ga^ , 
- aiaaai 

Dále je 

A* * a,-,a 

a 
l l a 1 3 \ / a ü a 1 8 \ 

aiaзз/ l a зi a aз I 
з 

s / a l l + -. a81 а11а13^а18а8а\ 

\ aiiaai^aia3a а13ав1**аз / 
Tady' ,.> 

- f(A)-
3 

a U + a 1 ^ 3 1 a-ia^ia^isa-aBA / a U a l 8 \ 

ii^зi^зi^sз HвHг^íв j \asiftЭ8 
j (au**8з)+ 
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* (o i ) ,(Axaw-aiaFa£] 
Odtud obdržíme U>lAV = 

3 . r 

J a i i+^s£ L3r* a i^ » a i A # ^ ^ 
W^Sl+aaiaas-fa^^aasNa^ , a-^^+afa^a;^^^ 

takže 

fW> (0° o)= o ' 
P o z n á m k a 34 ,8 ,3 , Z věty 24.3.plyne s že stupeň ixdiúJBáJjxňj 

polyn<>im;ri±1x^v<rln^Tnati:oe n-t-óho řádů j e *-». n . • 
'"' • ' " : ' 
P o z n á m k a 04.3,3. Z všty 34«-&.plyi&eMDeípJN>stT^diié,že 

• • ' • ' 

m a t i c e AU,A, A%. •, A j š o t v ž d y z á v i s l é , 

V | t a 84.3 N e obi A j e 5 t v e x o o v á m á t i o e 

'1 i b o v. ř á d u n , U G o h í yllÁ) j e s t j e j í 

m i n i m á l n í p o 1 y n o m . % o c h í g (X) je 

l i b o v o l n ý p o l y n o m , p r o n ě j ž 

g (A) « 0 , P a,k p o l y n o m g (A) j e d S 1 i -
• •• • " • / • ' 

' t ě l n í p o l y n o m e m TfAÍA) \ 

M.kaT2rr--Dělme polynom g (X) polynomem 'l/'(A) • Pak p l a t í / 

' g(>) B y,<X). q(A> + x(X) . 

kde q CX) znadí podíl a x(X) zbytek dělAitf.jJcl^-ex^^ 

n i ž š í n e ž l i polynom y/fX) « 

Odtud plyne 

0 » g ( A ) . « y ( A ) . q(A) • x<A) ,' 

Pxotcže i^(A) a o , plyne odtud x(A) s t)'• 

Ježtw pak WX)- 0 je xovnioe nojnižšíhp stupn&,ktexé matice 

A heví , a pxotože x (A) je atupnš nižšího než V/(\) $ j e 

nezbytně r ^ ^ Q l d Q n t j | 0 l c y / p r o k a ž d é X / . 

Tedy / gí>)'- ^ A ) . q'fÁ) , 
to znamená, že minimální polynom u!řA) dělí polynom g (X) 
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p o z n á .m k a 34.3.li Ježto pbUle vět 34.3.a 34*3, je 

gllftffftktdf l i t ický polynom každé matice A dělitelný minimálním .-

polynomem-, J 0 k a ž & ý k o ř e n m i n i m á l n í h o 

p o l y n o m u fí o u 6 a s n š k o ř e n e m c h a r a k 

t e r ! a t i c k é h o p e l y n ó. m m . _ 

•§ta á4.4. i ' H e c h í A j e č t v e r c o v á m a t i o e 

l i b o v o l n é h o ř á d u n •', M i n i m á l n í p o-

1 y n oAm iWA) m-fi- t. i o e ' A j e r o v e n p o d í l u -• 

c h a r a k t e r i s t i o k é h o p o 1-y n c m u CPÍA) 

m a t i c e A a n'e j v > t š í h o s p o l e č n é h o 

d ě l i t e l e v š e c b m i n o r ů Cn-1) -ho ř á d u 

o h a r 4, k t e r i s t i c k •,> h o d e t e r m i n a n t u 

| A ~ X E I . • * 
DíLkas.. Oznaěme d .'AV největuí společný dělitel věech minorů 

(n-1) -h© řádu charakteristického determinantu JA- AÉf . . 
* • • • • . • -

Rozrineme-li tento determinant podle Laplacoovy yětý podlo . 

prvků některého řádku,jsou v tomto rozvoji koeficienty tě-ohto 

prvků JQjioh algebr.komplem3nty,tedy minory (n-l)-ho řádu,nárs4-

bené $ 1 . Je tedy polynom V^X) dělitelný polynomem d(>) , 

takže v ; , 

f(X)z QjX)\ ±(\) 734.4.1/ 

při ,5emž Q(Á) anaěí vhodný polynom stupně i> 0 . 

Jest (A-/ÁE). itdj ( A - > S ) - <p/X).E . . 

Prvky matice Aďj (A- > E ) mají největšího spol.dělitele d(A^| 

takž© jest x 

Adj ( A - U ) = B.d/X) , 

při 6©mž B znaěí vhodnou matici,jejíž prvky nemají společného 

dělitele v % . 

Tedy jest * \ 
i W . . . Í Á - ; M j B . s é ) , í i ( * ) , . ! > ' . 

a lidy také "~~ * , '• 
-' (A4r)Bs ;j(^t; /34.4.S/. 
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Neohf oC značí'stupen polynomu • d (A) . Pak pooil q(X) - ije • 
« , . ' " ' , ' . ' - • .. . " , . / • , . . • - • . • • 

stupně n-c< a pxvky matioo B x_sou polynomy stupně nejvýže 

n-l-i °^ ••*• 
. ' . ' « . . : . ' • í ' ' • ' " • 

Položme •'-./-* 
n-l-ct v - ' n-o< \ h :8.-r-U-.. 1 <*> - |1* a»- *-_A •• h»o . . htso -

při čemž ovšem B-^,...,Bnwl-)-. znáěí vhodné matioa. 
N. . " , , ' ' 

řodle'/S4.4.3/ pak máme • 
. - • - . • 

- -• . T 

. ri-l-af ., n-o< • __ 
(A-*,.) TT .^B_- ,__:-_-.,-_ x - • 

_. v h=o • liro 

Srovnáním koeficientů při X°> X> X >.. • > X obdržíme 
A£L •• — a-^fc.^ il» • • 

-*, A B l " 3 o = an-<*.-1 s 

- , • * • • • • • * • # " . » • 

AB^ , , - B - - ,, B 8 - ' I 

n—i—u, -n—»—CA i. . -
• ~ B n - l - ^ - ao ? • 

% V . «__i *_f 

Násobíme-xi ty to rovniao postupně A c , .» . A ' a sečteme, 
\ » _ / 

dostaneme • ' • . * . . 

0 r AB0+ rA3B1-AB0) *...4.An~tA- V l - f ^ * % S - « Í ^ " •***.-* * 

e a 0A n~ d + a ^ 1 1 " ^ ^ 4 . . . . + an_ / B q(A) , 

tedy q (V) » 0 . 

Je tudíž /podle věty 34,3/polynom qťX) d ě l i t e l n ý polynomem 

y(k) * Heoh£ XÍX) - _e podí l , tak že . . . * 

qCX)r Í ^ X ) . y ( X ) / -& ,4 .3 / 

Ukažme nyní ,že naopak polynom W(K) jer d ě l i t e l n ý polynomem 

qfX) , takže )((X) je konstanta různá od nuly. 

Vedle A uvažujme o d a l š í proměnné tj, J e s t pak 

p ř i č e m ž r^CA^) značí vhodný polynom v X, 1J a koefioienty'.. 

v uvažovanám číselném t ě l e s e . 
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Odtud plyne -
''• . , ' - " * ' • ' • • " ' ) • - ''^ ' t c " 

y<7J.i - / a ^ - fX2-.Ay.if4(A,A) . 
Avšak y ( A ) c O . takže 

y/f'X).£ r (XE-A). WX,A) . 
Násobením polynomem q (X) obdržíme -

y(X;. qOVí «' (AS-AJ. q(X). ir^XíA) * 
Dosadíme-li sem za q(-V'.£ s (A-AE)B /podle p4 .4 .3/ , je 

^A>(A-"XE)B S - C A - XE). q(A% yfx,A) 

Avšak determinant" /A*—Xl/ noní identicky roven̂ nuiê ar̂ -tedy 

existuje matico (A- A.E) .Násobírno-li hořejší rovnost mat-ioí 

(A- XE) , obdržíme 

yjfyB « - q(A)t 7'CX,A) . 

Protože--prvky matioe B nwmají společného dělitele v A , 

existuje ke každému kořenovému činiteli' X-Ac polynomu o(X) 

alespoň jeden prv<;k v matici B, b..̂ , • ktcsrý není dělitelný 

tímto kořenovým činitelem a tedy ani polyntaGm fX--'^) ° , 

kde t<0 znaoi náacbnost kořenového4činitele A-X 0 v poly~ 

nomu O (A) .OžnaSíme-li '£ .̂  prvek v j-tém i&dku a k-tém 

sloupci matice j (A,A) , plyne z poslední rovnosti 

y/M).b3i- ^ ) ( - w ; , \ ^ 
takže polynom yj(Á) je dělitelný polynomem (}\-*\)"\ . Z toho 

soudíme, že polynom W ^ ) jaat dělitelný polynomem OM) . 

Je tedy v /S4.4.3/ ^ 

'^(X) a konst. (.é O ) /84*4.4/ 

takže 

y(A)-; konst.u/^}. d(A) , a tedy 

konst.." w(Á)x ŽÍÍ& v , . . . .T*-l- d(x) \ 

Ježto W A ) je minimální polynom,je také kónst. ty(Á) mini

mální .polynom. . 
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veta 34.5. I a ž 4 ý k o ř e n c' h a r a k t e r i s t i o-

* ^ , _ _ . _ _ , _ , 111, 1 .Miiri niif ', tiM.4 » -

k é h p p o 1 y n » m u 1 i b o V o 1 n é m a t i o é 

A j 6 k o ř e n e m m i n i m á l n í h o p o l y n o 

mu m a t i o e A « ' • - , 

Důkaz, Vskutku,z rovnioe /S4.4.3/ plyne 

lA-XEl. IB1 t. -jqCXfMEJ , . 

př i 5emž n znaSí řád matioe A , t , j • jpodXe- /Ó4v4v3/ a«'f®L<A74tf 

, y>/>). (Bl ~ [konat, ' yflf.. , 

' lf(\Y*lBl - ktnst.ř^X)}11 « 

Příklad." Nalézti minimální polynom pro matici A 

A - ' 
70 -1 1 0 \ 
-3 1 1 -i ! 

- 3 - 1 - 1 l 

\ 0 3 - 3 0 / 

Oharakteristioký d( íterminant 
* - Л - 1 1 O J 

••' ^ ( Л ) = - з i - X ' i • - i 

3 _.! f.i_,X) 1 

« V 

~X(X
S
*4) , ~зX

3
 , ~зX , ч-вЛ , 

~X(X+s) , ~>?(X+i), - X
3
 , ~È\(Ш*) , 

, -Xñ(X~І), ~зA(X~з) , 
з 

0 3 - 3 ->' I 

Minery 3„stupnS v hořejším determinantu jsou 
>8 . , 3 

3 

~.X(X~3) , x S 

3A > X , \ , " \ ( ^ "*)» 
takže jejich největší společný d ě l i t e l d(X)a \ . 

máln.áTpolynom matioo A je • . 

v m(X)- 4£-l :_X3 7 
* ' " a ( A ) •-. 

To znamená, že A$_• 0 , A j» 0 , avšak As a O . 
g/A) 

Všta 34.6r Ne o h £ -~~-~~ je r a o i o a á 1 n i 

v .A r 

Tedy mini-

íu n k ö e 
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E i i s t u j e p o l y n o m p (X) t a k o v ý , ž e ' 

nmm ^ . . M - SS ]p%A J « 

h(i) 
Důkaz» Heoht Xlf"Xs,.,. ,>n značí kořeny oharakt,pólynomu <f(X) 

matice A a nechč opět 1fJ(b) značí minimální polynom pro A . 

v Ježto 
|h(A))j«- 0 a /podle 33.3/ je 

|h(A)l*h(X1). h(XsV.» kOn) • 
nevymizí h (X) pro žádné z č í s e l ^i/Xg, -••'Xn * 'Tedy žádný 

kořenový č i n i t e l polynomu <f(X) nedělí h (X) a tedy podle 

poznámky 34.3 .1 ani žádný kořenový č i n i t e l pc-lynomu y/fX) 

neděl í h ( X ) , Tedy polynomy h(X) a w(X) jsou nesoudělné a 

e x i s t u j í tedy polynomy p(X) , q (X) takové,že 

h(X). p ( X ) - ^(X> qCX)= g(X) 

Tedy j e s t h(A). p(A) n g(A) 

a odtud p(A) a - |~íl . 

0 m a t i c í c h n i l p o t e n t n í c h , 

Věta^í&k? } K d y ž a j e n k d y ž c h a r a k t e 

r i s t i c k á r o v n i o e m a t i c e A m a 

v ě e o h n y k o ř e n y r o v n y n u l e , j e 

A""=;0 p ř i v h o d n é m c e l é m k l a d n é m q . 

Důkaz. Označme X}_,... >).n
/' *0%eilY charakt.rovnice u?(X)a 0 

matioe A , takže X^ , "Xg >•.• X^ 3 S 0 U k ° ř e n y oharakt,rovni-

oe matioe A*- /viz v .33 .3/ .př i každém celém q . J e s t l i ž e tedy 

je pro u r č i t é oelé kladné q 

Aqc 0 , 

jsou kořeny X-_ ,.,«,"X^ ohaxakt.rovnice matioe Aq , t 0 j . 

rovnice 

| A q - X E | a . | 0 - > J B l JS (-Xf a 0 

vesměs rovny nule.nebo-ř rovnice 

C*-!̂  "X ě 0 
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má vjMoniv fcořeňy .^ovny nule.Tedy Xf «-->-Áa s ° * t 0 á y *"*^ 

'̂ Í-4 Xg» ...... ÍS-X^ « 0 • . ' .' • 
• ; ' ^ • * •''; i ' 

j es t l i že naopak přo nějakou matici A j e s t ] 

; / if(X)= f-Xf , V 
je /podle v. 34.4/ 

t^A)= konst. Xq -

při vhodném celém kladném q , takže ' " 

U/(A) s konst, Aq c b . 

Je tady také A -̂.e 0 , neboi^onst, ;é d . 

VStf^H^f^? B e o h í A ó a S t v e • * o o v a m a t i o e 

ř á d u n a n e o h £ Aq « 0 p ř i v h o d n é m 

c e l é m q > 0 . P a k • |A + :E) s 1 . 

Důkae. Podle .věty 34.7 je 
y(X)« ÍA-XE) = (-Xf 

Dosadíme-li za X a ~ 1 , mte tvrzení > 
• - . ' ' . • ••- ,- • A • ' 

YŠ-i4..3.li.?-5 * o c H A, B j a o u" í i i é . a i t © 1 n é 

$ t v e * o o v é ! m a t i D a ř 4 d u n . H e e a í 

m 1 m o t o A^« O p ř i v h o d n é m o • 1 • m 

q > 0 . P a k |A 4- Bj s • | B | . ,• ^ . 

•*• Důkaz. Protože A,B jsou a&mSnitelné,jsou též př i každém 

čís le t matice tK + B 5 A zaměnitelné. Nebof je 

(tI+B)A « tA+BA s J|+AŠ « A .(tJB+B) . Jseu tedy také, matice 

(tS+By^ii zamenití&né*pokud ovlem matioe (tS+B) je regulární. 

Ozna&Cffie-li 
X = (ť E +.B)- A' , jeet 

/ . X ^ [ ( t - ř ^ •'••;• 

ted| ' x^c (tg * B^.O * 0. 

a tedy .podle vj ty. 34,8 je -
,ř '" ,."•. . ... • | X +. E /.« 1 , "• ." ' •' 

• * « , ! , # ' ' • • • . " , - | , # - • - • \ " * • • " • * • 

•;••-• V ;.W '.vl---"••'•• i'-f-*S!-' "A-••.»>?*"-Á^Ve- 'V t ' - ' V •' 
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Ožn&Síme-li tedy dále ' .•¥ a 3C+E « (tE+B*) A+E , máme 

a kromS toho 

. (tE*B)? * (tE*B^ íftE+BV1 A+E] 2 " 

« A + (tSS+B) , 

takže . 

jtE+B|.,« |,A+B * tE [ . 

Levá i pravá strana je polynom v t . Dosadíme-li tam t : O , 

obdržíme ' , - . • , 
-.- I B| íe | A •> B | o.b.d. -, 

85 o Hodnost mat i co *_ 

35.1. D e f i ' n i s e * líechl A znaóf matici typu m/n . Jak 

víme,má/podle definioe/matice A hodnost a (> 0 ) , když" alespoň 

jeden determinant a-tého řádu v matici A je- od nuly růsný, 

kdežto všeohny determinanty (a+1)- ho řádu v matioi A, exietu-

j í - l i , j s ó u rovny nule . 

J e s t l i ž e vfieohny-"prvky matice A jsou nuly,říkáme,že hodnost 

matioe A -jest nulafnaopak výrokem,že hodnost matioe A j e s t 

nula,vyjadřujeme,že všechny prvky matice A jsou nuly. 

Vždy j e s t . - 0 £ a ^ m i n (in.a") . ' 

K d y ž A j e s t m a t i c * č t v e r c o v á ř á-
i . ^ . . 

d u n a a j e s t j e j í h o d ri o s t , n a z ý 

v á s e ' 5 í 8 1 o ©LB n-a n u l i t a m a t i o e A . 

Hulitu matioe A budeme označovati: nul A , 

Když tody matice A %á n u l i t u ©C , existuje, v A alespoň j e 

den determinant řádu m a n' - iX , který j e od nuly různý 

/ p r o . o( <n / , kdožto všechny determinanty řádu n - « * • 1 

jsou rovny nule /pro d > 0 / , 

Výrok, že A má n u l i t u n (o(t: n ) , znamená, že vSeohny prvky 

matioe' A jsou nuly.Výrok,Že A má n u l i t u o í * 0 , jsnamená, 
Ž e , . fAÍ j á 0 « • ' • • • . ' - . . ' . x -
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35.3» *? dalším budeme potřebovati tyto věty,které se dokazují v • 

t h e o r i i l ineárních rovnici 

Věta^SS^l i • í.fl o i i S t v e r c o v á m a t i c e A 

ř á d-u, *n m & h c d' n o s t a a ' t e d y n u l i t u 

o( e- ň-a , P a k e x i s t u j e f C< a n e v í c e 

n e ž • ©C '. n e z á v i s 1 ý c h f e š e n i s y s t é w 

m u / h o m o g e n n í o h l i n e á r n í c h r o v n i o 

a l l x l + a i 3 x S > ' - . ' * a l t t x n .-'* ° 
* ' » , • • ę t ţ f * * • •" * •• * /35.1.1/ 

a n l x l +" an3x£ • • - •+ annxn B °* ", » 

p ř i Semž A a |j a i k f . 

Každý ayatém takových . o< nezávislých řešení tvoří f u n d a -

m e n t a l,n í . s y s t é m ř e š e n $ v tom smyslu,že 

každé řešení tohoto systému rovnic je lineární kombinací jedno-
. i ' '• ;•• : - . • 

t l ivých řešení fundamentálního systému. Fundamentální systém 

řešení rovnic /25.1.1/ ee nalezne,když se nalozne na př.Frobe-

niovou metodou fundamentální systém řešení systému redukovaného 

k /S5,l . l/> t . i , sys tému a nezávislých'rovnic vybraných ze 

systému /35.1*1/, /viz poznámku na é t r . l S / . 

K d y ž n a o - p a k . ' e x i s t u j ' , e /3 n e z á v i s í ýoh 

ř e š e n í , s y s t é m u /35.1 .1/ , p a k p r o h o d 

n o s t a m a t i c e' . A m á m e v z t a h 
J, •. a ^ ' n - ft y 

takže oC a n-a ^/3 T 

P o z n 4 m k a 35.1.1 Systém rovnio /35.1,1/" určuje zřejmě 

takové vektory fx) v n--rozměrnóm pros toru, je j ichž t rans for-
- • . * • ' . . " • *» - • 

mované vektory (x*) .= A.(x) , vzniklé l i n e á r n í s u b s t i t u c í o 

matici A typu n/n , jsou nulové, t , j .maj í všeohny složky 

rovny nule.Hořejš í vš ta ®Q pak snadno vykládá v tom smyslu,že 

udává nejvš tSi poSeť l i n e á r n í nezávislýoh vektorů,které se 
l i n e á r n í subs t i tuc i o matiai A transformuji na vektor nulový. 



n. 
poznamenejme,že nazýváme v e k t o r y ( x 1 ) , , * . ( x * } 

o složkách 1 k 
X-j , «• • X-. 

• i • i k X n , . . . XJJ 

l i n e á r n ě z á v i s l ý m i , existují~li čís la 

\+, . . . ^ j . , z nichž aspoň jedno jest od nuly různé,a to 

taková, že 

X-JX-L • , . . • X^xJ s 0 
* . # * # # # # f r # t 

*lxn +••• * V£ s ° ' 
tedy,Tcdyž existuje nenulový vektor (^) = j i \ v k-roismor

ném prostoru takový,že X^X) a 0 , 

t , j . ž e vektor X(X) je nulový,při čemž 
, 1 k 
/ xl ••• *i 

X - í i 
\ k1 x* 

YŽJ£..,8§žJ J -jihovolná matice A a matice A-̂  , vzniklá z matice 

A rozšířením o sloupec,který je lineární kombinací slo-upců ma

tice A , mají stejnu hodnost. 

/Podobné,jde-li o matici A, rozšířenou o řádek,který je line

ární kombinaoí řádků matice A /, 

(36). Hodnost matice /pokračování/, 

IŠI&...3Í.UÍ \ C N e c l - £ A , B j s o u č t v e r o o v é 

m a t i c e l i b o v o l . ř á d u n 4 H e c h í a , b 

j s o u j e j i c h h o d n o s t i . P a k p r o 

h o d n o s t c m a t i o e OsAB p l a t í 

c 4K a, b . 

©ukaž* Vskutku,neoh-ř A £r Jf a. k #, fi: |b^j-// , AB s Jf Oj k f • 

podle-vity 35,3 mají stejnou hodnost matioe A a matioe, Aj,kde 

*U* * ^Im * aÚb .U4** • • & ln bal 
Ч * i I t 

%**•••*%&.•>•' •wihi*'4*** : " W t e . 



t.j# -H * / ail*»'aln cli 
í ! S 

\a n l...a n n c l n 

Podobně mají stejnou hodnost matioe A a matice A n, kde 

„An * / all--- aln ° i r " °in 
V" : : ? 
\ a n l r " ann °ln"" °nn 

Protože matioe | 0.v (/ o hodnosti o je Částí této poslední 

matice, jest zřejmě c ^ a . 

Podle věty 85\1 existuje n-b lineárně nezávislých řešení 

rovnio B.(x) a 0 . Každé takové řešení hoví rovnicím 

fAB).(x) a-.(0) , 

neboS (AB),(x*) = A.[B.(.X)] S A . ( Q ) « (O) . 

Avšak nezávislých řešení rovnic (AB).(x) a 0 je nejvýše .n-c. 

Tedy n-o ^ n«-b a oitud o 4 b • 

Veta 86.8 ; H e c h £ A , B j s o u č t v e r c o v é 
*+m ******* ***»+>+* 

* 

m a t i c e ř á d u n . H e o h £ o( , /3 j s o u 

j e j i o h n u l i t y . H e o b i & j e n u l i t a 

m a t i c e 0 = AB . Pak <> ̂  (X f /3 

/Jinými slovy: N u l i t a s o u č i n u d v o u 

č t v e r c o v ý c h m a t i c t é h o ž ř á d u n 

j e n a n e j v ý š r "o v n a s o u č t u n u l i t 
% ' * 

o b o u m a t i c /. 
Důkaz. Podle definice existuje 
<k lineárně nozávislýoh vektorů, na P*. i (&i) >. * («-«) takovýoh, 
A " že A. (a.:).- 0 , 
^ •• •• •• - { b->-(H.Sk(íS? ,6. 
r •• - - - {^-^\af^fb, 
při Čemž j s 1, . ..«£ j k *- l,...,/3 i h s 1,... y • 

Protože B . (b^) ss 0 , 

plyne 
(0) cA.(0)> A.[B(bk)J* (AB).^) e 0(bfc> , 



•'_.' ../' •••'ť'3*':. « - ..."•• ' • : . . • • 

takže \' " \" j * ^ / S 

aj Je- l i > = /3 ) jfret ov&em . ^ ý o í ř / Ž 

bj předpokládejme -fredy,že Jp> fi Pak za vektoxy ( o - J , . . . ^ ) 

můžeme zvo l i t i 

( b l ) » ••• > (hfl) > (°fal)> " ' >(°ý) > 

OznaSše B«(°i) = ( y i Y > -ráe i * $ * 1 , . . . * > _ . 

Pak A ( y ^ B ( 0 ) , 

nebol A BfQ^íž ( 0 ) ,.' 

Tvxdíme,Že vektory ( Y ^ ^ i , r.. (y^) jsou-nezávislá. 

Vskutku, jaou~l i závis lé,existuje vektor (a") v proertoxu (v*-fty. 

- rozměrném takový,že váochny jeho složky nejsou rovny nule a 
- • * • 
ž e j e s t ". i . . 

(y/14.1, ..*, y r) . (a) » fo) . 

Přitom ( y^+1,••*>y^) znaoi matici,jejíž první sloupec je 

tvořen složkami vektoru - f y ^ + i ) > druhý složkami vektoru 

(y<3+s) > a t i . . . -

Protože, je (y.^ r Í3« C°i*>v- »- m á m Q 

( B ( c ^ i ^ « - 7 B ( c r ^ (a) .r ( 0 ) , 

a tedy Brc^ 4 1 , , . . . o.,."\, . ( a ) -, ( 0 ) , •. 

B í ( V i ' - °t) .• t a f l s f 0 ) • r 

Vektor (O*^,,,., 0.\. (a) není nulový,neboí jinak-by vektory 

(0ft+-J„ ..., (0. v byly závislé,což je proti předpokladu. 

A protože vektor ( O A ^ , .., .0^."). Ca) eo transformuje maticí B 

v nulový vektor, je závislý na vektorech (W),... (b«*\ .Jsou 

•tedy vektoíy 

(\)>>**(pfh) > (0/|*l) M •• (%) 

závislé. To je ale proti předpokladu, 

Jsotf tedy vektory (y^i),.....»(ŷ A nezávislé, jak jame tvrdili. 

Avšak podle pfedpoklalu axistuje 6( a nikoliv yíoě než o( 
- f '*' ' : > • ' ' •.. • N - ' ' • 

.nezávislých vektorů takových,že áu matioí A transftxmují ve 
vektox nulový*: ..•••• - .•• ' 
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. Tedy T - A * * ' 
a pdtud , fc.4 **fi. 

V náaleduj ících dvou srvláltníoh případech můžui-O t v r d i t i , Š e ; 

-' n u l i t a aúučinu ďvou matic ao právě rq.vná "scuĎtu, otot̂ u fairtoru. 
nu-lit 5 /Vata 38.3 a 26*4./ 

Věta_g6..3_ « I . o c b í A z n a č í 1 i_b o v o. 1 n o u 

Č t v e r c o v o u m a t i c i . )i e s l i í f (X) , g(Á) 

j s o u 1 i b o v o 1 n é n o s o u d ě .1 n é p o 1 y-

n o f y ' t . . ř a k n u l [f(A)..g(A)l._ n u 1 f (A) + nul g(A) > 

Důkarz, 0zna5m- i- , Q>f ^ postupně nu l i tu matico1 ffA) , g(A) , 

-f(A). S(A) . 

Podle věty .36.S p l a t í j ^ ^ f / i '* -

StaSí tady ukázat i ,že ]f £_.o(f-l3. 

Ježto polynomy f(X)» g_(X) íQou nesoudělné,existuj í/podle . 

známé vaty/ polynomy F(X}, (XX) takové,že' "" 

f(X). F(X) • g(A). Gk/X) *» 1 , 

pak ©všem f(A). F(A) + g(A). G(A) = S 

J e ž t o oVr nul f(A) f /$= nul g(A) , e x i a t u j í nezávislé 

vektory , -
%• • 

" (x-J ,..., (x^y takové,že . f(A) .(-c§>|.s= 0 ,kde jel, ..,©<, 

a (^i)* «••>{?>> ,, g(A).(yk^ = 0 ,kde k-l, ..,£. 

Tvrdíme, že vektory (x-j"),.. A (x^ , (y-jj,.,. (y^ jaou linearnš . 

neitávialé. 

Vskutku,jaou-li závialw^exiatuje vektGr (z) v prostoru o» 

oC • $ dlmanaích takový, že alespoň jedna z Jeho prvníoh o( 

a pcaladňíoh /i složek ja.od nuly různé a •"-

(x 1 , ; ; . ,3 t^, 7v.-éV. 7p) .*(«) u (0) . /36.3.1/ 
. * " . 1 ' • • • " . . . • • ' . • - • • 

81oŽÍ_i0«-l,i tu to rovnici s maticí E a f(A). F/A) * g(A*) '» 8(A) , ' 
•bdxžiiaa ~~ - . • . _ 

-.' / • T • ' "r ' ' ' " '•' ' " " " • ' • ' 



' • ' ' " . : - ' " • • ' . • ' • ; 7 $ - . ' . ' • ' . ' • ' ' • • ' • ' , 

tedy {^ . . . . x^ ,f(A)tF(A) .(Ji),.. ,f (A) .f (£$$))(*) *{01, /86.3.a/ 

nebol g(A).0(A);(yk:)S: O(A) #[g(A).(yk)3 = G(A) ,(0) • CO) . 

AvSkt z / 3 6 . '3.%/ plyfte složením e matioí f(A),F(A) 

( f í ^ ^ B (0) , 

a ježto Í(A). fx.^ s o , jest 
j * • v 

(0,...p, f(A).F(A)(y1),.,. ffA).F(A)fyA))(z) r (0) 

Odečtením této rovnioe od /S6.3.3/ obdržíme 

/ (*-_,.;.". x^ , 0,...O). (z) s (0) . • i 

Ježto alespoň jedna z prvníon oC složek vektoru (z) je od 

nuly různá, plyne odtud, že vektory ( x^),..., (x^) j sou zá

vislé .Ale to je p-ťoti předpokladu. •....• 

Tedy skuteSně vektory 

s (*-) >»-• (x*),, (Y i ) >...- (y/3) 

• jsou nezávisl-é.Avaaic každý z těchto vektorů hoví ařejmS relaoi 

(f(A)_.. g(A)).(x.).'«.Ó0Í .- ^ . . 
' • ' . « ' • 

a zároveň • /'ffA). g(A)J. (y^) «' 0. , 

neboí matice f(A) a g(A). • j.sou zaměnitelné. 

Je tedy i^> <x.-/3 * Á •"b-*nl i e v ^ t a dokázána. 

Věta^g6.4i N -.e c h í A j e 1 i b o v o- 1 n' 'á 5 t v e r -

c o v á m a t i c e t n u/l i t ě <?C . 

N e c h í B • j a l i b o v o l n á 5 t v e r o o v á 

m a t i o e ' t é h o ž ř á d u ' j a k o A , a r e g u-

1 á r n í , t a k ž e n u 1 • B «'./$• Q . 

P a k n u 1 AB .s U. + . t3 (««<,) . 
Důkaz. Vskutku,podle vět 26.1 a 3d.8 je 

.''•.' <*é max (•<**#)' 4 nul,A.B < óC-ik/3 « o( , 

takže ' ' "X i .nul AB "^ c< , • 
\ - _ • "• • ' ' 

tedy . nul AB c Q( * d +fi 



• ' '• ' \^ •.'•--•' .. .'A ' ? 6 - " • • ."'' '• ' • : \ ; '. \ . • ••-*''". 

P o- z n á m k a 36 .5 .1 : NeohS A je l ibovolná čtvercová ma

t i c e řádu n .Nech-í; Q je libovolná r e g u l á r n í ma

t i c e 1>éhcž'řádu n ".Podle věty 36.4 má matice 

tutjóž n u l i t u .jako A . . < 

0 mat ic i B ar Q A Q j e š t ě poznamenejme t o t o : 

£6.5 .3 : 0 h a x a k t e r i s t i c k é p o l y n o m y 

m a t i c e A a m a t i c e B j s o u s t e j n é . 

Vskutku, B - IXS = Q^AQ - XQ^EQ S Q*"1 (A - XE) Q , 

. takže j B - "XEj--. | Q""11. jA - > E | . |Q| -»|A . 

36 ,5 .3 : Dále pro každé přirozené fc j e s t 

B k a Q*"1 A* Q 

Důkaz.líplnou indukcí. Pro . k a l je vzorec zřejmě správný. 

Neoht tedy k > 1 a předpokládejme,Že vzorec p l a t í pro k - 1. 

j e s t 

B k = g k - 1 ^ s / Q - l Á k-l Q y Q-lAqJ « Q^A^^QQ"* 1 ^ « Q-1AkQ . 

36.4 ; Další úvahy opřeme o tyt© výsledky: 

V§taJJ6.5. j N 9 o\h t -n^. fcr-_ í> 1 z n a č í n u 1 i Vu 

m a t i c e A. E x i s t u j e r e g u l á r n í m f t -

t " i c e Q v y z n a č u j í c í ' s e 

Q^AQ s 

k d 

a L 

X 1 3 e 

t í m , Ž e 

;S6.5 .1/ 

m a t i c e t y p u <ři/---/i 

j , e , č t v e r c o v á m a t i c e ř á d u - H ^ . 

Důkaz. Vskutku, proto že Jj^ (ífc. lY je n u l i t a matice A , ex ie iu j í 

nezávislé vektory (x-J) , (xg"),..., ( x ^ takové, že se i i n e á s n í 

s u b s t i t u c í o matioi A transformují ve vektor nulový.#Neahí 

(x * +i\****t(xn) 2----^- d a l š í vektory takové,ž© všechny 
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vektory 
i , 

^xl^ ' C x8)' * * *» (xn1 3-*°̂ . nezávislé. 

Matice Q s (X-Ž,... at̂ ') je tedy regulární.Matice AQ má v 

prvních ^v sloupcích samé nuly,a totéž platí o matici 
-1 ' ' • 

Q AQ *. Tím je tvrzení dokázáno. 

36ié: Nyní ukážeme, že m e z i m a t i c e m i A a L 

j a o u t y t o v z t a h y ; 

i, \A -XE I * x~)fllL " ^ ' ' 
3. nul A* a ^ + nul L**""1 , pr<x k-jr*l/^",... 

.3. nul ' L 4 'fa • » . ' - . . 

Důkaz. 1, Shora jsme ukázali,že je 

| A ' - X E { = |B -X,E [ . 

Ze vzoroe /36.5 / plyne bezprostředně 

J E - >,;eií s (-X)^ 1 | L - X a | , 
a tím je tvrzení dokázáno. 

Důkaz. 3; Podle 36.4 p l a t í pxo k -» 1,2, . . . . 

nul A**" r nul B , . 

takže s t a č í ukázat } ée j es t - . 

nul; Bk !=. <,"'-,* -nul. L^""1 f36,6.l/ 

Pro. ks l j e vztah zřejmě správný. Předpoklade jme- tedy, že k ^ l . 

8nadnó vidíme,žo je 

0 j Ł 
Ч*.--

t i n " # l frl 

při 5omž- Kjj.̂ -,, K.V značí vhodné matice.Protože n u l i t a matice 

B $&.jfi a *'0<-y j e j í hodnost n - ^ , jsou poslední ---^i 

sloupoe^v matici B l ineárně neaávisié.Poslední aloupoe v 

počtu n - j ^ v /poslední/matici B*4 jsou lineárními kombi

nacemi onSch eloupoů v matici B, p ř i Semž koeficienty v 



' •"•.".'• - Ve-, • ' . 

î šchto lineárníoh kombinacích jsou složky vektorů v (n~tfi)~ 

rozměrném prostoru,z kterýžto složek se skládá matice L*""1 # 

.Označíme-li tedy písmeny -X, Y ' libovolné stejnolehlé matice 

(n-J^-tého řádu,utvořené z posledních n-^ sloupců matic 

B, B k , máme vztah Y *- XL * 
' • ' / . • -

Hodnoat matice B je zřejmě rovna hodnosti matioe Y , k te rá 

má ne jvět š í hodnost,ajtedy nejmenší n u l i t u . P r o t o ž * podle věty 

36.3 p l a t í # 

nul. Y B nul X * nul L k K L - f36.6^3 f 

vidíme,že nejmenší n u l i t u má taková matioe•_ Y , k níž s te jno-

l e h l á matice X má n u l i t u 0 ,* taková matice X exis tu je , 

protože pqslední n""Xl Qlcupoe v matici , B jsou l ineárně 

nezáv i s lé . Zvolíme.-li tedy za X takovou matici,máme podle 

/36.6.S/ vztah . • 

nul Y » nul L**"1 , 
» 

a vychází 

nuHI* B^a n-hodnost B* sr n -- hodnost Y * n - ^ n^-_ - --ul ¥•}» 

tí YN + nul lf c h + nul lF-~l . 

Tím j e věta ^okáaána, 
Důkaa^Si Podle předeělé věty je (pro k « 8 ) 

nul L s f f l - f o , 

p ř i čemž 1*3 * n u l ̂  * 

Protože matioe L je řádu OMfi").. jest" j e j í hodnost 

n * f l -(^fl-th.) r n Í f 3 ' . 4 ' 
a tedy obsahuje n-^3 a ne vípe nezávislých řádků.Odtud plyne, 

že v posledních (^Jf±) Mdoíoh matioe-,«_B je" n-j*« a ne víoe 

nezávislých řádků.Tedy hodnost matice B je 4 - ̂ 3 + A > 

takže, á l̂ ~ n u l B>^"(n-/8Yl) = /3tl * 
a odtud plyne t v r z e n í . 

Všimněme s i , i e nás výalocflk můžeme p s á t i takt©!. 
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' ' • , • ' , ' - ť • ' ' - • " ' ' l ' ! ' ' 

p ř i čemž ' jřQ- značí n u l i t u matice A° = E , k t e r á je ovšeur 0 • 

. (37). Charakter is t ická č í s l a matice. 

V dalším uvažujeme o libovolné čtvercové matici A řadu--íi í j-i^ 

a *pifedp^ljádáme,že 3 e 3 i charakter l s t i cká rovnice má 0 za 

(1.4O o( - násobný kořen.Nulitu-matioe A , pro k « 0,1,8, ••,, 

značíme í \ . Zejména tedy j e s t jřQ a 0,foy>;,0 . 

ÍIÍÍIÍ-.32A3. * R o v n ě ž a h a r a k t . r o v n i o e ai-a ~ 
• 1-

t i o e A , p ř i k a ž d é m p ř i r o z e n é m k , 

m á 0 z a o(- n á s o b n ý k o ř e n . 

TskutkUyO^na^mekořeny'"charakk. rovnice 1 matioe A 
'''«_.-j2L 
0 ,« . . ,0 , Xl»«v» Xn--< » ..Jede X x f 0 , , . , . X n ř O . 

Podle věty S3,3- jsou ^ 
- . . •' ' — < W L v 3c . x k , 

kořeny charakterovni00 matioe A , při ka^dém^přirozejnim k . 

Věta 37.3 : J e - 1 i #.,- n u 1. i t a m a t i o e* A, pak 
,— ___,_^_ ______ ___ _,_^.r_f __.„• ^ / i ^ * 

. á'i4 # j , , • ' •:-

k d e o( z n a o i n - á s o t t n o s t k o ř e n © 0 ' 

c h a r a k t e r i s t i c k é r o v n i o e m a t i o e A , 

Důkaz, Vskutku,všimněme s i ,že v rovnici 

I A- XE I * (- >f + 91(-X)n"a'*-: s3 (-̂ f"8*- • •* S n * /. 

značí 8-̂  součet hlavních minorů I.řádu v determinantu |A[ , 

0g součet hlavnich ml noru 3 .řádu , ... atd,-

Protože 0 je tk -násobný kořen rovnioe IA - A E | « 0 , máme 

• TX-V\ - . ' • • 

a odtud plyne, že v matioi A ^ je a l e spon /mňor řádu n- oC , # 

který je íuzný od nuly •Tedy- hodnost matice A jest, J» n-H , 
* ' • " ' . • • ' . • ' - . ' - • - . • • • . - ' ' • . - . 

tedy ••; 
m -

#l^'
в
'~ ŐV 
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. a o d t u d , ' • , , '-. ••'..&£'(* -;•"••'"..•'•' :.: " , > 
v š t a _ í Z i _ i ? r ° *- - 0 , Í , J8 , - . . p 1 a Ví 

- • ' ^ T k 4 ' 0 4 ' Pró k > j V , 
Vskutku, tvrzení je zřejmě-správné pro kap, 1. /'plyne z vět 

S?.l. a 3 7 . 3 . ' . - , 

V§ta_37.4£ P r o k s 0 , 1 , 3 , . . . " j e s t - - -

Vskutku.,tvrzení plyna ze vztahu 

podle věty 36.1 . 

Věta 07.5: J e a t l i ž e p ř i u r č i t é m k .=0,1,3,.,.. 

p l a t í ' . 
-:•.••• .i***' ' ; 

p a k j e s t:' ú*fc */_.>!- * .,.' _ 
Vskutku,pak máme podle vět 37..3 a 3,7.4 . . 

^ K # k ^ l < ^ ' 
a odtud plyne ^ ~ j*k*l "' 

r§ta-37.6: P l a t í - l i ' p ř i ^ n ě k t e r é m k e 0 , 1 , 2 , . , 

• • -h ca '•' • • ' 

Důkaz provedeme indukoí vzhledem k řádu matice. 

Uvažme především,že věta platí pro každou matici řádu' n - 1 , 

Neohí 1 es (a) je libovol.matice řádu n = 1, jejížjcharakt. 

rovnioe má 0- za (l^)oC -násobný.kořen.Zde nutně p(,.= 1 , 

takže A =(o) , Je- tedy Ĵ -r 0, 1 -*^«#"i,V» «••• • ^@"li t e dy 

při některém k a 0,1,.'-.. ^fo-CoV » °°ž v našem případě jest 

j.enom při k"-s 0 , pak je také 

NeohV tedy matice A- má řád n & 3 a předpokládejme, že všta 
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jo správná prc vaachny matica řádu ^ n«l . >. * 

Když 'krO -,- jeet > « O < 0( a skutqčng p l a t í - J * 0 < ř*^ , 

nebol ^ i ) * 0 . . 

Hcchí tedy p l a t í J \ <e£ p ř i určitém k 3*1 . Pak nutně je 

f 1 < n . Podle výsledku v^ty 36.5. ex is tu je matice L řádu 

n -Ít% f £ ' n ) taková, že má 0 . asa foí-•|,*^^ - násobný charakt . 

kořen a pro j - 1 , 3 . . . . p l a t í 

| ' j - ' ^ , ' i i a T L 3 " , /37.6.1/ 

Odtud plyne pro. j s k •••• '• . 

takže podle"předpokladu pro indukci j e s t • 4 

nul L*" 1 < nul Lk .• 

Mámo tedy * . 

ř k ^ w s n u i L W " n u i L k <-° ' 
a věta jě dokázána. . 

[ěta^37.7^ P r o k s l . a , . . . . j e s t 

, iřk -JTk-i žfa^-fa • .,'~ 
Důkaz provedeme op3t indukcí vzhledem k řadu matice. 

Ukažme předev 'm, že věta p l a t í pro každou matioi řadu n s 1 . 

Neclrí: A a ( a ) je l ibovolná mátioe řádu , n s 1 , j e j í ž charak

t e r i s t i c k á rovnice má 0 za £ 1 4 ) Vv - násobný kořen.Opšt vidíme, 

že -jest*',Sfr
0« 0 , 1 xtát*ftysíř-Q » . . . , takže tv rzení je správné. . 

Neohí tedy matice, Á má řád n £> 3 a předpokládejme,že věta 

je správná pro vfieohny mat i óe řádu ^ n-1 , Pro k&L v š ta p l a 

t í podle výsledku 26.6 .3 . * 

Neohí tedy k ^ s . 

J e - l i K B n , pak máme n « p6a fa a # 2 ».,. a t v r z e n i zřejmě 

•platit, Neo-ií tedy' Í % < *- & použijme vzorce /37,6,1/ "t 

"'.'• / <f-> řk-x • --1 L * ~ x ' - m l L k " s 

_ ..k . «„т т.k-1 
k ÍMT^ * m l L* ~ n w l L' 



.;;•.:;•;;,• '•••tV'-W'v-:-'- - v ' o ; : ' ' ''••%*~:*C •^^•^f^^ '̂̂ :•:V';í'::''••'..̂ •: ..- ••_ 

protož© mat i oe I* má řád < n , j e s t podlé předpokladu pro 

indukoi pravá atTana první v rovnosti & než pravá s t r a n a dru

hé rovnost i , t . j . -

mxl L-- 1 - žul L-- 3 » m l LK - m l * * , 

a tím je tvraení dokázáno. . -

podle vět 37.5 a 37.6 soudíme,že 

v ř a d 8 m a t i c A1, AS, A , ; . . , A r , .*•. j37.7.1j 

e x i s t u j e p r v n í m a t i . o e Ar t a k o v á , 

ž e j , o j í ' n u 1 i , t a - j e V r a oC a * p a k t a k é 

v S e c h n y n á a 1 o d u ' j £ c í • yi a t i o a m a j í 

n u l i t u o C . 

Naproti tomu n u l i t y p f o d o h á a o j ^ o í o h 

m a t i c r o e t o u , , t a k z o • B"4 u 8 

0 < Í l < j f a < ••••<^r- l<Ž , r = ^= ífí*l=W- ~ 
líimo to p l a t í pro každá t ř i s o u s e d n í č í s l a 

j fk-l ' J?k* J^k+1 n o r o v n o e t pQ--lo v ^ t y *S7.7. 

Označme K ^ ^ i* 8 - t f 8 - £ , P V f l V / a t • • •» ^ r l f r - ^ r - 1 

Pak n u l i t y matic j37.7.1j jsou 

<*, , <* +<*a> c^+o^+e^, . . . O C I + G ^ + . , , + O | C c t , 

p ř i čemž všechna 5í s la c4 ,^ Q ,otg, . , . ,otr j sou přirozená a podle 

37.7 splňuj í nerovnosti 

^ • l ^ 0 Í s > 0 d 8 > • - > * r > ° -

37.8. B e í i n i o e o h a 1 a k t o r i s t i o k ý o h 
• -

č í s o 1-, 

2i e- c h í A" j e . . l i b o v o l n á č t v e r c o v á 

aTá-t i c e . íT~.a; o li £ a j e> ( l 4 ) p ( - n á s o b n ý 

k o ř e n o h a r a k t a r , r o v n i o « m a t i o e A . 

Pak ovSorn 0 j o (^-.násobný kQřen'oharakt.rovnioe matice 

-(A - ř a s ) . • : 



". •'• ,• • : 8 3 , - ' л '• •-* " 

N O • 0 ћ í " ØC^ІЇ, ^4 t^g , : p£ j * Ц g* OЦ , . ."• , 0 ^ + & gt* * • + °^Г

B & 

n u 1 i t y m a t i o a n a o í 

;A -aH, (Á -*&)*> (A - a | ) d , , » . , (A -aá)*' . , 

Čísla 0C1 #flCa,.,.„,o6 r. se nazývají o h a r a k t e r i.„* t i- o-

p ř i a 1 u ft"n á k o k á , Ь í в 1 a m a t І Q A 

k o ř ö n i a • 

P ř í k/1 a d é Matio 

/ ° - 1 1 0 

' • • • Â Ą. / - » 1 1 - 1 

1,8 - 1 .-1 1 u 3 -3 0 

má podle výpcStu v o d s t a 3 4 , 5 . charakter i s t ický polynom X « . ' . 

g& tody čtyřnásobný charakt*kořen 0 , řcdle výpočtu minorů 

3.-ho stupně v oharokt. determinantu /v odst .34.5/ vymisí t y t o 
« 

pro X * 0 . Tady. v matici k vyraizí věachny minory 3.řádu*, " 

Naproti tomu existují v matici A minory řádu 3, které jsou 

od nuly'různá,na pí.minor v lovem rohu nahoře*Tedy hodnost ma

tic© A joat 3, a j-ojí nulita f . 

\ 

4 - 3 - 3 3 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

-•8 4 4 1B 0 3 -8 0/ 

Vidíme,ž@ hodnost máti oa A jost 1 , takže n u 1* i ta 

táto maticá 3© • 
. ' • Ď 0 . 

' • -v 
a odtud - „ 

3 

- o4.g 5. 1 

Kcne^no ée ihned z j i s t í , ž o A^ ?s 0 , takže n u l i t a matice k* 

3 d a t '•'. . . . ' .-



84. 

a odtud 30 -".-•. 
OCg e i 

Máme t^dy-csharaJctTof^^ X « O ; 

í!íí!wí?Zl.?_: *• e ° h ^ * • í -° "--'-»*> o •• o -- •*- á - ~ # t" V "e r -

a o v á m a t l c e ř á d u n ,. H a o h . í X-,, Xg,»*#X-| 

i s o u v z á j © m n ě r ů z. n é k o ř e n y c h a r a k-

Í e r i* s t i o k é r o v n i c e m a t i c e . A J e c h í 

OČ f pk - •. o ď z n a č í ' n á s o b n o s t i t ě c h t o 

j e d n o t 1 i . v ý c h k o r e n t . Ne o h, í J^-JÚ^* •»., očp 

'2 s o u c h a r a k t , 5 í v s 1 a p ř í s l u š n á k X-^: 

$ -±*$ &•''•** flo* ^ s o u c * - a r a k t * 2 i s l a přialušná k "X s j 

P l * CTg> • * • > C5p n )> > t; >J *- ^g 

P a k p o 1 y n o m ~ . .• /• . 

: " tt ' ' 

3 G m i n i m á 1 n v ' í p o 1 y n o m m a t i o e A , 

Dikas.; Dle definice oharakt.dísel má matice 

^ A - K E V nulitu C<, 

.. (A-^sy 9 nulitu /3 * . *• * * * 
{ A - . ^ ? S nulitu ď .\ 

Protože polynomy (X-X^VCX-Xg) *> • • ' (X*-X&)"* jsou nesou

dělné,má podle věty 26.3. matice 

ty fA) » (A-XL-.)^1 (A-Xgšy8.^ ( ^ - V ) e 

nulitu % , ň • 

Tedy* U/(A> e o , > 

takže matice A splňují rovnici UV^)_- 0 • V 

Nechl 'f (X) je 1 ibojrol,polynom a nichC d fX) Je největší 

spoleoný d#it# polynomů f/Á), f(X)> Pak existuj í polynomy 



" .'•'•.:•//." . B5* •"•• •• •:' 

f^X^^fX) takové, že 

fx(XV i (X) +y/X) . y/fA) - A (A) 
Odtud plyne fjfA). f(A) 4.^(A)#U/fA) r d(A) . 

Protože u/(A) s O , je ' 

7 f-j/A), f(A) r d(A) /S7.9.1/ 

j e s t l i ž e se nějaký vektor (x) l i n e á r n í eubfltiijucí o matici 

f(A) transformuje v (0), takže f(A) . ( x ) a 0 , j e podle 

/07«9-l/ d(A>.(x) s 0 j tedy 

nul f (A) ^ nul d(A) 

j e ž t o d(X) j e děl i te lem polynomu f (A) , máme p ř i vhodném 

polynomu d_(X) 

d.jÍA) t d ( K ) = f f X ) , /S7.9.$/ 

takže 

d 5(A) . d(A) r f(A) . 

j e s t l i ž e pro nějaký vektor (x*) p l a t í d(A)*{x) *r&> pak~>e«tí 

d-JA)A d(A).(x)] tr f(A).(x) 
a máme 

f(A) e(x) .r 0 

Odtud plyne,že 

nul d(A) ̂ 5 nul f (A) , 

takže s hořejším výsledkem dostáváme 

nul f(A) » nul d(A) . /S7.9.3/ 

Předpokládejme nyní,že f(A) a 0 , takže 

nul f(A) s n . 

Podle /27*9.3/ je též nul d(A) K n , 

Ježto ó.(X) je dělitelem polynomu W(X) , máms při vhodném 

polynomu q(X) s 

y í>0- qfX) «. d(A) . 

jestliže d (X) je stupně nižšího než W A ) > jo nulita matice 

d(A) menší než n , Polynom dtfX) ja pak totiž JKsuSinea poly

nomu' ' .Oj . Cg ofl (X^A.j) \(X-Ag*) >.»•>(.X-Xg) i 



ñ kde ' 0 .4 'd i f ^ ; p'< oa ̂ f \ , . , , , o 4 %<& 
8/neplatí u vŠeoh 04 m p ^ pro t « 1 , 3 , . . . , ^ s . 

j e tedy podle 06.3 

nul d(A) 4 Oj+Og *..,4- 0Q4 $2+ ?3+. . .* ýfl » -* • 

Tedy y / ( » s konat. dC*) , 

a z jST.S.Sj plyne 
1 

f < ^ * koSsl • *!<»* W> • 
TTyohází tedy,že každý polynom f ( X) takový,že fCA) « O , 

je dělitelný polynomem y / A ) . Zejména je tedy minijnalaí po

lynom matice A dělitelný polynomem y ( A ) a tedy Wh) j« 

minimálni polynom matice A , 

($Bj • §2u5Íava^normálnfch^vektgrů^ 

Definloe. Neohí A je libovolná ótveroová matioe tfádu n . 

Vektor (x) , který se l ineární eubstituoí o matioi Ak 

transformuje v (0) , kdežto l ineární substitucí o matici 

A ve vektor ^ Co) , při Semž je k £. é , nazveme 

v e k t o r ř á d u k . Pro každý tajcový vektor tedy máme 

Ak.{x) * (0) , A k Í f s ) * (0) „ 

Neon! A má. ď> ví--y - násobný kořen O a neon! 

°^1 ^ ^ 3 ^ • • •£ oCr > O jsou charakteristická, 5ísla příslušná 

k tomuto kořenu.Jak víme,má matioe 

A A8 Ar 

nul i tu 9 ^ , ^x+ 0^8» •*•' c ^ 1 +°^3*****^r ~ °^ 

a všechny další matice Ar ,«..., mají tutéž nulitu oC » 

V* dalším opSt značíme nulitu matioe A* symbolem ^ ,takže 

je £k = 0 (3* . . .40^ pro 1 < k < x ., < 

Nejprve dokážeme tuto vŠtuj 

88*1*.' N e o h ! 1 <. k <£' x • S x i s t u j e a l e s p o ň 

o ^ , v k t o r û 

í x l ) -" •» ( ^ ) Џ 



87. 

k t e r é a e v y z n a 5 u 3 i t i m # ž • 

v e k t o r y í*-. 1) » -•••• > <sd ) 3 8 ° u ř á d u *> 
,, A^k! 1 ) , . . * , . , A./x| \ ,, ,, k-1, 

# * « * # * • • * 

takže máme , g 

/88Д.8/ 

11 A * ( x ^ j , • • • o • *A * ( ^ ") ' ' l * ^ 
Jw 

a v š e c h n y t y t o v e k t o r y j s o u n e z á 

v i s l é . 

Důkaz* Protože nulita matice A Je jř , existuje *V nezá-

vislých vektorů,které se lineární subetituoi o matici Ak 

transformuji v (0) 1 

í**l / ' *e ° ' * i* * /88.1.1/ 
OznaSrae po m a 1,.-., >v 5 1 

(x*)z A,(^}, ( 4 l = A.(x | ) | o o e | (xjf 1 )* A<x£), /38*l.,8*j 

(x^) « A,(x~j;) , 

(4) ***&)> 
(-*).**:-(.£., 
(.£+-). A* (»J)«(0. . 

Uvažujme o vektorech 

(x* ) ? e . * ( x | ) . / a8 : i . 3 / 

Jest l iže tyto vektory jsou vesměs (0) , plyne z předposlední 

rovnosti /38,1*2/ , že se vektory /88.1,1/ transformuji v ( 0 ) 
;»#!»; 

iineární substitucí o matici Ak**1 * Tato matice má nulitu 

ífk-l a t d d y nejvStlí počet nezávislých vektorů,které ee l ine

ární substituci o matici A35""1 transformují v ( 0 ) , i& <řk-l* 

Protože Vw ^ A k̂-l * m ^ a e SP^> Odtud soudíme,že mezi vektory 

/S9V1-&/ 3® ftieepon jeden ^{0> » Nechi h (£ i ) znaSÍ největší 

poSet veKtorii /88.1.3/ , které jsou nezávislé a neciif označení 

Je t*k©vé,že jeou to vektory 
'•-••'• ' ' -f**\ : fv*A ••'tméi.ét--



88. 

Pak každý vektor jS8.1.3j je lineární kombinací vektorů j38.1»4j 
a tedy máme 

neboli k-l 
mm 

kde â fl jsou vhodné konstanty. Po slední rovnost můžeme psáti 

ve tvaru 

Odtud vidíme,že všechny vektory (xĵ ) - J ^ Si/rí*/*/ ^sou 

lin*kombinacemi vhodných/pro všechny vektory týchž fnezavlf l lýol i 
vektorů v po5tu Jj^i > neboí matice A má nulitu $ ^ 1 * 
Odtud pak plyne dále,že všechny vektory /38.1,1/ jsou lin. 

kombinacemi těchto jf^A voktorů a vektorů j38,1.4/,tedy cel

kem JS-̂ .1 • -- .»voktorů. Protože vaktory j38*1,1/ jsou nezávislé 

a jekich .)fc , máme V^^ ít-i**- > takže vychází 

Tím jsme zjistili,že vektory 

(-1*). ••• . í ^ ) /S8.1.5/ 

jsou nezávislé. 

Hyní ukážeme,že pro (*» 0 >.•», k-i , jsou 

' v ^ J >•*»> ( ̂  ) 

vektor řádu k *»{i , Nuže,pro /3c 1, •», , oL, platí vztahy 

a tím je tvrzení dokázáno. 

Zbývá zjistiti,že všechny vektory A**, (x\) ř'(tíaO,, ..,k~s-; 

P*!,..,/^ jsou nezávislé^ opačném případě platí relaoe 

tvaru 



88. 

OClf CJvlř ' 0\b» 

j í V ^ ) * ěltt^a^^*",*feL

a---.P A k " ^ ) -t0)./38.1-8/ 
při óamž všechny koefioienty a^* nejsou rovny 0 . 81ožením 

této rovnosti s maticí Ř^ obdržím© 

°̂ k 

v ^ ^ *co) **••* ^~ ^ 
a odtud plyne a0« c 0 , protože vektory / 88.1.5/ jsou nezá-

k—3 
vislé.Podobně obdržíme složením s matioi A i ali3 * ° ,atd., 

takže v relaci /38.1*6/ jsou vSeohny koeficienty a^« rovny 

0 | a máme spor. Tím jo důkaz proveden. 

Hyní odvodíme tuto větu,* 

38.8. J x i a t u j o ^ 1 * °̂ 3 ••••+osr r o ( v e k t o r ů 

fá), — ,(£ji (*$ .-^(^J^-rK),-.,^) /38.3.1/ 

k t e r é m a j í t y t o v l a s t n o s t i ! 

- 1, V e k t o r y ( x ^ ) , . . . ^ * ^ *\ j s o u ř á d u r , 
«J* 

(xS),..-,(-j$ ) ,, „ r-1 , 

O p C « # e » 4 I <} 

,r\ /„r 
( 3 C l ) , , e < > , ( x

0 ( 1 ) • >» >> X * 

8. p r o 1 4 3 , 4 r-A ^ i j e s t 

3. v e k t o r y /3Q«3.1/ j s o u n e z á v i a 1 é . 

8oustava vektorů /28.3.l/o tSfchto vlastnostech je s o u -

s t a v a n o r m á l n í c h v e k t o r ů pat ř íc í 

k oC(^ 1 ) - násobnému charakteristickému kořenu 0 matic* A. 

Taková soustava se tedy skládá z o£ nezávislých vektorů. 

C4kaz. Edyi r « 3» jest věta správná podle předcházející 

věty 88.1, Hechl tedy r ^ 3 » Nechl l ^ k ^ r-1 a předpo-

kláíl@jia©,ie existují vektory 



90 • 

(*1 ) »*•••» ( ^ y Ì 

. . . . . . . . . . . . /38.3.3/ 

( x l k ) »••••» ( ^ k + 1 ) 

takové,že 
i i 

1 . vektory ( x ) , . . . , x ^ jsou řádu r 
ö © 

( X I ) » * * - » 3 S H / »» »» - ^ k ^ l 

^ x ' <*r-k+l 

3. pro l £ ( U 4 k - 1 > l j e s t 

A . ( x f ) ^ x f 1 ) , . . . A. ( x * \ . x f 1 

v x• s x J ^ r - ^ + a . ' <*r--#+l 
3 , vektory A. ( x J 2 ) , . . , ,A.(ar \ jsou řadu r--k 

<Ar«k+l' 
. . . . . . /S8.3.3/ 

•\3tT )»••»,*- * í x._/ V , », -- • 
1 y v *r~k+l> 

4 . VŠeonny vektory /28.3.S/ a /8S.8.3/ jsou n e z á v i s í é. 

D ů k a z /úplnou indukcí/ « 

Tento předpoklad je splnŠn pro ks l , jak plyne z věty 38.1 

/když v n í místo k píšeme r / . 

Ukážeme,že pak e x i s t u j í d a l š í vektory 
( x 1

k * 1 ) , , ( x ^ * 1 ) /38.S.4/ 

takové,že o vektorech /S8.2.3/ a /28.3.4/ platí, hořejší výroky 

1»» 4.,v nichž místo k Steme k+1. Tím bude důkaz věty 38.3 

proveden (k « r ) , 

Kůže označme 

a ^ x - i " 1 ) A "( i_ k T l )=(CL ) ' /88-a-5/ 

takže vzorce /38.3.S./ platí i pro (JL * k . 

Protože nul A1*"* » 6̂  , 
Or-k 

existuje jřt„k nezávislých vektorů,které se lineární 



,r-k fufcetituoi o matici A ~ transformuj ve vektor ( 0 ) . Podle 
> k * l y k+1 

předpokladů 3.a 4. jsou vektory ( x , ) ,•. . , (x* } 
— ^r**k*l v 

řádu r~k , [ a tedy se lineární substitucí! o maticfci A r H c 

transformuji ve vektor (o)J a jsou nezávialé.Uxiatují tudíž 

dalš í vektory 
/ k*l %.\\ ( -2*1 \ 

( ^r-jt«.l*i ) ' ' ' *' ( 'řr-ic ' 

v počtu {h -fl(^Bfc1..i > takové,že se všechny vektory 

(*,**H (^ + 1 ) /38.8.8/ 

transformují ve vektor nulový lineární substitucí vHtíticí 
r-*k A a jsou nezávislé. 

Označme pro . m s 1 , 3 , . . . , &-• vektory 

( 3 S n « 8 ) = A .(4* i ) ) ! : .c- i )=A.(^ x
) ) , 

takže máme 

( \ ) aA-(3Ciu1C*1) ' 
н н * 

( / ) -A-"---, (x**1; , /S8.8.7/ 

(0) S i r t . ( i f l ) 

Uvažujme o vektorech 

% l z* °** * \ JÉ* ) / 8 8 . 8 . 8 / 

Mezi těmito vektory je alespoň o(r.-]-*i nezávislých vektorů, 

totiž vektory řádu 1, a to. 

(*1 )» °*** » ̂ r - k * l ' ' 

jak plyne z předpokladu 4 . 

PodohnS jako jsme v důkaze vety 38.1 zjistili o vektorech 

/88.1.3/ [podle tamšjšího označení7, zjistíme i nyní,Že mezi 

vektory /S8.3.8/ je alespoň 

\ ^ ír-k -/fr-k-l s Ú *-k 
$es4vielýoh vektorům 



93. 

při vhodném označení jsou tedy vektory 

( x i ) » **- » (*£ ) 

nezávislé. 

Nyní ukážeme,že pro (is o , . . • , r-k~l jsou 

A „(- î ) , . . , , A • (ic k)_ 

vektory řádu r -» k - (l . 

]Juže,pro / 3 s l , . , . , o C k platí vztahy 

A*~*-«[ A*. (x»-jJ . A1"* ( t f 1 ) u 0 
ár-k~/---l r A/L f k+lo Ar~k~l / k*l v / k*I. ,._ 
A ^ tA* (x/3 ) J * A •(*£ )*{*/3 )**«»> 

a tím je tvrzení dokázáno . 

2bývá zjistiti,že všechny vektory 

(*L)' ••••• t (xoC ) » 
r 

k+lv 1*1 
(Xl )>••••> ( ^ v ) ' 

M x i * ),.»*., A. (*<*_k) 

jsou nezávislé.V opačném případě totiž platí relace tvaru 
E f i s °*|z£ / k*l% **& t k42i 

^.(*/8 >*•••• C ak4l,^'lxy >]L2 » Wg>-(^?M. /3»1 ' ' <7tel * *'« 6 

při 5emž váeohny koeficienty a^^ ,,.. a-^ nejsou rovny 0 • 
_.i «i y<—tiS 'Ě% 

81ožíme-li tuto rovnost po radš s maticí A , A ,.••, A , 

z jistíme,že všechny koeficienty a.& ,..., a jsou rovny 

0 • Tím -jeme dospSli ko spáru, a důkaz je ukončen. 
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88.3. D e f i n i c e . Nechť A je libovolná Stveroová matice 

řádu n . Nechč A^,...JX .jsou všeohóy vzájemné různé kořeny 

charakteristické rovnice matice A a neoh£ ěiela o(,/3,,«,,ď 

zna§i násobnosti jednotlivých kořenů,takže U+ /3+...+ ď - n . 

pak oharakteristioká rovnioo 

matioe A - XjE má o£- násobný kořen O , 

matioo A -X-jE má /3- násobný ,, 0 , 

matice 

Ne ohl 

( a^,..., (a^ ) 

(bi)»--»>(tya) 

A -'XgE ,, $-» násobný ,, 0 . 

je souBtava normálních vektorů matice A-z^E , 

, , , , , , A*-Agl! , I > í f 

f8l)»'»"(s6#) " " >> >> ">> . ^ V 8 » 
patříoioh k příslušnému nulovému kořenu. 

S o u s t a v a v e k t o r ů 

(̂ '•••'(V) H^n^K 8!)*-' (B<0 » /38.3.1/ 
v p o 5 t u tf. + (3 + .. .* O4 a n , j e t. zv. s o u s t a v a 

n o r m á l n í c h v o k t o r ů m a t i c e A . 

Věta 38.3.: ' V e k t o r y s o u s t a v y /38.3.1./ j s o u 

l i n e á r n ě n e z á v i s l é , t a k ž e m a t i o e 

S t v e r o o v á ř á d u n 

// a ,».« a^ , &!>••»• D,6 >••-• 8i>**« 6ď/j 

j e r e g u l á r n í . 

Důkaz. Ve skupině vektorů ( a . ) , , . . , f&A neckí; jsou vektory 

uspořádány tak,že vektory vyššího řádu předoházeji vektory řádu 

nižšího.Podobně budiž tomu v ostatních skupinách. 

Předpokládejme,že vektory /38.3,1/ nejsou lineárně nezávislé, 

takže existuje l ineární relace 
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j ~ Bé--(*<0 * £ n> - < M + * * * * £ p * '(Bjt) a (0) ' /38,3-3/ 

při ěemž některá z čísel m ^ , t-y-•»• »Pjf nejsou nuly. 

Označme tuto relaoi stručněji symbolem 

[(•j),.-. (**) lCb4).(tj^.| (a^,..., (sď)] - ft>) , /S8.3.3/ 

KdTž vektor na levé a pravé straně v relaci /38.Z.3/ složíme s 

maticí A -X-E , obdržíme 
* • * & 

C m^.^A-^I) . (ať)J 4 + !^Vx.[(^l).{B^fM)-j2B.9.Z/ 

Jestliže vektory (a-^),,.. (a./) označíme jako dříve 

vidíme.že vzhledem k /38.1.2a/ jest 

JI-ť[(--\-)-fy)] = -iK8)*...* "kj..^)* i^^f-i8) •• • •• 

+ V . * . ' ^ " "-ÍVc*-)* m8(V-)*""+ "Jí"-!' <V-*FJ 

Dále j© n a P ř -

*y[( A-4-JS). (by)J= n.yi/^('A~XaE)4(Xa--XL)E .(b*)] c 

e n v ^( A43E ). (b„) + »y.(XB-\). (*>)]• /38.8.4/. 
takže \ 

L J n^ . | ( A-X-^.Oy)] cfX-j-X-L) »/j n 1 .(b 1 )4 n a . (b 3 H.- .4 n^. (ty) 4 

+ ^ ' ^ r s * 1 ^ * 
Je tedy relace /S8.3.3/ tvaru 

[(*U 4i)'"-Ca-0 i(bi)»-^»(»i...*(fli)»...,C"ď)J s (°)-
Případnými- dalšími složeními s maticí A-X-Jí a pak s matioemi 

A-XgE,... A-X e w lE dojdeme konečně k relaci 

; [( S l),..,, (s^)] e (0) /38.3.S/ 
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Jestliže váeohna čísla p x ,•„., p§* nejsou nuly/ooi můžeme 

předpokládati,nebol jinak bychom mohli vynechati poslední sou

čet v /S8.3.3/ a usuzovati pak o předposledním/ není relace 

/S8.3.5/ identická. 

Vskutku,je-li na př. p-̂  jé 0 ,\ je podobně jako v /88,3.4/ 

VX[(*~\*).(B$]* Prff(A«.V)^VME3-<fl^} * 
- Pif-vV) • (8i) • Pr(Bcr )«•••->> 

kde (fQ > 1 . Je tedy koeficient při (e£) v rfclaoi /S8.3.3/ 

pl*(^e"^l) a P°dol3nS v re->aoi /S8.3.5/ je 

("p ̂ * krát součin vhodných moonin výrazů (Ái-Xy^ P r o i j-i k , 

Je tedy tento koefioient růzaý od nuly,a tudíž relace /S8.3.5/ 

není identická. To je však nemožná,nebot podle výsnamu jsou 

vektory 

(*l) »••• (*&) 
lineárně nezávislé. - Tím je věta dokázána. 

39 • H2Í2Í2Í maticef g 

D e f i n i c e , tíecht A je libovoná čtvercová matice řádu n, 

Č t v e r c o v á m a t i c e B ř á d u n s e n a -

z ý v á p o d o b n á a A , j e s t l i ž e e x i s t u 

j e r e g u l á r n í č t v e r c o v á m a t i c e Q 

ř á d u n t a k o v á , ž e 

B m. 0Tl A Q . 

Poznej Jestl iže B je podobná s A , je A podobná s B . 

Z předcházející relace plyne 

A s q B cf1 , 

ta^že matice Q*1 má nyní tutéž úlohu jako dříve matioe Q . 

Je-l i tedy B podobná s A, můžeme říoi.že m a t i c e 

A ,' B j s o u p o d o b n é . 
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Plat i tyto větyj 

89,1,1. M a t i c e A j e p o d o b n á s A 

/ r e f l e x i v n o s t / * 

3« J e - 1 i m a t i c e A p o d o b n á s 

B , p a k j e m a t i c e B p o d o b n á 

s. A / s y m e t r i e / , 

3. J e * 1 i B p o d o b n á s A a 0 p o 

d o b n á s B . j e 0 p o d o b n á e A 

/t r a n e i t i v n o s t / . 

Důkaz. Platnost první věty je zřejmá, Druhou větru j-sme- dokázali 

na str.95.Pro t ř e t í větu z relací 

B s Q~XA Q. , Os BTH R 

plyne 

0 =- ft-l[ ^AQJR » ( f V ^ (QR) * (Q^r1 A (QR) , 

a to dokazuje větu. 

Všta^S^g ž D v ě p o d o b n é m a t l o e m a j í 

s t e j n é k o ř e n y s v ý c h c h a r a k t e 

r i s t i c k ý c h r o v n i c a s t e j n á c h a r a kt. 

č í B 1 a p ř í s l u š n á k t é m u ž k o ř e n u . 

Že dvě podobné matice mají stejné kořeny óvých charakterietiokých 

rovnic,bylo ukázáno ve větě 36.5„8 /str .76/. 

Jsou-l i A,B podobné matice,takže p l a t í vztah 

B« Q^AQ , 

a j e - l i a kořen jej ich charakt.rovnic,pak 

(B - &tf * cT1 (A «. aE)kQ . 

To plyne z věty 36*5.3 /etr.76/, nebo£ 

B - aS z C 1 ^ - aS)Q • 

Protože matice Q je regulární,mají matice (A - aS) , (B^-al) 

stejnou nuli tu /srv.vetu 26,4 na s t r .75 a 36.5.1 na etr .76/ pro 

každé přirozené k « Jsou tedy charakteristická cíala 
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příslušná k témuž kořenu a podobných matic A,B stejná, 

Vš̂ S-iB.?..? i B v š p o d o b n é m a t i c e m a j í 

t ý ž m i n i m á l n í p o l y n o m . 

Věta plyno z věty 39.2 a z vSty 37.© /etr .84/ . 

Věta_39«4 : U e c h í m a t i c e A, B j s o u p o 

d o b n é , t . j . Q~XAQ a B . 

ITeohl a j e s t (0<> ̂ - n á s o b n ý k o ř e n 

o h a r a k t . r o v n i c e m a t i o e B fa t e d y 

i A / , lleclií 

(^'•••'(y*^ /30.4.1/ 

je s o u s t a v a n o r m á l n í o h v e k t o r ů 

p a t ř í c í c h k o£« n á s o b n é m u k o ř e n u 

0 m a t i c e $ - aE , Pak 

*>{*\)>•••*'{£)•> «-(y?).—. Í - Í ^ J Í «•<•£/) 
j e s o u s t a v a n o r m á l n í c h v e k t o r ů , 

p a t ř í c í o h k c^- n á s o b n é m u k o ř e n u 

0 m a t i o e A - a S . 

Důkaz. Označme pro jednoduchost 

(-i)-^).--.^ **-(£}> ti:) «.«.(.áx) • 
Podle předpokladu jsou vektory 

(yi),.....(y* ) řádu r , 
r ' # # » » * • » § 

_r% /„Г 
(y;) &x)

 ř á d u -

pro matici I B - aE , a p l a t í 

(B -al).(jr j) «(y®) » - (B - a S ) . ( y ^ ) * ( y ^ ) i 

(B ~aj)»íyf) .(yf ) ,. (B - °*)-tgxJ*^J • 
* * • # * » * # « • » « » • * • • • • » . • * • * • 

(B-aíXyrWi)••••»• ( P - - * ) - ^ 1 ) - ^ ) » 
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mimo to jsou vektory /39.4.1/ lineárně nezávisí*. 

Z předpokladu,že (y n), pro n «-,1,S,*MI <*r , jsou vektory 

řádu x , plyne 

(0)s(B«aB)r

o(y^)fe q
w l^-^) r.q.(yt) « Q ^ A - ^ ) r . (JC^) , 

(O)*^)*"1.^)**1.^?"1* <*.(**) * Q-^<á^^\(a£) 
a odtud plyne složením s maticí Q 

(1 ~aEf . ( - £ ) « ( ( » , (A ^ r r L . ( ^ > ^ X O K 

Jsou tedy vektory 
i 1 

(•sr),.,.*- (x^ ) řádu r 
r 

Podobně zjistíme,že vektory 

^.fc£),o».. (2^ ) jsou řádu r« l , 
JL mmJL 

• • • * • • • * • 

"2? 3L* 
( * ^ ) r • * * • ^ »l * j 1 • 

M l e plyne z předpokladu 

(B-^ j . (y£) »(3rn*1) p r o k - B l i 2 , • • • ! - ! j a a 1,3, . ^ ^ 

neboli 

*--(---«)•«.(TS) - ( y n
m ) -

vztah 

(_.*>> (-S)«<».(ywl;-(-n
wl; , 

t,J* fA-ttx-ij-í-í*1; . 
takže zbývá dokázati,že vektory 

(*l)>**«(V )^(xl) '•••(aJ( J ̂ '|í(xi)*""(k). 

jsou lineárně nezávislé* 

Předpokládejme,ž© jsou závislé,takže existuje relaoe 
ml04) • fflsCxl) ••••* v C i ) s ° » 

při čemž některé z č í se l m̂  jsou jí 0 *? 
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PiSme tuto re lac i atrudněji ve tvaru 

odtud je X-nij-., Q.(7 n )*Ca) , 

takže . Q. E t t a - ř y ^ « (O) , 

oož zna5í,Ž© se vektor I-o^.fy-j) tranafonauj© lineární substi

tucí o matioi Q ve vektor fa) , Avšak Q je r e g u l á r n í , t . j . 

má nulitu 0 , a tedy 

^ a t t ' í 3 r n ^ r (°̂  • 
Protože některá z Sísal i ^ ^ O , znamená vztah ^-m

n*(y>ii) = °̂}> 

Že vektory (y_) jsou lineárně závislé,To je však proti předpo-

kladu. Tím je důkaz ukončen. 

Věta^g9.S : H e o h í m a t i c e *A,B j a o u p o d o b n é , 

t . j . Q* AQ « B . K e c h í <ai> *»• • ( a „ 0 * (^•••(^/s) »••• 
** •1(8.,) «*• (s,y) ' j e s o u s t a v a n o r m á l n í c h 

v e k t o r ů p r o m a t i o i . B , P a k 
/ 

Q . ^ ) , . . * $•(%) í q.Cbj)-.*.* Q . ( ^ ) í*-.^.( 8 i)». .»Q.C 9
t f ) 

j e s o u s t a v a n o r m á l n í c h v e k t o r ů 

p r o m a t i c i A . 

Věta plyne z 39.4. 

lSS*..S?£§,-: /Obrácení věty 39.2/i M a j í - 1 i d v ě m a t i -

o e t é h o ž ř á d u n s t e j n é k p ř e n y 

s v ý o h o h a r a k t e r i a t i o k ý o h r o v n i c 

a stejná oharakt.čísla příslušná k témuž k o ř e n u , p a k 

j s o u p o d o b n é . 

Když B.* Q^AQ a když 

(%),...(é^) i (%)»..(^3) *.....-KSX>»-*M(V^ 3e 9 0 u a t a v a nor-

málaíoh vektorů pro matioi B , pak podle S9.5 je soustava nor

málních vektorů pro matici A i 

(a-) ,* Q.ÍIi), -*.í%)> q. (1̂ )1-1)3, * ̂ .(íj)......řv^« *-(V) 
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avšak 

| | a 1 , . » . , a f l - » l3 i>.« .^ > , . , , s 1 , . . . s ď / / r ÍQ*(a 1 ).. . .Q,(a 4 t )<, Q« tb-),..Q.l%')J|= 

5 8 Q • // a i * * " • c< ' ** 1 ' * * • > ^|& 9 * ° * ' S l > * * • B(¥ '» » 

a podle 28.3 jest matiqe //a-̂ ,. »..«>.... ,s^ |/ regulární, 

Tedy 

v$ •£ |# S.-1 , n m K M Í I 1 1 Bg., ji , j | a _ , < , « « . * » « « • « * • Sj.y ^ . 

Přistupme nyní k důkazu hoře j š í věty, 

Nechu mají obš matice B,A /téhož řádu n / stej^-Sccře-ny svých 

oharakt,rovnic a s te jná charakt*5 í s la ,př í s lušná k témuž kořenu, 

Neohí pak 

^1 ' * * * ' 'a©() * 1 } * " ' ' /̂3 i» • • • í \ ^ 1 ; >•••»( ô*V 
Je nějaká soustava normální on vektorů pro matici B a podobně 

(a.j),«.«, (a^) $(b-j),»,,,(b^) í . . . K s i ) •••••í(
B<r) 

nějaká eoustava norm»vektorů pro matici A , při Semž vždy k 

témuž kořenu oharakt.rovníoe patří skupiny vektorů označené 

stejným písmenem,tedy např, 

(a^.o.^Cá^-) a (-̂ ••••(a**) > 

atd.Podle věty 28.3 /str093/ jo matice 

H fi-j,«•«*...*.... s- // regulární. 

Hechí ^ je matice 

Q a || a1?*,..., s^ |f „ |/ a1},..,.. Sg, # , /39.6.1/ 

takže 
/39.6-,3/ 

f a-/).= Q, (afl , *., (a^ s Q, (á^) j(b-^* Q.(%),.., (a j\-Q.(Itf )• 

Označme pro okfcmžik-písmenem a některý kořen charakt.rovnice . 

matioe A a matice B . K tomuto kořenu patří vektory,na př* 

pro matici A t (a-/) ,,.*.., (a^) , 

pro matioi B i (áL),..»«. (&*) • 
- / 

Označme tyto vektory postupně 

C*i)> "•»(ak)*•••*•»v.3 Ci)»# f c*>(3iví1) > 
případně (*J)»*.« 0|J ) !-••••» (*!)•• ••'l̂ E.J » 

m má 
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takže (a^ «(sj),...,(IIL") S ^ ) , . . . , 

při čemž vektory ( x ^ ) ,... , ( 2 ^ } jsou řádu r , atd. 

Podle významu tšohto vektorů jest tedy 

(A - a E ) . ^ ) e (0) pro n s 1,8,...^ , 

a tedy také podle jj39.6#3j 

Q-^A-aE), Q . ( * * ) * Q" 1.^) - (0) , 

a podobně (B«aS).(x£) * (o) • 

Je tedy (B~ag) .(x* ) a ^.(A-^s). $.(*£) 

a odtud přičtením vektoru a.(x£) na obou stranách, plyne 

B.(ig) * q-^qCSEj) . 

Podobné máme (A«aS)«C^'"'1) -'(xí) pro n « 1,3,,.. OLQ 

a tedy též jpodle 39.6.3j 

Q-l.tA-^B)^.^-1) * Q-^Q.C-5) «(--£) , • 
a podobně -.̂-i . „ 

(^S).(x*1) ==(*£) . 

(B^afi).C^1) r q^.ÍA-aE)^^^ - 1) 

a odtud přičtením vektoru afx?"*1) na obou stranách plyne 

atd. Vidíme,že platí rovnice 

*,(£-)* QT1.A.ft.(a1),B,(S8> q"
1.A.q.C*B)»...,B.(ffr)«í'

1i <-}.(-V) , 

takže B. || a^.- . - i t f // -* Qwl.A.Q. //sL^,... 1̂  // j39.6.3j 

Avšak matice jf a-^,... ág // je regulární,jak jsme výle podotkli, 

Složením relace /39.6.3 j s matioí / / á ^ , . . . . . «L 8 P&--

vyohází B ar Q^A Q , 

takže matice A, B jsou podobné. 

C3ÍJ- Traneforma.ee párů matic , 

Weierstrass ve svém proslulém pojednání,,Zur Theorie der bilinearen 

unď quadratischen Formen" jMonatsberiohte der kgl.preussischen 

Akad.der Wiss01868, str,310 j ř e š i l tento problém Í 
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J s o u d á n y d v ě č t v e r c o v é m a t i o e 

P, Q t é h o ž ř á d u n a d a l S i d v 6 *i>^l 

o p ě t č t v e r c o v é ř á d u n , j a k é J s o u 

n u t n é a d o s t a t e č n é p o d m í n k y , a b y 

e x i s t o v a l y r e g u l á r n í m a t i c e H, K 

t a k o v ý , ž e 

P x t= HPK , Q-- = HQK . /30.1.1/ 

Weierstraes se zabýval případem,že pro všechna Čísla )s » /& 

n e p l a t í 

I XP * y Q I s 0 

a jeho řešení spočívá na pojmu t,av,elementárních děl i te lů, jak 

se o nšm později zmíním. Z předcházející theorie,která poohází 

od Ed.Weyra,plyne snadno jiné řešení,které se také vztahuje na 

případ, že neplatí \&P + ^ Q / = 0 pro všeohna čís la A , dl • 

30.1. Předpokládejme nejprve,žo / p/ ^ 0 • Existuj í- l i regu

lární matioa H,K takové,žo p la t í /30.1,1/ , jest 

| P X I » /HIJP/AK/ , 

takžo také matice P^ je regulární. Mimo to máme 

K = p"1 r 1 PX , 

Q-* HQP"1^*-^ , 

takže Q-JPJ1 « HCQ?" 1)^" 1 • 

Tedy obe* matice Q-̂ PJ1 , QJT*1 jaou podobné, 

Jsóu-li naopak matioe P,pj[ regulární a ob& matioe Q^PJ1 ,QP 

jsou podobné,takže existuje matice Čtvercová H taková,že 

Q-jPJ1 a 'H(Qp"1)Íf1 , 

můžeme určiti matioi K vzorcem 

K Í: P ^ I T 3 - P 1 . 

pak máme 

HPK a H P P ^ i T ^ * P xj HQK « H ^ ř ^ l T 1 ^ - Q x i í l p l ffl \ » 

takže existuj í regulární matioe H,K s P* , 1iT1í ,i takové, 
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Se platí /30.1.1/. Vychází tedy tento výsledek. 

liit-ilOiii -* Q o h l PJQJP-^ ,QX j s o u d v a p á r y 

5 t v e r o o v ý c h m a t i o t é h o i ř á d u n . 

l o o h t • / P / j í O . 

P a k e x i s t u j í r e g u l á r n í m a t i o © HrK 

ř á d u n. t a k o v é , ž e p l a t í 

Px ss HPK , Qx * HQK 

t e h d y a j e n t e h d y , j e ~ l i ÍP-jf jí. 0 

a o b S m a t i c e QP*"1, Q^P^1 m a j í s t e j n é 

e h & r a k t . H e l a p ř í s l u š n á k t é m u ž 

k o ř e n u a s t e j n é c h a r a k t . k o ř e n y . 

30.3* Předpokládejme nyní, že /p/ = / P̂  \s ÍQ I a I 0,^1 , 

avšak že pro všechna X , AL neplatí / Xř *• Xí-Q/ c 0 • 

Pak ex is tu j i Sís la X 0 , D 0 taková,že matioe 

H - K* + éV* 
je nagulární,tedy /R/-.- 0 , a zřejmě je X0řf*0 č 0 • 

Existu j í- l i regulární matice H,K takové,že p la t í /30.1*lj,j-est 

( Rl =)Vl+M s \ > H P K + <?o H ( * X r 

S H ( A 0 P * , Í < 0 Q ) K - HRK , 

Qx = HQK , 

takže /R.̂ / ;é 0 a obě matioe QR^Q-Rj 1 jsou podobné/podle 

předešlé věty 30.1/. 

Jestliže naopak /RA ̂  0 a QR"*1, QjRi} -3 e o u podobhé, 

existují regulární ótveroovó matice H,K řádu n takové, Žo 

Rx = HRK , % t= HQK , 

takže X ^ *<a0Qi -» H ^ P * ^ ) ! - X0HPK + &JW 

^ ^ o ^ o H O I , 

Odčítáním obou rovnic obdržíme 

AQ^I ^ XQHPK , 

a současně je Q.̂  s HQX . 
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8 ohledem na nerovnost X / 0, plyne 30.1.1.Máme tedy tento 

výsledek: 
TĚŠSL.&QAML - e c h . -?>QiPj#i J s o u d v a p á r y 

m a t i c t é h o ž ř á d u n t a k o v ý c h , ž e 

jP/ » lQ,i s {F-J ar JQ-J s 0 , avšak 

f > 0 P + £ t 0 Q / £ 0 p ř i vhodných \*fl^ * 

P a k e x i s t u j í r e g u l á r n í m a t i c e H*-f 

ř á d u n t a k o v é , že p 1 a t í 

P 1 = HPE, Q-_ = HQK , 

když a jen když o b é m a t i c e QÍ>nP + /V..QY*1 , 

^ l ( ^ o P l *é t , o^lX' L m a J - s t e j n é k o ř e n y 

s v ý c h c h a r a k t e r i s t i c k ý c h r o v n i c 

a s t e j n á c h a r a k t e r i s t i c k á č í s l a 

p ř í s l u š n á k t é m u ž k o ř e n u . 

n31J, Přehled o Weierstrassove t h e o r i i elementárních d ě l i t e l ů . 

Tento odstavec obsahuje stručný přehled o WeierstraBS-ově 

t h e o r i i elementárních děl i te lů.VŠty jsou uvedeny většinou bez 

důkazů. 

Definice 3 1 , 1 , ; H e c h í A,B z n a č í č t v e r c o v é 

m a t i c e ř á d u n , a m a t i c e A j e r e g u 

l á r n í . M n o ž i n a č t v e r c o v ý c h m a t i c 

ř i d u n t v a r u 

XA * B , /31.1.1/ 

k d e X z n a č í l i b o v o l n é č í s l o , 

n a z ý v á s e r e g u l á r n í s v a z e k m a t i o 

u r č e n ý m a t i c e m i A, B . 

NechS pro k s l , 3 , « . , , n značí D^ největšího společného d ě l i -

t e l e věeoh minorů k*tého řádu v determinantu J X A * B | • 

j e s t tedy D̂ . polynom v X stupně m :> 0 , a zv láš tě je 

} A A + Bt'•* Dá polynom stupně n /neboí /A/ £ 0 \ . 
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Pro libovolný lineární polynom /základ/ X - * neohí znaSf 

nk expondnt~jeho vejvyšší mooniny^kterl £a ©.bsažena v poly

nomu Djj; . Je s t l i ž e tedy X - a nedělí D^ , jeat hke O . 
a k J e s t l i ž e X- a děl í Dk , také ( X - a ) dSlí Dk ,avěak 

( X - a Y k -nedali Dk . .' ' 
• • - " . - • . % • • • • ' 

32^1^1. Prvnf důležitý poznatek je tonáže p r o k a ž d ý 

1 i n e á r n f p o l y n o m X- a p l̂ a ti 

hk <-hk+1 k •» 1,3,..., n--l /31.1.3/ 

p ř i 5 e m Ž z n a m é n k o e p l a t í t e h d y 

a ^ en t e h d y , k d y ž kj-+i -= O . 

a/ Odtud plyne,že nastana-li při určitém k . 
• • . & ' _ •• 

h k r O , h k + l > ° » 

pak j.eat h x ts kg*....-. hk« o, 0<h k +x<l-)-+3< •• • <-% /31.1.3/ 

b/ Dalším důsledkem je,že polynom Dk +x 3a děl i te lný polynomem 

D k , takže 

-• je polynom v X /p*o k ss 1 , 3 , . . . n-1 /. 
D, 

--
3 1 , 1 , 3 . Důležitou úlohu ve Weierstrassově theori i mají č í s l a 

e1 =: h^, e 3 = hg-h^, e 3 r h 3 - h a , . . . , V 1 A r ^ n - l /31.1.4/ 

Podle /31.1.3/ jest e k c o jen tehdy,když hk=. O . 

J e s t l i ž e při určitém k plat í * 
• X -

V ° ' e k n > ° ' 
pak je e 1 c e a = , . . = ê -r O, e k + 1 > O, e k + 3 > D, •'••«n> ° > a 

podle /31.1.4/ j e s t e,_ , * e . . -•; . .• e = h . , /31.1.5/ 
kfrl .v*-** & i- n Q 

P o 1 y n o my (X* a) 8**! ,(X~ a) k*3,...,(X- a) n /31.1.6/ 

se n a z ý v a j í e l e m e n t á r n í d ě l i t e l é 

e v a a k u XA + B , po p ř í p. d e t e r m i n a n t u 

|X A 4 B | , p ř í s l u š n í £ z á k l a d u X - &-~ • 
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Jestliže nSjaký lineární polynom nedšií determinant IXA 4 Bl , 

jéou všechna příslušná 5ísla 

*-n=• V-l"*''**
 h l s ° 

a také W r " " 5 el: ° ' 
Mohou tedy elementární dělitelé příslušeti pouze k základu 

X - a.'do*licímu, determinant ÍXA + B| . 

Podle j31.105j je součin elementárních dělitelů,přísluánýoh k 

t-émuž základu X «• a , nejvyšší mocnina (.X- a) m , která 

dělí determinant | XA + B | . S o u č i n v š e c h 
• . - • • * : 

.e l e m e n t á r n i c h " d ě l i t e l ů , p ř í s l u š 

n ý c h k e v a e m m o ž n ý m z á k 1 a d ů m , j e 

t e d y a ž n a m u l t i p l i k a t i v n í k o n 

s t a n t u p r á v ě p o 1 y n o m | X A + B { . 

Příklad 3 1 . 1 . : Hechí 

I v **** V \J 1 1 w vrt v v/ 1 

1 K B r X , při 5emž a-.a^ O 

O 

o 
o 

X a 3 + b 3 
Zřejmě je i XA 4- B \ = ( Xa1*b1}'3 (Xa 3 +b s ) = 

= a l a s O + a^ ) ' ( ^ • í f ' ) • Předpoklade jme, že -gg- é ^ 

pak elementární d ě l i t e l é mohou př ís lušet i pouze k základu 

X*-*--- anebo X *---—• , *• • 
•1 ' v

 a 3 b l a/ Pro základ X + ~— je zřejmě 
. " ' • • • a l 

•tur: O, hg=: 1, hg.s. 3, .34= 3 , 
takže ejs O, e 3 = 1, e3.~: 1, e4« 1 ; •"• . ' - " 
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Ilementární děl i telé jsou X* a& » X* 5-- # • • A• s-̂  . 

b a n *i a i 
V prozáklad . X^-jgS". jest * 

hi=- 0# h-js O, h 3« O, h4» 1 , 

takže ejs o, e^r o, ê -s o, e4« 1 . . 
Elementární děl itelé -jsou tedy V >•-.§. 

- . *3 
VSiohni elementární dělitelé, jsou tedy . 

• . . . • s / • ' , 

•x/H v *1 . b l *, b 3 
1 1 *l a 3 

t
 b i 3 D a * 

a jejich eouSin jest (X* ^ j • ( X t ^ ) « Y?a 3 . t * A- •. B ř. 

31.3 Kech-5 polynom 'X- a dělí *XA*B I a ěís la 

-j. ( - r - ) . . . , n) * heobí mají hořejší význam. 

Pak věeohny minory k-řádu v ÍXA+B i jsou dělitelný alespoň 

ĥ w tou mocninou polynomu J—a a aleepcň jeden z nioh jest 

dělitelný právě touto mocninou. 

K a ž d ý m i n o r k-t é h o ř á d u v d e t e r a l - -
" -~ ' 

n a n t u VX A • B í , k t e r ý j e d S 1 i t e 1 n ý 

p r á v ě p o l y n o m e m { A - a) , n a z ý v á s e 

r e g u l á r n í nr i n o r /s u b d e t e r. m i n a n t / 

k * t é h o ř á d u v z h 1 e d e m k X*- a / . 

lize dokázati tyto důležité věty: 

Věta 31.3.1J F U t í . n e r o v n o s t i Q1^Q^m..'ée . 

VSta 31.3.3? K a ž d ý r e g u l á r n í s u b d e t e r -

m i n a n t (l-ř) k {C n) - t é h o ř á d u d e t e r m i~ 

n a n t u I XA "• B j v z h l e d e m k % á k 1 a d u X ~a 

« b s a h u j e a 1 e s p o n j e d e n. r e g u l á r n í 

e u b d e t e r m i n a n t vk~l> ~ h o ř á d u v z h l e -
- • • ' ' ' - - ' - . \ 

- e " i k z á k l a d u X- a j a k o m i n o r . 

V§t*ř3i*3*3í % a ž d ý r e g u l á r n í é u b ď e t « x . -

« i n a n t Í U ' ) W (< a) V t é h o ř á d u d e t e r -
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m i n a n t u t XX • B ( v z h l e d e m k z á k l a d u 

X - a j e o b B a ž e n j a k o m i n o r a . l e -

8 p o n - v j e d n o m r e g u l á r n í m B u b d e -

t e r f f l i n a n t u k - t é h o ř á d u d e t e r m i 

n a n t u l XA + B I ' v z h 1 e d e m k "X- a • 

31.3i S použitím předešlých vet dá se dokázati tato Weier -

strassova věta . 

"Věta 31.3i Nechí A,B jsou libovolné čtvercové matice téhož '• 

řádu n a nechí {A| £ 0 / . -
®1 .•; • ® P f> X ffi 

jsou v ě i o h n i 

j <j ç ö 0 9 

e 1 e m e n t á r n í d ě l i t e l é 

d t e ч r m i n a n t u l %A * BІ , ta.kže e^вg^вЧ.-ie "в~ň 

/ č í s l a aT,ag,. .,,a nejsou nutně vzájemně různá/. 

E x i s t u j í r e g u l á r n í č t v e r c o v é 

t i o e ř á 4 u n t a k o v é , . ž e 

*HAK s £ ' 

a současně j es t 

7 

m a -

a- 1 o . , . 0 o Î 

0 a 1 . . . 0 0 \ 
4 • # o « 

. • • ; • * # 

i 

0 0 0. ..a-ĵ  1 • 

A 

0 0 0 . . . 0 a-j 
.-.. ^ * • « • . ) . MM 4». <k -«, « * . « . 

V 
нвк 

t — . . . -

0 
a„ 1 O...0 0 I 

0 &Ш --

r Î ; 
1 . . . 0 0 

;г Î - ; : * 
»o 0 0 . . . ^ ^ 1 j 
!-o o o . . . . e-jjjł 

ч 

! * • 
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Tšimnéme ei,iíe matice HBK závisí jenom na kořeneoh a expo

nentech.elementárních dě l i te lů svazku XA * B . ' 

Matice XE + HBK je t .zv . f e i e r e t r a e a ů v k a n o-

n i o k ý t v a r s v «a z k u Xá • B ... 

31.4. Věta £1.3 má četné aplikace. Uvedme- násie-dují-cí větu,.která. 

dává j iné řešení problému jodst.30/ současné transformace dvou 

matic. 
• * • 

. . / " . , . • • 

?ŠH .-5i iá ; K e c ^ * &>%> P1>$1 z n a č í d v a p á r y 

5 t v e r c o v ý" c h m a t i c t é h o ž ř á d u n , 

a- n e c h t v n a p í , j p 1 f 0 « P a k -e x i s t u j í 

r e v g u l á r n í m a t i c e H, K ř á d u n t a k o v é , 

ž e p 1 a t í , 

Px = HPK , Qx « HQK j31.4.1j 

t e h d y a j e n t e h d y , k d y ž | P-̂ )' j&< 0 a o b a 

s v a z k y m a t i c XP - Q , XPi -Q-I m a j í v š e c h 

n y e l e m e n t á r n í d ě l i t e l e s t e j n é . 

Postup důkazu. 1/ Podmínka je nutná,Vskutku,existují-li regulární 

matice H,K vlastností /31,4.1 j, plyne především z rovnice 

{P-J c l H | . l P l . U l , 

že IP1I / o 

Dále pro libovolné č í s l o X je 

A P r - 0^ = H(XP--QjK . 

2 této rovnosti plyne ] XP-j-O l̂ s I Hi. |K).» XP-Q 1 * koně*. I X P - Q I , 

takže základy elementárních dě l i te lů obou svazků XP-Q, X-?1"'0*I 

^sou stejnota dá se odvoditi i rovnost je j ich exponentů jdůiflM 

vynecháváme.} 

2j Ukažme nyní,že podmínka s t a č í . v 

Nechl tedy i P l . i P d p 0 a nechí 
e, • e 2 e„ 

< X - a 1 ) i > (X- % ) > — . { X ~ a m ) 
$80% elementární dělitelé obou svazků A P - Q , .Xp-.- 0^ i. 
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Podle věty 31.3 existuj í regulární ftvero^té matice U-,,%* $ 

Hg>Xg řádu n takové,že 

- HnPK̂  » I , H-iOKn,••-*,"31 " 

^•'aři^s" ' ' » ^2$*2 «? H i ' .--
p ř i čemž M značí mát io í kanonického t v a r u . Odtud plynd 

- % P K 1 " H a B l K 3• *- H l ^ l ~ % % % > 
a odtud P x - ( H ^ H j P ( K ^ 1 ) 

"V* (HilHi)^ (Va 3 ) 
Existují tedy regulární čtveroové matioé H * "HAÍ^, X" aí X^-^1 

řádu n takové, že v P 1 B HPX, Qx - HQK V 

-Všta^31»5. /je důsledkem věty přede&Ló/ ; 

D v Š 5 t v e r c o v é m a t i c e t é h a 4, 

ř á d u n j s o u p o d o b n é, k d y ž a j o n 

k d y i! k a ž d ý e 1 e m e n t á r h' í d ě l i t e l 

o h a r a k t . d e t e r m i n a n t u j e d n é , j e s t 

e l e m e n t á r n í m d ě l i t e l e m o h a r a k t . 

d e t e r m i n a n t u d r u h é m á t i o© /t.j.když 

a jen když charakt.determinanty obou matic mají stejné elemen

tární d ě l i t e l e / . 

Důkaz. 1/ Ukažme nejprve,že podmínka je n u t n á . 

Néohí matice A,B téhož řádu n jsou ptdobné.Pak existuje 

regulární matioe Q taková,že 

^ B = qf^Q > „ • 

Současně p lat í E » (f^EQ , l i l s 1 (jí 0.) 

Tedy podle předešlé věty oba determinanty VXX-Aj, |>E-B| 

mají stejné elementární d ě l i t e l e . 

Avšak ^ |XE-A| = {- lJ n .U->5: l ,UE*B* s(rVy. ÍB-AEl , 

takže též I A-AEJ, I B-AE f mají stejné elementární d ě l i t e l e . 

Avšak J A*4lH, IB-AE j jsou charakteristicko determinanty 

matio A,B . -
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%l UkaSmó nyní,že podmínka í t a í í . 

lfechí tedy | A*-XE|>; I B-JM- mají -stejné *lam#hiáxtti 40Ut«X-t. 

Pak také |>E--A. , IMS--B, mají stejné elem.delitele,Tedy podle 

Věty 3i«4. existuj i regulární matice Ĥ K takovi^že 

• : E r HEK , B a HAK . 

Z první relace, vyohází H = K""*1 , 

takže B s K"1 AK -, 

jsou tady matice A,B podobné. 

P ř í k l a d 31.5.1 : - Budiž dána matice 
*• 

0 1 . 1 0 v 
-3 1 i -1 

3 — 1 - 1 1 

0 І -3 0 / 

Podle výpočtu na etr.66 je je j í oharakt.determinant 

" I AE - A • s A4 

Minory 3.stupně jsou /viz atr.66/ 

XA a+ 4) , 3 >? , 3 A3 , 8 A 

A(A+ 3) > A3řA-í-i), Xs , 3X(X+ a ) 

XCA- s ; , -X2 , A2(A-i), 3A(X- a> 

- 3 A , -X2 , -X3 , X ( A 2 ~ 4 ) 

Elementární d ě l i t e l é charakt.determinantu patří jenom k s k l a d u X • 

Pro tento zaklad je zřejmě • 

. 'h <- 0, h2-. 0, h3-- 1, h4= 4 , 

•takže v e- = --0, eg* 0, e3.-. 1, e4c. 3 . ' 

Elementární d ě l i t e l é jsou tedy : A , X 

podle věty 31.3 existují tedy regulární matice H,K takové,že 

••; ,, HEK » E , 
~ • 

t % . 
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Š*ietuje tedy r lgulárni matloe X taková, že 
• \ . . • • . • . " " . • ' - • ' ' • ' " . . • ' 

kX m X -. / 0 .0 O O 

0 0 1 O 

O Ó O 1 

0 0 o \§> 

Abychom j i určili,označme -

K r k 

\ 

11 >k13 k13 kl4 

k31 k32,k33 k34 

k31 k33 k33 k34 

k4Í k43 k43 k44, 

Pak ̂ následující relace po vynásobení obdržíme přovnáním 

stejnolehlých prvků na obou stranách oelkem 16 lineárních 

rovnic o 16 neznámých: k̂ _,k.. , k13,,. •., k 4 4 • /Obecná theorie 

nám zaručuje,že se tyto rovnice dají řešiti netriviálně,t,j# 

hodnotami neznámých,které nejsou všechny 0/. Tedy jest 

0 - 1 1 0\. / k n k ^ k l 3 l - i 4 \ f Ч l k13 *ІЗ kl4^ / 0 0 0 O^ 

i k 3 l k 3 3 k 3 3 k 3 4 
; . . ( 

~ 
0 0 1 0 ' 

k 3 1 k 3 3 ^ЗЗ k 3 4 * ' 0 0 0 1 

\ k 4l ^43 Ч з 4̂4/ \ 0 0 Q ÖІ 

aN máme 

(1) k з Г k 3 l m 0 

Щ k зз~ k з з - ° 

M k з з - k з з ю k i з 

- r ø k 3 4 - k 3 4 ш k l З 

JŁ-Зf ðk з Г Зk 3 l S 0 

-í̂ ř/. ^̂ зз̂ з̂з̂  ° 
C-S) ЗłŁ^з-Зkззtí k4 3 

0.6) ;* ^-щ 54; = k 4 3 

\ - 3 1 1 - 1 

V 
з - 1 - 1 1 

0 3 - 3 0 \ 

k 3 l k 3 3 ^ 3 3 * 3 4 

k 3 l k 3 3 k 3 3 k 3 4 

k 4 l k 4 3 k 4 3 k 4 4 / 

~3 --l2*-k33*k33 - k 4 3 e ° í 6 ) 

- 3 k 1 3*k 23+k 33 --k43-= k a 3 ( 7 ) 

:-3 - - i4^34* k 34 - ^ 4 » k 33 ( 8 > 
2 k H ~ k 3 l - k 3 l *k41= 0 W> 

- " " \ - • 
2 H^äs^a* % 3 - ° && 
2 ^ 1 3 ^ 3 3 ^ 3 3 * k 4 3 - k 33 &*> 

2 ^ 4 ^ 3 4 - ^ 4 + k 4 4 s k 33 ( l 3 } 



Vidíme,Se rovnice (9),(10}, (13), f 14} 3sou tytéž jako <5>,(6), 

(l),(2), takže máme dále 

fl ) k3l & k31
 k4l "* 3^3i *" 2kll (5 V 

fa*; k33 •*' k33 *43 «- 2k33 - 3kl3 t6' 

(3*Ji k 3 3 r k 3 3 ^k 1 3 ' k^g ^ - S ^ g ^ k g g + ^ g - k ^ ( ? ' ) 

C4*) k34 - k34* k i3 k44 s ^ k - L ^ a k ^ ^ g - k a s / C8") 

k 43 = ~ 2kl3'<-2k334-k13*|-k33 C 9 ' j 
' k ^ x - 3 ^ + 3 ^ ^ 3 ^ 3 3 . 1 . 1 ^ 2 (lO*) 

k43 =• 2 k 3 3 - 2 k 3 3 - 3 k l 3 v11*) 

k 4 3 r 3k24-3k34~3k l3 ^ £l.3*) 

Z rovnice (9*) a (7 ' ) plyne k 33 - G > 

'»».' (8*1 a í ^ i >> Sk33 = -- k lg / • 
Dosadme t y to dva výsledky do předešlých rovnic.Máme pak 

k 3 l = k 3 i k 4 l - 2 k 3 1 - 3 k l l 
kg a = 0 ' s k 3 2 k 4 2 = - 3 k l a 

^ 3 3 = ^ k i 3 - k 4 3 - ~ 3 k l 3 < 1 -
k 34 c k34 4-' k13 k44 ^ a k ^ a k ^ * - * ^ * - ^ a ? , 

k.33 = ' ~ * j k l 2 -

Máme tedy 10 rovnio o 16 neznámýoh,Můžeme s i tedy ,celkem 6 

v e l i č i n z v o l i t /Ovšem tak,abj : matice' .X "byla r e g u l á r n í / . 

Zvolme si tedy na p ř . j , 

k 1 3 ~ 0, k-ĵ -s 1, k3l<;« 1, ka4= 0 » 

a je regu lárn í , ne DO$ | K | *. - 4 
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{sS). Některé aplikace předešlé theorie • 

&S*1* Řešeni systému lineárních homogenních diferenciálních 
^ ^ > ^ l ' l ' I ^ I I I ^ I I W I < ' l ' l < i l , ^ — r - - - - * - - - - - - n - - r ^ , - T r r r — T i i r - m . « f c r f \ - ~ M ... • u 

rovnic.Mšjme systém l ineárních homogenních d i ferenciá ln ích 

rovňiot 
y l = a l l y l * ^ 3 +••• + a l n y n ' 
y 3 " a 3 1 y l + a 33^3 *»••••* a 3 n y n > / X / 

y n = W a nB y 3 + — + a n n y n ' 

kde a . , znáči konstanty. 
* ./ 

Označme 

._ A« f í"—?-^ .,' (r) =r/) , (r')» 
a n l ' ••• a r щ / - x y n ' •» - a ) • 

Pak můžeme p s á t i daný systém / l / ve tvaru 

(y'). = M y ) ' , /W 
Jde o vyhledání obecného řešení systému /l/. Metoda,kterou 

vyložíme,záleží v tom,že místo neznámých funkcí y-̂ ,..,, y_ 

zavedeme jejich lineární kombinace s konstantními koeficienty,' 

totiž z-.,,,.,z. i při čemž tyto kombinace zvolíme tak,aby 
JL ĵ i ' 

hověly systému d i fe r . rovnic pokud možno jednoduchého tvaru . 

Řešením tohoto nového systému obdržíme funkce 2]L>..*>--n « 

Nuže,zavecíme l i n e á r n í kombinace z-_,zg,. „, , z n neznámých 

funkcí y 1 , . . 0 , y n vzorci 
y l r k n ž l + k i 3 a 3 +•"+ * l n a n ' 
y 3 = k 3 l z l * k 3 3 z 3 * — * W n - / 3 / -

ф • * * • # Ä . 9 • #, *' • . 

. yn = \&zX*\sř* *-•* W n ' 
při čemž o konstantách k^ především jenoB předpokládáme, 

ii ••••• htif 

je regulární. 

2e matice 

Vk^ ..... k ^ 
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Lineární substituci /3/ můžeme paáti také ve tvaru 

( r ) - t W , *&•'. (•) = (\X\ 

Odtud a z rovnice /la/ plyne 

K.(z') « AK.(z) 
/ 

a odtud ízj s ť ^ A M 2 ) /lb/ 

Podle předcházející theorie můžeme zvoliti matici X tak,aby 

matice ET̂ -AK měla kanonický tvar.pak jest 

K^AK s o-_ 1 0.., 0 ' 

při Semž c-̂ , o2,...,o
 ; značí kořeny charakteristické rovnice 

matice, A * -

Vychází tedy ze vztahu /lb/ po vynásobení 

zl Ä °lzl * z3 
z3 = °l

я
8>

a
; 

z' - > 

v • 
/ 

°lЧ 
z
e +1 - ^ e ^ l * ^e^З 

• • » t • 

Ч
4 eâ * • ^ • í ^ a 
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Je zřejmé,že ee tento systém difer,rovnic dá snadno řešiti, 

A sice Jsou dif.rovnice pro "funkce z e , z e + e ,«,., 
1 1 3 

z«» 4.A 4. *é homogenní dif .rovnice I. řádu, z nichž lze 
1 3 «•• -» 

bezprostředné tyto funkce vypocísti,Pomocí nich můžeme pak ře-

liti postupné* ostatní dif .rovnice, které jsou,jak je "pat r no, 

vesměs, dif.rovnice lineární,nehomogenní,prvního- řédu.Tím určíme-

funkce z^,Zg,,..,zn a ze vztahů /%/ abdržíme pak funkce 

Yi>ya»«*» ^n • 

33.1»1. J e - l i na př,dán systém l ineárních difer.rovnic 

y£ » - y34-y3 

^8 3 w 2 y l 4 y 3 f y 3 " ^4 / l 0 / 

y'5 « syx - y 3 -y 3 + y 4 

y ; = 3^3-^3 > 
pak matice A z: > 0 -1 1 0 

/ 

-3 1 1 - 1 

3 -1 -1 1 

V 0 3 - 3 0 

je totožná s maticí A na str .111. Zvolíme matici K, která 

převádí matici A na kanonický tvar.Takovou maticí jest,jak 

jeme v idě l i na str.113 , ria př, matice 

t s / 0 3 

a máme 
1T--AK a /O 0 , 0 0 

0 0 1 Q 

o o o i 

\ o § o o 
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Lineární subst i tuc í o mat i ci X , t # : j , subst i tu^í 

> > 4 Уi> 
•* < 
З z з 

V=zi, ~ z 3 

y з я z i •*• z 3 

У4 s Зz.j - 4 z 3 ' ; 
— Zj 

přej de tedy daný,sy st ém- v syst ém 

zl= °> .-*&* z3* z3 = i z4> ' z i * ° 
Jeho obeoné řešení jest 

;.- ' z-* ox ' . 

z3c 0 3 -». O3x*-i.'04 X , 

z3s •• 0 3 +. 04,x 

a4= C4 , kde 0 I I C 3 Í ^ 3 » 0 4 jedu konstanty. 

A odtud plyne obeoné řešeni systému / l o j i 
• , • ' \ o • , ' • • ' • • • ' • , . • • ' • • ! 

y x « 3034-3C3> ^ 4 ^ * i ) y 3 c c^ 4 o 3 * o 4 x 

y = °1- °3- °4* r4-= 3 % - 40 3 ~ 40^-0 4 (3x a *l) , 
• « ' ' • . ' • • • 

33 x § K l a s i f i k a č e r e g u 1 á r n í . o h p á r ů 

m a t i o « 

Pojednáme ještě stručně o klasif ikaci regulárních párů matio, 

která se t zakládá na předcházející Weierstrassové theori i .pře

devším p lat í tato věta,kterou uvádím bez důkazu: 

IštS.J£§ii§£.!: N e c ^ ^ ai> a3> • •»-'»am / z n a č í 1 i b o - • 

v o l n á č í s l a , e^-eg, 8 BMem ; -• i D o v ° -» » á. 

p ř i r o z e.n á č í s l a a n e c h t e^+e3-i-,.4em-; n , 

P a k s v a z e k m á t i c XE - M ř á,d u a , 

k d e li z n a č í m a t i o i k a n o n i c k é h o 

t v a r u /uvedenou na str. l08 j , m á e 1 e m e n t á ap A i 

d ě 1 i t e l e p.r á v ě . 

»;'.;• (X-.^) 8 1 , ( A : > 8 > 3 '; ,-.:.."•.- ( V *,,)** . 
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Podle t é t o věty e x i s t u j í tedy* svazky a a t i o libovolného řádu n , 

k teré mají dané elementární d ě l i t e l e . 

D e f i n i o e i k e g u l á r n i m p á r, e m m a t i c 

rozuaíma par čtvercových matic téhož řádu n , z nichž alespoň 

jedna je regulární.Obě matice takového páru myslíme s i uspořá.-

dány tak,že první matice je regu lárn í . 
i • ' , ' ' ' . - . f 

33.3.3* 'Nechci A,B je regulární pár matic řádu n a nechl . 

polynomy ., ' • • . . . , -
6 1 fW „ \ e k l -. ( ^ " a i y _»» . . . . . . > [ V a-ĵ ) 

(X- a a ) 1, . . . . . . , (X- a a ) 3 .; 

(X- a ^ i , , (X- «̂ J a 
j sou všichni elementární d ě l i t e l é evazku , M-B , p ř i čemž-
'• i * • 

al , a3'"* # , ah J s o u vzájemně různé/ 

Označení zvolme takové,žé exponenty 'e , příslušné k témuž 
• ' , • • • • • ' .. ' > • 

základu,s restoucim indexem nerostou,takže jest 

e_ £ Bg-t̂  •••••' 2* e^ ,' atd,,a mimo tr k-^kg.^ .... s-*-̂  • 
*•* 

Jest ovšem ' 

( ' <• . .- " ** v / Ch) th) . , 
e^...•e^ )+ (e^.. ,4-ejj. J+...4 l e-̂  *»..4* ©£ )» n j33.3.3j 

Pravíme,že regulární pár matic A,B má e h a r a k t e - ' 

r i s t i k u 

|(el-»--y í6*.,) » ^ei>'*'>®k3^"'»^
el »,v*,ekh)j » 

Každý regulární-pár- matic A,B má tedy jistou charakteristiku 

a tato udává i 1/ počet vzájemné různých základů elementárníoh 

dělitelů svazku AA--B , 3/ exponenty elementárních dělitelů 

příslušných ke každému základu. Na př.regulární pár matic 4. 

řádu : E,A, kde A je matice uvedená na str.llijmá charakte

ristiku ((3,1)] , , . 
f • • - • • • • . ' ' ' • ' , 

Sdohl nyní n značí libovolné přirozené číslo a uvažujme o 

anpžině všech regulárních párů mátlo fi-tého řádu.Každý pár má 



;• ' • • ' 11©, : \ ., • ; ' • '.;;';' 

jistou charakterištiku,avšak v z á j e m n é r ů z n ý o h 

o h a r a k t e r i s t i k j. e s t j e n o m k o 

n e č n ý , p o c e t ) . Vskutku,čísla každé charakteristiky 

jsou přirozená a podle /33.3.3/ jest jejich součet n . Odtud 

plyne,že charakteristik je nejvýše tolik,kolik je všechmoíných 

rozkladů čísla n v přirozené sčítance.Těchto rozkladů je . 

ovšem konečný počet a tedy i všech vzájemně různýoh charakte

ristik je konečný počet. 

Mysleme si všechny rozklady čísla n v přirozené sčítance 

uspořádány tak,že na prvním místě je rozklad obsahujíoí jenom 

jednoho sčítance /totiž n /, pak rozklady o dvou sčí^ancíoh, 

pak o třech sčítancích,'atd,,až konečně rozklad o n sčítati- ' 

oích /totiž liii^J-/ 

Na př.v případě n B 4 máme tyto rozklady 
' ' \ ' * * . ' ' ' • 

4} 3,1; 3,3; 3,1,1; 1,1,1,1 . 

Zařadme nyní čísla každého rozkladu do h (« 1,3,..., n ) 

skupin,pokud to jde,a uspořádejme je v každé skupině.tak,aby 

nerostla.Mimoto uspořádejme tyto skupiny podle počtu čísel tak, -'••../•. 

že první skupina obsahuje nejvíce čísel,'atd.Počet všech možných 

charakteristik regulárních párů matic n-tého řádu jest zřejmé 

nejvýše roven počtu těchto uspořádaných skupin, >,•'•• 

Ua př.v případě n r- 4 máme tyto skupiny: 

Pro fa ? 1 j : 4 j (3,1) j (3,3) ; (3,1,1) * (1,1,1,1") . 

Pro h = 3 : 3,1; 3,3 ,• (3,1) ,1; (1,1; ,3 ;U,1) ,CL,l)i4»l/-l
,)»l« 

Pro h -a 3 : 3,1,1 ; (1,1), 1,1 . 

Pro h s 4 : 1,1,1,1 , 

Tedy celkem 14 skupin . • .- , 

Vraíme se opět k obecnému n . Z věty 33.3.1 plyne,že1 existuje 

regulární páry matic řádu n , které majípředepsanou charakte-
'" * » ' . ' } • * ' * * 

rietiku.Odtud vidíme,že všech možných charakteristik je práve^toiik, 
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kol ik je skupin,o, nichž jsme výáe mluvil i .TaE na př,každý regu-

l a j n í páx matic ^ t é h o řádu aá jednu z těchto c h a r a k t e r i s t i k 

[4}, f<3A>J>iÍ3,3jJ,f(3,l,l}],f(l,l i . 
£ 3 , 1 ] , £ 3 , ? ] , f (3 , l ) , 1 ] , £(1,1) , 3 ] ,[(1,20 , (1,1)J , £(1,1,1) , 1 ] i 

f a , i , i ] , £ ( i , i ; , i , i j j £1 ,1 ,1 ,1 ] . 

Ha2veme t ř í d o u _ r e g u 1 á r* n í c h p á r ů matic 

n-tého řádu množinu těch párů,které mají stejnou charakter i s t iku, 

Množina všech regulárních párů matic n-táho řádu se tedy rozpadá 

v konečný počet t ř í d , p ř i čemž všechny #áry téže t ř í d y se da j í 

regulárními maticemi převés t i na stejný kanonický tvar.Na p ř . 

každý regulárn í pár matic 4-tého řádu se dá p ř e v é s t i na jeden % 

párů tohoto tvaru f 3 značí jednotkovou matici řádu 4 / : 

І j E 0 a^ 1 0 0 

0 a x 1 0 

0 0 & ! . ! i u u &x,> N 

\ 0 0 0 Uj^j 

Зj E a^ 1 0 0 

0 a^ 1 0 

0 0 a£ 0 

0 0 *1 

Зj I 

5 j E 

7j E 

a l 1 ' 0 0 

0 a l 0 0 

0 0 a
l 1 

0, 0 0 a l 

a l 0 0 Oì 

0 a l .0 0 

0 0 ^l 0 

0 Ö 0 ar 

a l 1 0 -• 0 

0 a l 0 0 

0 0 a3 % 

4 j 

6j E 

j E 

в»i 1 0 0 

0 a-̂  0 0 

0 Ö a x 0 

0 0 0 a. 

a, 1 0 0 

0 a-, 1 0 

a, 0 0 0 
0 0 0 â  

* 1 1 0 0 

0 Ą O 0 

0 0 0 a* 

0 0 0 a, 0 0 0 * Í 
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9/ E ! 

11/ E } 

13/- E } 

&i 0 0 0 

0 a^ 0 ,0 

0 0 a_ 1 

•- 3 

0 Ö 0 a. 

a 0 0 0 

0 a-,' 0 0 

0 0 8L, ' 0 

0 0 0 a 3/ 

I a.. 0 0 0 

\ 

*í 0 0 

\ 

0 0 a 3 0 

0 0 0 a. 

10/ E } 

13/ E 

14/ E 

a^ 0 0 0 

0 a^ 0 0 

0 0 a_ 0 

0 0 0 a 

\ 

3 

a-, 1 0 0 

0 ÄT 0 0 

0 0-, a~ 0 

0 0 0 a-

a-̂  0 

0 a 3 0 0 

0 0 a 3 0 

0 0 0 < 

Ty-to páry mají charakteristiky,které jsme již výše uvedli.Na 

př. par 1/ má charakteristiku [4] , pár 3/ má charakteristiku 

f(3»-Oj » s-td. Zdůrazněme, že písmena a s různými indexy zna-

5í ovšem disla různá. 

-Vraíme se k obecnému n . Viděli jsme,že se všechny regulární 

páry matic řádu n , které patří dotéže třídy,dají převésti' 

regulárními maticemi na týž kanonický tvar.Ovšem čísla a , 

vyskytující se v kanonickém tvaru jednoho páru.nejsou rovna^ 

'číslům & vyskytujícím se v kanonickém tvaru páru druhého. 

To zřejmé souvisí e tím,že charakteristika každého regulárního 

páru A,B udává počet vzájemně různých základů elementárních 

dělitelů svazku A-V-B a exponenty elementárních dělitelů pa-

tžících 3c jednotlivým základům,avšak neudává tyto základy,t.j. 

příslušná ííéia .*.•>' 
' * { ' . ' • ' . ' • • . . . • . 

Ua př»regulární pár matic řádu 4 , te t i ž E,A, kde A značí 

,̂: ..*&.*fc<*$ w^enm m *tr . lll,itó charakteristiku [(3,1)] 



*ðð* 

a jeho kanonický tvar jes t 

E , S 

Zde je a.̂  .s c • 

Rógulární pár matic 

E i 

lrtverý "je již v kanonickém tvaru,má tutéž charakteristiku 

[(3,1)1 , a tedy patří do téže třídy jako pár E, A . Zde 

však jest a* s li. 

Knižní literatura o maticích . . 
- - » - . . « « • - - . • . » • . - - - - - . - - . - - - - - - - . - . - - i. 

,8. Bydžovský, Základy theor ie determinantů a matic a jioh 

. u ž i t í , /Praha,1930/ 

P. líuth, Theorie und Anwendung der Element ar the i ler 

/Leipzig, 1899/ . ' . • • ' • 

0.0. Mao Buffee, The theory of matrices /Berlin,1933/ 

J.H.M. Wederburn, Lectures on matrices /iJew York,1934/* 
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v ••• • -v 
Opravy a doplňky , 

/základní č í s l i c e značí stránku, iridex k nahoře jdolej značí 

fe-tý řádek shora jzdolaj.I ' • ' _ . 

S t r . 3 1 0 : řádu n > 1 S t r . 4 3 : (A')' 

9 9 

* 9 

3 9 

f 9 

9 > 

f 9 

í 9 

9 9 

9 Ў 

9 9 

$ I 

9 9 

9 f 

I t 

I I 

>І 

•f Џ 

6 10 : Sm 4 ' 1 : > mn^ m í s t o a m l * " ) '*» Q 3 : * d a l š í matici B typu 
, , 9 1 3 : jakákoliv čtvercová matice.. Btr.10 : k =: 1 , 3 , . . . , a 

1 Ó 1 1 * 1 7 : (Uad symbolem 21 má b ý t i n místo u ) . 

l i g : Uy.« . 6 , (mís to n^ .» . . ) ,S t r . l33 ; Platí• zákon komutativní. . 

16' 
"3 " v "TJ 

rovnic o n neznámých ,, 178: X i ^ * . .+V ._ m i-<n '*•• 

,, 17g : řádcích a m sloupcích ,, 19^: determinant ÍAJ , 

36-^ í substitucí o matici A .,, 39 1• ve vektor , A(x) 

3110 :(Dopin u vektoru závor kyj,, 31
1 í (xj'.{xi« 2 . 

33g : V determinantu | R j ,, 335 ;( Doplň na okraji tli) 

353 ,: matice (R-XE)" 1 - ' . 

35/uprostřed j ;(Doplň u t ř e t í h o determinantu chyběj í c í X 
na: r 1 1 ~ X , XQQ"X .. •, 

4 3 1 0 : u ' u (místo i ť u ) S t r .437 : za ( x ) vektor 

**3 • ^ A ^ C ^ t o ř « í ^ ) ^ 3 ,, 459: X0V oU i/3 
, , 4 5 1 1 : matice Ú . ... , , 4 6 1 3 : .5*«i(Š-*U) CU-tíB)""1-* H, 

, , 4 7 3 : pro niž )u+B) •;/.0*; , , 4 7 7 : utvořená matice 

, , 4 8 1 3 : č í s l a Tt . , , 4 8 8 : že | É-iH t £ 0 . ' 

5611:}.f(A)| -=f(*\i) » '- t(X3) . . f ( X a V . S t r . 5 8 ^ 3 : . . • . * a ^ cr 0 , 

604 :(-•«) Ap~1+^-°>--P~3+«-V SJ.r .601 4 : Pak matice y(A) j e . . 

61g :^'(X).9«.-B'e(...y.(-'é)-Ha-^ag2,«. 

6I4 í Cv fflfttioi A3 má být i první č l e n : a ^ * ag i a 13 •••'3 

6Sr* i ( V matici- y(A) má být i poslední č len •* , « t i i a 33 - a ia! E l 3l D 
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S t r . 6 4 ; n - 1 - *• . ,ř.S.t.r,?g : vektory (ya+i) *..ÍV>V 

7 4 1 2 í že f(A} . ( x ^ * 0 , , ?%: .je alespoň> jeden, minor., 

7%: Protože 0 je oC-násobný.. Str«80 ;pro ksO, P*o k ^ l , , 

841*5: (Mezi řádek 13 a 14 vsun řádek teček , » . , . . . . ) 

843: matice A splňuje Str,86 : pro i = 1 , 3 , . . . , s , 

8 6 8 : . , ,eU *c*3-i-. »*«*=c( ,, 8 7 1 1 ; Označme pro m s . . . 

887: vektory řádu . ,, 89-JQ! 3.pro 1 - ^ k ^ r - l ^ l 

90 > > ; (Doplň u vektorů závorky) S t r . 91°4 xf*"1 '' , 
r-k+Г 

> * 

93 : A-* * ^ ( . . . J s . .•e<0> S t r . 9 3 4 : . . . a : r r nejsou rovny 0 . 

9 % : . . . A ^ ^ x * * 1 ) , , 9 4 4 : . . . K t o i ) > . . , , ( ^ ) f t . . 
r - k • . • ' i 

94x0,9: tty f -. . 1 - n ^ f c . . . ) *(...)..-&]-* t>j») r 

* ny[( .,,).(by)]* ny .£(...) .íby)] , 
9*5 6 : = (• • *) * < • » • • • **• *-a »lbn)|-{- n^ •( Tou 4.-J * . . . 

9 8 1 3 : (Doplň závorky u- vektoru ( x j ) . S t r . 9 8 2 : . . , c (o*) 

ÍOO 1 1 : ( 5 1 ) M . . 1 ( 5 A ) f Sfer. 105 3 : nejvyšší mocniny, 
110 8 : Q . S ^ H ^ Q Í L Í Í ; 1 ) . ,, l i l 1 0 ; ( p r v n í řádek v A x 1 ^ ^ e s t o - l l O ) 
117 l 4 r : y-,* 30 3 * 303x * 0 4 ( x3+ l ) 
" - c 
110 fjMá býtijjOdtud plyne,že charakteristik je nejvýše 

" n 
( gS -l^i ) „ferát tolik,kolik je.., , 

ISO A i jMatioa 8̂  má míti třetí řádek; O O a, O ,/• 

133.,: Wedderburn jmísto Wederburn/ 

87..; Ptotože Jřv ̂  ^k~i /misto ^ /* 
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