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K a p i t o l a III 

POSLOUPNOSTI A ŘADY 

§ 1. Posloupnosti a komplexními Cleny 

7 1.ročníku jsme probírali poaloupnostl s reálnými členy. Bude pro nás 
užitečné přenést tuto teorii také na posloupnosti s komplexními členy. Budiž 
dána posloupnost 

(1) , t ••• 

komplexních čísel. 

Limitu posloupnosti (1) definujeme podobně jako u reálných posloupností: 

Definloe. Říkáme, že komplexní číslo cu je limitou posloupnosti (1), 
jestliže ke každému B > O existuje přirozené číslo *v0 tak, že pro všechna 
/n. $ /n/Q je la^- cví ̂  E . (Píšeme opět lo*. o^, = a/ .) 

/n oo 

Jako při reálných posloupnostech můžeme místo € psát s 6 , místo 
= /n/c lze psát > /ru0 ; nemusí být přirozené (stačí, když je reálné). A 
stačí se omezit na £ menší než libovolně předepsané kladné číslo. Uvědomme 
si, že množina všeoh komplexních JC , pro něž IJC - a/1 £ , je vnitřek kru-
hu o středu Ď a poloměru £ I množina všeoh komplexnloh JC , pro něž 
14: - cul = £ , je kružnioe o středu o/ a poloměru £ . 

Připomeňme, že pro absolutní hodnoty komplexních čísel platí tytéž věty 
jako pro absolutní hodnoty čísel reálných: 

I- a/l = lev I , lall = Icul . /// , j ^ i ^ j j f pro / * 0 , 

la, + M i leví • / / / . 

Nevlastní limitu nebudeme zavádět, nejsou-li člsny posloupnosti reálné. 
Posloupnost, která má vlastní limitu, se nazývá konvergentní. Podobně jako u 
reálných posloupností platí věta: Každá posloupnost (komplexních čísel) má nej-
výše Jednu limitu. 

Důkaz: Necht číslo Qj i číslo & (V) je limitou posloupnosti (1)| 
z toho odvodíme spor. Ježto A t cv , je lA-asl >- 0 . Zvolme £ = -j- cul . 
Ježto 0/ je limitou, existuje /n̂  (přirozené) tak, že pro všechna je 

(míním přirozená - slovo "přirozená" budu často vyneohávat, 
kde se rozumí samo sebou). Ježto také A je limitou, existuje /n̂  tak, že 
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pro věechna /w» jo la^ £ . Zvolme » WU* ^ ) j potom Je 
tedy l ^ - c u l ^ S , \cû o a tedy / o/ - =» /a/ - ou^ • a ^ ž 
» / a z - a f c • \cu/Ko- 2t , tj. /a,-i-/ ̂  /a,-// , oož Je epor. 

Jiný důkazt Heohi číslo O/ 1 číslo i- Je limitou posloupnosti (1). Má-
me dokázat, že a x • Budiž £ > 0 # Potom existuji přirozená čísla , 

tak, žs pro všeobna n = /n/y je /oj*, - a// a £ , a pro věechna je 
I - <¿1 = 6 . Pro /*,« WUuí/ ("k,, *ug) platí tedy obě tyto nerovnosti, a tedy 
Ja 

\cu-M t Ico-cuJ • la^- t l i 26 . 

Pro každé i> 0 je tedy \ou -¿I t Z i . Odtud věak plyne a, = Á . 
Také řada dalšíoh vět platí i pro posloupnost komplexníoh čísel: Je-li 

Jíarv Cbfc = O/ (vyneohávám m, oo ), Jfa = & t je £úr*v la/̂ l * la/1 , 
C^+^/n,) = - * o/-^- f ^ww ^ ^ » , 

a v případě * 0 také Á*» « . 

Ježto se v definici limity praouje e absolutní hodnotou /o/̂  - a// , a 
ježto pro absolutní hodnoty komplexníoh čísel platí táž pravidla jako pro ab-
solutní hodnoty reálnýoh čišel, dají so důkazy těohto tvrzení doslova opsat 
z důkazů obdobných vět pro reálné posloupnosti, a proto je nebudu provádět. 

Připomeňme, že z £ů>m/a/̂ s 0 plyne Zc^v Ict^ls 0 (to Je epeoiální při-ZIV-»©© /H, OO 
pad jedné z uvedenýoh vět), a že tuto impllkaoi lze obrátit i 

je-li , je Jbm* a^» 0 . 

Pojem vybrané posloupnosti se definuje jako u reálné poaloupnosti a platí 
opět větai Jestliže posloupnost je'konvergentní, £orv o^s a/ 9 maji věeohny 

/TV-*00 vybrané posloupnosti limitu cu . 

Posloupnost (1) se nazývá omezená, jestliže existuje kladné čialo K tak, 
že pro věeohna w je = K • Jestliže v omezené posloupnosti některé 
členy vyneohám, zůstane posloupnost omszená. Jestliže k omezené poeloupnosti 
přidám konsčný počet členů, zůstane omezená. To jeou samozřejmosti - mluvili 
Jsme o nich ostatně v 1.ročníku. 

Věta* Každá konvergentní posloupnost je omezená. 
Důkaz x Budiž ^Orrv cu . Zvolme třeba £ = ̂  . Tedy existuje tak, 

/K • * « © 

že pro /n>=/rvQ je I a,̂  - a> I 4 , tedy /a^/ = / a; • a^- cu\t 
ú I cul + I (V^ - <x>l ̂  Icvl + t takže posloupnost a^ , a/ 4f a^ ,, ... js O (j ' o 
omezená. Přidám-li k ní na začátek jeětě členy a^, a^, • • •» _./» zůstane 
-omezená. 
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Některé pojmy, kterýoh jsme užívali u reálných posloupností, ztrácejí 
v komplexním oboru smysl} jsou to ty pojmy» které souvisí s uspořádáním reál-
ných čísel podle velikosti: supremum, infimum, posloupnost shora nebo zdola 
omezená, monotonní posloupnost, limes superior a inferior. 

U posloupnosti 

(1) Qjf , cuít , ... 

pišme = A/n, + Á ̂  (<4*» ̂  reálná) a sestrojme posloupnost 
reálných a imaginárních částís 

(2) , ^ » 
(3) V, , 

Uvažme, že pro libovolné komplexní číslo ft = x • ¿y ( x t y reálná) je 
IA/J = VXZ + a tedy 

WlaxUxl, lyl) tUl ú Ul • . 

Věta 20. Posloupnost (1) má limitu au = + ¿v ( e / reálná) tehdy a 
jen tehdy, když (2) má limitu & a (3) má limitu c/ . 

Důkaz. 1) Neoht ŽOnvOu^ = Os £ + ¿c/ . Potom ke každému 6 >* O existu-
je tak, že pro věeohna /n = je IQfo - a/l ^ S , tj. 

^ £ , a tedy též -¿I £ 9 I cfo - c/l £ , takže 
= i-, cfa, = c/. 

2) Nechí J^rucfo^c/ . Budiž £ => 0 . Existují 
/tij, />v2 tak, že pro ^ je l ^ - X a Pro /n = /nz je 
I cl ^ T -

Položím-li ^ = MtuĴ /n̂ , /*vz) , potom pro všechna = Je 

+ c/) ^ * T " * » 

tj. ¿c) I £ , takže = ̂  + ¿c . 

Věta 21. (Bolzano - leierstrass). Každá omezená posloupnost obsahuje vy-
branou posloupnost konvergentní. 

Důkaz. 1) Budiž napřed 

(1) a/f , a/z, Q/y, ... 

reálná omezená posloupnost. Existují tedy dvě reálná čísla , tak, že 
všeohna Qfc leží v intervalu = \JC1 » fa / • 
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Rosdělme J^ na dva »tajně dlouhé intervaly 

•apon jeden s těohto dvou Intervalů obsahuje nekonečně nnoho členů posloupno-
sti (1) osnačae tento Interval * / v _ \ 

J% 9 S^z » 7z / 
(kdyby v obou lntervaleoh (*) leželo nekonečně nnoho členů té posloupnosti, 
vesnu sa \ třeba první a nloh). Ho sdělme opět \ na intervaly 

<**) J £ s f ^ > . < - ^ . » > » 

ježto v leielo nekonečně nnoho ělenů posloupnosti (1), obsahuje aapon je-
den s intervalů (**) nekonečně nnoho členů posloupnosti (1) i tento interval 
..Basí. % . 

lak pokračuji dále a obdržím poeloupnoet Intervalů 

% * % % • (fl** y^y* 

Ifa' ~ * — 4 * 

které mají tu vlastnost , žs každý a nloh obsahuje nekonečně mnoho ělenů a^ 
posloupnosti (1). Ze vztahů (4) plyna« 

• « ř » - ••• » s • ••• » 
• Ti • 

Posloupnost x4 , Jf̂  , ... je nekloaajíol a shora omessná (nebol « pro 
věeohna ^ ) a posloupnost » ••• J* neroetoueí a sdela oaescnáf tedy 
existují vlaatní limity 

Xi/ttv Jtfo s oC , AnvfamA 

(via Dl, věta 63 a 64). Xe vstahu ^ — « P1*** 
Xr 

Č-CC - K M » 0 , tj. 4 . « . 

Sestrojím nyní vybranou poaloupnoat 

(5) • » ••• (Á/j A,z 

takto1 
Položím ^ = 4 \ joat * • 

1) lim míníms Existuje nekonečně mnoho přiroseaýoh číeel AV , pro něž a^ le-
ží v tom intervalu. 
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Ježto obsahuje nekonečně mnoho členů <2̂  , obsahuje 1 členy ^ s In-
dexem > ; vezmu sa nejmenší číslo větfií než , pro které 

£ ̂ Z • Ježto J3 obsahuje nekonečně mnoho členů cut̂  , obsahuje i členy 
s Indexem i* > ; vezmu za nejmenší číslo větší než , pro které 
C/£ € atd. Tak dostávám vybranou posloupnost (5) takovou, že 

» t . •••• 

Tedy je Jř̂  = a ^ = ̂  pro každé . J e ž t o ^ ^ ^ ^ J ^ j m . = , je 
(viz Dl, věta 61) též £c>m/<»t = <x, f takže (5) je vskutku konvergentní po-
sloupnost. 

2) Budiž tecL 

(1) ŷ » ̂ z» ̂  * ••• 

omezená posloupnost s komplexními členyj položme ^ = ̂  + ^ ^ reál-
né). 

Reálné posloupnosti 

(2) ••• 
(3) ¿í . » ̂  » ••• 

jsou tsdy omezené. Podle toho, co jsme již dokázali, existuje taková posloup-
nost přirozených čísel 

(6) Xj Â i ••• 

že posloupnost 
C7) \ . h t » ^ » ••• 

je konvergentní. 

Příslušná posloupnost 

ca) % . ^ . % . ••• 

je ovšem omezená. Tedy z nl lze opět vybrat konvergentní posloupnost. Tj. z po-
sloupnosti (6) lze vybrat posloupnost 

(9) fa ^ fa .... 

tak, žs posloupnost 

UO) . — 

js konvergentní. Posloupnost 
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je vybrána z konvergentní posloupnosti (7) a je tedy také konvergentní. Podle 
véty 20 plyne vfiak z konvergenoe posloupnosti (11), (10) konvergenoe posloup-
nosti 

% • 

jož je vybrána z posloupnosti (1). Tím js existence konvergentní vybrané po-
sloupnosti dokázána. 

Poznámka. Všimněte si ještě jednou důkazu bodu 2). Mohl jsem to říoi 
stručněji (ale ohtěl jsem se vyhnout nedorozuměni)i Z posloupnosti 
fy 9 ty 9 ̂ 3 » ••• vyberu posloupnost , Ott , a^ , ... tak, aby posloup-f ^ J 
nost reálných části byla konvergentní) a z posloupnosti , a/£ , ... vybe-
ru posloupnost , a/^ , a ^ , ... tak, aby i posloupnost lmaginárnioh čá-
stí byla konvsrgentní. 

Z věty 21 snadno odvodíte důležitou podmínku Bolsanovu-Cauohyovut 

Věta 21*. Posloupnost (1) js konvergentní tehdy a jen tehdy, jestliže je 
splněna tato podmínka» 

Ke každému kladnému číslu £ existuje přirozené tak, 
( B.C. ) že pro věeohna přirozená jv je 

I ^ - I » £ . 4b 'O 

Poznámka 1. Tuto větu jame pro posloupnosti reálných čísel odvodili již 
v 1.ročníku. Tento důkaz je obeažen v Dodatku, věta B. Tam je také řečeno ně-
kolik slov o významu této věty. Z věty (týkajíoí ae reálných poeloupností) by-
ohom snadno odvodili větu 21* užitím věty 20. Předkládám zde jiný důkaz, spo-
čítej ioi na větě 21 a neužívající věty B z Dodatku. 

Důkaz věty 21*. 1) Heoht (1) je konvergentní, lem Ofa* co . — — /H* oO 
Budiž ¿ > 0 . Potom exlatuje tak, So pro věeohna /*v0 je 
I 001 = y • Pro kašdé přirozené f*> je tedy 

takže podmínka (B.O.) je eplněna. 

2) Beohi Jo eplněna podmínka (B.O.). Potom k Člelu £ »4 
exietuje tak, že pro věeohna přirozená /c je 

• t , d y ' ' -
Tedy posloupnost a^ , d/^ ̂  ̂  , ou' , ... Je omezená, a totéž platí o oelé 
posloupnosti (1). ° 

1014-4527 



- 113 -
Podle věty 21 existuje tedy konvergentní vybraná posloupnost %» . ••• • 

(12) Jvm, O/j = oG . 

Tvrdím, že oelá posloupnost (1) má limitu ** . Důkasi Budiž £ >• 0 j podle 
podmínky (B.C.) existuje *v0 tak, že pro všeohna přirozená jv je 

Z (12) plyne, že existuje tak, že la/* -cel = -f . Ježto 
X« £ , plyne s (13) - V / í J- . Tedy pro každé přirozené 7 AVa ° O 
+> Je 

Tedy vakutku « . -»OO 

Poznámka 2. 7 praxi ae vyakytujl ěaato posloupnosti takto definovanét Je 
dána funkoe fa jedné reálné proměnné, definovaná v nějakém Intervalu ( , •««o) 
a vyšetřujeme posloupnost 

(14) fa ('),£(*), fW), ... 

(nevadí, jeatllže několik prvníoh členů posloupnosti nemá smysl). Neoh{ funk-
oe fa má limitu A v bodě + °° . Potom také poaloupnoat (14) má limitu A . 
Důkaz (pro vlastní limitu)t Budiž £ > 0 | potom existuje tak, že ne-
rovnoat Ifa(-x) - AI < £ platí pro vžeohna reálná x » x0 a tedy speoiálně 
též pro všoohna přlrosená x * x0 . Hapř. pro každé reálné c/ je 

lion/ X 
JL JC. 

-ř-oo 

(pište JCX a ^ a užijte toho, že / ¿ n n . s 0 ). Tedy též posloup-
c/ 

nost čísel /n,^ (/*,« Z 9 ... ) má limitu ' . Obrátit se ovšem tato věta 
nedál poaloupnoat člael , , v/n,Jf 9 ... má limitu 0 , ač 
funkoe ¿«/w/.xft' sřejmě nemá limitu v bodě +<*> . 

S 2. Nekonečné řady. 

Už v 1.ročníku jsme probrali pojem aoučtu nekonečné řady. Zopakujeme to, 
ale budeme vyšetřovat obooněji řady a komplexními Členy. Budil tedy dána po-
aloupnoat komplexníoh Čiael 
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(1) a/f , <vít a/j , ... 

Sestrojme posloupnost "částečných součtů" 

(2) = a/f, ¿¿=0/7+0^, ..., = Q/f + o/̂  + .. a^, ... 

Jestliže tato posloupnost má vlastni limitu 

<&jrrv = >6 , /n/ oo 
říkáme, že nekonečná řada 

(3) • a/z • a/3 + ... neboli £ ^ W 
4 

je konvergentní a má součet <6 ; píšeme pak také 
oo 
S . íi/yn, = A nebo Q/i + a/̂  • a/3 + , . . 3 ^ f m-4 

takže znak (3) znamená jednak nekonečnou řadu, jednak její součet (nedorozumě-
ní sotva může nastat). Číslo Ofo nazýváme "i-tým členem řady (3). Sadu, která 
není konvergentní, nazýváme divergentní. Jestliže řada (3) má reálné členy a 
je divergentní, může ještě posloupnost (2) mít nevlastní limitu +<» nebo 
- oo { říkáme potom, že řada (3) má součet +<*> nebo -oo a píšeme 

o© 

= + oo (nebo - oo ) neboli /as 7 
+ ... = + oo (nebo - o® ). 

Řady dělíme tedy na konvergentní a divergentní. Divergentní řady s reálnými 
členy můžeme ještě dále dělit na řady se součtem + « nebo -o© (neboli řady 
divergující k + °o nebo k - oo ) a na řady, které nemají vůbeo součet (tj. 
£vm/éneexistuje, ani vlastní ani nevlastní) - těm se někdy říká oscilující m, ->oo ' 
řady. 

Dát řadu CL^ + • ... znamená totéž jako dát její členy, tj. posloup-
nost ^ * ^t t % * • •• Přesto užíváme zvláštního slova "řada" z toho důvodu, 
že nás zajímá u řady (3) jiná otázka než u posloupnosti (l)t studujl-11 po-
sloupnost (1), zajímá mě především existence a hodnota její limity s&m, o^ ; 
studuji-li řadu (3)» zajímá mě hlavně existenoe a hodnota jejího součtu, tj. ni-
koliv limita posloupnosti (1), nýbrž limita posloupnosti (2). 

Věta 22. Je-li řada + + ••• konvergentní, je /úma/^s 0 . • n\f-*oo 

Důkaz. Neohl A^ značí -n-tý částečný součet řady (3)» * její součet, 
tafcže Á/m/ a^ = A . Zřejmě ^ = A ^ + a^, cu^ = ̂  - , i dále 
tom _ ̂  = A 9 takže Lyrru Oû .̂ A ~ /*, - O . 
/n -»oo *v-9oo 
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Přiklad 1. Sada 

(4) a/f • Qf< • • • • • • • 

(/»fc-tý ölen je a^"1"'' ) se nasývá geometrická řada s kvocientem p • Předpo-
kládejme 0/4 + 0 . Je-li Icfrí = 4 , je If^'U s / ^ ž ^ , tedy 

I M lo/1l > 0 , takže /*-tý ölen nemá limitu 0 a řada (4) podle věty 
22 diverguje. 

Zbývá vyšetřit případ . Je 
A /P^ V ^̂  ( 4 • • f • . . . • ) {4 - f ) m 4 - , 

jak vlte nebo jak se přeavšdčlte vynásobením. Tedy /n-tý částečný součet řady 
(4) je 

(5) V » «fr ," y , pokud . 
4 - ¿y 

Je-li 0 é y , Je 0 . Protože = platí pro 
rovnost a odtud fom/ a ^ s 0 . Podle (5) je tedy 

IfrrruA»̂ *. 1 . Sada (4) Je tedy pro Icv}^ 4 konvergentní a má souöet 
/K -»oo 7 - ty 

4 -cy * 

Přiklad 2. Implikaoi z všty 22 nJe-li řada konvergentní, je ¿ w / o ^ s j) " /iv+oo 
„ - O a Ir M, "V -» OD 

je divergentní. Vyšetřujme tsv. harmoniokou řadu 
nelae obrátit* Sestrojíme totiž řadu, u které je Zom a/ 0 a která přesto "W'->00 

j ^ 1 1 
• • • 

( /n,-tý člen je • Zde je ¿Om> ¿ s Ö . Dokážeme, že řada je divergentní. ftv 00 
Její /»-tý částečný součet jo « 1 • + ... Zřejmš 

> , takže posloupnost , ̂ , ¿j , ... je roetouoí a tedy má limitu, 
bu&to vlaatní nebo +00 . Dokážeme, že ÁwA^ * • 00 . Je /tv-yoo 

±+ JL > -i-» -i-

JL+ JL+ J_ ^ Jt_ x JL 

4 4 4 4 3 4 
~ + w + i r * * i r * i r * z 

a obeonš pro oelé /rv > 1 
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Z W +1 mmm z • *m * • 
Tedy pro > 4 

. « 4 , í 4 y . /»v 
+ + + t -

Odtud je vidět, že posloupnost ¿i , , ... není shora omezená, tedy nemá 
vlastní limitu a tedy (poněvadž je rostoucí) je /c^m/A^- +o© . 

/*/-* oo 
M 0O 

Věta 23. Bučíte ^ ^ ^ = ̂  » ^ konvergentní řady, bu-
diž c/ komplexní číslo. Potom jsou konvergentní i řady 

Důkaz. Bučíte A^ = + •,. + , = ̂  + ... + částečné součty 
daných řad. Potom /n,-tý částečný součet řady ( j e 

a jeho limita je + ť . Podobně řada má >n.-tý částečný součet /Hs 7 
fťty* ... + = c/A^ , a jeho limita je c/. A . 

Poznámka 1. U řad s reálnými členy , je možno tuto větu ještě 
|2 ON 

doplnit. Jestliže a^- roo ' u jestliže posloupnost částečných aou-

čtů řady 5 ^n, je zdola omezená (což nastane např. tehdy, jestliže tato OE T;í-.da ' i • v • Stí. «• ¿-o potom je 2 ' *ín* £v> - -r co 5 
— T -f'Lc:;". , • ¡. ' ŷ -o .v> , součet -oo pro 0 . Důkaz /n. = 

si čtenář provede sám. 

• '.U'. . • • / . 'cl rn GS-t «• i- , t . iiíboll 

* " 1 ' /7l = J <*» 
+ + + cu<mJf + 0/o + a^ + + ... neboli apod. "Sčítaoí 

Napsané rovnosti ovšem znamenají, 2e součet první řady je číslo A , součet 
druhé řady je číslo t 

2) ' To znamená, že řada diverguje k + oo , 
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oo 

Index" se nemusí vždy značit písmenem mj j např. ^ a/e znamená totéž jako 
OO Jí = 1 
2 Q/fty • Ještě jedno zjednodušení symboliky* řadu s členy a/̂  , -a>z, -

... byohom měli psát • (-<24) • • (-o/v ) • . „.j místo toho pí-
šeme - a^ + - a^ + ... j nedorozumění nemůže nastat) druhý způsob zápi-

00 m. 4 su je ověem (- 4 f " . 

Poznámka 3« Pojem součtu konvergentní řady je přirozeným zobecněním pojmu 
součtu konečného počtu čísel. Dá se proto očekávat, že mnohé vlastnosti součtu 
konečného počtu čísel budou platit i pro součty nekonečných řad (jinak by po-
jem nekonečné řady neměl mnoho smyslu); jako příklad může sloužit věta 23« Ale 
pojem součtu nekonečné řady je zobecněním pojmu součtu konečného počtu čísel^ a 
proto se musíme u každé vlastnosti součtu konečného počtu čísel přesvědčit, zda 
se dá přenést na součty konvergentníoh řad a nesmí nás překvapit, jestliže ně-
které vlastnosti se přenést nedají. Vezměme příklad. Neohl 2E. o^ = A> je kon-
vergentní řada. Tedy = A , kde ^ = + • ... + Zvolme ro-/n, 00 
stouoí posloupnost přirozených čísel •< X^-^Xj ... a sestrojme řadu 

• • a/Áí*z * ••• * ••• 

(první člen je tedy • + ... + a% , druhý * * ••• + 1 
atd.). Částečné součty této nové řady jsou Ai , 44,, , , ... a tvoří vy-
branou posloupnost z posloupnosti Az% • •• i tedy tato vybraná posloupnost 
má rovněž limitu A , neboli řada (6) je také konvergentní a má opět Boučet 
A V konvergentní řadě můžeme tedy "přidat závorky" a konvergence ani sou-
čst řady se tlm nezmění. Ale jinak je to s vynecháním závorek. Vezměme řadu 

(7) (*•<-<#))•('•(- O ) O ) + ... 

(každý člen je /•(- / ) s 0 ) . Sada je zřejmě konvergentní a má součet 0 . 
Vyneohám-li závorky, dostanu řadu 

(8) 4-4 <¥4-4 + 4 - 4+ ... % 

částečné součty jsou , 0 , 4 , 0 , . . . nemají tedy limitu, fiada 
(8) tedy diverguje. Zkusme ještě v (7) přemístit závorky takto» 

4* {(-4 ) * 4) • ((- 4) • 4) + ((- 4) • 4) • ... ; 

Součet & + & + t/ je možno pojímat také jako aoučet nekonečné řady 
a/+ /r + c + 0 + 0 + 0 • . . . . 

4) tfvaha by platila beze změny i pro * * •«? a A> X -
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dostáváme řadu 1 + 0 + 0+ 0+ ... v která je konvergentní, ale má eoučet 1 
a nikoliv 0 . 

Poznámka 4. Součet konečného počtu číeel se nezmění přidáním nebo vyne-
cháním sčítanců rovnýoh nule) ukážeme, že totéž platí pro nekonečné řady. Měj-
me řadu 

(9) fy • • <»3 • ... 
s částečnými součty 

(10) ¿4 9 t $ • • • 

Přidejme do řady (9) nějaké nulové členy (třeba i v nekonečném počtu), např. 

(11) 0 + Q,i + clz + 0 + 0 + 0+ a/j + 0 + 0 + o/H+ ... j 

částečné součty řady (11) jsou 

(12) 0 f , Az , A>z , 4Z , Az , , A3 t ¿J , Att f ... ; 

až na tu nulu na začátku se (10), (12) liěi jen tím, že se v (12) někteří čle-
nové posloupnosti (10) několikrát opakují. Velmi snadno byste dokázali toto: 
má-li jedna z posloupností (10), (12) limitu (v reálném případě třeba i ne-
vlastní), mají obě touž limitu. Tedyt Jestliže v nekonečné řadě vyneohám nebo 
přidám nulové členy (třeba i v nekonečném počtu), má nová řada etejné vlastno-
sti jako původní, pokud se týče existenoe a hodnoty součtu. (&tsnář se sotva 
zalekne triviálního případu, kdy řada obsahuje jen konečný počet nenulovýoh 
členů nebo ss dokonoe skládá ze samých nul.) 

Poznámka 5. U součtu konečného počtu číssl smíme sčítance libovolně pře-
rovnat x 

a/ + Á + c/ » c/+ a/+ & apod. (komutativní zákon). 
Jak je to u nekonečných řad, povíme ei později. 

Budiž nyní m, přirozené. Bude pro nás důležité zjistit, kdy a v jakém 
smyslu platí rovnost 

Levá strana zds znamená součet řady fy + cû  + ... . Pravá strana js součst 
»l + 4 sčítanoů} pivní je fy , druhý cut t ... /*-tý a*m% poslední sčíta-
nec je součet nekonečné řady + + . •• (říkává se mu "zbytek řady 
fy • • • • • P° ^-tém členu"). 

Věta 24. Je-li jedna z řad ve vzoroi (13) konvergentní, jsou konvergentní 
obě a pro jejich eoučty platí rovnoet (13). Jaou-li <yi reálná člela, a má-li 
jedna z řad v (13) součet + *o (popřip. - » ) f mají obě souěet + «o (po-
při p. - » ). 

oo 
(13) 
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Důkaz. ^ f*>-tý částečný součet řady vlevo Je = + ... + t 
/v-tý částečný součet řady vpravo Je • % • + 
2 toho ^ • ^ + ... + ^ • 

Odtud Ihned plyneš Exiatuje-li vlastní limita Ám/čl = 6" , existuje také f\/ eo ' 
vlastni limita Amv a =0/4+ a/a + ... + 6" a ovfiem 

^ a ¿ w a Naopak, existuje-li vlastni limita ¿¿w 4. - /> , -̂>00 ^ .̂»oc * » fr + oo r* 1 

existuje i vlastni limita 

Aw^b, = A - - a/- - ... - a/^ . 00 ' 
Tedy» Vlastní limita = existuje tehdy a Jen tehdy, existuje-li jv -»oo / 
vlastní limita ¿¿ms 61 = 6" , načež platí rovnost = a/, + • ... + â . + . V̂ 00 ' I V 
Podobně se v reálném případě dokáže, že /¿ms = + ®o (popříp. - 00 ) tehdy flc ̂  00 ' 
a jen tehdy, když *fv= + (popříp. - °o ). >00 

Poznámka 6. Neoht řada + Q/z + ... je konvergentní a má součet ; 
je-li ^ její ^-tý částečný součet, označme A^ 3 ^ - ( ̂  je tzv. "zby-
tek řady po m,-tém členu"). Ježto a»^ = a , je Xr>vA^ = 0 . Podle vě-•» 00 
ty 24 je zbytek A^ součtem nekonečné řady: 

Afc « 2 ^ . 
eO 

Dovedeme-li odhadnout velikost součtu řady X a/4, , je tím zároveň odhad-
JL = /n+1 

nuta ohýba, které se dopustíme, když součet nekonečné řady + o^ + ... na-
hradíme /»c-tým částečným součtem. 

Poznámka 7. Z věty 24 plyne také toto: Jestliže v konvergentní řadě při-
dám, vynechám nebo změním konečný počet členů, dostanu opět konvergentní řadu 
a součet se změní zřejmým způsobem. Např. je-li + • + ... 
konvergentní řada se součtem A » má řada 

+ <¿1 + ¿3 + + a/j + + + . . . 

součet 

5) je tecL pevné číslo; indexy musíme proto značit jinými písmeny. 

^ Vlevo Je limita posloupnosti a 4 , ¿3 , ..., vpravo limita posloupnosti 
* * ' i oboji znamená totéž, jak víme. 
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nebol podle věty 24 má první řada aoučet 

> laj 
a druhá má součet 

Provedu-li tedy takovou změnu u řady divergentní, zůstane divergentní. A ko-
nečně (v případě reálnýoh řad) provedu-li takovou změnu v řadě o součtu •«© 
(popřip. - «o ) , buds mít i změněná řada součot + 00 (popřlp. - ®® ). To 
plyno rovněž z věty 24* 

Poznámka 8. Buite M ^ 
2 v, » ,6 , 5L A = t 

dvě konvergentní řady s reálnými členy; neohi pro věeohna X je a^ = ̂  . 
Potom je -6 = ř . To je zřejmě, ježto fy + ... + fy^ = ^ + ... + pro kaž-
dé on, , a limitním přechodem odtud plyne A £ t . Neohí opět ^ = ¿X pro 
věeohna X a nechí existuje určitý index /n̂  tak, že Tvrdím, 
že nyní je dokonoe A < t . Je-li mv * m,a , dostaneme 

+ ... + fyn,^ + + ••• + ¿ívrv (ostrá nerovnosti), ale limitním pře-
ohodem dostáváme zase jenom A š t . Tento postup nevede tedy k cíli. Proto 
postupujeme jinak. V rovnosti (13) položíme - "i>0 , označíme 00 ^ 
2 = ̂  , Z ^ = T . Podle věty 24 je 

A - fy + ... + + ̂  , t s /fj + ... + • ^ • 

Zde je G' = T , fy + . . . + cu^ ^ • ... + (ostrá nerovnost!), tedy o o 
vskutku * -c t . 

Přepíěeme-li Bolzanovu-Cauchyovu podmínku (viz větu 21*) vhodným způsobem, 
dostáváme tuto větu: 

Věta 25. Řada 0 ^ + 0 ^ + . . . je konvergentní tehdy a jen tehdy, je-li 
splněna tato podmínka: 

Ke každému £ > O existuje přirozené nrva tak, že pro věeohna 
(B.C.) J přirozená fv je 

i«',*,*, • • ••• * " ^ j * 1 * £ ' 

Důkaz. Jde o to, kdy posloupnost částsčných součtů je konvergentní. 
To platí tehdy a jen tehdy, jestliže ke každému í > O existuje přirozené 
tak, že pro všechna přirozená /f je l^^+fi, ~ / = ^ • ále 

A - a*. = A + a/ , • ... + o/ ; tím je důkaz provedex 
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Uvažme, Že 

Jestliže tedy 1^1 + lo/tl • ... splňuje podmínku B.C., splňuje ji také řada 
0/f • Q/t • ... . Jinými slovyt 

Věta 26. Jsatliže je konvergentní řada 

(14) latfl + la/J • /o/5/ • ... , 

je konvergentní také řada 

(15) fy* * ... . 

Definioe> O řadě (15) říkáme, že je absolutně konvergentní7\ jestliže 
řada (14) je konvergentní. Jestliže řada (15) konverguje, ale řada (14) diver-
guje, říkáme, že řada (15) konverguje neabsolutně^. 

Věta 26 tedy říká, že každá absolutně konvergentní řada je konvergentní. 

Přiklad 3. (neabsolutně konvergentní řada). 
Řada . , 4 4 4 4 4 4 4 - 1 + — — • — — + — — + ... Z Z 3 3 b b 

má částečné součty 
4 0 - 0 - 1 - 0 — 0 1 » v 9 £ 9 * j 9 * if * » " • • 

Řada je tedy konvergentní a má součet 0 . Řada absolutních hodnot je 
j * 4 4 4 4 4+4 • y- + T + — + — • ... . 

Tato řada je divergentní; to je vidět z toho, že harmonická řada 
4 + — + — + ... má aoučet + <*> (vis přiklad 2) a každý člen řady Z 3 *ř 

j j 4 4 4 4 ^ 1 • 4 + —- + —- • — + — • ... 1 1 3 3 
(až na první člen) je větií než člen harmonioké řady se stejným indexem. 

Podmínka (B.C.) pro konvergenoi posloupnosti je sioe nutná a postačují-
ol, ale často se obtížně ověřuje. Existuje však důležitá třída posloupností, 
kde lse konvergenci vyšetřit snadněji. Jsou to posloupnosti monotonní, např. 
posloupnosti neklesající. Taková posloupnost je konvergentní tehdy a jen 
tehdy, je-li ahora omezená* není-li shora omezená, má limitu + «» , V teorii 
řad odpovídají neklesajícím posloupnostem řady s nezápornými členy. Je-li to-

nebo bezpodmínečně konvergentní, 
nebo podmínečně nebo relativně. 
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tiž fy + ty* ^ + ... řada a nezápornými členy (a^ á O pro všeohna při-
rozená m/ ), platí pro částečné součty a^ vztah = a • a^ i a^_ ̂  , 
takže posloupnost Ai t AZt ¿3 , ... je neklesající. Tedy a^ existuje a 00 
je vlastní nebo + podle toho, zda posloupnost A f tA Z t ... je či není 
shora omezená. V případě omezené posloupnosti js Jum* = a ^ . 

MS -* 00 Y X J 
Tedy máme tuto větut ' ' ' *" * 

Věta 27. Budiž fy + a^ • fy • ... řada s nezápornými členy. Je-li po-
sloupnost ¿4 , ... částečnýoh součtů shora omezená, je řada konvergentní 
a má součet A = Mifi/ A^ . Není-li posloupnost částečných součtů shora ome-

zená, má řada součst • °o . 

Často se mluví o řadách s kladnými členy. To není žádné podstatné omezení 
proti řadám s nezápornými členy, nehol podle pozn. 4 lze nulové členy vyneohat. 

Poznámka 9« Budiž fy + && + ... konvergentní řada s nezápornými členy 
a se součtem A . Potom pro její částsčné součty A^ platí = 4 • Jestli-
že řada má nekonečně mnoho nenulových členů, je dokonce * . Důkazt Ne-
rovnost A^ = a je zřejmá, ježto A je supremum částečnýoh součtů. Jestliže 
řada má nekonečně mnoho nenulových (a tedy kladných) členů, potom ke každému 
přirozenému m/ existuje /m/>/tv tak, že fy^ > O . Potom je /)fn%/ a ověem 

* > tedy ¿w^/i . 

Věta 28. Buáte dány dvě řady 

(16a) fy + + ... 
(16*) + ¿x • • •• 

Necht pro všeohna přirozená ^ je 0 = J^. Potom platí» Je-li (16*) 
konvergentní, je (16a) konvergentní (a tedyi je-li (16a) divergentní, je 
(16*) divergentní). 

Důkaz. Položme A^ = fy + ... + , tn, s ^ + • • • • ̂  » takže 
An, • t*, • Je-li (16*) konvergentní, jsou t^ shora omezená, tedy existuje 
číslo K tak, že pro všeohna přirozená "/w je t̂ -c. K , tedy také a^^ K , 
a tedy je (16a) konvergentní. 

Poznámka 10. Co rozumíme nekonečným desstinným zlomkem 

( * ) A = 0 , fy fy a/3 a/¥ ... 

kde o^ jsou celá čísla, 0 ů o^š 9 ? 

Tím rozumíme součet nekonečné řady 

fy fy fyn, . • . + ... + — T ... . 
40 40l 40m/ 
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Ježto 0 ž — % — = a ježto řada + -̂ -r- • — . . . je konver-

y Q 4 j gentnl geometrioká řada a kvocientem — — a ae součtem . — = f , 

je podle věty 27 a podle pozn. 8 řada (*) konvergentní a je O = a = 4 j 
přitom je <6 s 0 tehdy a jen tehdy, jsou-li vSeohna a^ rovna nule, a je 
6 = 4 tehdy a jen tehdy, jeou-li všechna a^, rovna devíti. Na tom lze založit 
vyjadřováni reélnýoh čísel nekonečnými desetinnými zlomky; podrobný výklad viz 
např. Dl, kap. IV $ 5* 

Pomdmim n . Yěta 28 by zůatala v platnosti, kdybychom nerovnosti 
Ob a^ * nepožadovali pro všeohna ^ , nýbrž pouze pro všechna /n/ vštšl 
než jiaté číslo ^ 0 . Nebol podle pozn. 7 se na konvergenoi řady nic nezmíní, 
vyneohám-li konečný počet členů. Dávejte však velmi dobrý pozor na to, že věta 
platí Jen za předpokladu, že jde o řady, jejichž členy jeou - aspoň od jistého 
indexu - nezáporné. Ježto absolutní hodnoty jsou čísla nesáponiá,lze všty 
28 užít k vyšetřování absolutní konvergenoe řad s komplexními členy: 

Yšta 29. Beohí pro všeohna přirozená "v (od jistého indexu počlna-
jío) je * ¿ m / a neoht 5 ^ konverguje. Potom a? konvergu-/*l= T /ti- i 
je absolutně. 

00 
Důkaz» Podle věty 28 je řada 2 konvergentní. 

m, s 4 
Z 9 j 

Víme, že řada < Y - + f • ... je konvergentní řada s kladnými členy, 
jestliže 0 f ^ 4 . Yezmu-11 tuto řadu ve větě 29 za řadu ^ • ̂  • ..., 
dostanu tuto užitsčnou větu» 

Yěta 30 (tzv. odmocninové nebo Cauohyovo kriterium). 
1) Neohi existuje přirozené číslo nvQ a člalo 4 tak, že pro 

všeohna přirozená m, a m,0 je 
m, 

(17) flZZi í <y . 

Potom 04+ • ... konverguje ábaolutně. 

2) Neohi existuje přirozené číslo tak, žs pro všechna přirozená > . /K m n%/0 je 

(18) ) Í*J * 4 . 

Potom % + a/t • a<j • ... diverguje. 

9 ) Tedy je ^ š 0 . 
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Důkaz. 1) Plat 1-1 i (17) pro = , je la^l = pro ^ = m,0 a 
podle vSty 29 je fy • a/z + ... absolutně konvergentní. 

2) Platl-li (18) pro /», = /rv0 t je pro tato /»v splněno 
lofal = ̂  , tedy není fyyu - 0 , takže podle věty 22 Je fy + fy 

divergentní 
x /*,-* oo 

Pohodlnější než věta 30 je často tato věta (limitní Cauohyovo kriterium): 
/»V 

Věta 31. Jestliže ¿ w I ^ ^ J ^ í , je fy+ fy+ ... absolutně kon-
vergentníj jestliže W&ŠJ^ 1 j11* je 04+0/4,+ ... divergentní. /»v 

Důkaz. Označme /¿>>n/ VIfy»I = . Je-li «,-£.-/ . lze zvolit čislo 
tak, že oL ^ <y 4 . Existuje Číslo tak, že pro všechna je 
V\fyrJ ^ a z věty 30 plyne absolutní konvergenoe. Je-li oc >• 4 , existuje 
číslo tak, že pro všechna /n, = /n/0 je r Ifŷ l a z věty 30 plyne di-
vergence. 

Otr 
~ ' se rov-Věta 31 neříká ovšem nic, když Zi/m/ r n z I buito neexistuje nebo 

ná jedné. V případě h>m/li = + oo nastává ovšem divergence. VH/ 1 «7 
Přiklad 4. Budiž c reálné číslo, JÍ komplexní číslo. Vyšetřujeme řadu oo Js 

!E m^x^ . Je /ru""* 4 (viz poslední poznámku v § 1), tedy 

Jbsmj iTm^lxT= IJCI 5 /H» oo 
tedy řada je konvergentní pro Ixl 4 9 divergentní pro Ixl >- 4 t at je 
<y jakékoliv. Pro ¡xl = 'Z nedává věta 31 žádnou.odpověž.. Ale aspoň částečnou 
odpověá dává věta 30. Pro Ixl = 4 , c/ Ž 0 je V ňe/\x\m/ = = 4 , tak-
že řada je podle věty 30 divergentní. Pro Ixl = 4 , c/^0 nedává nám ani 
věta 30 ani věta 31 žádnou odpověcl* 

0 něoo méně vydatné než odmooninové kriterium, ale zato často pohodlnějěí, 
je toto podílové nebo d 'Alembertovo kriterium: 

Věta 32. 1) Neotři existuje přirozené číelo a čislo cy^l tak, 
žs pro všechna přirozená /n é /tv0 jo 

(19) /H 

) Poznamenejme, že užiti věty 29 zde nevede k olli. Ježto řada 4 + 4 + . . . 
je divergentní, plyne z věty jen, že řada Ifyl + Ifyl + ... je divergentní 
tj. že fy + a/z + ... je buito divergentní nebo neábeolutnž konvergentní. 

1 1 * Sem počítáme také případ 1/lfy.l = • oo . 
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Potom řada Q/f + a/2 • ... je absolutně konvergentní. 

2) Heohfc existuje přirozené číslo tak, že pro všsohna přirozená 
/ru0 je 

( 2 0 > . < • 

Potom řada *> a^ + + ... je divergentní.12^ 

Důkaz. 1) Z (19) plyne, že pro je 

' «V«-4 «á-f 
la, I - I*/ + * ^ / ¿ / ̂ - ^ o " V ~ l^o ' a,*,. • „ •••• -st—;' - / a k J f .o oo 

Sada 5! / • a/rL"/nó je geometrická řada s kvooientem <2 , tedy kon-As /»tfc O r ' f 
vergentni. Tedy je o^ + a^ + ... podle vSty 29 absolutně konvergentní. * 

2) Z (20) plyne 

Pro vSeohna ^s/n^ je tedy ta^,/ = / 0 , tedy není = 0 a 0 /»V 
tedy je řada divergentní podle věty 22. 

Stejně jako jsme z věty 30 odvodili větu 31» lee z věty 32 odvodit toto 
limitní kriterium: 

Yěta 33» Je-li J ̂ ^ I -c. 4 , je + + .., absolutně konver-/itípo I ^nv I 
gentnl. 
Je-li Xc#n/ I ! > 'J je &Í+ + ... divergentni. Důkaz ai čtenář /tv OO /tv ' 
provede sám. 

Poz-ilaká 12. Yčirnněme si malého rozdílu, ».i-rý týká případu divergence 
ve větách 30, 32. Ve větě 30 bychom mohli kriterium pro divergenci jeátě trochu 
zlepéit: pro divergenci stačí, když nerovnost ( L8) platí pro nekoru-tnohc 
zn, j nebot potom je Ity*,! - 4 pro nekonečně mnoho m. a tedy není = 

Takové zlepšení u věty 32 není možné. Uapř. pro řadu -4- + + -7- + — + 
> ** -y 

—L + + + + platí (20) pro ne ke a..« anoho v á f iO -ft 
řada konvergentní, jak velmi snadno dokážete. 

12) r, __» 1.0 - > , 1 n v,, 

členy můžeme podle poznámky 4 vynechat. 
13) , f a/„ Sem počítáme též případ ^ m í — I = + 00 . 
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Přiklad 5. Budiž JC komplexní číslo. Vyšetřujeme řadu 

Z M x"0 . Pro Jt a 0 je řada zřejmě absolutné konvergentní (součet 

je 0 ). Pro x £ 0 jsou členy řady vesměs různé od nuly a můžeme skuelt vi-
tu 32 nebo 33. Výra* j | je sde 

(21) . ii-i! lx\ = ' J* j . 
(Z*v+Z)! ("v !) * ' 

^ T 

Jeho limita je -J- Ixl , 
tedy máme podle věty 33 absolutní konvergenol pro 

M < 4 , dlvergenol pro lx I >• 4- . Pro Ixl je limita ' , takže 
věta 33 eelhává. Ale výra« (21) je pro Ixl = V roven ^ * > 4 , takže 
věta 32 dává divergenoi. ^ + z 

Pro řady a nesápornými členy, u nichž je a^ = = ^ = ... , je čaeto 
užitečné toto integrální kriterium. 

Věta 34. Budiž ^ funkoe nerostoucí, spojitá a nezáporná v intervalu 
'̂jy, + oo) • Potom platit 

Sada 
(22) /(<x) + ... 

je konvergentní tehdy a jen tehdy, jeetliže integrál 
x 

(23) « / ¿f 
es 

má vlastní limitu Zt/m/ & (x) . 4í-»+00 
Poznámka 13. Tuto limitu jsme v prvním ročníku značili 

+ oo 

t/ 
Poznamenejme, že funkoe je neklesajíoí v (c/9 + oo ) (protože ý je ne-
záporná). Tedy má funkoe 9" jistě limitu v bodě +oo , a to vlastní (popř. 
nevlastní), jsstliže je (popř. není) v (c/, +<*>) omezená. Tedy lze tvrze-
ni věty 34 vyelovit také takto» Sada (22) Je konvergentní tehdy a jen tehdy, 
když funkoe 

definovaná rovnoetí (23)» Je omezená v Intervalu (y% +oo ). 

Důkaz věty 34. Označme Á**/Sť(x) » A (to je buito konečné člelo nebo 
Jf ̂  ^ oo 

• oo ). Potom je ověem A také limitou poeloupnoeti 
, neboli 

C+/n/ 
Jk™ f f i i ) d i »A . 14) /tV-^-t-eo <J / 

CS 
14) Via pozn. 2 v $ 1. 
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Ježto (22) je řada a nezápornými členy, má určitý eoučet 3 , který je opět 
bucLto konečný nebo + « . Máme dokázat, 2e J je konečné tehdy a jen tehdy, 
kdyS A je konečné. Pro každé oelé k ž 0 je 

Odtud jednak 

+ • ... • c/+/n- 4 ) = , 

jednak 

J +/(c/ +2) • ... • = ̂  -/(c) . 
c/ 

Odtud je vidět» Je-li 3 = £úw A^ konečné číslo, plyne z první nerovnosti oo 
limitním přeohodem, že též A je konečné (a to A = 2 ) . Je-li naopak i»/*- 4 
A = Ximru f ¿{t) dbt konečné, plyne z druhé nerovnosti, že J je konečné 
(a to 3 á A • /(«')). Tím je důkaz proveden. 

Poznámka 14. Zároveň jsme dostali tento důležitý odhad: V případě kon-
vergenoe je A ú $ Ř A + ý(c/) , t j. 

+oo +oo 
(24) SfMcU = 2 l{c/+nv) i J . 

C/ ¡y 
0 0 / / Přiklad 6. Zkoumejme řadu 2 — — , kde cc > 0 . To je náS případ, ^ 

kde /(•*) = —ar » c/ * 4 m Jde tedy o to, zda J má limitu vlastní či x 4 T 
nevlastní pro Jí • oo . Najdete-li primitivní funkci, zjistíte okamžitě, 
že limita je vlastní pro oo >• 4 , nevlastní pro 0 oc = 4 . Tedy naěe řada 
je konvergentní pro oo > 1 , divergentní pro 0 ̂  oc t 4 . 

7 početní praxi bývá důležité nejenom zjistit konvergenci nebo divergenol 
předložené řady, ale v případě konvergence také vypočítat součet řady s poža-
dovanou přesností. E tomu cíli lze užit rozkladu 

oo oo 
2 <% =04+0/2+ ... • S 

1 1 

který podle věty 24 platí pro konvergentní řady: Zvolím , vypočtu 00 
a/z + ... + a^ a odhadnu "ohybu" 5 . Je velmi důležité procvi-

čit se v odhadování této ohyby. Zde vezmeme pro ilustraoi jen jeden příklad. 
t 

rozené nv , načež je podle věty 24 

Máme vypočítat součet A konvergentní řady — j . Zvolíme nějaké při-
/K = 4 

4 4 4 ^ = + ^ T + + ^ + ^ ' 
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oo 
C A kde JU 
oo 

- I JL 

Součet této řady dovedeme odhadnout podle (24)\ zde Je 

f ( * ) a -JT » " = 4 » 

tedy •hoo f di 4 J r 3 5- » 

* Z{«v+4)Z (sn,*-*)3 
* 

Při volbě 99 nám vyjde asi i ZO 000 . Ale odhad člela A ee dá 
podstatně zlepšit. Vidíme, že se rovná člelu £ s ohýbou nejvý-Z (sns + 4 ) 
ěe - (tedy pro /n,» 99 Je chyba nejvýěe 40~6 ). Lepší přiblížení 

( 4 
čísla A nsž součet -jý- • • ... • dává tedy součst 

4 4 4 • —r- • ... • 
13 z3 ^ 2 

Mluvili jame dosud hlavně o řadáoh absolutně konvergentnioh. Uveime aepoň 
jednu větu, která je užitečná někdy i pro zjišťování neabsolutní konvergenoe. 15) 

Věta 35 (Leibnis )• Neohí fy » a/9 = fy s . . . , ¿¿w as = 0 

(tedy a ^ s O ). Potom řada 
oo i 

fy - fy * fy - fy + fy - fy + ... (neboli 2 (- )^ ) je kon-
vergentní • 

rDůkaz. Budeme vyšetřovat zvláfif částečné součty ss sudým a zvláší s li-
chým indexem. Je 

¿¿n+Z - AZnu* "2*1+1 '"Z*,*Z * 
¿1*1+1 m *2m.-4 * a/2<«>+ a/2*, + 4 * *2m,-4 • 

tedy 
A^i A/f s » ... , 
Aj ̂  a A^ — . • . . 

Dále 

^ ^ Vydatnější věty viz v { 5, poznámka 3. 
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Posloupnost ¿2, * » Á6 » ••• J® tedy neklesající shora omezená a tedy má 
vlastní limitu c6 » posloupnost , ¿j , 9 ... je nerostouoí a zdola ome-
zená a tedy má vlastní limitu fi . Teá. teprve užijeme toho, že Á ™ cu = O t 

/NR ->OO Je 
*ZM. + 1 = ^ + F B 0DTUD 

pro m/-+oo plyne = . Tedy částečné součty se sudým indexem mají touž 
vlastní limitu cc jako částečné součty s liohým indexem* tedy celá posloupnost 
¿4 » Az t a3 » • • • fflá vlastni limitu oc ', tj. řada - a^ • a^ - • ... 
je konvergentní. 

Příklad 7. Sada 
j <1 4 J ¥ (-J)"1"' 1 T- • 7- • ... a 2. — j e konvergentní, 

a to neabaolutné, nebol řada (harmonioká) 
• -j-4- + ... je divergentní. 

Poznámka 15 (velmi důležitá). Omezuji se zde na včtu 35« Další důležitá 
kriteria, použitelná na neabaolutné konvergentní řady, najdete v $ 5 v poznámoe 
3 za větou 46 (odkládám tyto věoi až do paragrafu o stejnoměrné konvergenol řad, 
abyoh nemusil v podstatě touž věo vykládat dvakrát). 

Obrátíme se nyní k přerovnávání řad. Musíme si napřsd říci, co tlm rozumí-
me. Budiž dána řada 

(25) a/4 • a/z • o/s • ... 

a sestrojme nějakou posloupnost přirozenýoh čísel 

(26) A 1 t Ájt9ÁřJ9 ... 

která obsahuje všeohna přirozená čísla a každé jen jednou (tj. ± Á/^ pro 

Podrobněji» Je-li S>0 , existuje předně "Vf tak, že pro /w/>/w/f je 
h u - ^ l ^ f a exiatuje za druhé tak, že pro je 

4 - <* I ̂  & • Je-li tedy /nu >7TLvo(2/n1f 2**z + 1), je / A^ - au I 6 , 
at JO orv sudé či llohé. 

To lze řlol jeětě troohu jinakt Přlřadím-li každému přirozenému číslu 
číslo t dostanu jisté zobrazeni & , a toto zobrazení je prosté zobra-
zení množiny věeoh přirozených Čísel na sebe (komu není pojem "zobrazení" 
znám, může se o něm poučit v kap. 17, § 1.) 
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Potom o řadě 

(27) + a/Az + ... 

říkáme, že vzniká z řady (25) přerovnáním. (Podobně říkáme, že posloupnost 
t a/Az » • • • vzniká z posloupnosti fy , » • • • přerovnáním). 

Populárně (ale ne dooela přesně) řeěeno: přerovnaná řada (27) má tytéž 
členy jako (25), ale v Jiném pořádku. 

Věta 36. Jestliže řada (25) je absolutně konvergentní a má eoučet A , 
potom každá řada, vzniklá z (25) přerovnáním, je také absolutně konvergentní a 
má rovněž součst ^ . 

Poznámka 16. Populárně řečeno: součet absolutně konvergentní řady nezá-
visí na pořadí členů - to je zobecnění komutativního zákona, platného pro 
součty konečného počtu Čísel. Pro neabsolutně konvergentní řady platí věta 
zoela opačného charakteru (nebudu ji zde dokazovat, viz třeba D II, věta 38): 
Budiž dána neabsolutně konvergentní řada s reálnými členy a se součtem A . 
Zvolme libovolné reálné číslo t . Potom lze řadu přerovnat tak, že přerovna-
ná řada je konvergentní a má součet t * také ji lze přerovnat tak, že pře-
rovnaná řada je divergentní. 

Důkaz věty 36. Nechť řada (25) Je absolutně konvergentní a má součst A , 
Tedy je konvergentní řada 

oo 
(28) Z = S . 

Všeohny částečné součty řady (28) jsou tsdy = S . Neohi řada (27) vzniká 
z (25) přerovnáním. Potom pro každé ** je 

oo 
Tedy řada £ / je konvergentní, tj. řada (27) je absolutně konvergentní* 

fv = 1 1" 
budiž t její součet: ®2 

Z fy = t . 

Máme ještě dokázat, že A = t . Položme 
nv oi 

A^ = I fl/, , t. » Z O/c | 

tedy JtcAn, k> - A , ATRVT^ = t , takže IOHVÍA^- t^) - A - * . Stačí tedy 
/n,->oo /»-»oo m, -9 oo 

1 8 5 Je-li totiž • •••^O f Je ařejmě 
/»v ÁJ t Z /a^ I = Z / ^ Z = » protože druhý součet obsahuje všechny sčítan-

t = f ^ 7 oe prvního součtu. 
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dokázat, Se 

(29) V - ) = 0 • 

Budiž £ > 0 . Ježto (28) Je konvergentní řada, má její zbytek po /n-tém Cle-
nu limitu rovnou nule (pro nv-*°o ). Existuje tedy přirozené ^ tak, že 
pro vSeohna /w- = Je zbytek po /«.-tóm členu mendí než £ . to budeme 
potřebovat Jen pro /n, = : i * 

(30 ) 1 U J -c £ . 
<fv s 1 

Tedy také každý částečný součet řady (30) Je menší než £ . Zvolme nyní číslo 
/n/Q tak, že konečná posloupnost 

» ^Z » J » • • • » 
obsahuje všeohna čísla /, 2 , .. ., ̂  ^ ^ (takže zřejmě ^ = ). Tvrdím, 
že pro všeohna /n, =/n,0 Je t/*,! ̂  £ • Podívejme se k tomu oíli na 
rOZdíl n̂  /»v 

^ " = ¿L ' S -o) . 

Ty členy ¿f̂ , , které vystupují i v A^ i v tn, , se zruší; zůstanou tam Jen 
sčitanoi - o/̂  , kteří vystupují v a nevystupují v tw, (se znaménkem +) 
a sčitanoi, kteří vyetupují v t^ a nevystupují v ^ (se znaménkem - ). 
Ale číslo bylo zvoleno tak, že všeohny členy pro * , £ , ..., ^ 
se vyskytují Jak v A^ tak v tf^ f takže ^ - o b s a h u j e jen takové čle-
ny - , kde A/ š />vf • •/ . Tedy 

i 1 
jt, s.nVj+1 ' 

kde M je vhodně zvolené číslo (stačí zvolit M - ̂  ) • 

Podle (30) Je tedy Ia^ - -t^ I < £ . Tedy» Ke každému £ ̂  O existuje 
/n,0 tak, že pro všeohna /*. ž /n,0 Je IA^ - t^ I < 6 . Tedy platí (29) a důkaz 
je hotov. 

Ještě si odvodíme, jak se násobí absolutně konvergentní řady. Pro konečné 
součty máme toto pravidlo: _ ^ /n, /my r' C" » 

tj. pravá strana je eoučet věeoh součinů a/ý . Např. 

To je možné, nebol každé z čísel * , vystupuje někde v neko 
nečné posloupnosti /£ t t » • • • 
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(fy + • ^ • = fyúj + fy£z+ + fyÁj * ' 

Jestliže ovšem u nekonečnýoh řad 

fy • fy • fy + . . . , 

sestrojíme všechny součiny » nejsou dosud tyto součiny srovnány v po-
sloupnost; můžeme je srovnat v posloupnost různými způsoby. Např. "podle 
úhlopříček" 

» • • • 

¥ i 
» • • 

» • • 

• • • . • 

A » » » » ••• 
nebo "podle čtveroů" 

fyh, * ^ z ^ i » » " j ^ t » ••• . 
Takových uspořádáni je nekonečnš mnoho, ale všechna mají tu vlastnost, Se jed-
na posloupnost vzniká z druhé přerovnáním. 

Věta 37. Buite OO ~ 
"A = * . = í 

absolutně konvergentní řady. Sestrojme všechny součiny fy'^/ a srovnejme je 
jakýmkoliv způsobem v posloupnost ty , c^ , c^ , ... Potom řada 

j S I ^ 

je také absolutně konvergentní a má součst A . t . 

Důkaz. Vezměme některé uspořádání ty , ££ f ... součinů v neko-
nečnou posloupnost. Řady oo 

Z /V - -f , I IA-ln T 

jsou konvergentní. 

Budiž /c/f/ • /c^/ + ... + /c^/ = nějaký částečný součet řady Jc/^l. 
oo 

(trv 
Potom je součet konečného počtu čísel tvaru . . Je-li J nej-
větší z indexů jr , které se vyskytují ve ^ , s K největšl z indexů 
které se vyskytují ve , je zřejmě 

= I Ifyl . 2. \JL\ í 5 . 7 . /ir, /n* 
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Řada Ityl • \t/%\ • ... (a nezápornými Sieny) má tedy omezené částečné součty 
a je tedy konvergentní, tj. řada ty • c/% + c/3 • ... je abaolutně konvergent-
ní. Zbývá jefitě dokázat, že její součet je A . t . Ježto je ty • E/Z + ... 
absolutně konvergentní, je jedno, jak ji přerovnám; erovnejme ji "podle čtver-
oů"i 

O/, ^ , fy RZ » ^ 

4 , <24. "i "1 * "z "Z 

, ... 
/ 

» 

takže poeloupnost ty 9 c/z, t ... je 

^ 4 . ^ 4 » <^4. ••• 
Označme » 

/nt a 7 
Sestrojme součst prvníoh nx2 členů řady ty • c/2 • ... To je zřejmě 
součet věeoh členů fly/^ » Xa/n/, tj. 

V • • ••• • ín 3 4 * ••• + 

Je a tedy také (vybraná poeloupnost) z&w/ia-, = /y, "«'•»CO flv-*oo /H 
takže z (31) plyne hledaná rovnoet /v M A . t . 

oo °° 
Poznámka 17. Jsou-li řady Ji a ,6 , = t absolutně kon-

vergentní,.je každá řada, ssatrojená z členů v jakémkoliv pořadí, abao-
lutně konvergentní a má aoučet A . t . Jak víme, je možno v konvergentní 
řadě "přidat závorky", aniž ee součet řady změní (viz pozn. 3)* Vezměme dva 
příklady. Neohl jsou dány dvě řady 

5 fyn,JC'n't Á-/Kxm/t kde fy, ^ jsou daná čísla, ji hraje roli pro-
AaO /n. a 0 
měnné (to jsou tzv. mocninné řady, o nichž budsme brzo jednat soustavně). Jsour 
-11 tyto dvě řady absolutně konvergentní (se součtv A , t ) pro nějakou hod-
notu Jt , je řada, vytvořená z členů ¿^x?* také abeolutně konver-
gentní a má součst A .t . Dám-li zde dohromady všeohny členy e týmž mocni-
telem "t/ s ý • ÁJ , dostanu řadu 

S t) 
w >>1/ 

kde C^ = * ... • ^ = ^ 
<f 
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(v poaledním součtu se sčítá přes věeohny uspořádané dvojloe oelýoh nezápor-
nýoh čísel ^ , AJ , pro něž je ý + A • Tlm jsme dostali součin 
A .t dvou mooninnýoh řad opět vyjádřen mooninnou řadou + JL + c^*2 + .. 
Druhý příklad se týká tsv. Dlrlohletovýoh řad, tj. řad tvaru 
«2 <3/ Z —T1, kde a/ Jsou daná čí ala, x hraje roli (reálné) proměnné. 

/ t l S i ™ 
Jsou-li řady £ = A J _ t 

/H. a7 pť* /h,M4 m'vX 

pro jisté JC absolutně konvergentní, je také řada sestrojená ze vfieoh čísel 
•i AJC absolutně konvergentní a má součet A . t . Dám-11 v této řadě dohro-
mady věeohny členy s toul hodnotou čísla ^ostanu "součinovou řadu" 
opět ve tvaru Dirlohletovy řady 

v posledním součtu se sčítá přes věeohny uspořádané dvojioe přlrosonýoh čí-
sel i , A , pro něž je ^ . A s ^ • Dokažte např., še pro x >- 4 je J OO \Z °° I 

( 1 4 r ) . I 

kde ¿¿^ je počet kladných dělitelů člala /n/. 
oo 

Poznámka 18. Je-li ^ a >6 absolutně konvergentní řada, a je-li 

1 1. 1*1 i 5 , tj. / I ^ l í f l»J. /KBH /h>sf /»ta 7 

Důkaz t Je I Z I * ' ^ i t a nyní provedeme limitní přeohod 
JL ÁU4 /rv oo # 

Poznámka 19. &ekněme si závěrem, jak aouvial řada 

(32) <** • 04 + ... ( ^ a A^+vcfc % tm. , c^ reálné) 

s reálnými řadami 

(33) /¿y • ^ • ^ • ... » ^ + ^ • • • • • • 

Řada (32) 
konverguje tehdy a Jen tehdy, konverguji—li obě řady (33)i maji-li 

řady (33) aoučty A- % t/ % má (32) aoučet ¿cs. 
Důkaz plyne z věty 20 a a toho, že aoučet řady je limita jejích čáatoč-

nýoh součtů. 
Joětě větu o absolutní konvergenolt Řada (32) je abaolutně konvergentní 

tehdy a jen tehdy, jsou-li obě řady (33) absolutně konvergentní. 
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Důkaz. Výjdeme z nerovnosti 

' * . ' ) i 14. * í U j + IrJ 

a c toho, fis řada s nezápornými dleny je konvergentní tehdy a jen tehdy, je-li 
posloupnost částečných součtů shora omezená (věta 27). Čtenář si důkaz doplní 
sám. 

$ 3» Stejnoměrná konvergenoe posloupnosti. 

Zopakujeme ei deflnloi limity poeloupnoetl, omezujíoe se na vlastni li-
mity* Číslo a/ se nazývá limitou poeloupnosti o/, , o/̂  , , jestliže ke 
každému ¿ > 0 existuje reálné (možno též řlol přirozené) číslo tak, že 
pro vSeohna přirozená » m/0 je = £ (bude se nám lépe hodit = 
než ). 

Zapíšeme to symbolioky 

(1) \f 3 V ("tá/nfes^/ofc- a/l = S ) 
¿=*0 m, e/C o 

( značí množinu všeoh přlrozenýoh čišeli obor £> je množina všeoh klad-
nýoh čišel). Uvědomte si, že číslo můžeme etanovit teprve, když je dáno 
t . Např. posloupnost 4 ••• f̂ líi," má limitu 0 . Je-li 
t a l«e volit m/0 » 40 , protože pro /k * /n/0 je vskutku ^ a S ; 
mohli byohom ověem za nva volit jakékoliv člelo větší než 10. Je-li však H t\ 1 \ 
£ a 40" , musíme volit /*v0 alespoň 40 , jestliže pro všechna ' m, = m,0 
má být a t . 

Budiž nyní dána nějaká posloupnost funkoi (reálnýoh nebo komplexníoh) 
4i' Ji9 ¿3 * ••• 9 deflnovanýoh v nějaké množině M + (prvky množiny M 
mohou být objekty jakéhokoliv druhu). Prostět pro každé přirozené /*/ je 
každému prvku xeM přiřazeno určité číelo, jež značíme .&,(•*). Pro každý 
prvek jt množiny M dostáváme tedy jistou posloupnost čišel U), ̂  (*),.. 
Může se stát, žs tato posloupnost má vlastní limitu, ai si za zvolíme 
jakýkoliv prvek množiny M | potom říkáme, že posloupnost funkcí 
fa » /z » ••• konvergentní v mnoflině M . To tedy znamená, že pro každé 
xeM posloupnost čísel /¿í-*)» ••• ná vlastní limitu* tato limita 
ověsm je funkoi v oboru M , označme ji třeba / 1 říkáme potom také, že 
posloupnost ••• konverguje v M k funkoi / » to tedy znamená, 
že pro každé xeM je Jhmt /„¿x) . Zapišme to v symboleoh 

/*v-*oo 

^ Vyneohávám čaeto elova "přirozená", "celá" atd., když se se souvislosti 
rozumějí sama sebou. 
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(2) 

JíéM <n<-+oo ' 
fix)) . 

Vypíšeme-11 vnitřek podle vsoroe (1), lse napsat (2) taktoi 

(3) V V i V (^i ""O + I / L w -Mjc)I m £ ) . 2 ) 
xeM ¿>0 m,ert ° ' rs ' 

Tedy» ke kašdéaa xeM a ke kaSdému £ > 0 existuje m,a takové, Se pro všeoh-
na />ts/»v0 je ¡¿»(x) - £ (x)l« £ . Číslo lse tedy atanovit teprve teh-
dy, když je dáno £ a jf . To je poohopitelnéi pro růaná JC můžeme doatat 
růsné posloupnosti čísel £ (x), £ (x), ... , a některá s tiohto posloupností 
může konvergovat "ryohleji" a jiná "pomaleJi" (tj. při daném í > 0 vyžaduje 
vštší hodnotu Důležitý je případ, kdy /*•*> 1b« volit tak, že sávlsl jen 
na £ , a nikoliv na <* . To anamená tedyt 

( S ) s Ke každému £ > 0 existuje přlrosoné tak, Se nerovnoet 
IfJLJř) = £ platí pro všeohna a všeohna xeM. 

Dof inlooi Platí-11 ( S ) , říkáme, Se posloupnost funkol f 4 , 
konverguje etejnoměrně v M , a to k funkol ^ . Napišme ještl ( 8 ) porno-
oí symbolů* 

(4) V V V <<** / ¿ t o -Žu>J i « ) £>0 <n-0ert xeh <n,tK> ' 

Srovnáte-li (3) • (4), vidíte, že roadíl pojmů "konvergenoe v M m a 
"stejnoměrná konvergenoe v M " Je pouse v tom, že se vymění kvantifikátory 

3 , V Ovšem je to rosdíl velmi podatatný, jak sa ohvíll uvidíme. 
m0 eTt xeM 

Podívejme se, jak lse přiblížit násořu pojem atejnoměrné konvergenoe. 
Mějme nějakou funkol jedné proměnné v intervalu J o kraj ní oh bodeoh <v» A 

a načrtněme její graf. Budíš 
yfw • c v J dána nějaká posloupnost 

funkol £ , , .. • a budiž 
JbmJJ>*) « f W •tojnoměmě 

v M . Co to snaaoná? Zvolme 
libovolné £ > 0 a aeetrojme 
okolo grafu funkoe / páa o výš-
oe ¿£ , jak je naanaěena na 
obr. 22. Potem exletuje tak, 
Se pro každé /n,*/n,0 je 
I ŷ (jt) -/(*)/ «£ pro všeohna 
xeJ , tj. oolý graf kaSdé funk-

Místo V y 
xeM ¿>o 

Obr• 22. 

las psát ovšem y y 
£»0 xeM 
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{m, (pokud i s " ^ ) i#2í f tom firafováném pásu. 
Přiklad 1, Heohí (x ) - z 2 (<* a * 9 3 , ... ). 

U m, x 
Tvrdím, Se je h n m 0 v (-«>, • « ) , tj. Se tato rovnioe platí /71-XJO 
každé reálné Jt , Lse totifi psát 

4 

pro 

" -X2-

první fiinltel má limitu 0 ř druhý má limitu , pokud x ± 0 . pro věech-
na x t 0 je tedy m0 * pro x = 0 tato rovnioe platí takéf /hj oo 
jeSto =0 pro vfieohna ^ . Ptejme se, sda tato konvergenoe je stejno-
měrná v (-<*>, +<*>) . Kdyby tomu tak bylo, musilo by ke každému £ >• O exi-
stovat mQ tak, Se by pro vSeohna m. š m.0 a všeohna reálná x bylo 

" 0 1 Ř 1 • A l e f u n k o e nabývá v bodě hodnoty 4 " . 
Zvolím-li tedy £ (např. £ = » nabývá kaSdá funkoe někde 
hodnoty -j- > £ , takže vůbeo pro žádnou z funkoí ^ není 
f^(je)/ a £ pro vSeohna ^ . Tedy konvergenoe není stejnoměrná v (-<*>, +«), 

Uvidíme za ohvíli, proč Je pojem stsjnoměrné konvergenoe důležitý. Proza-
tím si odvodíme jedno kriterium, podle kterého leokdy pohodlně poznáme, zda 
posloupnost /f » /z i ••• Je etejnoměrně konvergentní v M . Přečtěme jeětě 
jednou definioi stejnoměrné konvergenoe posloupnosti , , .•. k funkoi / 
v množině M . Ta je obsažena ve výroku (3), který uspořádejme troohu jinak: 
Yezmu-li jakékoliv í ̂  O , potom existuje přirozené /n̂  tak, že pro každé 
přirozené snš/n>0 platí tento výrok: 

( Sx ) • * Pw vfieohna JféW . 

Ale výrok (S^) znamená totéfi jako 

( ) Mfi I -/U)l » £ . 

(Vskutku, je-li suprsmum funkoe lý^i*) - f-{x)\ nejvýfie rovno £ , jsou 
věsohny hodnoty té funkoe nejvýfie rovny £ j naopak, jsou-li vfieohny hodnoty 
té funkoe a £ , je £ jejím horním odhadem, a tedy supremum jakožto nejmen-
fií horní odhad je také á £ ). Označme 

« T ' 

potom (S^) lze peát 
( S l ) £ . 
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Tedy výrok, že je A™ ¿Ax) = /-U) stejnoměrně v M , znamená totéž jako /n. oo ' * 
tento výrok: Ke každému t>0 existuje přirozené /n/0 tak, že pro všeohna 
přirozená rvy = /r*0 je í (neboli I <3̂ 1 = £ , protože zřejmě Ě 0 ). 
To však znamená právě tolik jako že 

lům, 6L = 0 . 
m,-* oo m ' 

Tedy máme tuto větu: 

Věta 38. Vztah "JLmifox) = ý (x) stejnoměrně v M " platí tehdy a jen 
tehdy, je-li JLnvG^ = 0 . Přitom 

m,-*oo 

xeM 9 

Ježto supremum funkce dovedeme často z jejího průběhu vypočítat nebo aspoň 
odhadnout, dává tato věta Často vhodný prostředek pro zjištění, zda posloupnost 
je či není stejnoměrně konvergentní v určité množině. Vezměme opět příklad 
/Ax) = — / K < X , „ , takže pro každé reálné x je 

UrruL(x) = 0. 

Už jsme zjistili, že tato konvergenoe není stejnoměrná v (-oo, +<x>). Podle 
věty 38 to zjistíme snáze: Funkce nabývá v bodě 75; hodnoty * tedy 

= /**fu l&sn, (x) -01 = -i- pro každé , tedy není = 0 , konver-
genoe není stejnoměrná v (-00, + 00). 

Vezměme nějaké ("libovolně malé") číslo a/>0 a ptejme se, zda konvergen-
ce je stejnoměrná aspoň v intervalu (0 ta/) . Bod (ve kterém je 
^ U ) = -j- ) leží v ( 0 , a/) , jakmile cu $ tj. /»/>• . Pro všeohna 

je tedy opět GL = -y- » tedy neni éĵ  = 0 , konvergenoe není stej-«/ ' í tn, 00 — 
noměrná v ( 0 , a/) . Ježto ten "nebezpečný" bod je pro velká /»v blízko 
nuly, zkusme ještě, zda je konvergenoe stejnoměrná v množině všech čísel x , 
pro něž Ixl = OJ , tj. v množině (-00, - o/} U (OJ, +00) ; zde je ¿v opět 
libovolně předepsané kladné číslo. Ježto v této množině nemůže být x příliš 
blízko nuly, převládne ve jmenovateli 4 + m.zx2 asi člen /n.2xz pro vélká m/ 
nad jedničkou; zkusme tedy pro Ixl s oj tento odhad: 

flvCU * 

Tedy 0 ú = , J ^ ^ n , = 0 . tedy je Utrv fa^ix) = 0 stejnoměrně 

v (-00, - ajy U (a/t + «>). Zároveň vidíte: vyslovite-li tvrzení, že je 
Jútn/ faíx) = stejnoměrně, musíte říci, v které množině. 

/n/->oo 
1014-4527 



- 139 -
Je dobře el uvědomit aspoň na nějakém jednoduohém případě, jak ee pro-

jevuje "nestejnoněrnoet• konvergenoe. Vesněme opět náá přiklad 
/n/X> l t • 0 pro věeohna reálná jr . Jeet 

4 +/*,JC1 /n-*co 

• Jť • ( j f > - h { m / J C ) • 

Načrtněme graf fonkoo ^ graf funkoe dostána tak, Se graf funkoe 
fa "otlačím" /n -krátě směrem k počátku (s obr, 23 vidíte, oo tím míním). 

Obr. 23« 

Z obráaku snad aíakáte jakoual předatavu o tom, jak to přijde, Se 
Jfrnsht(Jf) • 0 pro věeohna Jt , ačkoliv eupremum funkoo I Á^l nemá pro 
/U-froO 9 

/rv -*<*> limita 0 | a také vidíte, proč konvergenoe není stejnoměrná např. 
v ftádném intervalu ( 0 9 cu) ( cu> 0) , ale je atojnoměrná v kašdém interva-
lu ( a/, •«>) ( a/> 0 ) . 

Posnáaka 1. Jeetlifte 

(5) 

etejnoměrně v nnoSině M , a jeatlile 0 + Nc. M , potom (5) platí také 
stejnoměrně v nnošině N . Důkae plyne okamSltě a definloes jeetliže pro ně-
jaké nv platí 

D Snadno sjistíte, le největěí a nejasni* hodnota funkoo Z, je J4 (*) «4-, 
é C - O . - f . f 
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(6) //*>) - f M l » í 

pro věeohna xeM , platí to apeoiálně pro věeohna xeN . 
% 

Poznámka 2. Platí-11 (5) stejnoměrně v množině fy I T množině , 
platí (5) také stejnoměrně 1 v množině Mi u M z . Důkaz: Budiž £ > 0 j po-
tom existuje "i/j tak, že pro všeohna m, = tvj platí (6) pro všeohna xeM j 
zadruhé existuje m,z tak, že pro všeohna "v s platí (6) pro věeohna 
xeMz. 

Zvolme = 77lo«r (/»vf f/rvz) . Pro každé = ̂  platí potom (6) pro věeoh-
na xe M1 i pro věeohna xeMz, tedy pro věeohna xeM<j v důkaz je 
hotov. Indukoí se tato věta okamžitě rozšíří na sjednocení konečného počtu 
množin M1 U Nz u . . . u M^ . Pro sjednooení nekonečného počtu množin obdobná 
věta neplatí. 

Poznámka 3. Stejnoměrnou konvergenci posloupnosti komplexních funkoí lze 
převést obvyklým způsobem na stejnoměrnou konvergenoi jejioh reálných a ima-
ginárních částí. Bulte 

funkoe, definované v nějaké množině M j cf^ , y^, cf , y budte reálné funk-
oe. Potom je Zin™ fa^ix) = ̂ (-*) atejnoměrně v M tehdy a jen tehdy, je-li 

/YV-> ao 1 ' 

obojí stejnoměrně v M . Důkaz ai čtenář doplní sám. 

Pro stejnoměrnou konvergenoi máme opět podmínku typu Bolzanovy-Cauohyovy 
podmínkyi 

Věta 39» Posloupnost funkoí f4 , , ... konverguje etsjnoměrně 
v M £ 0 tehdy a jen tehdy, je-li splněna tato podmínkai 

(B.C.) Ke každému ¿ > 0 existuje přirozené nvQ tak, že pro věeohna při-
rozená fis a pro věeohna xeM je / - (•*)/ » £ . 

Pro nás bude pohodlnější tento tvar podmínky (zřejmě ekvivalentní): 

(B.C.)' Ke každému ¿ > 0 existuje přirozené /rv0 tak, že pro všechna 
přirozená m. ě /n/0 , /m, = /*v0 a pro všechna xeM je 

- 1 • 
Důkaz věty 39. 1) Nechi^^/^(JC) = f(x) atejnoměrně v M . Budiž 

£> O . Potom exiatujs tak, že pro věeohna m,0 a pro všeohna xtM 

3« I f a * ) - f W l -
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Je-li tedy /n, t /n,Q , /m, m /n0 , je pro věeohna x e M 

IUM -/W - T * t '
 6 

• ( B.C. )' je eplněna. 

2) Neohí je (B.C.)' splněna. Dokážeme napřed, že posloupnost 
(•*), (x) , je konvergentní pro každé xeM (prozatím bez stejnoměrno-

sti). Zvolme tedy X 0čM . Podle (B.C.)' ezistujs ke každému t^O Slslo ^ 
tak, že pro /»v š /n/0 , ž m,0 je I f^ix) - ^ U ) ! á £ pro všeohna xčM , 
tedy též pro nafio zvolené x0 . To znamená, že poeloupnoet čísel 
{i^o^tfz (•*<>) i ••• splňuje obvyklou podmínku Bolzanovu - Cauohyovu a je tedy 
konvergentní. (Viz větu 21*.) 

Tedyi pro každé xeM je poeloupnoet čleel (JT), /¿(J*)» ... konver-
gentní. Jejl limitu (jež může závleet na volbě čísla x ) označme f(x) . 
Tvrdím nyní, že tato konvergenoe je etejnoměrná v M . Budiž tedy S > 0 , 
Mám ajietit, že ezistujs <u0 tak, že 

(7) IfaiJ) » t 

pro věeohna a věeohna xéM . Podle (B.C.)' existuje m>0 tak, že 
pro věeohna /n̂  ž /w/e , ̂  = a pro věeohna xčM je 

<o) • 1 • 

Dokáži, že toto (n,0 vyhovuje naěemu požadavku. Zvolme tedy libovolné = 
a libovolné xeM (ty tecL budou pevné) a dokážeme, že platí (7) - tím bude 
důkaz hotov. Ježto je /n,*/n0 , platí (8) pro věeohna ** a • Zřejmě je ^ 

- / * < • * > ' • -¿MI . 
/m, oo 

Ježto nerovnost (8) platí pro věeohna , je také 

/i*»//*<*> -/L.MI é e ' v - - f t * ) i * * » /m,-* oo 

důkaz je hotov. 

Význam věty 39 Je opět v tom, že nám dovoluje často rozhodnout o stejno-
měrné konvergenol, aniž byohom znali limitní funkoi (JÍ) . rtv oa 

Pogn^^a 4. Pojem "etejnoměrné konvergenoe v množině M " (oymbolioký 
zápis vis v (4)) Js nutno si dobře promyolit a přísně jsj odlišovat od pojmu 
"konvergenoe v množině M " (eymbolioký zápis vis v (3))* Pojem "konvergen-
oe posloupnosti ^ »/z* ••• • množině M " znamená totéž jako "konvergen-
oe poeloupnoet! číeel ••• Pro každé XéMm (říká ee takés 

Podle věty o limitě rosdllu a o limitě absolutní hodnoty. 
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v každém bodě množiny M ). Haprotl tomu výrok "stejnoměrná konvergenoe po-
sloupnosti fa4 , faz, •.. v množině M " so týká množiny M voolku a nolso 
jej nahradit nějakým výrokem o konvergenol ve všeoh (jednotíivýoh) bodeoh 
množiny M . 

Poznámka 5. Existuje věak jeden případ, kdy pojmy "konvergenoe v M " a 
"stejnoměrná konvergenoe v M " splývají. To nastává tehdy, když M je koneč-
ná množina. 

Důkaz: Neoht poaloupnoat funkol fa , faz , ... konverguje v množině M , 
majíoí konečný počet prvků t x, , k funkol fa j tj. pro každé Jv 
(A* 4 , Z 9 ...9 fv) je J ^ f a ^ Á ) • Bodl* ¿>0 . Potom exi-
stují přirozená čísla /n19 ...,/n^ tak, že pro věeohna je 
l/^Uf) - - * . 
pro věeohna J« lfan,(xz) - & »••• 
pro vžechna ^ » /n̂ , je I faUp) ~ ý • £ . 
Zvolme s ( ^ , ^ , } potom pro vBeohna /»va/n^ a pro věeohna 
xÉfl (tj. pro JC a Jff , Jf = ..., ac je /¿»CO -/(*)/ í £ í te-
dy je konvergenoe atejnoměrná v M (speoiálně platí tato věta, když M je 
"jednobodová množina", tj. má jen jeden prvek). 

Poznámko 6. Heohi funkoe , faz , ... jsou konstantní v množině M , ( 
neohi pro jisté e/C M existuje vlaatní lom/ fa^(v) • A . Potom je 

AM/FAJÍJC) • A atejnoměrně v M . 
/n-> o© 

Důkaz: nerovnoat - AI A £ znamená totéž jako IFA^M - AI £ £ 

pro věeohna x eM . Tato aamozřejmá poznámka nám dovoluje z každé věty o po-
sloupnostech funkol, stejnoměrně konvergentníoh v M , odvodit jako důsledek 
přísluěnou větu o konvergentníoh posloupnosteoh s konstantními členy (podobně 
tomu bude v $ 5 u. řad). 

$ 4» Věty o ate jnoměrně konvergentních posloupnosteoh. 

Úvahy, které jame doeud o atejnoměrné konvergenoi v množině M provádě-
li, platí pro jakoukoliv množinu M (a prvky jakéhokoliv druhu). lynl ae 
obrátíme apeoiálně k případům, kdy M je nějaká množina bodů v £4, . H o 
napřed muaime troohu sobeonit pojem apojitoati. Budiž fa nějaká funkoe 
(reálná nebo komplexní) A/ reálnýoh proměnnýoh, budil t/£ . ¿lkáme, Se 
/ je apojitá v bodě c/ , jestliže ke každému O existuje cT> O tak, 
že je 

IfaU) - fa (c/) I < £ pro vBeohna JC € TT^E/) . 
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Představme si, že ohoeme vyšetřovat funkol / ( x1 t*z) dvou proměnných 

éí ^ 

v uzavřeném kruhu K i xf + jc2 = 4 (nevšímájlos si funkoe v bodeoh mimo 
tento kruh). Potom ee naše definioe spojitosti hodí k vyšetřování vlaetností 
funkoe ve vnitřnloh bodeoh kruhu, ale nehodí ee, když bod c/ leží na hranioi 

té množiny, tj. na kružnici xf + x£ = 4 . 
Potom totiž každé okolí ¿̂¿-(c/) zasahuje 
mimo naši množinu K (vis obr. 24) a bude 
asi vhodné požadovat splnění nerovnosti 
lý(jc) - f(c/)/^ í Jen pro ta xell^c) , 
Jež leží v K , tj. pro Jte^íc) n K . 
Definujme tedy obeoně: 

Definioe. Budiž M c t ^ , bu-
diž Ý funkoe (obeoně komplexní) AS reál-
nýoh proměnných. Budeme říkat, že ý je 
spojitá v bodě c/ vzhledem k M , Jestli-
že ke každému i^O existuje 0 tak, 
že je 

\f(x) - ý(c/) I < S pro všeohna 
jce Uď(v) n M . 

Jestliže ovfiem bod c je vnitřním bodem množiny M , znamená "spojitost 
v bodě </ vzhledem k M " totéž jako náě starý pojem "spojitost v bodě c " , 
protože pro doetateěně malá cT leží každý bod okolí Ufí*) v množině M . 
Důležitý je tento nový pojem jen tehdy, ležl-11 t/ na hranioi množiny M . 
Je-li např. ý funkoe jedné proměnné, znamená náš známý pojem " ý je spoji-
tá v bodě c/ zprava" totéž jako " f je spojitá v bodě c/ vzhledem k in-
tervalu (y% +oo) " (nebo (V, v ) nebo (c/9(y+ 40~b) atd., ježto spo-
jitost je lokální vlastnost). Podobně spojitost v bodě e/ zleva znamená to-
též jako spojitost v bodě c/ vzhledem k intervalu (-*•, c/) . 

Definioe. Jestliže funkoe ý je spojitá v každém bodě množiny M vzhle-
dem k množině M , budeme krátoe říkat, že ^ Je spojitá v M . 

Jeetliže / je funkoe jedné proměnné a M Je Interval (uzavřený, polo-
uzavřený nebo otevřený), je zřejmě náš nový pojem "funkoe spojitá v množině 
M " ve shodě s pojmem zavedeným v 1.ročníku "funkoe epojltá v intervalu 
M " . 

7 matematické analyse se velmi fiasto vyskytuje tento případ» Máme po-
sloupnost funkcí ^ , f která v nějaké množině M c. B^ konverguje 
k funkol ^ , tj. 

f^U) = / U ) pro každé x é M . 
tW -» oo 

Obr. 24, 
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Známe některé vlastnosti funkci a máme studovat vlastnosti limitní funkoe 
/ . Např. neohi Jsou funkoe Jedné proměnné a neohi Je známo, 2e Jeou 
spojité v množině M , Zdalipak také limitní funkos Ý Je spojitá v M T Ná-
sledujíoí přiklad ukazuje, že tomu tak nemueí být. 

Budiž ¿(x) = — r pro věeohna reálná x . Je-li * ± O , Je 
7 +/řUt4 

é -zři' t a d* ^ / / J * ) « 0 • P r o j* Tfiak • ' p ^ ' nt/jí /vv-9 oo 

věeohna /N/ , tedy ^ (0) « •/ . Tedy Je pro věeohna reálná JK 

kde / U ) » 0 pro 4: # 0 , 2 (0) m 4 . Punkoe Jsou sřejmě spojité 
v (-oo, +00) , ale funkoe f nikoliv - není epojitá v bodě O . 

Tedy pouhá konvergenoe nám nestaěli následujíoí věta ukazuje, že stejno-
měrná konvergenoe etaěit 

Věta 40. Budiž N c f^ , Bu&te » /2 » • •• (komplexní) funkoe, epoji-
té v M . Budiž 

Ám/ -f^i*) « f («*) stejnoměrné v A/ . 

Potom také funkoe ^ Je epojitá v M . 

Důkaz. Vezměme libovolný bod c/eM j máme dokázat, io ^ Je spojitá 
v bodě c/ vzhledem k M . Budiž tedy £ > 0 | máme dokázat, že exietuje 
cT> O tak, že Je 

(1) m í pro věeohna xeUď{v) n M . 

Využijeme napřed atejnoměrné konvergenoe» k naěemu S existuje přirozené *t/0 
tak, Se pro věeohna "vž /rv0 je -/(•*)/• 6 pro věeohna xéM . My vyu-
žijeme jen toho, že 

(2) * S JC€^1 • 

Člelo /n.D je nyní pevné. Protože o funkol víme, Se jo spojitá v M (to* 
dy speciálně spojitá v bodě c vzhledem k M ), snažíme ae odhadnout roadll 
fix) pomool fatx) - ý*,^) • přičemž pro přeohod od / k ^ uši-
jeme nerovnosti (2)| pišme tedy 

= - • (/^u) -/„,<*-)) • - ) 
a tedy 

/¿(*) - f M l *//(*) (•*>/.• - f M l » 

a tedy podle nerovnosti (2) (která ověem speoiálně platí pro x ~ c/ ) 
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(3) ifa(x) -¿Ml « Ifah^U) -'faMl * 26 pro věeohna jtéM . 
Alt funkoe fa jo spojitá v bodě c/ vzhledem k M » existuje tedy cT> 0 
tak, Ss jo / ^ U ) - faQ (c) / é £ pro věeohna x6Uď{*) n M . 

Doeadíme-li odtud do (3), dostaneme, Se platí //(JC) -/(«/)/ « Jí pro 
věeohna xtUj-ic/) n M . Tla jsme dokázali (1) - aios a ěíalem <3£ místo £, 
ale to ovSem nevadí (ataěllo by vyjit z ělsla -ji mláto í , a dostali 
byohom I f M -/(")/ é £ - čtenář, ohoe-11, můSe to provéet sám). 

Poznámka 1. Pozorný čtenář moiná zjistil, Se jsme dokázali větu o něoo 
obsaSnějfil: Heohi M c f ^ f neohi Aonvfa{x) • /(/»») stejnoměrně • M » /t -»oo * 
neoht c/eM , Potom platí» Jaou-11 ^ spojité • bodě c/ vzhledem k M , 
je také fa apojltá • bodě * vzhledem k M . 

Vedle spojitosti xiás ovSem zajímá také derivace a primitivní funkoe. To 
je troohu aloSltějll, a napřed si dokáleme jednu pomocnou větu, která je sama 
o sobě důleSltá* Přitom se v dalSlm omezím na případ, Se Jde o funkoe jedné 
proměnné a Se mnoSina M j« otevřený lmterval - aě by bylo moSno poatupovat 
obeoněji. 

(NccW • 0±}fOoJ CVou Vť+úu} 
Věta 41. Heohi posloupnost komplexníoh funkcí jedné proměnné <fi , % , ... 

konverguje stejnoměrně v (a/,^) (- c» ̂  a/^ & » • « > ) , 

Aynu (f (x) m(P(x) pro xe(o/9A) . /K->>oo 

leoht pro kaSdé přirosené /n/ existuje vlaatml limita 

Potom existuje vlaatní limita 

Ám/CCm (/ a je Júfn/<f {X) m c/ . 

Takto vypadá věta troohu nepřehledně, ale její a«yal se osvětlí, naplSe-
me-11 ji troohu jinak» lapí Same v ve dvou tvaroohi 

V « U c / ^ « , 

& M /OTN (P{X) B ( /VM. . 

Předpoklad Je, Se exlatují obě vnitřní limity, a Se jedna z nich (a to limita 
posloupnosti <y4(x),<fz (jc), ...) Je stejnoměrná v nS Jakém intervalu ( a/9 . 
tedy můSemo větu 41 vyalovlt také taktoi 
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Yěta 41« Rovnost 

<&(.*)) * JiiAnv (&>*»< <L (Jí)) , x + Qj* JL-+a/+ /n+oo 

kde vnějěl limity jsou vlastni, platí, jestliže jsou eplněny tyto podmínkyt 

1) Vnitřní limity exiatuji a jaou vlastní C t o m y p r o každé /»v, 
. JC-+CL+ 
lům,^-*) pro každé Jte (a/,6) , kdo b je jisté ělslo větší než a/). 

2) posloupnost fy t z* • •• konverguje stejnoměrně v (a/,^) . 

Jde tedy proetě o to, že sa jlstýoh podmínek lae zaměnit pořadí limit. 

Zde je to jeětě troohu neeymetrlokéi výraz závisí na dvou proměn-
nýoh Ms , JÍ , kde /n> je "oeloělselná", Jí "spojitě proměnná" (jisti rozumí-
te , oo tím myslím). Obdobná věta by platila též, kdyby obě proměnné byly oelo-
ěíeelné nebo obě epojltě proměnné. Znaěně obeoný případ je probrán v DII, vě-
ta 174 II. 

Důkaz věty 41 provedeme podle prvního znění (bude přehlednějěí). laěrt-
něme to (obr. 25). Předpokládáme, že 
existují vlastní limity lůnu cp (•*) » » JC-+ cu-h 7/?v 

a že Jte™, tfjí*) = stejnoměrně 

v (a/,/) . Hapřed dokážeme, že exietu-
je vlaetnl . Budiž £ >• O | 

/«•»OO 
podle věty 39 ((B.O.) - podmínka pro 
stejnomérnou konvergenoi) exietuje 
tak, že pro věeohna přirozená ^ a pro 
věeohna je 

* 1 ' 

Tedy je též Jhm* \cf ̂ ̂  A U ) - 4W.U) ' » £ » pokud limita oxiatuje. Ale podle 
JC-* cu+ ' 0 

věty o limitě rozdílu a o limitě absolutní hodnoty tato limita exietuje a je 
rovna - efâ l . Tedy pro všeohna přirozená ^ je ' 
tj. podle podmínky (B.C.) (věta 21b) exietuje vlaatní limita ¿»n, r . 
Máme ještě dokázat, že také 

Obr. 25. 

(4) Jvms cf{Jt) m c/ . 

Zaae to budu dělat přeohodem přes cf^ s použitím toho, že 

(5) <•<) -
JÍ 0/ + 
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Pro kaldé x é C OJ , / ) máme 

(6) /f(Jř) - í IfU) -<f„U)l + IfaU) -c^l + cs\ . 

Bodli £> 0 (Ježto mám zde tři dleny, začnu hned praoovat • -y ). 
Ježto /¿sm, c^, s c/ , existuje přirozené /»*f tak, le pro YŠeohna & ̂  Je Ořif oo 

- f l * -j" • J«lto ^ konTorguje etejnomérně k ^ • ( , exi-
atuje přiroiené tak, še pro Tleohna a Tleohna x 6 ( a/t J-) je 

- f t * ) l » -J . Pololne « W U . Potom Je 

/^(Jf) -^U)/ • -f- pro Tíeohna jré(o/,/) , 
I <y„g - cl Ž -L . Tedy je podle (6) 

(7) /^CO -c/ - 'j^tJO - o^J • pro Tleohna JtéCa/,^) . 

Jel to podle (5) Je » c ^ , existuje cT> O tak, 8 e pro věeohna 
jí é ( a/, a/ + cf) je / ^ C * ) - e ^ / • y- . Yolme hned / - a/ . Potom 
podle (7) je 

(8) ly(JK) - c/i x • » £ pro Tleohna Jt6 ( O/, o/• ď) . 
v J 

Tedyi ke každému £ ̂  0 existuje <T-> O tak, le pro Tleohna j a / , a, + tf) 
platí (8)* To Tlak znamená, le platí (4)» ool jame alll dokázat. 

Posn*-vŤ. Yyneoháme-li předpoklad o eteJnoměrnoeti, doetanene nesprávnou 
•ětu, jak ukazuje tento přikladt Položme 

¿¿Ary Cfalx) • f(x) m 0 pro Tleohna xé ( 0 , 4 ) /*, oo ' 
(OTIOB není to ate Jnomlrmé T ( 0 , 1 ) ) . 

Sody je JUwtpKx) « 0 , ale Á ^ v e ^ m <f 4 0 . X + 0 + 7 

Tel dokáleae velmi Aflolitou vitu o deriTOvánl limitní funkoet 

Tlta 42, Bolte dámy komplexní fuakoe , / x, ... v intervalu ( o/tA) 
(omezeném nebo neomeaeném). Voohi platí toto» 

X) Punkoe , , ... mají vládo v (&, A ) vlaatní dorlvaoi 
f*9 íz ' 

2) Poaloupnoat • • • J* konvergentní aapon v jednom bodl c in-
terralu ( â , 
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3) Posloupnost > stejnoměrně konvergentní v (a/9 /) . 
Potom plstit 

I. Posloupnost /tl .. • jo konvergentní • ( o/f/-) « to stejnoměr-
ně • kašdém omesenám intervalu («t,/tf ) c ( &/f /) O m 5 i 

II. Punkoe ^ iít vlastni derivaoi 

/'U) . ^ / ^ U ) . 2 ) 
n% + 

tajte si velni dobře předpoklady, anadio 

Ddkaa staěl provést pro reálné m pro imsginárnl šásti funkol ^ 9 
tj. pro reálné funkoe. Předpokládejme tedy (bos ijmy oboenosti), Ss funkos 
^ jsou roélné. Podls předpokladu sxistujs vlastni • Bekáš eme 
napřed tvršeni I. 

Budil {«-,#) omosený interval, obsašený • (a., /) . lenl-li bod e/ 
obealen v (<*,£) , sestrojím onesený interval («-',£') tak, le 
aséeo* m^o^-fi f ale «/* c / p * % to je sřejmš moftno. Dokáši-li 
stejnoměrnou konvergenoi poaloupnoeti , fz , ••• v (a', ') , bude tlm 
dokáaána i stejnoměrná konvergenoe v (co9fi) . Dokáleme, le posloupnost 
' ít ' ••• opi®®Jo v (*',/?') podmínku (B.O.)' pro stejnoměrnou konver-

genoi (vis větu 39). Ušiji-li věty o přírůstku funkos na'funkol fa - fa. 
mám pro vSechna jrč(oc/, /? ') 

• • <•»-«'> <0 - . 
| é. (*', yí') , t.dy (pro Ttoohaa 4!é( <<•',/?')) 

(9) IfaU) - / „ M l • </*' - *')/£<£) • 
Budil £ > 0 . Jelto exietujé vlaatnl^Lnyfaic/) , existuje /n̂  tak, la 
pro , /»»v i^/ je - f a M l » -j • Jolto posloupnost 

» *" Je otsjnomšrmě v ') , existuje /n̂  tak, 
le pro * /n^ , a pro všeohna £ 6 (*/', /í') Je 

V W 

Pološme « TUckjoK m,4t /n,z) . Podle (9) platí pro všeohna • /m- • 
a pro všeohna Jř£ ( /*') nerovnost 

Je-li tedy ( onesený interval, Je konvergenoe stejnoměrná v oolép 

Zas* je to věta o aáměnnoeti dvou operaolt derivaoe limity rovná ae limi-
tě derivaoe. 
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takže posloupnost fa , faz , ... Je stejnomSrnž konvergentní v (*-',/?') Ca t®-
dy i v (*,/?)). 

Ježto (cc tfl) byl libovolný omezený Interval obeažený v ( a/, 
lse 

jej volit tak, aby obaahoval libovolný předem daný bod Intervalu (*/,<£) . 
Sedy vskutku pro každé x Intervalu (a/,/-) existuje vlastní limita 

•/(•*)• • Tvrzeni I Jo dokázáno. Mám Ještě dokázat, že v libovolném 
bodl X_ € ( <2/,existuje vlaatnl derlvaoe X'(xQ) a rovná se As**, /L(x0) . ° " m. oo * 
8taěí to provéat pro derivaol zprava. Budeme patrně vyěetřovat (při daném xa ) 
funkce 
(10) fjA) - -A<*g) pro. O ^ A ^ t - j c , . 5 ) 

Předovlím existují jlastní^ limity 

(11) Itonfatk) •¿¿{¿o) • //L o* 

Za druhé exietuje (při každém £E{ 0 , ¿> - JC0 ) } 

d2) - ^ ' 

Dokážeme-li, že jconyor£onoe_ v (12) Je steaJnQgl£ná_v ( 0 » ̂  - ) » můžeme 
užit vity 41« JSxlstujl^tj^o vla^^limity^j^nsjlj^ 

neboli (podle (11) a (12)) 

U3) - ̂ v ^ - /; c^) . 

Tlm bude důkaz proveden pro derivaol sprava (sleva je analogloký). Abyohom 
dokázali atojnomlmoat konvorgenoe (12), ataěi, dokážeme-li, že pro posloup-
nost funkol Je splněna podmínka (B.C.)' pro atejnomlrnou konvergen-
ci. VyletřuJeme tedy (pro O ^ A ^ A — x0 ) rozdíl 

9L<4 - X -famS^A)) - ( f M -fa^U, ))] . 

Užijeme na funkol fafri*) ~fa»Sx) 0 přírůstku funkoei dostaneme 

(14) Cf^U) - f^U) nfaí (p - fa . 

^ Pro A-a. +oo míním A>0 . 
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kde | jo jistý bod intervalu (x0,x0 • /,) , jrterý tedy lell v . 
Ale poaloupnoat ¿3'» ••• je podle předpokladu stejnoměrně konver-
gentní v (O/,/-) . Ke každému existuje tedy "K, tak, le pro vieohna 
přirosená ^ž/»^ f /»t • /n/0 a pro věeohna ^ é ( a/, jo 

• *ody podle (14) je /^(X) - i <5 pro věeohna 
é ( O , - jře ) a pro věeohna přirosená ± /n,0 , £ /»v . Tím jo dokásána 

stejnoměrnost konvergence poaloupnoatl (/), cfz (A), .. • v ( 0 , ̂  - ) 
a tedy i iádaná rovnost (13). 

Z věty 42 plyne anadno věta o primitivní funkoi k limitní funkois 

Věta 42*. leohí * h * ••• jeou funkoe v intervalu (¿1,/*) (omese-
ném nebo neomeseněm), kterě mají tyto vlaatnoetls 

1) Posloupnost ••• jo etejnoměrně konvergentní v . 
2) Kaldá funkoe ^ má v ( p r i m i t i v n í funkoi 1 volme tyto 

primitivní funkoe tak, aby poaloupnost ^(J:),^^), ... byla konvergentní 
aapon v Jednom bodě intervalu Potom platíi 

I. Posloupnost ... je konvergentní v {as,J-) a to etejnoměrně 
v každém omeseném Intervalu (ct 9 f i ) c. (O',/') . 

II. Osnaěím-li ^ U ) = ř) , ¿Cn*, lijt) * l(jt) , jo ^ primitivní 
funkoe k ^ v intervalu ( . 

Důkas. Je a (-*) pro věeohna -té- (a/,/') . Tedy nohu na po-
eloupnost % ••• užít věty 42 a doatanu okamžitě větu 42*. 

Vidíte, že věta 42a není vlaatně nio jiného než věta 42, vyslovená jinými 
olovy. 

Věta 42 nám říká, kdy je možno samSnlt pořádek oporaoe "limita posloup-
nosti" a oporaoe "derlvaoe", tj. sa jakýoh předpokladů lso tvrdit, že 

^^ M.+OO /K+OO OUX 

Věta 42a nám obdobně říká, kdy je možno saaěnit pořadí operaoí "limita po-
sloupnosti" a "primitivní funkoe". Mohli byohom analogioky paát 

\ ibynsLWúx » ¿m/Jfojc) ofa , 
/K-*oo /n-*oo 

ale raději to tak nepiěme - je tam nekoneěně mnoho "integraěníoh konstant" a 
kdybychom je volili nevhodně, nemusela by limita vpravo vůbeo existovat. 

Toho lso vždy doeáhnout, např. taktos avolíme bod a primitivní 
funkoe (které jeou urěony až na aditivní konetantu) svolíme tak, aby bylo 
951 (c/) s O pro věeohna přirosená /n, . 
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Odvodně ještě jedna Jednoduchou větu pro určitá Integrályi 

Věto 43» Bu&té , ... funk o o epojité v (a/,/) . Budl» 
/¿n / CO » / C O stejnoměrně v (o/,/-). Potom 

J fa (x)aix - £>>yvffatoi-x) <¿4 . 
to cu 

^ Důkaz. Integrál kpmplexnl funkce ^ = ¿A, se definuje vzorcem 
^faiX)cix s J^(x)aLx • Á/jA(x)dx , můžeme ee omezit na reálné funkoe . 
a/ " * / / v 
Jelto také ^ je spojitá v (tf/, podle věty 40, exletujl všechny napaané 
Integrály. Budíš í > 0 . Existuje nvQ tak, že pro vSeohna /n. s/*vQ a 
všechna Jcč ( a / , A > ) je Ifa^U) ~faU)l « - j ^ — . Pro všechna á je 
t a d y ^ ^ * * 

/ [faWóUx - ífaj^)cLxU IJ(fa(x) -fa^x Jlfaix) - fa^jc) I ¿xá 
ou Cu & & 

fa 

- S r h - , * < * 1 > 
a/ 

čímž je věta dokázána. 

{5* Stejnoměrně konvergentní řady. 

Budiž nyní dána nějaká poaloupnost funkol ^ , ̂  , ... (reálnýoh nebo 
komplexnloh), definovanýoh v nějaké množině M 4 J& (prvky množiny M mohou 
být objekty jakéhokoliv druhu). 

Vyšetřujeme řadu 

(1) /^(O • • ••• • 

Její /U-tý částečný součet označme ^ 1 tedy 

<2) (O « • ••• • 

Říkáme, že řada (1) je konvergentní v M , jeetllže je konvergentní pro kaž-
dé JtéM 1 její aouěot označme A , takže 

00 
(3) ^ U ) + • ... - jž. ̂  t*) * * W 

pro kaidé JtéM. To znamená, jak víme, totéž jako výrok, že poaloupnoat 
Aj9 Az$ ... konverguje k funkol A v množině M , tj. 

JcmvA (x) m ¿(x) pro všoohna JL&M. 
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PofInlett Jestli»« posloupnost A 4%A Z % ... konverguje stejnoměrně 

7 M (k funkci ^ ), říkáno, lo řsds (1) konverguje stejnoměrní v M » }«-
jí oouěet jest ověem ¿ U ) • 

Posnámka 1. Vzhledem k tonu, io stejnoměrná konvergenoe řady znamená 
totéž jako stejnoměrná konvergonoe posloupnosti ěáeteěnýeh součtů, můleme řa-
du výsledků i { 3 přeněat a posloupností na řady. Uveime výolovně některé 
a nich (důkasy plynou okamžitě a příeluěnýoh vět o aloupnoatech). 

I. Jestliže řada konverguje stejnoměrně v M a js-11 fí + N c M , po-
tom konverguje také atejnoněrně v N (via f posn. 1). 

II. Jestliže řada konverguje atejnoněrně v fy a také atejnoněrně 
v MZ , potom konverguje atejnoněrně v M1 U I obdobně pro konečný polet 
mnolln M 1, ̂ ,..., M ^ (via | posn. 2). 

t 

III. &ada konverguje etejnoměrně v M tehdy a jen tehdy, jeetlile řada 
reálnýoh ěáetí i řada imaginárníoh části konvergují etejnoměrně v M (via 
$ 3, posn. 3). 

IV. iada (1) konverguje atejnoněrně v množině M +fi tehdy a Jen tehdy, 
je-li eplněna podmínka (Bolsano-Cauohy)» 

(B.C.) Ke kaidému £ > O existuje přirozené nv0 tak, le pro vloohna přiro-
zená jv a pro vloohna xéM je 

Ekvivalentní Je tato podmínkai 

(B.C.)' Ke každému ¿ > 0 exiatuje přirozené /*v0 tak, le pro vloohna při-
rozená /yuf/m,9 výhovuJíoí podmínoe /iv>/m,*/n,0 9 a pro vloohna 
xéM je /i*^^ (*) • (•*>••••• • ̂  T Í t u 

V. Jsou-li funkoe /t̂  , /î , ... konetantní v množině M 9 a je-li pro 
některé c/č-ty řada (1) konvergentní t 

^(c/) + ... w S » 

je řada (1) konvergentní etejnoměrně v M a má tam v lade týž aoulot S (via 
pozn. 6 v $ 3). 

VI. Joatliže množina M + 0 má jen konečný poěet prvků, a jeatllle řada 
(1) konverguje v M , potom konverguje stejnoměrně v M (via poan. 5» v f 3). 

Důležitý bude pro náB tento pojemt 

Definice» Buite 

(4) U ) • "z • ••• 
(5) /k^U) • m-2U) + • ... 
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dvě řady, jejlokl ěleayjaoa foafcoo, definované • aneftlně M + 0 . Jeatliie 
fdro všoahna přirozená /*, a pro vioohna jrtAf jo 

(6) //£,(*')/ • ^ U ) 

říkáme, lo řada (5) jo v mnollně M majorantní k řadě (4). 

Tita 44. řada (5) ja v M aajorantnl k řadě (4). Voohi (5) je 
etejnomirni konvergentní v M . Potom také řada 

(7) l<qU)l • /4j (Jř)/ t ... 

a rovněi řada (4) jaoa stejnoměrně konvergentní • M . 

Mtkas plyna ihned a defImise» nebol s M m i o i t i 

plyne . 

a • (9) plyn* 

<10> í ^ w (JÍ) • ••• í £ • 
Poanáaka 2. Odtud pl/no takés Je-li (f) etejnoměraě konvergentní v A* v 

jo (4) stejnoměrně konTorgontní • M . Zvláitě jedneduohý jo případ, kdy ma-
je rant ní řada (5) ná ktnatantní Slony. Peuiljeme-li bodu a pean. 1 (nebo 
přímo definios), dostáváme tato věta (Veloratraae)s 

•ita 4$. leehi a/4 + a/% • ... je konvergentní řada ěíaeli neoht pro 
vleohna přlroaená a pro vioohna JtůM 0 ) je /<%,(«*)/ t a/^. Po-
tom řady 

^ U ) + 4¿(JK) • ••• , //r̂  (Oř)/ •/^JU)/ • ... 
jaoa stejnoměrně konvergentní v W . 

Příklad 1. Jeito řada + ••• konvergentní (v*a f 2, 
příkl. 6), jo řada 

qyóJt A cgd i?Jt . . />tjc . = • x • . . . • i— • 2 Z ... 
atejnomirni konvergentní v (•», 

Jo Yldit, ie věty 4$ (* revněl vity 44) lne a ásfiafaem peolít jan tefcdy, 
kdyi řada (4) jo absolutně konvergentní. Odvodíme nyní věta 4f, která někdy 
ajpoinnje sjietlt konvorgonol také a řad* Jei ne jaoa afceolatmě konvergentní. 
I tomu potřebujeme jedna Identita (jde o tav. Ábelova parciální su*aei). 
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1 • 
A 
2 a/* « 

¿ni ' ** 

^ » 4 • 9 •••• čí ala, a označme 

(oviem ďQ nO ). Potom jo 

Z 

m 6"* - » 
tedy oelkem 

U1) JU4 * 

V6ta 46. Heohí (komplexní), ^ U ) 4 T Z 9 ... ) Jsou 
definovány pro vfieobna { M + 0 ) j neohi 

A 00 Ž i ^ U ) í ̂  (Jt) 5 ^(OÍ) S O (4. / ,4 , ... ) 

pro T&eohna xeH , Heohi platí bu&to 

It Existuje C >0 tak, šo pro TSoohna xeM a Tšeohna přirozená i , A 
je I Z a/;(i)l • 0 a neoht 

^AftnJ^ix) a 0 etejnomfiraě v M , 

nebo 
DO 

III Ov(Jt) konverguje etejnoněmé • M a exietuje £ tak. 

Se pro vSeohna xeN jo (JK) * C . 
Potom řada 

OQ 
(12) Á I a , Á U ) J - Á U ) 

je etejnoměrně konvergentní v M . 

D&kaa. Dokážeme, Se (12) splňuje podmínku (B.O.). Jeat 

položlme-li čj^M (•*) • • •• • ak,+Jb(JC) » doetaneme podle (11) 

Vezmeme nyní vlevo abaolutní hodnotu, vpravo součet abaolutníoh hodnotí joSto 
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(15) ^OjCtO^CJt)! • 

Případ X. Jo ařejaě I f y M l » ¿C , takie a (1$) yyoháaí (jeatllie 
•lato každého léfai*)! plSi 2C ) 

<14) 

Bodli £ » 0 | nátledkea sta jnoaěrné konrergenoe exletuje tak, ia 
g 

l^n+S W l * p r o T i t 0 h a a J f €^ • »o41a (14)« pra vieohna x&M a 
•ioohna přirazená /u je 

' Á 
X «a(jř)^(4ř)/< . 77 « <? 

takže (19) Jo etejnoněrně konvergentní • M . 

Případ IX. Bodli £ > 0 » éxlatoje přlroaené tak, ia pro Tieehna 
přlroaaná X a pro vieehna JtfW > \ • Podle (15) Yyoháaí jako 
dřÍTe pro Yiaafcaa JttW a viechna přlřosená fv 

takie (1|) ja opět etejnoněrně konvergentní • M . 

Těttt 46 bj bylo neino poněkud aobeanlt, ale aebadeae to provádět, aby-
ohea nedoetall přillě nepřehledné výaledky. 

Příklad 2. Yyletřujeae řado 
00 jiJLt 

(15) 2 -¿-7— 
Aml *> 

pro railná JI . lada m l abaalatat konTtrgantní pro ládn< raálal J: , oa-
bot ¡¿>ílxl. I c&> Ax + ¿Aim/Jbx I n V Ax • m 1 , takie řada 
abaolatníoh hodnot Jo dlTorgontnl (harmonická) řada Z -7- • 

* 
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Položme ve větě 46 o^U) • • " J e a 0 t a to O© 
etejnoměrně v (-<», • »), protože /¿^U) jsou konstantní (viz zalátek $ 5) 
Vemneme tedy případ I| máme vylotřit eoučty 

(16) Z o/vU) = 

¿X To je konečná geometrická řada o kvocientu 1/ , a její součet je 
¿Áx 

.¿X 
J Jt/ - 7 

" f 
Z ^ (** oelé). Ježto 

± 

4/X . , pokud & * COÓ * + A/Jum/Jc. y t j. pokud x není tvaru 

{z/2 -£, * ) n & l4/A¿n,jtt 

je eoučet (16) roven 
lÁ!* 

(17) 

Z/"2^ - — — ^ . Ježto pro reálni /v je ljt/4VI* Y , je 

Ji 
Z d^u) 

Z lun, 4-1 \j*r»fl • 

pokud x není tvaru Z/nvTt (mt oelé). 
Ježto všechny funkoe » COAAJL + iřAúnAx nají periodu otáčí vy-
ietřovat řadu (15) v intervalu , . Pro Jř.O a jř-i^je 

« 4 9 a tedy řada (15) jo divergentní řada Z 4- . Vyletřujne 

tedy interval ( 0 ,27C) . Je-li 0 ̂  x ^ Z7C , je 0 f^tt . Zvolme li-
bovolné ťf ( 0 < 3T ) . Potom pro JÍ í 23T - <f je ¿¿n, « -j-

(obr. 26) a tedy 
podle (17) 

l 
I I *-CO| * 
4S7 ' 

/- srn-f-

Obr. 26. Z 

vity 46» I a hodnotou C 
Z 

Téďy můžeme ušít 
Doetáváme: svolíme-11 libovolné 

ďé ( O ,1T) , jo řada (15) atejnonlrnl konvergentní v ( ď , 27C - ď} i ješto 
cf mohu volit libovolně blízko nule, je řada (15) konvergentní v ( 0 

^ Nemohu ověem už tvrdit, že je etejnoměrně konvergentní v ( 0 $2T) j dá 
ee dokázat, Že není etejnoměrně konvergentní v \0t2T) . 
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(nebol Je-li JL daná iíalo, Ó t ^ 27T 9 mohu volit <f>0 tak, še 
< f t j L Ž 2 X - ( f ) . ' láaledkem poriodičnosti K&I«BI tady vyslovit tanto výsle-
dek* 

lada (15) Jt divergentní (má součet • «©.) ve vieoh bodech jt * Z ^ J ť 
(mu oelé). Pro eetatnl reálná * Je konvergentní. Vesmu-li libovolné 
<fé( 0 ,X) t j* fada stejnoměrně konvergentní v množině, kterou dostanu, když 
a vynechám vieohny intervaly 

(Z/f»3T- ď v 2*nv1t • ) (zrn* oelé). 

Jak Jase posnaaeneli, není řada (15) abaolatni konvergentní pro iádné reálné 
X • 

Posnéake 3 (důloiitá). Konvergentní řada čísel nážeme pojímat jako řa-
da fankoí konatantníoh v nijaké nnoiině M , která je ovien podle poznámky 
1 bodu •. stejnoměrně konvergentní v M • Můžeme tedy věty 46 použít také na 
řady a konatantníni členy a dostáváme tuto větai Buáte dána komplexní čísla 

9 &Z» ••• a nezáporná čísla Aj 9 A 9 ^s* ••• tnková, že t a Jj ž 
Jt-^tO . leftfct platí bolto 

I . Bxistuje C-> 0 tak, la pro vioohna přirosená A je 

I cuAi C a neohl élcmt Jt- a 0 j 

nebo 
0 0 » » 0 0 

II* I o/i ji konvergentní řada Potom řada -Z ^ ^ J® k o n" it« A Ami 
vergentní. 

Z této vity plyne např. okamžitě Leibnisovo kriterium (věta 35)» leehi 
¿1 * A * ̂  • ••• t ^ <4* « 0 (takie ^ m 0 ) . 
Potom řada ^y - ^ • - + . . . je konvergentní. Důkazi ^oloiím-li 
0/.* 4 9 * - 4 , a/3 n 4 , Q//, * - 4 , doetaneme 2 a/s • 0 nebo 

4 , a podle I . Jo A - A t A ~ + konvergentní. 

Tilmněme ai jeitě troohu podrobněji případu II a tohoto hledlaka: 
Je dána konvergentní řmda (b komplexními Slony) 

< W 1 . a v sk ml 

a poaloupnoat (a komplexními členy) 

Jeito A, je konatantní, odpadá podmínka ^ (JT) • C . 
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(19) ¿i t t ••• 

Ptáme ee, oo ee dá říol o konvergenol řady 
oo 

(20) 2 OA Á . 

Plat i 
předmět Je-li (18) abeolatně konvergentní a (19) onoaoná, je (20) abeo-

latně konvergentní. Důkaa. Sada J , 
je konvergentní, takže jejl ěáetoěné eoaětj jaoa omoaenéi 

/n. 

¿ 1 la¿I ' A . 
dále je lÁ^I » B , pro věeohna t̂ v tedy nv 

m, 
2 ^ l <20) abeolatně konvergentní. 

Je-li věak (18) neabeolutně konvergentní, eziataje omeaená poeloapnoet 
(19) tak, že (20) diverguje. 

Důkaa. Volme ^ takto: Je-li 0 / ^ * 0 , budiž * 4 * je-li 
cu^+0 , budiž ^ » . Tody je (19) omeaená, nebo* ¡¿J m 4 9 ale oo 
řada (20) je totožná e divergentní řadou X Ity»! . Je-li tedj (18) jen ne-
absolutně konvergentní, je nutno kláet na (19) jeětě další podmínky, má-li 
být 

saruěena konvergence řady (20). Platí tato věta> Je—11 (18) konvergentní 
a, (19) ometená a monotonní (tody jaou ^ reálná, jinak by nebylo moino mlu-
vit o monotonii), Je_ (20) konvergentní. 

Důkaa. Bea újmy oboonoati budiž (19) noroetouoí (jinak byohom všechno 
náeobili ěíslem -1). Ježto jo (19) také omeaená, ezlotuje vlastní 

A i Á- . Posloupnost ěisel cr. » - /í- je nerostouoi, ¿On* c^* 0 . 
oo oo 

Podle II je tody Z O v ^ konvergentní. Také je ověen konver-
oo 

gentní, a tedy je konvergentní 1 řada 2. ^ • • tj. řada 
oO /KM4 

Poanánka 4. (důležitá). Buite Ah,, , , ... funkoe (komplexní), de-
finované v neprásdné množině M c E^ . Poležme • ̂  («*) • ^z (•*) • •• 
... +/%,(jc) • Ježto stejnoměrná konvergonoe řady ^ (-*) • ̂ (-ř) • ... v M 
snamená totéž jako etejnoměrná konvergonoe paaloupnoeti 42(<v), ••• 
v M , můžeme věty 40, 42, 42a , 45 přenéet okamžitě na řady« 
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1« Jsou-li funkoe /Vy, ... apojité v ano Sině M c f ^ a Je-li řada 

^(•O • ^ U ) • ••• • A (•*) atejnoměrně konvergentní v M , je též funkoe A 
apojitá v M . 

II» leofcl funkoe /v*, ̂ , ... (komplexní funkoe Jedné reálné proměnné) 
mají tyto vlastnosti* 

1. funkoe , ̂ , ... mají • (a>t/-) vlastní derivaoe f ... 

2. Řada 
(21) ^(Jf) • /̂ (Jf) • ... 

je konvergentní aapon v Jednom bodě Intervalu ( . 

3. Řada 

(22) /Vy (jfc) • • ... 

je stejnoměrně konvergentní v (CL %A) . 

Potom platit 
a) Řada (¡21) je konvergentní v a to atejnoměrně v každém omeseném in-

tervalu (oc t fi ) c. ( &, . 

b) Osnaěim-li ¿(JÍ) eouěet řady (21), má funkoe A V ( A , / ) vlastni deri-T* o i 

A {Ji) m /Iřj (Jf ) + (jf ) • ... 

(říká se, že řadu (21) lae derivovat "ělen po členu"). 

III. Heohi funkoe ^ , ... (komplexní funkoe jedné reálné proměnné) 
mají tyto vlaatnoatls 

1. Řada f-fU) • + ... u A U ) 
Je atejnoměrně konvergentní v • 

2. Každá funkoe má v ( o/9 i-) primitivní funkoi ^ . Tyto prini-
tivní funkoe svolme tak, aby řada 

(23) V, U ) • ^U)' • ... 

byla konvergentní aapon v jednom bodě intervalu ( (to je možno). 

Potom platí: 
a) Řada (25) je konvergentní v , a to atejnoměrně v každém ome-

seném intervalu ( , fi ) c. ( . 
b) Součet řady (25) J« • ( ̂ t ^ ) primitivní funkoi k funkoi A> . 

1?. Hoohi ^ f ^ z * •*. (komplexní funkoe Jedné reálné proněnné) jeou 
apojité v a neehi 
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2. ^(x) *A(JS) stejnoměrně v (o/, . /fvs 4 
Potom ^ ^ 

• Z J . 
a, / » ! - = ^ fl/ 

Mkaz těchto čtyř Tět dostaneme okamSitě s vět 40, 42, 4 2 a , 43, uvědomí-
te-11 sl jeětě totoi Ze spojitosti funkoí ^ , ^ , ... plyne spojitost funkcí 
^ i = ̂ í * ••• + ^ i a existsnoe vlastních derivaoí i^',.. 
plyne ^ = + ... «• /r̂ , \ jsou-li I/!/ , ..., primitivní funkoe 
k , je ^ + + ^ primitivní funkoí k j a konečně 

O/ /&• 4 0/ 
Věty I, II, III, IY jsou atejně důležité (a« jssm je nečísloval) jako přloluě-
né věty o poeloupnooteoh. 

$ 6. Mooninné řady. 

Bulte dána komplexní čísla fy, fy, a^, .. # a komplexní číelo . Bu-
deme vyěetřovat řadu 

PO 
(1) 2 a^C* - fy )* tj. 0/Q /*{,)• O/^« -/*/„)* • ... /KB 0 

Přitom /X bude "komplexní proměnná" - přesněji řsěeno, budeme atadovat, jak 
sávieí vlaatnoatl řady (1) na hodnotě komplexního čiala . 

fiada tvaru (1) se nazývá aooninná řada o středu t ěíela fy9 ... 
ee nazývají její koofiolontyPololíne-11 /*, - Ar0 a Z (v Gauesově rovině 
to znamená posunutí), vidíme, la se mdleme oaesit na vylotřování moonlnnýoh 
řad o atřodu 0 , tj. řad 

(2) 2 as^ sz,nt tj. a/ • fyfL + fy /tz+ ... 
/*. mO * 2 

Bude nás předevllm zajímat, jak vypadá obor konvergenoe řady ( 2 ) t tj. pro kte-
rá je řada (2) konvergentní, pro která /* je divergentní. Uvidí to, So 
tento obor je poměrně Jednoduohý. Odvodíne napřed dvl jednoduché vity. 

Věta 47» Je-li řada (2) konvergentní pro nějakou hodnotu fy + 0 9 je 
abeolutně konvergentní pro každou hodnotu a* , pro kterou //»/•<• /«// . 

Poznámka. Mnošina těoh /*. , pro něS //*./ ̂  , je vnitřek kruhu 
o etředu v počátku a o poloměru 1 ^ 1 

fy se nazývá také "prostý Ilon" řady (1). 
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Mkax věty 47. Jeito řada Z a^/x,/1 konverguje, má posloupnost čísel 
/Km 0 

O/̂ fíí̂  limitu o (podle věty 22) a tedy Je omesenát /a^/*,"1'/C . Tedy 

(3) u ^ i . v / . ¡-%-rt c i ^ r . 

Zvolme nějaké ac takové, že f*l<*l/*,flm Potom číslo <yn /-£-/ Je v ln-
_ ^ . 0 0 i §/yv ' 

tervalu 0* f , takže řada S Cl — j Je konvergentní geoaetrloká <k*0 1 ^ 
řada. Podle (3) a podle věty 29 konverguje tedy též řada 2 la/^ /x,"*!. 

Věta 48. Je-li řada (2) absolutně konvergentní pro nějakou hodnotu 
, Jsou řady 

(4) l l a / ^ l , f o ^ A -

řtvmO /KnO 

stejnoměrně konvergentní v kruhu Ifcl • //xf/ . P&kaai Pro každé ln.lt 1 ^ 1 je I • Ia/^ /*,f'*l. Konvergentní 
00 

řada a konatantníml členy 2. l<*'/K/x.1/*l je tedy v kruhu l/tl t //*f/ aajo-/>Va 0 

rantnl řadou k řadě (2). Věta 48 nyní plyne s věty 45* 

Vy ěe třu Jene nyní obor konvergenoe řady 00 
( 2 ) I * 

Pro st * O ja ovšem tato řada konvergentní a aá eoučet a0 • Jsou možné 
tyto případy1 

00 
1. fiada (2) konverguje jen pro a, 9 O . Přikladl fiada Z ffl /X . " /h-a ¿7 

Zde Je Vl^n^/x,^! u /n,l/x,l | limita tohoto výraau pro /n,-> °o je +00 t 
jestliže x 4 0 . Z odmoonlnového kriteria (věta 51) plyne divergenoe. 

2. fiada (2) konverguje pro všeohna komplexní & • Podle věty 47 Je po-
tom řada (2) dokonoe absolutně konvergentní pro všeohna /x • 

00 
Příklad» fiada Zde je ¡/¡-¿Qj = a tento výras má pro 

/>L-+ + co limitu 0 , ai je jakékoliv. 
3 . Zbývá tento připadl Sxiatuje /t, * 0 v pro které řada (2) konvergu-

je a existuje ft2 , pro které řada (2) diverguje (jo ovšem též ^ f 0 ). Se-
strojme množinu M absolutních hodnot všeoh čísel /x t pro něž řada (2) kon-
verguje. Tj.s čislo a/ patři do M tehdy a jen tehdy, je-li a/* lni pro 
některé Au , pro které řada (2) konverguje. Množina M se skládá jen s ne-
sápornýoh čísel. Patří do ni kladné čislo l/t,! . Tvrdla, že do M nepatří 
žádné čialo větěi než //X- / . z 
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Důkazs Heohi ěíelo a/ > l/*2l je prvkem M j z toho odvodíme epor. 
OO Vztah a/eM znamená, že existuje /t. tak, že //*.,/ • 2 a/L /x,-'*' kon-J /tt s O ^ J 

verguje. Ježto 1/fcJ a/ , konvergovala by podle vity 47 též řada oo 
Z /x^ (dokonoe absolutně), ale to není pravda. Množina M tedy obsahu-/TlM O 
je ělalo l/tj > O t aie neobsahuje žádné ělslo větěl než , tedy je 
neprázdná, Bhora omezená a má tedy supremumi /toufv M m R • Jest ovšem 
R Z 1^1 , tedy R > O . Je-li \/v\ ̂  R , neni /A/6 M f tedy řada 
oo 

fn. 
OJm/*n' dÍT#r«ttje (kdyby totiž konvergovala, bylo by I A » I É M ), 

Tvrdím nynls Je-li /A,/ - k , je řada (6) abaolutně konvergentní. 

Důkast Ježto R = Auft M , //xl < K ř existuje OsčM tak, že o/>IkÍ . 
OO 

Ježto ¿l6M , existuje ^ tak, že cum 1^1 a řada Z Q/^fy^ konverguje. 
^ /Km O 

Ale //Jo/ < l/t̂ l ) podle věty 47 je tedy 2 ou/K/x>'n abaolutně konvergentní. 
/H= O 

V případě (to byl případ, kdy řada pro některé a> + O konverguje a 
pro některé ¿t * O diverguje) jsme tedy dostali jisté kladné ěíalo R , 
které má tuto vlastnosti 

(V) Je-li 1/xJ < R , je řada (2) absolutně konvergentní, je-li 
L/XL > R » jo řada (2) divergentní. 

Kruhu ee říká kruh konvergence t kružnici o rovnici /A/ . * 
ss říká konvsrgonční kružnioe řady (2), dlslu R se říká poloměr konvergenoe 
řady (2)* fiada je konvergentní - a to dokonoe absolutně - v kruhu konvergence, 
tj. uvnitř konvergentní kružnioe, diverguje vně této kružnioe. V bodeoh kon-
vergenění kružnice naatává někdy konvergence, někdy divergenoe - podle toho, 
o kterou řadu a o který bod kružnioe \/x,\ » R jde. Abyohom také krajní pří-
pady 1. (řada konverguje jen pro /x,« O ) a 2. (řada konverguje pro všoohna 
4,) sem mohli zahrnout, definuj ono R » O v případě 1, R » 400 v přípa-
dě 2» zřejmě je vlaatnoat ( V ) splněna i v těchto případeoh« Shrňme: 

Věta 49» Ke každé mocninné řadě 
00 

/tv fl/ ÍV 
/nmO 

existuje ělslo £ (0« íi+oo ) zvané poloměr konvergenoe řady (2), které 
má tuto vlastnoati Je-li //*// R , je řada (2) abaolutně konvergentní i 
je-li Irtl^R , je (2) divergentní. 

Poznámka 1. 
2o je ěíelo R řadou (2) jednoznačně orěeno, je jaané. Jde-li o řada 

(1) (ee středem /x, ), můžeme položit Z • A - /1>0 , a jde o konvergenol řady 
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2 Podlt věty 49 exietuje číolo K ( 0 • K • • o© ) tak, 2e řada 

mm O 
2 konverguje abeolutnfi pro |Zl < R» diverguje pro /Zj > R . Tedy 
řada (1) konverguje abeolutně pro - < A. , diverguje pro /¿t-/x.0/> A . 
Také «de se Melu R říká poloměr konvergenoe řady (1). 7 případě O < R < «. oo 
je "konvergenční kružnicí* kružnioe o rovnioi I/z - A0 I * * , majíoí poloměr 
R a atřed rcQ . 7 dalěím už nebudu větěinou taková Jednoduchá přenesení 
vět s řad (2) (o středu 0) na řady (1) s libovolným středem /ta provádět. 

Věta 50. Heohi řada (2) má kladný poloměr konvergenoe R ( o R é 
Budiž Q c R . Potom řada (2) i řada 2. /¿v Jsou stejnoměrně kon-

vergentni v kruhu Ifcl £ ^ • 
o o . 

Důkaz. Poněvadž Ifl m p < R , je řada Z A^f" absolutně konvergentní 

podle věty 49* a tvrsení plyne s věty 40. 

Posnámka 2. Věta 50 nám dává příležitost varovat před omylem, Častým u 
začátečníků. Mějme mooninnou řadu (2) o poloměrem konvergenoe R >• O • Volme 
rostouoí posloupnost kladných fiísel p^ < fy f?3 ̂  ... tak, že 

K • Potom kruh R je sjednocením kruhů f^ , v každém 
kruhu ircl^ fí^ je řada (2) atejnoměrně konvergentní, a přesto nemusí být 
stsjnoměrně konvergentní v kruhu R Ukažme to na příkladu geometrické 
řady 4 • /x. • /x* • . k t e r á má poloměr konvergenoe i a součet 
M*) u — A — — pro * rosdíl čísel ¿(/st) a ¿^(«O 3 1 • AL • ... + 

A „OV 

• fL je « "f^i* Kdyby řada byla stejnoměrně konvergentní v kru-
hu Ifal < 4 , musilo by ke každému i »O exietovat m,0 tak, že pro všeoh-
na Mmnv 0 a věeohna lil<4 by bylo • £ . Ale to není možné, 
nebot pro každé je např* a^ (Jf) ® • co , takže žádná funkce K^ není 
omeaená na intervalu (- 1) a tedy ani v kruhu lacl4 . 

Je-li k > 0 , definuje aoučet řady (2) v oboru l/tl^R Jistou funkoi 
/(/*) « 2 cb/KAf/*v, Jo to funkoe komplexní proměnné. Zajímají nás vlastnosti 

O oo 

funkoe ^ , např. otázka, sda součet řady 2 nafa/t"1" je roven deriva-
oi funkoe fa . /Ks 

Ortům pojem derivaoe jeme zavedli pouze pro funkoe (reálné nebo komplex-
ní) reálné proměnné - pojem derivaoe pro funkoe komplexní proměnné poznáte až 
v přednášce o analytiokýoh funkoioh. Ale přeato vyšetříme, jak je to s konver-«0 
genoí řady 2. /nd^X i bude nám to užitečné. Kdo se však chce Již nyní 

éKm 4 

U řad ae etřadem /ta by bylo třeba paát //r->z0J a jj . 
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dovědět, jak to je a derlvaoí funkoe komplexní proměnné, neoht ai po větě 52 
přečte | 5 ? Dodatku, kde je věta 52 sobeoněna na komplexní x . 

Věta 51. Ěada 

(2) 2 
i 

JU ^ - Ô v, A o ** 

má týž poloměr konvergenoe jako řada 

o1/ CLs^. /t (5) Z ^ 
/TIL 4 SK 

Důkas. Badlž R poloměr konvergenoe řady (2). Člelo < můžeme také 
oharakterleovat takto» řada (2) je pro Ifti^k abaolutně konvergentní, pro 
l/zl^R není abaolutně konvergentní (neboi je dokonoe divergentní). 

oo 
Budil napřed //*>/ # . Sada Z la^/z^l je tedy divergentní * náeobím-li 

«t« Y ^ 
věoohny Ilony číslem J^J , doatanu, že Z je divergentní} ježto 

0 0 m 4 

Ity»*"' I, je také Z Im, cû nc"1-*! divergentní, tj. (5) není /fex 
abaolutně konvergentní pro //*,/ >• £ . 

Budiž aa druhé í/tl ̂  K . Lao tedy volit ěíalo f tak, So /«/-* f ^ R . oo ' 
fiáda Z O/^P^ je tedy konvergentní (dokonoe abaolutně), tedy je 

/n,« 0 ' 
Atmn/ o^ o ** * 0 , lom/ cû fi ̂ ^ m ~ . lom, a/^o"1* O , takže poeloupnoet čí-
/tt- oo ' /»i->ao ' j m-*oo 
eel a ^ p ^ je konvergentní a tedy omeaenái /a/^ jo /n'~'/<. C pro 
/*t» 4 9 2 , 3 , ... 

Dále je 
, ,, i oi-1i i m-11 n (6) l/^fl^A / tnvCi^f-) 

oo , , /a / 
Bada 2_ m, C (—5—) e neaápornýml členy je vlak konvergentní podle pó-zu.» Y ) 
dílového kriteria (vyloučíae-11 totiž triviální případ , je podíl dvou 

/»t • //»/ po eobl náeledujioioh členů — 2 — • — , oo! má pro m, 00 limitu 
11 /* f J f L ^ 

Podle (é) je tedy řada (5) absolutně konvergentní pro //fc/̂  4 . Tedy 
řada (5) je absolutně konvergentní pro Ircl^ R , ale není abeolatně konver-
gentní pro l/*>l > A . Tedy je člelo ft (tj. poloměr konvergenoe řady (2)) 
také poloaěrem konvergenoe řady (5)* 

00 
Vezmeme nyní řadu Z o^a"1 a kladným poloměrem konvergenoe R 

/Ks 0 

A « + 00 ) a budeme vylotřovat jejl součet 
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(7) / CO • Z 
/KM 0 

„ /t 

pro reálná JC Intervalu (-#,*) (po případě 1 pro • * nebo jr - - ft , 
Jestliže řada Je pro tyto hodnoty konvergentní')). 

•ěta 52. Heoht řada (2) aá poloměr konvergenoe ft ( 0< ^ í +«) ; po-
tom funkoe (7) (komplexní funkoe reálné proměnné) má v (- ft, * ) derivaci 

M 
ffl-i 

/TV CL/*. X 
/KM 4 

(8) f V ) • O^jt 

Důkas. Vesměme pevný bod ¿0 ( ^ ) j máme sJistit, Se 
funkoe ^ má v bodě x0 derlvaoi a vypočítat Ji. Zvolme ěielo f> tak, Se 
- (to Je moSno). JeSto podle věty 51 ná řada v (8) též 
poloměr konvergenoe £ , je řada v (8) podle věty 50 etejnoměrně konvergentní 
v kruhu Ixl * f 9 a tedy tím spíěe v otevřeném intervalu - f> «<• Jř f . Sa-
da v (7) je konvergentní v intervalu (- fc, k ) , tedy téS v (-f , f ) , a 
derlvaoe členu Ofo*"1 Je /na//nx/n"i pro /n $ 4 j derivace Členu a/0 Je nu-
la. Podle věty II v posn. 4 i 5 má tedy funkoe f pro - <* ̂  x -^f derlvaoi, 
danou vaoroem (8)i ten tedy platí apeoiálně i pro naěi hodnotu xQ . 

Saysl věty 52 je tentot v Intervalu (- k , k ) lseyderivo-
vat řadu v (7) "člen po ělenu" a řada, kterou takto doetaneme, má sa součet 
derlvaoi funkoe ý • JeSto řada v (8) má opět poloměr konvergenoe k , mdle-
me na ni opět poušít věty 52, a doetaneme 

oo 
U ) » 2 ) fyn**'2 i 

/KM Z 

odtud 
oo 

I T U ) = 2 4 ) (/*.-£) A^X*'3 

atd., věeohno pro Jt e (- k, k ) • 

Podobně byohon mohli aeetrojlt mocninnou řadu pro funkol primitivní 
k ^ , uSívajloe věty III s ,f 5» posn. 4* Ale můžeme to také provéet přímo 
a věty 52* 8eetrojme řadu 

(9) 1 , 

JeSto derivováním členu ^ x?*1 doetanu a^x ** , mohu ušit věty 51 » 
/K+4 

vidím, So řady (7)» (9) maji týž poloměr konvergenoe ff • Podle věty 52 je 
pak funkoe f ae vsoroe (7) derivací funkoe, rovné součtu řady (9)» tj. funkoe 

Úmyslně (aby to bylo nápadn|jSí) užívám \ tomto paragrafu písmena x 
těoh vit, kde jde o reálné hodnoty proměmé. 
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(10) V(x) . ! 

/tva 0 /tv+4 

Je y (- ft, fc) primitivní fonkol k funkci fa (integrování mocninné řady člen 
po Slonu). Řada v (10) nemá "prostý člen"» nejobeonějši primitivní funkci 
k fa v C-A,R) ovšsm dostanu, přidám-li libovolný "prostý Clen", tj. kon-
stantu. 

oo 
Neoht má řada 2 a^/*/* kladný koneěný poloměr konvorgonoe # j jo jí /IVlO 

součet <f>{*>) js potom definován pro všeohna l A a dále jeětě v těch bo-
dech kružnioe //x/ = k . ve kterých Je řada konvergentní. Vyšetřujeme opět 
funkci 

oo 
(7) /(JI) - £ /Hz a v 

pro reálná JÍ . V intervalu (- R ) má / podle věty 52 derivaoi (vlastní) 
a Je tam tedy apojitá. Vyšetříme jeětě, jak se funkoe / ohová např. v inter-
valu (- R, ft) , Jestliže je řada (7) konvergentní také pro jc m R . 

Věta 53 (Ábel). Heoht řada v (7) má kladný konečný poloměr konvergenoe 
R . Potom platíx 

I. Je-li řada v (7) konvergentní pro Jt » R , je stejnoměrně konver-
gentní v intervalu (0, a tedy funkce / je spojitá v Intervalu 
( - « , « > 4 ) . 

II. Je-li řada v (7) konvergentní pro x » - K , je stejnoměrně konver-
gentní v (- R , 0) a tedy funkoe f je spojitá v (- R, R). 

Po «niž n.tra 4. II plyne snadno z I, užij i-li substituoe -jí» /y. 

D&kas věty 53« Podle posnámky právě učiněné atačí dokásat, že s konver-
genoe řady 

(11) 2 a/n 
/TL* U 

plyne stejnoměrná konvergence řady 

(12) 
2. OA, x ^ v intervalu M. /Km v 

E důkasu užijeme věty 46. Řadu (12) pišme ve tvaru 

(13) I as^C. ( f ) 
/Km O  n  

Spojitost v plyne např. z eziatenoe derivaoe (věta 52), spoji-
tost v plyne se stejnoměrné konvergenoe (věta 40). 
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m/ 

nalito ^ a ve větě 46, II pišme a^ť" místo x) , (f) místo ^ CO 
7 intervalu 0 m x m R je 

a dále řada 2 • 2 ^ ^ je konvergentní řada s konstantními Sieny, 
/ns 0 /n,nO 

tedy je stejnoměrně konvergentní v intervalu 0 t x Ě R . Podle věty 46, II 
je tedy řada (13) (tj. řada (12)) stejnoměrně konvergentní v (o 9 R ) . Důkaz 
je hotov. 

Poznámka 5» Spojením obou tvraení věty 33 dostáváme ověem totot Je-li 
řada (7) konvergentní pro x * R i pro x • - R , je stejnoměrně konver-
gentní v (- R, R ) a funkoe / je spojitá v R, R>. 

3 důležitými řadami mooninnými jsme ss setkali už v 1.ročníku, když jsme 
rosvíJeli některé funkoe v Maolaurinovu řaduj přirozeně jsme si věímali tehdy 
jen reálnýoh x . Dostali jsme rozvoje 

O* A * xz x3 y x" £/ m 1 • —7- • -Ť7- • -77— • . . . » -^T <// 2/ 3! MQ <n! , 

M m x «-t rr + -řr - ... * Z (-4) ^ 
5)- /KM 0 (Z/»+<1)\ 

? L 00 „¿/»v J X X V t s x C06JC rn 1 - 4 r • -TI— ... « 2. (-*) ZK*0 (2m)\ 

Dokázali jsme tehdy, že tyto vzoroe platí pro věeohna reálná x v takže moc-
ninné řady vpravo mají nutně poloměr konvergenoe • 00 a Jsou tedy absolutně 
konvergentní i pro věeohna komplexní x . Bále jame dokásali 
i y ^ + x ) U J L - ... - 1 i-n"1"1 pro - í * , 

00 
(4 • * r*. 4 • (Tu • (T)-** • ... » 2 i™)*"1' pro - . fltaO 

Tyto řady (tav. logaritmioká a binomická) maji poloměr konvergenoe 4 , jak 
ae anadno přeavědčíte podílovým kriteriem» výjimku tvoří binomioká řada pro 
hodnoty /m.« 0 94 9Z9 . k t e r á má poloměr konvergenoe +00, 7 tomto 
případě je totiž mO pro m/>/m., a vaoreo se redukuje na tav. bino-
mlokou formuli 

Z (X) oelé nezáporné) , /n,« 0 

která platí dokonoe pro vfteehna komplexní . , 

5) Sačínáae s indexem 0 , ve větě 46 ae aačínalo a indexem i , ale to 
ověem nevadí. 
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Vyhnuli jsme se • 1.ročníku funkolm ojujL^ x , QfuMw x , protože ee nám 

výpočet postupnýoh derlvaoi (kterých je sapotřebl k odvození Taylorovy řady) 
zdál obtížný. Tel můžeme tuto mezeru vyplnit. 

jf 
Příklad 1. Derlvaoe funkoe atuJy x je — • Pro je 

4 • x 

(14) 4 , • ^ - Jt* • JÍ4' - Jt6* ... 
4 • JS* 

(součet geometrioké řady o kvooientu - -*2 ). Řada vpravo má poloměr konver-
genoe 4 (nebol pro x = 4 je řada 4-4+4 -4 + ... už divergentní). 
JeSto podle věty 52 (vlaatně podle pozn. 3) můžeme Integrovat člen po členu, 
je pro - 4 ^ x ^ - 4 

( C je konstanta). Ježto pro i » 0 je součet řady vlevo roven nule a též 
cuulyO * O 9 je C * 0 . 

Podle věty 51 má řada (15) etejný poloměr konvergenoe R Jako řada (14)» 
tedy R » 4 . Jak je to pro x * 4 9 x * - 4 ? Pro x »4 dostáváme 
z (15) řadu 4 — y - • —| + ... , jež Je konvergentní podle Lelbnizova 
kriteria (věta 35)i pro x = -4 se pouae věeohny členy poslední řady násobí 
- 4 . Tedy řada (15) je konvergentní v 4 , 4} . Podle věty 55 (vlastně 
podle poznámky 5) Je řada v (15) etejnoměrně konvergentní v 4 9 4} a její 
součet Je funkoe spojitá v 4, 4y . Pro - 4^x^-4 máme Již 

x3 xs x7 / (16) - + JL-+ ... . axJjyx , 

ježto eoučet řady (16) je funkoe apojltá v bodě 4 zleva (a obdobně v bodě 
- 4 zprava), Je 

4 — — + — • ... « lom/ OAtbyx » ajucía/ 
3 5 1 A- * * x+4-

(neboi axcif x je také apojltá v 49 4} , dokonoe v (-«o , • oo )). 
Tedy rovnice (16) platí i pro x *4 a obdobně pro x • . Tedy oelkemt 

Rovnioo (16) platí v intervalu * . O t pro /*/>'/ Je řada v (16) 
divergentní. 

Poznamenejme, že jsme si dosud neodvodlli žádný poetup k numerickému po-
čítání čísla tt . I (16) plyns pro x *4 tato pěkná formule: 

— m 4 — + — — • 
b m 1 " 3 * S ~ V * 
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K nuneriokému výpočtu se teto řada nehodí (konverguje příliš pomalu). Tro-
chu ryohleji konvergentní řadu dostaneme pro jc • -y=- (potom cuaUy x ' -f-)s 

TL JL t J J- ±_ JL * 4 4 ' 
« KF " 3 * 3 + * ' " ~P" * T " 

Bxistnjí však daleko výhodnější vsoroe pro poěitání ěíela K , vis třeba 
D I, kap. XII, % 5-

Přiklad 2. Odvolme obdobně rosvo J fnnkee OJUMM X .Jest 
- 1 

(cuutúrvjt)' m ( 4 -X2) z . Pro - 4^ t^ 4 dává binomická řada 

. 1 ("jj ť " , atedypro t . - * 2 
/n» 0 

4 
(i?) . 2 

M0 ^ m, ' 

Snadno vypoětote 
4 . 3 . .f .... ) c-^fá) ¿•4.6.... ( i/>v) 

Doeaime do (17) a integrujeme podle posn. 3 ölen po členu; dostáváme pro 
- / < x ^ 4 

M ů , Ä . „ JK 4 -*3 . f3 J_SJ_J_ x* (10) O***/«, Jf « -r— • — - . — - • — : z— + 8 + 1 Z 3 l.b 5 • e • 

(Obě strany oe mohou llělt Jen o konstantu,ale tato konstanta je O , ježto 
pro x s O ee obě etrany rovnají nule.) ftada vpravo je pro lx)^4 diver-
gentní (ušijte podílového kriteria). Dokašae, še řada v (18) Je konvergentní 
i pro Jt n 4 . Označme ¿^(-O součet první oh členů řady v (18). Omesme 
se na hodnoty 0<.x = 4 . (lenové řady jeou kladná čí ala, takle řada (18) 
je pro x a 4 konvergentní, jeetllše posloupnost číssl je ehora ome-
zená (viz větu 27)• Ješto řada má pro kladné členy, je (podle 
poen. 9 v f 2) menší neš součet celé řady (18), tj. pro O^jc^J a 
pro každé přirozené />v Je 

HC (19) 4n(-*> ̂  M-CA&n/X <<• OhjcMw 4 = — . 

ále ^ U ) Je při pevném m, polynom, tedy funkoe spojitá, takše podle (19) 

Jt"» 7 ~ 

Tedy vskutku posloupnoet čísel ¿/»¿('O J® shora omozená, a tedy řada (18) kon-
verguje 1 pro x 94 } změním-li u Jí znaménko, náeobí ee každý člen řady 
(18) ělelem - ' , tedy řada (18) konverguje i pro jt • - 4 . Podle pozn. 5 
je tedy eoučet řady (18) funkce spojitá v 4, . Ješto v tomto intervalu 
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je také funkce OACAÓIV X spojitá, je 

J_ 4 J_ 4 . 3 3 .5 J_ 
A 2 ' 3 * * 5 + Z m n .5 • y • — " 

a iti/rn/ OKCAi/yv X x OhjCA</yv 4 . 
1 - ' 

takže rovni o e (18) plati 1 pro JC » 4 , a tedy (změním věude znaménko) též 
pro x s - 4 . 

Tedy oelkemt 

Rovni o e (18) plati pro - 4 t x Z 4 . Pro Ixl >4 je řada divergentní. 

Přiklad 3. Zjistili jsme, žs řada X ~ / je abaolutně konvergentní Avm O 
pro vžeohna komplexní /& a víme, že pro reálná je jejl součet roven 

V kap. I jsme zavedli pro okamžitou potřebu (totiž pro řeěenl lineárníoh 
diferenoiálníoh rovnio s konstantními koefiolenty) As*" pro libovolná komplex-
ní /se . Způsob, jakým jsme tam zavedli, byl troohu umělý. Zapomeňme na 
obvili tehdejší deflnioi a definujme pro komplexní /x Jiným, přiroze-
ně jělm způsobem. ^ 

Víme, že pro reálná /% je 
00 /n, 

(20) 2 4 r . 
/n, \ 0 / n " 

Definujme nyní: pro všeohna komplexní n, budiž dáno M vzoroem (20). Dokaž-
me nyní rovnioi 

(21) * 1 ť z » f 

pro libovolná komplexní 
Je oo J oo f» 

J i i l , ^ . 2 

a obě řady Jsou abaolutně konvergentní. Podle věty 37 ee tedy & * . J/ 
dostane jako aouěet abaolutně konvergentní řady, kterou doataneme tak, že 

vezmeme věeohny eouělny — X 1 fv1— 

a vytvoříme s nich (v jakémkoliv pořádku) nekonečnou řadu. Podle poan. 5 
v $ 2 můžeme jeětě v této řadě dát vždy několik Slonů dohromady (uzávorkovat 

Dodatečně ověem dokážeme, Že obě definice jaou ekvivalentní, že jsou ve 
shodě. 
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je). Uděláme to tak, So dáme všďy dohromady věeehny Slony a tými eouStem 
As* ýt m /rv (tj. ftm /n, - X ) ^ . Při daném /»v to bude tody aoačot 

nt jL /H—A TV , 
.«¿x —— ň » f- \A/ /», • (binomio-IMO Xt m! IMO * M, j ká pouSka). 

Tady 

/ / ' . Jt "Zm 2 
/KsO 

alo pravá strana je podle definioe (20) rovna t*1 * ̂  , Simž Jo (21) doká-
aáno. 

Pra ryae imaginární /c , tj. pro 3 y, reálné, je podle (20) 

e n , s r m i . ¿a, . _ . JXÍ . ¿xí _ . . . . . . 
^ 1 2! 51 7! 

• G<ř6 y' + /UAÚrv/y . 

Je-li nyní A, libovolné Síalo, al * JK • { x t y reálná), je podle 
(21), (22) 

. 1 sX • ¿y m X -¿v x . x £ a L a m * n £* ( ^ + As/xsrv> /ý ) . 

•le to byla právě definioe, kterou jene podali v kap. I. Tedy vakutku nafie no-
vá definioe Je ve ahodě a definioí s kap. I, tj. obě definioe dávají pro kaž-
dé komplexní /c touS hodnotu . 

t 7» Ortogonální ayatémy a Pourlorovy řady 

Mooninné řady jaou velmi moonou pomůckou k etudiu funkcí. Viděli jame 
např. v 1.roěníku, ie rosvoj 

41 Z\ 31 

^ Tj. ve aohematu, nakreeleném v J 2 před větou 37» dám vidy dohromady Sieny 
a téSe 'uhlopříSky". 

Je totiž (přidávám nulové Slony, abych to měl pěkně pod aebou): i ¥ s 
C06<u,m 4 • 0 - -X- • 0+-Z—+ 0 0 • ... , 

' 21 k\ 6\ 

0 + 0 o + 0 .... takže vekutku 

- ' f r - / - i f ř • ••• 
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může sloužit k pohodlnému výpočtu hodnot funkoo i totéž platí pro roavoj 
funkci m^v x , ca»x + oJuclp x atd. Snad jol tě vět lí 
jo jejich význam teoretický, jak poznáte v přednáěoe o analytických funkoloh 
(kde ee - zhruba řečeno - vyšetřují právě funkoo komplexní proměnné, které ee 
v okolí každého bodu svého definičního oboru dají rozvinout v mocninnou řadu). 
V nauoe o funkcích reálné proměnné je použitelnoet mocninnýoh řad značně ome-
zena. Jeetliže funkoe f ss v intervalu (- R, ft) dá rosvinout v mocninnou 
řadu, tj. jeetliže je 

ao 
4 U ) « Z Ofo-x'"' pro věechna jcé(-*fft) f m, = O 

potom podle věty 52 a posn. 3 v $ 6 má funkce f nutně derivace věech řádů 
v (- - a tato nutná podmínka ještě adaleka není postačujíoi. Mimoto 
u mnohýoh mocninných řad je jejloh konvergence v bodě x velmi pomalá, jeet-
liže Ixl Je blízko poloměru konvergenoe, což může působit obtíže v numerlo-
kých aplikaoíoh 1 v teoretickýoh úvaháoh. Proto hledáme jeětě jiné spůeoby 
rozvoje funkoí v nekonečné řady; k nejdůležltějšlm patří Pourlerovy řady, ke 
kterým se nyní obrátíme. 

Definice. Budiž ty , (pz , ... posloupnost komplexníoh funkcí epojitýoh 
v Intervalu t neoht žádná a funkcí není identioky rovna nule 
v (a/t&y. Posloupnost. ss naživá ortogonální v ( a > t , jeetliže pro kaž-
dou dvojioi přirosenýoh Čísel z**, ̂  ) je 

(i) J »
 0

 • 
OJ w 

(Přitom f značí funkoi komplexně sdruženou k / , tj. je-li 
fix) uf(x) • x X U ) ( & reálné), je ýl*) » f{x) - ¿X (x) .) 

Pro /in,» /tv je ověem 

(2) * J'fcJ-O'2«^ . 
eu & 

neboi Integrand je funkoe spojitá a nezáporná v , která není iden-
ticky rovna nule (viz např. J I, kap. II, f 5 poan. 2). Posloupnost ortogonál-
ní v (cu%Ĵ )> ee nazývá ortonormální v , Jeetliže 

(3) J'sfkU)'*^* • y • 
OJ 

Z ortogonální poeloupnoetl t cf̂ , ... snadno vytvoříme ortonormální poeloup« 
nost taktot Položím , 

Z 
j '%L<Jt>' ^ » CU 

e/̂  je tedy kladné číslo. Okamžitě ae přeevědčíte, že funkoe 

./— . ,/— , i/— , ... tvoří poeloupnoet ortonormáln 
11 O ̂  V T/^ ŘC/J 
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Jestliže funkoe tf̂  jsou reálné, můžeme (1), (2) psát ve tvaru 

(lft) J (**) ^f/m (**) » ^ pro /n. ̂  /»rv f o/ 41 
(2*) i % 

Pro nás budou nejdůlolltější následujíoí dva ortogonální systémy. Budil 
o/ libovolná reálná číslov ^ libovolná kladná číslo. Potoa funkce 

a 2ÁSK* L. zJoXx , a . - , (4) 4 tUK> , Avrv ( ,*• ' , * , ^ , . . . ) 

tvoří reálný ortogonální systém ^ v {a/f <*/• /v). Rovné5 funkoe 

(5) * ** U* 0,1 9 . 4 , 2 , -2,3, -3, ... ) 

tvoří ortogonální systén v ou + f^ • 

Dokážeme to třeba pro systém (5). Je-li y reálné, je 
t/^m co* ty • á/aOt^y » takše komplexně sdružené číslo Je y -
-Á/Aimsy M Máme tedy vyšetřit integrál 

i i 
Je-li /ntf X , doetáváme 

Se závorky vytknu **** <4 ' ^ f , zbude v ní - * s 0 

(nebol ^ ZitK*.a 4 p r o ^ j # j ̂  ^ * 0 pro X ^ w , systén 
(5) J« ortogonální. Dále Je 

JÁ J Í * $ V * D * 9 S ^ ' 9 O/ 
takže systém funkcí 

(6) -3= J U 2 ^ * U*D ,4 , -4,2 , -2, ...) ±_ 2 AftX. 
Yf 

jo ortonormální v (o/f <*> + 

Punkoe (4) fttjoou Ještě erovnány v poeleupnoet, ale dovedli byete je tak 
arovnat. Definioe ortogonmllty aaaiviaí na tem, přerovnáte-li nějak po-
aloupnoat (1). Proto budeme v dalěía říkat raději "ortogonální systém". 
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Zjistěte sami, že systém (4) je ortogonální • (au9 ou • a žo 

CL+fi> Qt + fu 
(7) = J CM* - i ^ S - d*» J *»»* Mr^-dt. 

OJ OJ ' Q/ 

(II S 49 Z 9 . . # )F 

takže systém fonkoí 
A i r r , \rr , 

( 8 > • j r . y - p ^ — f r - . . . ) 

je ortonormální v a/ + ̂ ^ . 

Oba eyetémy (4)» (5) spolu úzce souvisí v důsledku rovností 
- cxn> sy + t ¿/"̂ Iť-s. t&i sy/ - ¿//¿nrwy (pro reálné y ). A f 

Vezměme opět libovolný systém <?2t ••• spojltýoh funkoí, ortogonál-
ní v (a,, . Bude nás zajímat, které funkce f lze vyjádřit řadou tvaru 
a/jCfaU) + a/zfz(x) + ... , kde a/4 , a/z, ... jsou konstanty, a jak se ty 
konstanty určí. První věta má jen orientační charakter» 

Věta 54« Nechí cfi , (fz% ... je eyatém spojit/oh funkoí, ortogonální 
v (o/y Bulte fyt&z* ••• komplexní čísla, a neohi řada 

je stejnoměrně konvergentní v Potom je 
t * _ <10> %,J !&(>*)I*- J flU. 
0/ a/ 

Důkaz. Zvolme určité přirozené /»v * a (9) plyne 
oo 

(11) 2 a^tfoWfaUi) . 

Ježto funkoe (p̂  je epojltá a tedy omezená v , je řada v (11) opět 
etejnoměrně konvergentní v 

(to je ařejmé). Lze tedy podle věty IV 
z pozn. 4, } 5 integrovat od do £ člen po členu. Z podmínek (1) plyne, 
že vlevo budou věeehny Integrály až na člen a Á * /*, rovny nule, takže vakut-ku vychází # Jr _ _ ^ _ _ 

* m . \ A * m I ** • 
A/ OJ 

Věta 54 má pouze prozatímní oharakter: jestliže se funkoe ý dá "roa-
vinout" ve etejnoměrně konvergentní řadu tvaru (9)» jaou "koeflolonty" 
nutně dány rovnlol (10). láe však právě zajímá otázka, které funkce lae v ta-
kovou řadu rozvinout. Přirozeně náe budou podle věty 54 aajímat hlavně řady, 
jejichž koefioienty jsou dány vaoroem (10). 
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Definioe 10. Buite 9} , cf% , ..., funkoe spojité v (cu9 9 které 

ty oři ortogonální systém v A ) t Budiž fa funkoe spojitá v (a/9 / ) . 
Potom dlela o^ , definovaná vsoroem (10), nazýváme Fo ar jerovými koeficienty 
funkoe fa , a řadu 2 cub cP, tx) 

Á * 4 ** * nazýváme fourlerovou řadou funkoe f 

(v£hl , k Intervalu (a/9 a vzhledem k ortogonálnímu systému f1t<?z >•••)» 
budeme to vyjadřovat symbolem 

oo 

f U ) ~ ¿ 4 W J L f * ( J C > * 

Dosud nevíme ovšem, zda tato řada je konvergentní a zda má 
souěet ý(x) f to teprve musíme vyšetřit. Předpoklad o spojitosti funkoe ^ 
(a částečně i předpoklad o spojitosti funkci f Z 9 ...) není příliš vhod-
ný; nakonol uvedu aspoň jeden obeonšjšl případ (ale bez důkazu). Plnš uspoko-
jivá teorie Poarierovýoh řad ae dá vybudovat teprve na základě Lebesgueovy 
teorie integrálu. 

Poznámka 2. ge vzoroe (10) je ihned vidět» je-li 
oo oo 

a je-li c/ nějaké člalo, je oo o o 

fix) • ̂ (Jf) ^ 2. <fc(x) t c/^U) X e/a/^f^ix) # 

Příklad 1. Pro t»v. "trigonometrický systém" (4) vypadá Pourlerova řada 
funkoe takto i 

(12) 

kde 

• — • ^ ^ ^ • — • 
a+fv 

J ^u) di Uu o ,4 9z9 ...), 
(13) M t 

^ » 4 - J oC* U - 4 9Z , J, ...) 
~ a/ ^ 

Obyčejně ae mláto (12) píše řada 

<"*> t % * J , t ^ ^ j r * ^ - T F ) » 

také ay to tak bodáme paát. Ježto řada (iaa) Tsalká a (12) "uaávorkovánlm" 9 
nfealme ae přesvědčit, ada ae ohování obou řad nějak neliší. Osnadlm-11 částsč-
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né součty řady (12a) /»^U) , má řada (12) částečné součty ¿^(J) a 
V ^ ) + . Dokášese, ie ůw cu* (Tla (18) ). n ps rn, -* oo m. -*oo 
Z toho zřejmě plyne, So řady (12), (12*) se ohovajl stejně, poknd se týče kon-
vergenoe, stejnoměrné konvergence, absolutní konvergenoe a hodnoty součtu. 

Fourler vyšetřoval právě trigonometrický systém (4)» řadám (12) budu ří-
kat trigonometrloké Pourierovy řady. 

Vypočtěme 
/V- nv 

(14) - O x c f t M f d , * , 
0/ / t a 

kde a^ jsou Pourierovy koeficienty funkce f . Integrand Je 
m, 

Z £ — — _ • //COl - 2 . A j h , / U > < - žtoAýWrjiM * 

'Iv /7l/ 

Integruj 1-11 od a/ do ^ , vypadne řada členů následkep podmínek ortogona-
lity a dostanu, Se integrál (14) se rovná (poloSlm-li J ¡(fŷ l̂ cí/jc, a 
a tfe >• O ) 

/n. /n. ¡̂r 

a/ 
Jr Ol 

* J l f W l U x - 2 l<%lZCÁ. 
0/ /&• 7 

Ježto Integrál (14) je nezáporný. Je -
»i/ ^ 

(15) 2 J i / w i 

To však znamená, Se řada i .'2' Z / a/* j c/m 

e nezápornými členy je konvergentní a má součet nejvýše rovný integrálu 
v (15)í 

2 ) Peává se 7-0/«,, aby také pro A s O Tyěol v (13) koofioient . 
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Všta 55. Bulte O/,, a/t9 ... Fourlerovy koefioienty funkoe fa, epoJi-

té v C ^ » ^ y (vihledem k intervalu (a/, a vzhledem k ortogonálnímu 
sjetému Cf1$ (J>2, ...). 

r Z Položme c/ĵ  s /!%(•*)' d/* • Potom Je 
0/ ^ ^ 

(16) 2 iouÁ\zc/^ž f Uwl1*,* . 

Jin4 a/ 

Poanámka 3. Speoiálně pro trlgonometrloký syetém (4) Je oo 4<+p 
(16ft) Tf\*Jt>+ ^ (Uj/** £ = J }#íx)\Z COJC. 

a/ 

Budeme v dalším potřebovat pouae fakt, že při trigonometrické Fourlerovš řadš 
apojité funkoe Je řada 

»o 
(17) 2 (Jo,-/2* /X/ 2) 

* * 

konvergentní. Odtud zřejmě 

(18) ť̂ t = ¿Arv/t', S ^ . 

Herovnost (16) ee nazývá Beaaelova nerovnost. Dá ae dokázat, že pro trigono-
metrický systém platí v (16a) dokonoe znamení rovnosti (tzv. Parsevalova rov-
nost - ale tu nebudeme dokazovat). 

Nyní ae budeme až do konoe zabývat jen trigonometrickým systémem (4) a 
trigonometrickými Pourierovými řadami (12) a koeficienty (13) (budeme je psát 
ve tvaru (12a)). 
Funkoe 

( 4 ) 4 x l . 4 , 1 , . . . ) TV ňf\f 

Jsou reálné. Je-li /fa » + XA/ ( h reálné funkoe), má-li <y Fouriero-
vy koefioienty a^, ̂ , a má-li tv Fourierovy koeficienty jsou 
^ » ̂ i» reálná a Z' má podle pozn. 2 Pour. koefioienty 

+ , • AIÁ^ . Stačí proto, budeme-11 studovat Pourierovy řady reál-
ných funkoí fa | příslušné všty pro komplexní funkoe se odtud ihned dostanou 
běžný a způsobem. Dále budu stálo vyšetřovat pouze trigonometrloký systém (4). 
Funkoe (4) maji všeohny periodu i proto bude asi výhodné studovat funkoe 
fa , apojité v (-oo, +oo), které maji periodu fr (tj. /(*+/i<) * fa{x) 
pro Tšeohna J£ , a tedy 1 «-i/0 = faW pro všechna oelá X). 

Budiž f funkoe apojitá v (-»,+*>) s periodou f̂  . Tvrdím, že pro 
libovolná reálná čísla a/% k Je 
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J ^ U ) o(/X - J / CO dC* . 
a> & 

Důkas: 
Jtr+fa 0/ Q/+fv 
J f{x)d/JL a J^ (Jř) • J ýU)ct,JL + J* ýU) <*/X . 

& J^ & O/FJRV 

Zavedu, do posledního Integrálu jc u jv + a dostanu (ježto = 

J* ̂ u ) * J / {y+Ť*} ̂ f 3 J fty ^ t a * J V ^ * ^ • 
čw-̂ v a/ a/ 

D&kaz je proveden. 
Jinými slovys Má-li ^ perioda ^ , je Integrál funkoe f přes in-

terval délky jv nezávislý na poloze tohoto intervalu. Odtud je také vidét, 
Se Pourierovy koeficienty funkoe / , ješ má periodu jt, , nezávis! na vol-
bě čísla 0/ ve vzorcích (13). 

Poznámka 4. Připomeňme pojem funkoe eudéi /(-JK) «/(¿) a liché: 
ýt-X) s -/-(**) • Součin dvou funkol eudýoh nebo dvou funkcí llchýoh je 
funkoe eudá, součin sudé a liché funkce je funkoe lichá. Pro eudou funkol $ 
máme 

0 0 0 0/ 
JfW dxn - íýi-f) áf* - <tf* j /U) ¿x , - 0 / 0 / CO Q 

pro liohou funkci 
0 0 o a/ 
J ý{x)cLx M - J/t-y) Af* $ oLf m - § ýU)cU » 

-oj a/ a/ o 
tedy pro audou funkol je 

0/ a/ 

-0/ o 
pro liohou funkci ^ je 

0/ 
J / (j: ) o0x s o 9 pokud příeluSné Integrály eziatuji. Neoht / je 

spojitá v (-«>, + 00) a má periodu ^ 1 potom můSeme v (13) volit A/« - » 
takže ee integruje od - do . Odtud je vidět; Je-li / sudá, je 

0 , doetáváme tsv. řadu koalnusovout je-li ^ lichá, je a 0 , 
dostáváme řadu sinusovou. Mimoto lss u sudé funkce psát při a/o níeto 

f * 
J integrál % \ » podobně u liché funkoe. 

J 

7 0 
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Poznámka 5. Budiž opit fa spojitá v (-«?, • 00) 8 periodou f*> . Aby-

ohom si v důkazeoh ušetřili psaní ve funkoíoh 
CM iJLlfjt .. lllrjc _ M m — J i — » M/yx/ ji • položme 

Punkoe <y má periodu W 1 

Seohi 

/ 0 0 

^ (Y) ^ J % • ( C / 0 0 ÁJC + ¿¿W ^ ) F 

kde např. (aubstituoe — ^ 

4 ^ 2, ^ 2 2& 

ale ýi ^ ) $ tedy cuĵ  » a podobné • ^ • J e t#*y 

lehké přejít od funkoe faU) s periodou fi k funkci fair^) b periodou 
a naopak. Proto budeme TŠty uvádět pro funkoe s obeonou periodou jv , ale 
d&kaay provádět jen pro ffenkoe e periodou Z9t a pro ortogonální systém 

(19) 4 , cahLíl , x 4 9 2 f ... ) j 

ělstě formální přeohod k obeoné periodě ei ětenář provede sám. 

Fourlsrova řada apojité funkoe fa s periodou je potom 
00 

fa(&) ro ~ 0/Q 2 MXvÁjC) f 
JL» 4 

(20) ^ ¿ y a"** 
Cbjjm— J" faU)CA*ÁxpOx 

4/ a/ 
( A/ je libovolné reálné číalo). 

Čáetefiné souěty této řady jaou tav. trigonometrické polynomy (e periodou 
¿$*) » tak ae říká funkolm tvaru 

nv 
A0 • ( Aj^ CO* A.X • J^ Avřv ^Jř ) , 

(Hr • 4 
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kde A^ , jsou konstanty. ^ Je-li aapon jedno a čísel růané od 
nuly, mluvíme o trigonometrickém polynomu otupni /*«- • Dokažme (abychom nemu-
sili přerušovat důkas hlavníoh dvou vět)t Je-li přirozené číslo, je 
to* trigonometrloký polynom otupni (a to boa sinusových členů). 

Důkas indukcí: pro n 4 jo to zřejmé. Heohi pro jisté přirozené /n, je 

(21) cot^x - Z Ai ooí>JLx , kde 4 0 
^ — ® 

(pro al = 4 to platí)i potom je 
m, 

CD***'1X U ¿E KG CCS ÁJ . C*AJT I 
¿•O * 

ade je 
co*>íx otf>x s -j cxH> {¿+4 )x + j- 4 ) X 

pro A > 0 9 takže doetaneme 
/n+4 

Dále dokážeme: Je-li m, přirozené, ti reálné, je (4-/?) trlgono-
mický polynom /n,-tého stupni. 

Důkas: Podle (21) je 
/»t 

(21a) ocn^ix - f l ) = X AD tsrtAix - f i ) = 

= 2 ( CAHA/1 g<*AX + bjk /i/3 u 

(A^é o , takže aspoň Jedno s čísel A^coim/l , A^ At>n¡njl je růsné od nuly). 

Věta 56. Budiž £ spojitá v (-oo9 +<*>) a periodická B periodou 
v̂ > 0 . Neohi věeohny Fourierovy koeficienty 

- 4 : S d x ( 4 a 0 9 * 9 1 • } 

^fc f dx {Am 4 9 Z 9 . . . ) 
t- 0 r 

jsou rovny nule. Potom £{x) » 0 pro věeohna reálná JÍ . 

Důsledek. Jestliže / , f jeou dvě funkoe spojité v (-<», • e pe-
riodou fv > 0 , které maji etejné Fourierovy koeficienty, potom je 

Kdybychom peall mleto /<£.* , dostali bychom trlgonomstrioké poly-
nomy s periodou • 
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fa(x) * <f{x) pro všeohna reálná x (nebol funkce ^ -y má všechny řouriero-
vy koeficienty rovny nule). 

dy je 
Důkaz vSty 56. Abychom zjednodušili psaní, předpokládejme f̂  = ZJf . Te« 

J* f i x ) Ort /íxoLx* o 0 t1 9 Z 9 ... ) , 
o 
IVť 
$ fix) /><AvJíxoCx= O (X= / , 2 f ... ) . 

Je-li tedy T (x) libovolný trigonometrický polynom, je 
27ť 

(22) J* /(JC) T U ) ^ « 0 
o 

Bez újmy obeonosti předpokládejme, še ý je reálná (jinak byohom rozložili 
na reálnou a imaginární část). 

Přsdpokládejme dále, Se funkoe f není identioky rovna nule; z toho od-
vodíme spor s rovnicí (22). 

Existuje tedy fi tak, 2e -ýifi) f 0 i bez újmy obeonosti budiž 

/(/i). r » 0 

(kdyby bylo {(fl) ̂  O f uvažovali bychom funkci - >f ) • Pro libovolná při-
rozené zrn, sestrojme funkci 

(_ /Ml 
4 • (x -/?)) . 

To je součet členů tvaru ^n td^^x - /?) (/»v, 0, , tedy je 
to trigonometrický polynom (vis (21a) ). Položme 

fit Tt 

/i-ir 
dokážeme, že 
pro dostatsčnš velká /m- je J ^ ^ O ; tím bude nalezen hledaný epor e rovni-
oí (22). 

Ježto fa(fi) « f > 0 , plyne ze spojitosti funkce fa , že existuje 
cT>0 tak, žs 

faix) = -2- pro všechna xé f̂l - ď, /? * c f ) . 

Přechod k obecné periodě Je snadný, viz pozn. 5. Místo ( O, lze vzít 
libovolný Integrační interval («/, & + . 
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1* cos(X-p) 

P-6 p-± p p.6 P+ M 

Obr. 27. 
• Intervalu • S , Q> • ft} je t<n> (•* - P ) « cT , tedy 

4 + CAXt {JC - ft) w 4 + M ď. 

V Intervalu (/$- -f • P + í« ooe (•* -/J) ř , tedy 

A + C^A (Jř -yff ) m 4 • C^ó y j 

Přitom volme ď^- 1ť 
(pro orientaol dále 
vis obr. 27)* 

Punkoe f je 
epojltá a tedy ome-
tená v (o t Zíty i 

I f M l - M . 

Y intervalu 
9ft - ď } i 

a konečně věude je 
4 + cak> Z 0 . 
r 

Uvažme ještě, že č>ĉ ó -j > oT v takže Síslo ty* 

je meněl než A a ovšem nezáporné* 

4 

Číela ft , y , cT , M jsou tel již dána» přirozené ěíalo /m, můžeme vo-
lit libovolně. Abyohom odhadli J ^ , rozdělme integrační interval na několik 
čáati (integrand je stále /(Jí) ( + un> (Jř-yS))*"')» 

I [ I*! LI ' N m 

f . (jošto tam je ¿ U ) > o ) , í • 0 
fi+f 

í * <f. -f". { 4 + toi 
' l 

Takže oolkem 

(25) 
J ^ í ( * • - f f** 0 - » W ' • cT)™ . 

, (fy-
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Je však /L*rv<yn'* O j existuje tedy přirosené /nva tak. Se pro /m. = Je 
/t*v oo ířt ^ 

^ • ÍttM » takže podle (25) Je O pro to Je hledaný 
apor e rovnicí (22)» 

Uvědomte el aákladní Idea důkasm Předpokládáme, že všeohny Pourlerovy 
koeficienty funkoe fa jsou rovny nule, ale že funkce v některém bodě (3 je 
růaná od nuly, např. kladná. Z toho se snažíme odvodit spor. Štaflí sestrojit 
trigonometrický polynom T tak, že 

(26) J / U ) T(jí)dx > 0 . 

Myělenka je nyní tato: Snažím se nalést nezáporný trigonometrický polynom 
tak, aby v bodě /J měl velmi ostré kladné maximum, takže příspěvek k Integrálu 
(26) od "malého" Intervalu (/i - cf, ¡1 + <f}, v němž f(x) Je kladné, převáži 
nad přiapěvkem (možná aáporným) od sbývajíoíoh Intervalů (fi-Tť % /? - < 0 • 

<r 9 fi + * • > . 

Abyohom takové T našli, vesmeme funkoi 4 • to* (-*-/?), 
která je atále nesáporná, v bodě fi je rovna Z a všude jinde v intervalu 

, ¡1 + 7Ty je meněl než Z . Má tedy ekuteěně maximum v bodě X . 
Ale toto maximum není popřípadě doetateěně ostré. Proto umocním tuto funkoi 
na "velký" aoonitel nru , čímž se maximum etane "valmi oatrým". - m • 

Yěta 57» Budiž fa ftuikoe e periodou ^ , která má v intervalu 
( - 0 0 , •o©) spojitou dsrivaoi. Potom Pouriorova řada funkoe fa (pro aystém 
(4)) Jo stejnoměrně a abaolutně konvergentní v ( - 0 0 , • «») a její součet je 
pro každé reálné x roven fa(x) . 

Důkaa stačí provéet aaoe pro funkoe (třeba komplexní) e periodou ZV . 
Pouriorova řada funkoe fa je 

(27) • ^ (co. otnAx, • J-j ¿únix) , 
Jimi ^ * 

IX l* 
(28) a^ » J fa(x) unAxdx, • J fa{x) M»v/ijt dx. 

O o 
Derlvaoe fa Je podle předpokladu apojitá a má ovšem periodu 21T. Tedy má 
Jakousi Pourlerovu řadu 

A 
(29) — ž ( Ař oo*Jix • 3j M»vÁX) t Z £.1 * 

(30) " Iv J f U ) «»¿xek » 
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Podle poanámky 3 k větě 55 je 

(31) ( IAjlI2* ¡fy?) 

konvergentní. Avšak integraol per partee doetáváme (a využitin periodičnosti) 
pro A % 4 

r j a -¡ZIT , XX 
AA9 L * m J L l 1 * "3F ví • 0 • • 
a podobné 

s — A OL/» • 

Tedy je řada 

(32) i ť ! * / * ť l J t ř ) 

konvergentní. Ale (/<&/ - lfi\)z pro všeohna komplexní a , fi , tedy 
2U/ÍI = 1*1* • |/3I2 » takše 

' i Ul^btJL 

a podobně 

0 0 4 
Z konvergenoe řady £ - j j a a konvergenoe řady (32) plyne tedy konvergenoe 
řady A** * 

7 K / - J , l<kh . 

oož je řada a konetantnlni členy majorantnl k řadě (27) v (-«o, + 00) • Podle 
věty 45 je tedy v intervalu (-«, +<«>) řada (27) etejnoněrně i absolutně 
konvergentní a jejl eoučet je ovšem funkoe s periodou M ť - osnačme ji f -
která je podle věty 40 spojitá v (-«, +<*>)* tedy 

o« 
^/(JC) s 2 ( OOt/Ax-* Atm/A.JL) . 

A - 4 

Podle věty 54 jsou tsdy čísla • Pourierovy koeflolenty funkoe 
cy , ale eoučasně jsou to Pouriorovy koefiolonty funkoe f • Tedy podle 
důeledku věty 56 je totožná e / , tj. je 

/ (Jř) * — + (a,£ooi>íx + AL/H/Ají ) 

a řada vpravo (tj. Pourierova řada funkoe ^ ) je stejnoměrně i absolutně kon-
vergentní v ( - 0 0 , •«) . Věta 57 je dokázána. 
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Přiklad 2. Budiž c/^09 ^ U ) 
vinout Pourlerovu řada v intervalu 

z i * 
E ( x - eS) . Choeae tuto funkoi roa-
(- c/f c/) . Funkce fa aá v bodeoh 
• c/ hodnotu i derlvaol rovnou nulo: 
f{t v) n ý'(± c/) m 0 . Její průběh 
Je naanaěen na obr. 28. loni oviem pe-
rlodiokát sestrojíme proto funkoi p , 
která v intervalu ( - c/%e/) oplývá 
a funkoi ý a aá periodu jejl 
průběh je naanaěen na obr. 29« 

Obr. 28. 

Obr. 29. 

Zřejmě je falx) dokonoe v uzavřeném Intervalu c/9 c ) . Punkoe <y 
aá zřejmě apojitou derivaoi v (-«o, • «>) Tedy Pourierova řada funkoe 
konverguje etejnoměrně v (-<*>,• «0 , a jejl eouěet Je roven funkoi 
v (-w, +oo) , tedy se rovná funkoi ý v (- c/, • • Ježto y Je au-
dá funkoe, je její Pourierova řada koainuaová, tj. soházsjí členy se 

ZÁJTJC A M , MAV 1c/ , tedy je 
oo 

U l - cA)Z * ^ a^crtJ&L pro Xt{- c/% , 

kde 

AJ es J c -c/ 

Jakási poohybnost by mohla vzniknout v bodě -c/ a v bodeoh, které ss 
od něho liěi o násobek periody 2c/ . Ale v bodě - c/ máme zřejmě 

C-c/) » c/) e O t (- c/) , = ̂ '(c/) = O (periodicita!), 
takže esletuje C) • 0 . . Dále Je pro xč c, 0> ^'U) » , 
tedy Je f apojitá v (- c , 0> a p P 0 - c/> j# * 
= 2>'{X + lo) * ̂ (Jiř • ic) , tedy Je f' spojitá v ic, - c> . Tedy 
je epojltá v bodě - cf a tedy (periodičnosti) 1 v bodeoh -e / • Z íc/ 
( b celé). 
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v 

(lze též psát S )• Vypočtěte au<̂ \ dostanete 

m-L.s\ J B V £ J=fl±L « 
pro xé c/9 c/} , Seuěet řady vpravo je funkoe e periodou 2 c • Je-li 
tedy např. 3e/ i x ^ Sc/ 9 má řada vpravo eouěet 

• y(x - ke/) • /(JÍ - (ŘE/) « ((JT - - o2)Z 

(neboí - c/á x - b c / ^ c / ) . 

Přiklad 3« Kdybyohon ohtěll rosvinout podle naěí věty 57 např. funkoi 
/(JÍ) » J:2 V intervalu (- 4 , 1 y , narazili byohon na tuto obtiž. Sestrojme 
opět funkoi y tak» aby měla periodu 2. a aby bylo »/(-O pro 
- 4 = x 4 . z grafu (obr. 30) jo beaproetředně vidět (a snadno lae ověřit 
poětea), že j/ je epojltá v (-<w, • «>) # nle 

y; (-4) = / ; ( - 0 • - * . = ^'(O - * Z • 

Obr. 30 

takže funkoe y není epojltá v (-«>f •<*>) (v bodeoh 2JL + 4 , kde ^ 
je oelé ěíslo, vůbso neexistuje). Haěi věty 57 tedy sde nelse užit. 

Přiklad 4. Pokusme ss rozvinout funkoi (̂JT) » ̂  v Intervalu 
ve Pourlerovu řadu. Sestrojme funkoi <¥ podobně jako dřivé (obr. 31)« 
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Zde funkoe f není epojltá v bodeoh x * 4 ( /4oelé)j v takovém 

bodě má y limita sleva JU , limita sprmva - 3 - . Opět se nedá ošit věty 
57-

Předpoklady věty 57 jeou tedy přilil onezujiol. Ve ětěsti platí věty 
obeonijií, a niob! nejjednodulii (Dlrlohlotovu) aveda (bos důkazu). 

Vita 58. Pfcnkoe / o periodou f*>0 bud i i deflnováaa a oaesená 
v (- oot • oo) . leohi lse svolit čísla 

c^-c c^ ^ ^ c^ * cQ + fi tak, Is 

v každém Intervalu ( ^ ) j« / epojitá6* a monotonní7*. Potom Pourle-
rova řada funkoe <ý 

(33) ±asQ • I ío^UH + JJ^L.) 

Z 1*4 *> j» * jv 

má tyto Vlaatnoetl:8* 
1. Jo konvergentní pro vleokna reálná x 
2. Její eoučot v každém bodě JC je roven 

Je-li tedy / spojitá v bodě x , Je eoučot řady (33) v bodě x roven 
¿U) . 

3. Je-li / apojitá v některém intervalu (A t P ), je řada (33) etejno-
měrně konvergentní v každém intervalu , kde A -<• oc . 

Podle této vity nůleae dopočítat příklady 3 n 4* Prove&te to! Doatanete 
tyto výeledkyi Pourierova řada fonkoe ýix) a přikladu 3 Je 

4 ^ 4 ! j z í i L - « * * , . 
3 ** A w4 A

z  

Tato řada Je etejnomirnl konvergentní např. v (-4 ,4^ a tedy (náaledkem 
periodičnosti) v intervalu (-oo, +») \ Jo Jí eoučot Je £•(-*) I pro 
- 4 á" x má tedy eoučot X2 . Pourierova řada funkoe ^ (-O « příkladu 

lm ± \ ( * + J (~4) (C4X>A*X -AXM^AX-X ) v*- * ) 17 ¿ m 4 - T T J Š t F 1 • 

^ Tento předpoklad lae vynoohat. 

Body ^ , ̂  , • ^ tvoří rozdíleni Intervalu , c/0 + 4*> o déloe rovné period!i je ekoro zřejmé, že eplnini předpokladu nezávlaí na tom, 
jak volín . 

• ̂ A 0T*e" °Pfit definovány vaoroi (13)» 
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( - 4 . 4 ) je pro x s - 4 a pro x * 4 má Její součet • Intervalu 
A A * 

součet (z* -j ). Rada Je stejnoměrně konvergentní v každém Intervalu 
tvaru (-4 + <T, 4 - <f) ( 0 ^ <T ^ 4 ) . Nemůže v Sak být konvergentní v Žádném 
intervalu (4 -ď9 4 • <T> ( ďO ) , ježto její součet není spojitý v bodě 
1. Součet řady je periodioká funkoe s periodou 2 . 

Přiklad 5» Ho«viňme funkoi fix) » i* v kosinusovou řadu v interva-
lu ( 0 t4 ) . víme, že Pourierova řada sudé funkoe je kosinusová řada. Se-
strojme tedy funkci f i x ) tak, že pro 0 

je f(x) a ) = f{-X ) = t, 
s X 
- JK 

= 4 je » fa (Ji) = 4* , pro 
(vis obr. 32) a dále definujme 

f tak, aby měla perio-
du i . Je vidět, že 
f je spojitá v (-co, + oo). 
Pourierova řada funkoe 

má tedy v každém bodě 
JC součet fix) • Kon-
ve rgenoe je stejnoměrná 
např. v 4,4y a te-
dy (následkem periodič-
nosti) v (- OO, +<*>) . 
Pro 0 š x ú 4 je její 
součet b 

Obr. 32. 

4 
JL=4 

i-4)Á jt-4 
4 + A,ZXZ 

pro 
- 4 t x t 0 je její 
součet . Propočtě-
te tuto řadu; dostanete: 

C0t>Á7CX . 

Příklad 6. Bosvlnte /(JC) M JL V sinusovou řadu v intervalu i 0,4 ) . 
Funkoi f s periodou 2 budu nyní konstruovat tak, aby byla liohá (vis 
obr. 33). Zvolím fix) * faix) = t* pro 0^x^-4 . p P 0 - 4^x^-0 svolím 
fix) > - Y ( - J £ ) = - / ( - J Í ) » -Jb~x , piO) . -^(0) , tedy f(0) « O . Zvo-
llm-li jeětě f(4) * O , má Pourierova řada funkoe p v každém bodě sou-
čet fix) . Řada je stejnoměrně konvergentní v každém intervalu tvaru 

- </*) ( O ̂  ď-*- £ , /tu, celé). Dostanete tuto řadu: (/nv +(f /Wt f 
oo 

- í̂ r 2 JL 
1*4 4• ^ í 2 í7r 

(i-4)1 Jxjrv ttAx 

V intervalu 
čet O . 

i O ,4 ) má řada aoučet ť pro = 0 a pro x = 4 ^ 80a-

PoBwAiwa 6. Trigonometrloké Fourierovy řady 
oo 

A* 4 
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slouží k rozvíjení 
periodiokýoh funkcí 
o periodě ^ • Ta-
kové perlodloké funk-
oe elouží k vystižení 
perlodiokýoh jevů 
v přírodě, které 
jeou velmi časté a 
důležité (meohanioké 
a tedy 1 akuatické, 
elektromagnetioké a 
tedy 1 optioké kmity, 
perlodloké pohyby pla-
net atd.). Obeoný ělen 

h ygw 

cuÁ tOi> 

Aon 

llttX 

- 3 -2 -1 

V 
elouží k popisu, nej jed-
nodušší oh kmitů, totiž 
k popleň tav. harmoniokýoh 
kmitů e periodou -íjjr » čili e kmitočtem A 

Obr. 33. 

Tyto kmitočty jeou tedy u 
jednotlivých členů Pourlerovy řady (kromě konatantního členu) rovny násobkům 
základního kmitočtu Podaří-li se nám tedy nějakou periodickou funkoi 
rozvinout v trigonometrickou Fourlerovu řadu, rozložili jsme tím přieluěný 
"kmit" v harmonické kmity o Z 3 

T% ~F9 

povídají harmonické tóny k základnímu tónu o kmitočtu -r-
r-

kmitočteoh , V' V akustice jim od-

Poznámka 7« Probrané příklady by mohly véet k domněnoe, že enad každou 
perlodiokou funkoi lze rozvinout, aepon v bodech, kde je spojitá, v trigono-
metrickou Fourlerovu řadu. Honí tonu tak} lze např. sestrojit periodickou 
funkoi spojitou v (-00, + 00) , jejíž trigonometrická Fourisrovs řada je di-
vergentní ve věeoh racionálních bodech. Jak může vypadat množina bodů diver-
genoe spojitých perlodiokýoh funkoi, není dosud dostatečně známo. 
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