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K a p i t o l a II. 

DIFERENCIÍLNÍ POČET PRO FUNKCE NĚKOLIKA PROMĚNNÝCH 

§ 1. Množiny v A. -rozměrném kartézském prostoru. 

Budeme studovat reálné funkoe A/ reálných proměnnýchi ý {x1, xz , . . . , Ĵ ,). 

Napřed si musíme povědět několik slov o množinách v -rozměrném kartézském 
prostoru . 

Kartésským A-rozměrným prostorem E x budeme nazývat množinu vfiech 
/l-členných posloupnosti neboli uspořádanýoh /c-tio reálnýoh číeelt 
Of, x2 % • ••» x/u~] . Každou takovou A-tioi nazveme bodem prostoru , čísla 
it •••» xx nazýváme jeho souřadnioeml. Body budeme značit také jedním písme-

nem» pífil-li x s [x1 , Xz 9 ..., x^J f znamená to, že jí je bod o souřadní-
oloh JC-f, •••txA/ * Jde-li o konkrétní dimensi nepříliš velkou, označujeme 
eouřadnioe někdy různými písmeny místo abyohom je odlišovali indexy. Např. pí-
šeme [JÍ ,/yJ | atd. (první je bod v Ez , druhý v ). 

Máme-li dva body X = , Xz xAJ , y = , ... ř ̂  ] , na-
zýváme jejioh vzdálenosti číslo 

(1) f (* , y ) .]j » V <y, )2 • ... • • 

Tedy ^ e touto definlol vzdálenosti je vlaetně A-rozměrný euklidovský pro-
stor B psvně zvolenou pravoúhlou soustavou souřadnic. (Tedy je to euklidoveký 
prostor plus jedna jeho ortogonální base.) Vzdálenost (1) má tyto tři vlastno-
sti» 

I. f ( i , * ) « 0 pro Je f(Jt , y) > 0 . 

II. f( Jt « f (y, * ) . 
III. f < x , a ) š f(xty)+<j>iytA,) . 

První dvě vlastnosti jsou zřsjmé, třetí (tzv. trojúhelníková nerovnost) znáte 
z geometrie. 

Bude-li vhodno vytknout dimensi, budeme psát též místo f> . 

Yěeohny úvahy, které budeme provádět, platí ovšem též v , tj. na 
"číselné ose". 

Poznámka 1 pro ty, kteří chtějí vidět troohu dále. Je-li "P nějaká mno-
žina, a je-li každé uspořádané dvojici prvků Jt 6V , y £ V přiřazeno číslo 
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p(jc tak, že platí 1, II, III, říkána, la T je metrloký proator. f> 
udává jeho metrika. Při důkasu některýoh vět budeme užívat Jenom těohto tří 
vlaatnostl I, II, III* Tyto věty ovšem platí pro každý metrloký prostor. 
Prvkům metriokého prostoru se čaato říká ''body". 

Mějme množiny ^ c E/t » ^ c • Kartě«akým aouěinam M * N množin 
M , N nazýváme množinu všeoh bodů 

fc. x* » •••» • W • •••• 9Ú
 e

 E/l+A » 
pro něž je Jc2 , ... t x^ ] € N , ^ . •. -. 3 ̂  A/ . 

Příkladt Budiž N c f 2 množina těoh bodů 
» t Pro něž xz • y 1 * (vnitřek Jednotkové 

kružnioe)) budiž A/c£, interval (^,3) . Potom 
M x N c- E3 je množina oněoh bodů (oe, y t * J , pro 
něž je Jť2* ^ , 4< & < 3 (je to vnitřek 
váloe, vis obr. 11). Henl ověem pravda, že by každá 
množina bodů v byla kartézakým součinem množiny 
v Eju a množiny v • 

Přikladl Heohi množina ? c Ez se skládá as 
dvou bodůi [i , 0] , [091] . Kdyby bylo 
? * M x N , M c Ei , A/c£j , musila by množina 
M obsahovat oba body 0 , 4 , a stejně tak množina 
/V . Potom by však množina "P musila obaahovat body 
Co , OJ 9 [i , i] , oož není pravda (nakrealetel). 

Podobně se definuje kartézský součin libovolného 
konsčného počtu množin fy c , Mm c Ex , M^ c Ex . Např. Je-li 7 l M c f A, iV c fA , P c fy t snamená M x N x? množinu všeoh bodů 

(2) O f , ^ , Xjl, y,, , , .... , 

pro něž je [a,, ..., x^J £ M , jfcJ € N , O-,, ..., *j,J . 
Označíme-li [>*, , = •*, [«ft, •••ttfsJčy, l/S» ....«^J«*» 
píšeme míato (2) kratčeji [jf, y, . Podle této definioe je 

Dále Je Jaané, že platí aaooiativnl zákon t ( N * N ) x ? « M * ( N * ? ) * 
= N x /V* 7> . 

Vime, oo to Jaou intervaly v . Intervalem v Ex nazýváme kartézský 
součin A/ jednorocměrnýoh intervalů! 

(3) I - I f u l i * ... x . 

Obr. 11. 
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Je-li např. It « (A/,, ̂  ) , * (a^,^ ) f J, » (<^,¿3 ) , Je X vnitřek 
kvádra v Ej (totlS množina těoh bodů /fc] , pro něl je cu^ x ̂  ^ , 

) . Je-li některé s fiíeel a^ , ̂  nevlaetni, ne-
ní to ovšem kvádr v obvyklém smyslu slova. Jsou-li v všechny intervaly 
I 1 , .*., otevřené, nazývá ae také I otevřeným intervalem. 

Je-li a/ libovolný bod v E^ 9 nazvu okolím bodu a/ kašdý otevřený 
(a. -rosměraý) interval, obaahujíoí bod a/ . (Obyčejně se pojem "okolí" defi-
nuje obeonějl, ale my vyatačíme o touto deflnioí.) Speciálně i Je-li 
& m Ol» • • •» 3 a cT kladné číslo, nazvu ď- okolím bodu ou interval 

(o/f - <f9 a/Y • cT) x ( a/x- <T, o/̂  • <f) x ... x (a^ - <T , a^ • <T) | 

je to tedy vnitřek A,-rozměrné "kryohle", která má etřed o/, hrany rovno-
běžné a osami souřadnic, a délku hrany 2 ď 

Každé cT - okolí bodu je okolím bodu au j 
naopak, každé okolí bodu a/ obsahuje nějaké cT- oko-
lí bodu OJ (stačí volit <F dostatečně malé -
vis obr. 12). cT - okolí bodu a/ budu snačit 
UfiaJ) . 

Obr. 12. 

Jaou-11 M1 , M2, . A f ^ libovolné množiny 
(a prvky jakéhokoliv řásu), ¿znamená symbol 
fy u M Z U ... A/̂  nebo M ^ jejioh sJedno 
oeni, tj. množinu věeoh prvků, jež patří aspoň 
k Jedné s množin M1t ..., AL. Symbol 

M1 n Mr, n ... n nebe fi M^ snamená jejioh průnik, tj. množinu všeoh 
prvků, jež patří ke všem množinám A/f, ..., MP. Symbol 0 snačí prásdnou 
množinu. Zave&me ještě rosdll M- N neboli n \ N jakožto množinu těoh 
prvků, jež patří k M , ale nepatří k N . Je-li epeoiálně /Vc M , nazý-
váme M - N doplňkem nebo komplementem množiny N vzhledem k M . Je jaené, 
še komplement množiny M - N vzhledem k M je množina N (sde je předpo-
klad Na M nutný!). Speolálnět Je-li N c. Ex, , budeme množinu E^ - N 
nazývat krátce doplňkem množiny N (bez dodatku "vzhledem k to ee 
přitom tedy rozumí samo sebou). 

Množina M c E^ ae nazývá omezená, jestliže existuje číslo K tak, že 
absolutní hodnoty souřadnlo věeoh Jejioh bodů jsou menší než K . Vidíte, 
že pro A/ s A (tj. pro množiny reálnýoh čísel) je tato definioe ve shodě 
s naši dřívější deflnioí. 

A tel přijde důležitá klaslfikaoe bodů s vzhledem k nějaké množině 

1014-4527 



- 58 -
Budiž M c Ejy. Bod a/6 E^ nazvu vnitřním bodem množiny M , jestliže 

existuje okolí U bodu cu , jež je části množiny M . (Potom ovSem a€ Af). 

Bozdělíme nyní vfieohny body prostoru podle jejioh vztahu k množině 
M c E^ do tří skupin: 

I. Vnitřní body množiny M . 
II. Vnitřní body doplňku množiny M ; říká se jim také vnější body mno-

žiny M (ty ovšem nepatří do M ). 

III. Body prostoru E , které nejsou ani vnitřními body množiny M ani 
vnitřními body jejího doplňku - M ; těm se říká hraniční body množiny M ; 
množina všeoh tšohto hraničních bodů se nazývá hraniol množiny M , znak 
9&M) . Ze symetričnosti definice (doplněk k E^ - M je množina M ) je vi-
dět, že hranice množiny M se rovná hraniol množiny E^ - M : 2C(M) sJCtE^-M). 

Množina M c E ^ se nazývá otevřená, jestliže každý bod množiny M je 
vnitřním bodem množiny M . Např. každý otevřený interval je otevřená množina. 
Nebo v Ez je "vnitřek" kteréhokoliv kruhu otevřená množina. 

Otevřenou množinu M lze charakterisovat^ také tím, že žádný hraniční 
bod množiny M neleží v množině M , tj. celá hranice množiny M (neboli oe-
lá hráni o e množiny £^ - M ) leži v £A - M . To lze psát také H{M) n M » 0 . 

Jestliže X(M) o M (tj. jestliže celá hranioe množiny M leží v M), na-
zývá se množina M uzavřená. Je vidět, že doplněk množiny otevřené je množina 
uzavřená, doplněk množiny uzavřené je množina otevřená. 

Příklady: v E2 je kruh JC2 + n*^ < A otevřená množina; je ji hranioe je 5 9 j 9 9 A 
kružnioe JC* • - 7 . Kruh x^ + = n je uzavřená množina; jej i hranice 
je opět kružnioe x2 + y 2 = A . E^ , 0 jsou otevřené množiny; jejioh do-
plňky 0 , Ejy jsou tedy uzavřené. Tyto dvě množiny jsou tedy současně otevře-
né i uzavřené. Dá se dokázat, že žádná jiná množina v E^ už tuto vlaatnost 
nemá. V E^ jsou tzv. otevřené Intervaly vskutku otevřené množiny. Interval 
^a/, by (-oo< qj<- /ír<+oo) je uzavřená množina; jejl hranioe se skládá ze 
dvou bodů cu. A . Je-li - o o < • oo , nejsou Intervaly ( ^ » ^ ^ f 
(a/, & ) ani otevřené ani uzavřené (ze dvou hraničníoh bodů <v, * jeden 
k intervalu patři, druhý ne). Ale intervaly (-oo, , (cu, +oo) jsou uzavře-
né množiny (jediný hraniční bod je & , po pří p. «/ ). 

) Slova "charakterisovat" se v matematiokýoh texteoh užívá zpravidla ve smyslu 
nutné a postačujíoí podmínky. Bekneme-11 např., že otevřené množiny lze cha-
rakterisovat jistou vlastnosti, rozumím tlm, že množina je otevřená tehdy a 
jen tehdy, má-11 tuto vlastnost. Také říkáme, že tato vlastnost je oharakte-
ristloká pro otevřené množiny. Protože jde o zestručněné rčení, je vhodno 
ho užívat Jen tehdy, je-li ze souvislosti jasný jeho přesný smysl; jinak je 
vhodnější obšírnější formulaoe ('¡tehdy a jen tehdy" apod.). 
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Množiny uzavřené a množiny otevřené tvoří dvě důležité epeoiálni třídy 

množin. 

{ 2. Punkoe několika proměnnýoh» spojitost a limita. 

Budiž M c E^ . J o st 1 lže každému bodu jc > Qx,, ...»x^JeM je přiřa-
zeno reálné číslo, jež označíme /(-*) nebo ^(x1f .. JÍ^) , říkáme, že / 
je (reálná) funkos A/ reálnýoh proměnných v oboru M . Množině Af říkáme 
obor nebo definiční obor funkoe ^ . 

Funkol ý jedné proměnné e definičním oborem M lze také plně popsat 
Jejím grafem v | to je množina věeoh bodů QJC , ̂  (•*)J pro věoohna xSM . 

Podobně funkci / dvou proměnných v oboru N c E2 lze plně popaat je-
jím "grafem" v E3 % to je množina věeoh bodů [ » pro věeohny 
body [x, y] 6 N. 

Obeoně funkol ^ ( A/ proměnných) a definičním oborem M c F^ lze plně 
popaat jejím "grafem" v » to je množina věeoh bodů , xx 9 . . . , JÍ̂  , 
f(x19 • ••TXM/)J Pro věeohny body [j^ f ...,J<JÍ,JčM. (Hebo, ve zkráceném 
označení, které Jsme už zavedli v § li Graf funkoe ^ je množina věeoh bodů 
O ,/(•*).] pro věeohny body xGM) . Při tomto označeni znamená ^ funkol 
(tedy ohoete-11 její graf, tj. jistou množinu v 4 )» kdežto ý (JC) zname-
ná hodnotu funkoe ^ v bodě x , tedy jiaté číslo. 

Hěkdy užíváme troohu nedůsledného označení: Např. mluvíme o funkol tří 
proměnný oh 

(1) X* * . 

ačkoliv byohom vlaatně měli mluvit o funkol ý> , jež je pro věeohna reálná 
x definována rovnioí x t y t fr) s x* fy*. Výraz (1) by vlastně ne-
měl znamenat funkol, nýbrž její hodnotu v určitém bodě Lx 9 y9 AJ. Ha tuto 
odchylku jato zvyklí. Paali jame např. (x2)' » 2x , ačkoliv jsme vlastně 
měli říois Je-li f(x) »a 2 pro věeohna reálná x , je f (x) = Zx pro 
věeohna reálná x . Budu se přirozeně této nedůslednosti vyhýbat tam, kde by 
mohla vést k nedorozumění. 

Z funkoe Ju proměnnýoh mohu vytvořit nové funkoe tím, že za některé 
z proměnnýoh dosadím konstanty. Tak např. do funkos ý , definované v £3 
rovnioí 

fix 9y9 A) 3 Mn,JLtf+ 4 , 

dostanu doaazsním ft*4 funkol dvou proměnnýoh ^ v oboru t 
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dosazením Jí = » ft-a.2 dostanu funkol X v oboru E1 i 

My) -fi-j- ,y> 2) = ¿Prm«, 4 » 

dosazením jc = 4 , y m dostanu funkol A v oboru E^ i 

M*) i , t, = 4 = 4 | 
dosazením y = O dostanu funkol v oboru E^ s 

x , *,) * x t O t /i) s jt/° A*o>v 0+4 = </ . 

Funkce ^ f ̂  jsou různé! Punkce ^ je definována v , jejím grafem 
je přímka rovnoběžná s osou absols; l je definována v Ez , jejím grafem 
je rovina, totiž množina těoh bodů, jejichž třetí eouřadnloe je rovna jedné. 

U funkci dvou proměnných leží jejloh graf v E3 , a tedy sl to dovedeme 
troohu naznačit v projekcis 

Máme funkci dvou proměnnýoh / v oboru M . Zvolme JK0 j položím 
^yí • Tato funkce je definována pro ona y , pro něž (jf0 » yd^^l* 
Jejl graf vidíte na obr. 13 v rovině X * x0 . Podobně můžeme zvolit y0 a 
vyfietřovat funkol A,Kx) - * t y0) (viz obr. 14). 

Obr. 13. Obr. 14. 

Obrátíme se nyní k pojmu spojitosti. Zavedli jsms vzdálenost f>(xty) 
dvou bodů v Eĵ  . Pro nás bude někdy výhodnější vyšetřovat místo 

f u ,y ) ' V (*i-tí ̂  + ••• • (ít-ysi)2 * m G**» 
jr- [j* 

jinou funkol, totiž 
d(xty) = ^ x t y ) = / - yfc / 5 

' , . . . , V 
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někdy se hodí také 

ďix ,y) i* 9y) '¿-^i-rV 
tu 

Zřejmě je 
M x 9y) = $>(x , y) Ř ď{x 9y) ž a oi{x 9y) 9 

tj. ne j vět Si z těohto tří funkoi je nejvýše A,-krát větěí než nejmeněí z niohj 
proto v mnohých úvaháoh je lhostejno, které z těohto funkoí užíváme (je to 
hlavně v úvaháoh o spojitosti a limitě, kde jde - zhruba řečeno - o to, zda ee 
některá z těohto tři funkoí za jistýoh okolností stává "libovolně malou"). Pro 
nás bude pohodlná funkoe cb . Má tyto tři vlastnosti! 

I. ct{x 9x) = 0 | pro x ± y je dA x , y) > 0 . 
II. oi(x ,y) = d{y9x) . 
III. d( x = d(x 9y) • d(y9/i) . 

První dvě vlastnosti jsou zřejmé. Důkaz třetí: Pro JL=1 ,2 , ..., a/ je 

/ š / XQ_ - ̂  / • I y^ - t*.01 i 
* tii{x 9 y) + t xs) » a tedy též 

d( x , *,) = l = dix 9y) +d(y9 *,) . 
"/,2,..., /i ^ 

Vidíte, že má tytéž tři základní vlastnosti, které jsme uvedli u funkce . 
Také ď má tyto vlastnosti» dokažte si to sami. 

Pro větěl názornost je nakreslen obr. 15 (v Ez ) . 
Eružnioe o poloměru ď~ je množina oněoh bodů x , pro 
něž to9x ) = <T j opsaný čtverec je množina oněch 
x 9 pro něž d{ x ) = cT j vepsaný čtvereo je mno-
žina těoh bodů x , pro něž ci'(a/,x ) s cT. 

V E1 všechny tři funkoe splývají: 
Obr. 15. . , . 

d{ x t y) = p(Jc 9y) = d { x 9 y) = Jx -yl . 

<f- okolí bodu a/s [a/j, . « f c ] značme dále (a) ( cT O ) . Co je to 
<T- okolí bodu a/ (v Ek ) ? To je množina všeoh bodů Jt , pro něž je 
A^ - <T< X^ < + (T 9 tj. I X£ - A^L < cT pro A = 1 9 2 9 A/ . Neboli: 
í^a) je množina těoh bodů JC , pro něž * , a,) < cT . Definujme jeětě re-
dukované Sokolí bodu cu } to dostaneme, kdyl z /Ẑ -(a/) odstraníme bod a, . 
Označíme je UJ?(a) . 

Budiž V{x) nějaká vlastnost "věci" JC I např. vlastnost x>3 (zde 
tedy x znamená reálné číalo) nebo x, a) 4 (zde jde o body x€ E^i 
x má tuto vlastnost, jsstliže jeho "vzdálenost" d^ od daného bodu a>e Ex je 
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menší než 1). Symbolem S ( V (*) ) značíme množinu všeoh x , která maji 
vlaatnoat V (JÍ) . Praoujeme-li 0 body v EÁ , jo zřejmí 

« S (cC(x9a.) ̂  cf) , tt*(a,) . § (0<CUx,a,) ^ ď) . ik " JC 

Hyní definujme spojitost a limitu1 

Definloe1 Funkoe ý ( ̂  proměnnýoh) se nazývá apojltá v bodě c^eE^ , 
Jestliže ke každému £ > O existuje <T> O tak, že je 

I ^ U ) £ pro všeohna JC€ • 

Poznámka: mohli byohom též psát "pro yžeohna xe Heboi je-li 
£ pro yžeohna xe (tj. pro yěeohna xelí^cy) kromě -

snad - bodu o), je ¿(v) definováno, načež nerovnost //(*) - I ̂  £ je 
splněna sama sebou i pro jc B c/ . 

Definioe. Říkáme, že funkoe ^ má v bodě c (vlastní) limitu A , 
jestliže ke každému £ > 0 existuje cí> 0 tak, že je 

- AI < 8 pro všeohna x€U*(c/) . 

Uvážime-li, že pro A, a i je interval ( c/- <ft c/+ ď) f vidíme, 
že pro Ju » 7 , (tj* pro funkoe jedné proměnné) jaou naše definloe ve shodě 
s těmi, které znáte z 1.semestru. Poznamenejme (jako u funkoe jedné proměnné), 
že ss smysl definloe a spojitosti nezmění, plši-11 = £ místo < £ • 

Stojně jako u funkoí Jedné proměnné se dokážo, že daná funkoo f má 
v daném bodě c nejvýše jednu limitu, kterou opět oznaěujeme 

Jtúmj /(vt) nebo (je-li to užitečné) Zunv • ••»•**,) 
x -* c ,..., • • •» °>t J 

(samozřejmě můžeme mleto písmena Jt užívat také jinýoh plamen). 

Srovnáme-li definiol limity a deflnloí spojitosti (ve které můžeme mláto 
psát U^ícs) ), vidíme, že 1 pro funkoe As proměnnýoh platí známá vě-

ta: 
Funkoe / je spojitá v bodě c/ tehdy a jen tehdy, je-li 

Lrrv / (x) , Mcs) . 

Věty o limitě a spojitosti abaolutnl hodnoty, součtu, rozdílu, součinu a 
podílu platí ve stejném znění jako pro funkoe jedné proměnné. Také důkaz je 
stejný, jenom místo Ix-c/l^-ď sepíše xe Uj. (c) a místo 0 I x - c/ I cT 
se píše xell^c/) . 

Je-li ^ spojitá v každém bodě otevřené množiny M , říkáme krátoe, že 
^ je spojitá v M . (0 spojitosti v množině, která není otevřená, budeme 
mluvit později - půjde o to, jak účelně definovat apojitoat funkoe v hranič-
ních bodeoh množiny M , které leží v M .) 
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Dokažme větu o spojitosti složenýoh funkoí. Budiž dAn^ funkoe A/ proměn-

ný oh •••»•«a,) a * funkoí 4 proměnných # ( t tz 9 ..., tÁ ) , 
f̂» • • » ...» » » .• • • t* ) . 

Definujme funkoi A proměnnýoh) rovnioí 

, ť2 , t4 ) B / ( y f ( t < ( t 2 , ť̂  ), .... £(<Vf t2 , ...,**) ). 

•8 ta. Nsoht funkoe fyt<f29 jeou spojité v bodě t/ • [c/4 ,... 9cfa 
označme ^ (c/) = d^ ř . » . Heohi funkoe / Je spojitá v bodě 

Í 4 * •••» • Potom funkoe y Je epojitá v bodě c . 

Důkaz. Budiž £ > 0 . lláme dokázat, že exietuje <T> 0 tak, že platí 

¡Fit) -7(<y)l <6 pro věsohna te ̂ (c/) , tj. 

(2) (t), ) (O, .... £ pro všedná teU^Co). 
Ježto ^ je spojitá • bodě d * [d4 9 . . . , ¿¿J « («0 , . . . , & (^J» 

existuje k našemu £ > 0 číslo ^ > 0 tak, že je 

(3) //<•*. <<*>• .... £ 

pro věeohny body • • £ ̂ (<0 tj. pro - ̂  / < ^ >•••» ~ ̂ t * 
tj. pro 

(4) 9?, (c)l ^ , ..., /jf̂  - ^ H . 

Ale funkoe ..., ̂  jsou spojité v bodě c 1 tsdy k číslu ^ > O existu-
je ď> 0 tak, že je 

/<#(*) - 9 í M l * t I%,lt) -%(&)!< y pro věeohna tell^cS). 
To však znamenáx Je-li fe > Je splněno (4), když za jĉ  dosadím 

) tedy nerovnost (3) 

) <c), .... %,(">)! * £ 

je splněna, když ^ = % (*) (Á» 1 9 2 9 tell^c/) ) , takže sku-
tsčně platí (2). 

Důkaz byl snadný, ale formálně trochu neohrabaný; později si odvodíme 
obeonějěí větu o zobrazeníoh z do fy , kde to bude přehledněJěí. 

Setkáváme se často s funkcemi několika proměnnýoh, které na některých 
proměnných nezávisí. Typický případ je tento 1 Je dána funkoe y ( v proměn-
nýoh), definovaná v nějaké množině M c E*, j tj. * •••» ) 
Je definováno, když * 3 Q*«, , ..., <*x J e ̂  • Budiž ^ funkoe ^ + /> proměn-
nýoh, definovaná rovnioí 
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j <•* , y) yt $ .... r* ) * » ...» *A, ) » 
pro xeM a libovolné y-e ̂  (takže definiční obor Je M F^ ) . 

Tvrdím Je-li [a/f /J » [a/Y, ...» ..., ] libovolný bod 
* M x E^ (tj. a>€M, & libovolné), potom je / spojitá v bodě [<* , 
tehdy a jen tehdy, je-li ^ spojitá v bodě o/. Důkaz» Spojitost funkoe / 
v bodě [>,/] znamená * ke každému £ > 0 existuje cT > 0 tak, že pro 

¡Xi - cT <T, ly-^l^cT I n - ¿Á I < cT 

je l f ( x ,y) - / ( a , , / ) / -c £ , 

ale to znamená totéž, jako že je \y (x) - I £ pro 
I x4 - (Ví I < cTt Iat̂ - a/̂  I < <7 ( ̂  se zde vůbeo nevyskytuje), tj. spo-
jitost v bodě | » J znamená totéž jako spojitost funkoe 
v bodě a/. 

Přirozeně, že ty proměnné, na kterých funkoe ý nezávisí, nemusí být 
zrovna ty poslední (jako to bylo zde); ale nechtěl jsem komplikovat označeni. 
(Jíapř. je-li l ( » • • » ¿5- ) « -«2 • *** ) , potom platí* / Je spojitá 
v bodě ẑt % t % > tehdy a jen tehdy, je-li ^ spojitá v bodě 

Tato věta nám ve spojení s větou o spojitosti součtu, součinu, podílu a 
složených funkcí dovoluje často rozhodnout o spojitosti funkoí několika pro-
měnných. Např. funkoe jedné proměnné 

P (x) = x2 , fz (y) = y5 , f3 (*) = ÝT+ x* , y¥ (a) = /*, 

jsou funkoe jedné proměnné, které jsou spojité v Ef , takže funkoe tří pro-
měnných 

2 

X ,yt *>) = *2 , /i (4r , y , A) - £ (•« • y • = Yj + *z , 
x t y, fi) s A/ jsou spojité v £3 . Tedy funkce tři proměnnýoh 

y ( jf f y t /JO ) s Jf2^3 + A /V • x1 

je spojitá v (spojitost součtu a součinu). Dále funkoe /(£) = $ Je 
spojitá v Ei , a tedy podle věty o složenýoh funkoíoh je funkoe , defi-
novaná rovnicí 

, y t * ) a ¿i>rvcf{x tyt*>) a (*Žy3+ H. V1 + XZ ) 

spojitá v . 

Tady jsme tedy ze spojitých funkci jsdné proměnné , y z 9 fá , fa , ̂  se-
strojili spojitou funkci 9* tří proměnnýoh. 

Uve&me dva obeoné příklady. 
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Polynomem např. ve třeoh proměnnýoh xt nazýváme součet konečného 

počtu členů tvaru cû ŷ /je"" kde Atl,/m, jBou oelá nezáporná čísla, např. 

Jjc2y/t3 - j x/x^+lCy+S 

(nemusím jietě definovat obeoně polynom v JU proměnnýoh). Je vidét, Se každý 
polynom v A/ proměnnýoh je funkoe spojitá • . 

Baoionálni funkoe je podíl dvou polynomů) je ověem epojitá ve vfieoh bo-
de oh, ve kterýoh je jmenovatel různý od nuly. 

Haopak uvedeme nyní jednu větu, která dovoluje ze epojité funkoe několika 
proměnných sestrojovat spojité funkoe meněího počtu proměnnýoh. Neohl 
/(•* » /( xi% • ••»<*&»]#» je funkoe Ju + A proměnnýoh, spojité 
v bodě [a/,, ... t 0/^ , ̂  f ..., ¿¿J * [o/ , ¿J . Potom funkoe * f i x 
je spojitá v bodě <v . 

Důkaz i Budiž £ > O j existuje cf> O tak, že 

(5) ,<y) £ 

pro - a/fl < ď ; I** - Ofrl* Ip-stfl*- <r . . . . . lyí-^l * ^ • 
ledy (5) platí speoiálně pro 

/jc, - a/f/ < ď 9 ..., - a^Z-c. cTt ^ , f ^ s ^ . 

Tj. pro lx4 - a/,, I * cTř Ij^- cu^^ď je //( * , - /( a/ , J-) I < £ , 
tj. If(x) - ̂ (a,)l ̂  £ . Tedy je ^ spojitá v bodě cu . 

Je jasné, že ty proměnné, které byly položeny rovny konstantám, zase ne-
musí být srovná ty poslední proměnné. Např. u funkoe dvou proměnnýoh i Je-li 
ýl* p<y) epojitá v bodě [>, je ,/) spojité v bodě a/ , 
f ( a 9 y ) je spojitá v bodě & • 

Jestliže j* a€ EA 9 a jestliže funkoe 

fW •{('»i t^z , . . . . u » ' ' ' # • ̂  5 

je spojitá v bodě , říká se často, že / je spojitá v bodě <» vzhledem 
ke X-té proměnné. Tedy funkoe, která je spojitá v bodě & , je podle přede-
šlé věty také spojitá v bodě cu vshledem ke každé proměnné. 

Ale obrátit se to nedá, jak ukážeme na příkladě i Budiž ^ funkoe dvou 
proměnnýohi 

/ < * , r ) = VTO íX,y3t Co, Oj , / ( O . O ) = 0. 
X + 

Tato funkoe je epojitá v každém bodě [JE , y ] * [o, oj. 7 bodě [o , oj j. 
epojitá vshledem k první i vzhledem k druhé proměnné, neboi 
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f ( x , O ) b O pro všeohna , 
^ ( 0 ř y) a 0 pro všeohna <y . 

Ale ^ není spojitá v bodě [O , Oj ; nebot pro x d y ± 0 je 

= = * » t®*2® nemůže být _ ^ ( * . r ) » /( 0 , 0 ) . 

Stojí za to všimnout si průběhu funkoe v okolí bodu [o , Oj . Na obou oaáoh 
souřadnio je jc , y) • 0 . Na každé přímoe y = <Lx (Af 0 ) je 

Z Ji/X2, Z A/ x 3 — 5 :—5- » — 7J kromě počátku (kde je hodnota funkoe rovna 
******* <*Á nm,). 

§ 3» Paroiálni derivaoe. 

Budiž ý funkoe A/ proměnných, budiž o/3 ¡a/i9 ... t a^,] bod. Sestrojme 
funkoi ^ jedné proměnnét 

f U ) =ýi<*>it * i^l+i* •••» ) • 

Jestliže funkoe <y má v bodě derlvaol , říkáme, že funkoe ý 
má parciální derlvaol podle JL-té proměnné v bodě j hodnota této parciál-
ní derivace je pak číslo * Tedy ta parciální derivaoe je 

^ » X) - naboii 
X o 

(1) Ayrv "•'"'A-i* "'Á* + ZJ^ll 

V dalším budeme mluvit jen o vlastní (neboli konečné) parciální derivaci. 
Proto slovy parciální derivaoe budu rozumět vždy vlastni paro. dsrivaoi (tj. 
vlastní limitu tvaru (1) ). Pokud někde přlpouětím také nevlastní derivaoe, 
zdůrazním to zvláště. 

Tato parciální derivace je definována v každém bodě & , ve kterém je 
definována vlastni limita (1), takže je to opět jistá funkoe A/ proměnných) 
značívá ss \if , takže 

paro. derivaci funkoe / podle -X-té proměnné v bodě B [ořf , . ..,Jf>tD • 
Při malém počtu proměnnýoh píšeme často např. ~ ~ ' ~~ ~ > 
^ ^ *^ p r o P a p c i á l n í derivaoe funkoe ý{x 9y 9jx) podle první, druhé, 
třetí proměnné. 
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Často ss plfie také 

» f-ý ( * t y $ *>) atd. 
Hěkdy se vynechávají Šárky a piSe se • ^ • atd. Hodnotu parciální 
derivaoe v bodě 0 , 5 , 2 ] píšeme *,)j 

nebo ^ ¿v J 
7 

r y s 5 
km Z 

Pojem paroiální derivaoe se vyskytl Již na konol 1.semestru, a byl trochu 
prooviěeni proto početní příklady oelkem neuvádím. 

V uvedeném oxnaěeni je jistá nedůslednost. Děláme to obyěejně tak, že 
píšeme ^ ^ ** r nebo (Jí , y , a míníme tím někdy funkoi (např. 

píěeme Zx<y/x. a míníme tím ěaeto, že funkoe ý definovaná rovnioí 

tf t k ) * & má za paroiální derlvaoi podle druhé proměnné funkci, je-
jíž hednota v každém bodě [ j e Zxy/x j jindy tim míníme vskutku 
hodnotu té parciální derivaoe v určitém bodě ¡xtyt/x,J ). Mohli byohom řloi, 
že bude snaěit funkoi, a ^ její hodnotu v bodě 
Ale mnoho ei tim nepomůžeme. Hapř. jde-li nám o paroiální derivaci podle druhé 
proměnné v bodě, jenž má věeohny souřadnloe etejné, řekněme v bodě -*tx] , 

dJt xx x ) měli bychom napsat — ^ — 1 — - . Ale jak poznáme, že y značí druhou pro-
měnnou? Kdyby někdo psal , t y ) , rozuměl by pod -̂ -t- asi paro. derlva-
oi podle třetí proměnné. ' 

Můžeme to obejít takto i parciální derivaci funkoe ^ podle X-té pro-
měnné označme nebo fa . Hodnota této funkoe v bodě x » [xf 9 J 
se potom důsledně snačí nebo • ••»•*>*,) • 

lady je obtíš jen teohnlokáx indexy 4,2 9J 9 JLt ... často potře-
bujeme k rozlišování různýoh funkoi. Musili byohom se tedy smluvit, že indexy 
snačíoí derivace budeme psát a tisknout třeba červenět to se ověem nedělá 
z teohniokýoh důvodů. Jest ověsm jsště jedno východisko: psát indexy, snačíoí 
derlvaoi, za atředník, takže např. jsou-li dány funkoe ^ * i% * {3 * •••» 
znamená ^ ^ parciální derivaci funkoe ^ podle té proměnné. Aby nedo-
šlo k nedorozumění, musila by se paro. derivaoe funkoe ^ podle JÍ-té pro-
měnné značit fiú* Ježto však .toto jiatš účelné označení není obvyklé, neza-
vedeme ho. 

Budeme tedy užívat hlavně toho nedůsledného označení (opíše 
než )» pokud nebude hrozit nedorozumění) často, hlavně v teoretlokýoh 
úvahách, bude výhodné užit osnačení faýz • ••• P r 0 parciální derivaoe podle 
první, druhé, ... proměnné. 
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Punkoe f{x4, . • oboru M neohi má v některých bodooh derivaci 
podle Jt̂  i tedy -jj^ Je opět funkoe *J proměnnýoh v jistém oboru f a 
můžeme opět počítat jejl deriyaoi podle kterékoliy proměnné x^ , Funkci, kte-
rou takto dostaneme, označíme 

s T a nazveme ji parciální deriyaoi 2.řádu. Podobně dále; např. 

¿c. Í J 9 Š L ^ b a , fry cnamená parciální deriyaoi, kde se dsrlyujs napřed dva-
krát po aobě podle x , potom jednou podle y , jednou podle x , dvakrát 
podle /% , a jeětě jednou podle y • Zkráoeně se užívá označení 
J x ^ T * lxÍ** \ ( v 8 1 m n 8 t e 8 1 ^«ného umístění indexu při • >• 

Užívá se ovšem též označení /J^ , ýXy nebo místo — ^ , podobně 

fxx 9 fxx místo ^ tz atd. (je-li nebezpečí, že by někdo dvojioi 

H četl jako jedenáot, plši Tak funkoe dvou proměnnýoh /(«* ,y) má 
pare. derivace (pokud existuji) 

žJC » "by * 

t l t l ( , M A ) »V ( * iM-\) ť - L 
IP"' r K*S~'/ • x* ^Ty v • ^ * 

ý i a-y 
BJ3» ' » ^ íjt̂  » ^ » i» • l^Tdx » ' 

Celkem je to derivaol /t-tého řádu. 

Naše definice parciální derivace se aplikuje též na funkoe jedné proměnné 
f{x) . Tam ovšem není nic jiného než obyčejná derivace f '(**) neboli 

a podobně pro derivace vyšších řádů. Ovšem vlme-li, že f je funk-
cí jedné proměnné, neužíváme obyčejně symbolu nýbrž nebo . 

Uveáme jenom Jeden příklad: x t y ) = ¿On, {xyz) . při derivováni po-
dle x se na ^ dívám jako na konstantu, podobně při derivováni podle y 1 

= (Jty2) , » a* (J iy z) » 
* -y* Avn, (xy2) , ly a* Uyt) - 2xy3A£*v{xyl) , 

>yíi - • - - y - 2 V " * ( V > 

atd. To, že vychází - ^ ^ x 3 ^ » n e n í náhoda. Platí totiž 

Věta 11. Budiž ^ funkoe dvou proměnných, [x0 , yj>] 6 . Neoht 
C , H existují v jistém okolí bodu [x0 , . Neoht 
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( * ) Je funkoe epojitá T bodě [>„, 

" y H ^ J u # JI * * a 

Potom existuje též 

l7r 2jt l x * X0 
yr«» 

y r« 
ty) ] 

. J *eJK0 

Důkaz. Užívejme oznaěeni » » » /iy • Předpokládá se existenoe 
funkoi ^ , v okolí bodu [x0 , ycJ a spojitost funkoe ^ v bodě 

» yó] i označme [•*«>, yi] * A . Máme dokázat, že funkoe fL má v bo-
0*« » r«] Pa?0* derlvaoi podle první proměnné rovnou A f tj. máme doká-

Jt *< Jt - Jt, 

(5) 

Derivaoe /f , * existuji v Jistém 
i y 0 ) • Budiž £ > 0 i potom existuje 

<T> O tak, že pro věeohny body , yjc J* 

(3) . y ) " * £ • 

Volme hned <T< A . Pro 

Ix .JC0|< cT, l y - y í l * c r , 

zaveime tuto funkoi» 

Obr. 16. 

/ (Jt -Jío ) 

[w] [t.r; t*.r] [w] 

M ] [i.r.] ['JÍ] 

Budiž , bod, pro nějft platí (4) a vy Setřu Jeme hodnotu (5) v tomto bodě 
(x $ y jsou tei na ohvlli pevně zvolena). Sestrojme tuto funkoi proměnné | ; 

(6) f ( j ) y„) • 

Hodnotu lze nyní napsat takto* 

' * - *o y-y* 

Protože funkoe y má pro I f - x0 l < ď derlvaoi 

- {< < f . y > - f i t f . f r > 
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(a je tam tedy spojitá), exietuje bod f0 ®«*i Jt i Jtt tak, še 

* " JI® 
takže podle (7) je 

(s, y u , y ) . f><fc.r>-f,</..» ) 
y - y* 

je tel pevný bod| svolné funkci proměnné ^ 

f W - £ • 
Tato funkce má v Intervalu 'i - derivaoii 

a je tam tedy spojitá, takže exietuje bod mesi ^ a y tak, že (podle 
(8) ) 

} . r W - f W m . = 

(aa}
 r y - r - y - 3 * 

m 4*1 ( • ^ > • 
Ale bod [|o , leži sřejmě v U<r(xQ, y0 ) (vis obr. 16), takže podle (3) 

V - A I 

Bod [JÉ , YJ byl libovolný bod oboru (4)» takže (8a) nám dává taňte výsledeki 

I. Je-li íx , y j libovolný bod oboru (4)» je I * , y) - A1 « £ . 

Zvolme nyní pevně JC, O <1 x - xQl ď , a počítejme * , ¿u>) . 

y->ye r " r« r x 7 y - y * * ' 
takže (vis (5)) 

O ) ffu - } . 

Ale Jt vyhovuje podmínoe O | jt - jtc0f c <f , takže pro O < / y - yQ /< </" 
leží bod , yj v oboru (4)» takže podle 1 je I x , y) - A I » £ , 
a tedy i / ?(x 9y) -Al » £ , neboli - podle (9) -

(10) iA<«»»s> . y* ) é * , 
JC - x0 

to platí pro každé Jt z redukovaného <f-okolí O^lx -J í 0 I ^ ď . 
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Tedy« ke každému ¿>0 existuj« cT> O tak, Se pro kaSdé JI redukovaného 
okolí 0 < U - jřc/< cT platí (10). To však znamená, Se 
^ / z C ^ . r o ) - ¿ i * o . r * ) , A . 

x-*xa * - xo 

To jame vlak měli dekásat. 
Obdobná věta platí pro funkoe víoe proměnných. Hapř.i 

Heohi funkoe , x % f , x^ ) má parciální derivaoe , v oko-
lí bodu . [ACo). JÍ<D),JÍj

Co>.^Co)J a neohi . > V 2 spojitá v bo-
oJt ̂  3 

dě Jc(o) . Potom v bodě existuje také * í , a má v tomto bodě 
stejnou hodnotu jako - — — — . 

Důkaz neprovádím) oatatně se dostane okamžitě s věty 11, jestliže této vě-
ty uSijete na funkoi dvou proměnnýoh yixi » xz , x3 9 

Z věty U plyne snadno tato věta, které nejčaetěji užíváme v jednoduchýoh 
aplikaoíoh. 

Věta 12. leohi je /n oelé, , f {x funkoe dvou proměnnýoh, 
která má v otevřené množině M spojité paroiálni derivaoe až do řádu /*.- 1 
Heohí jsou fc , přirozená 81 ala, f*s • <y = m, . Heohí jedna z derivaoi 
"i-tého řádu, kde ss derivuje ^t-krát podle x a ^-krát podle y 9 je spoji-
tá v M . Potom vžeohny tyto derivaoe (v niohž se derivuje fo-krátě podle x 
a ^-krátě podle y ) existují a jsou si rovny v oelé množině M . 

TJ. sáležl jen na tom» kolikrát se derivuje podle x a kolikrát podle y\ 
nešáleží na tom, v jakém pořadí ae to děje. lapř. ohol-11 počítat postupně de-
rivaoe funkoe / , vypočtu napřed fa , . Potom počítám derivaoe druhého 
řádu) sjlstím-li, že ^ , , Jsou spojité v M , nemusím již počítat 
Ý24 * vypočtu ještě fa , <{>tt • Jsou-li všeohny derivaoe až do 2.řádu spoji-
té v M , a zjistím-li např., že J® spojitá v M , nemusím již počítat 

flZ1 9 1 » o d o b n * 4 á l ® ' 

Např. je • AOZk derivaoi 10.řádu) jsou-li splněny uvedené podmínky 
spojitosti, stačí jloh vypočítat 11 (podle toho, zda ae podle x derivuje 
nulkrát, jednou, dvakrát, ..., desetkrát). 

Věta 12 pro ** • Z je obaažena ve větě 11 (užiji věty 11 na každý bod 
množiny M ) • Dále se dokasujo indukoí podls ) tento ryze formální důkaz 
nebudu provádět. Obdobná věta platí pro funkoe větěího počtu proměnnýoh) také 
jl nebudu vyslovovat ani dokazovat. (Sami si uvědomíts, jak vypadá.) 

Podotýkám, že předpoklad o spojitosti ^ yf— nelze vyneohat. Snadno se 
sestrojí funkos f { x 9y) , u které , 3 8 0 u spojité v B^ , \fz » 
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Í Z • T>Z fjc, • 1<Í «xietujl •íude, ale v některém bod« Je 

i r f e : * ( T i I » x» rai- * 3 ' 0 7 i 8 -

Pojem derlvaoe náe u funkoi Jedné proměnné vedl k důležité větě o pří-
růstku funkoet Je-li ^ spojitá y a má-li derivaol v ( , 
potom eziatuje ce(a/,-£) tak, že 

ftJ>) -¿i*) = f { v ) U-cv) . 

Tato věta dává tedy např. možnost odhadu "přírůstku funkoe" pomool odhadu JeJl 
derlvaoe. Odvodíme obdobnou (troohu méně dokonalou) větu pro funkoe několika 
proměnných) provedu to pro funkoe dvou proměnných, abyoh nemueil psát nepře-
hledné vsoroe. 

Mějme funkoi t y ) , která neohi má parciální derlvaoe ^ , 
v otevřeném intervalu ) = ^ x ̂  ( ̂  = , ^ a ^ ^ ). Bulte [o/t J-J f 

, Ir • X ] dva body s J . Přírůstek funkoe • X ) - <x, 
vyjádřím Jako součet dvou přírůstků, kde se a každém s těoh dvou přírůstků 
mění Jen Jedna proměnnát 

^ + X ) -/( o/, ¿ ) = 
(11) 

a/, ^ + A)J * ( a/, £ - a, t . 

Je-li X 4 0 f splňuje funkoe <JPU) + X ) v intervalu + 
(popřip. (a, + At o/} , když 0 ) předpoklady věty o přlrůetku funkoet 
tedy 

pro Jisté c mesi a/, a/ + X, neboli 

{{CL + JL, ¿ + JL) -j{a,9J> +JL) 3 /,( c, ̂  + . X . 

Tento vsoreo plsti 1 pro X » 0 , položlm-li např. c » a/. Podobně mohu na 
funkoi 

Y iy) - f ) 

užit věty o přírůstku funkoet 

/(a,f / + X ) - cu%Á>) (*,«£) X , 

kde leží mezi , nebo Je d? « (pro A = 0 ) . Dosazením do (11) dostávám 
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O poloze bodů [c/ , ¿ + Á ] 9 nás bude zajímat jen toto: Jejioh 

první souřadnloe c/ 9 a/ leží mesl o/f a/ • A nebo splývají s některým 
z těohto čísel» jejioh druhé souřadnloe leží mesl / , J- \ A, nebo splývají 
o některým z těohto ěíeel. ledy 

A X ) -/(o/,/) = • , 

kde £ , \ jsou dva body s těmito vlastnostmi! u každého s nloh první sou-
řadnloe budto leží mesl 4/, a,+h nebo je rovna některému z těohto čísel) 
druhá leží buclto mezi £ 9 £ + Jkr nebo je rovna některému z těohto ěísel. Po-
dobně es postupuje u funkoi větělho počtu proměnnýoh) např. u funkoi tří pro-
měnnýoh rozložím 

^(Q/Ý/, + At9 c/ • Z) - a/% v) -

« ¿9 Á/% c/ - o/, £ + Af </ • Z)] • 

• & • X, v + i) - v +J)] + 
• [^(a,, ¿-9es + X ) - <v9 i>9 c/)J . 

Vyslovím příslužnou větu obeoně pro funkoe JU proměnnýoh) důkaz neprová-
dím» postup by se okopíroval podle případu Jv » Z ; 

Věta 13. Budiž ^ funkoe A/ proměnnýoh, která má v otevřeném intervalu 
V c derivaoe fa * ( t % Bu*t# [^f » ^ » • A » 

...f a^* /A^í dva body z ^ . Potom exiatují body ^ , ̂  , 
v J tak, že 

^ (a/, • , ..., o^ • - , , ..., a^) « 

Přitom /m,-tá souřadnloe každého z bodů ^ , ..., ̂  buclto leží mezi <2^, 
*•*><> 8® »»vná a/^ nebo a ^ * 

(Pro A, m 4 je věta o něoo méně dokonalá než věta o přírůstku funkoe) 
např. se existenoe derivaoe předpokládá v otevřeném intervalu, jenž obsahuje 
body ťty , cf4 + Jv̂i . Věta 13 by se ovšem dala ještě zdokonalit, ale nebudeme to 
potřebovat.) 

. Uveime ještě jedno použiti věty o přírůstku funkoe. Označme 
fbf úsečku v E^ o krajníoh bodeoh fv , . Lomenou čarou rozumímq s Jedno-
oení úseček 

(12) fizh ^n-y/ 1^ > 

říkáme, že tato lomená čára spojuje bod fa 8 bodem Množinu M c E^ 
nazýváme oblaati, jestliže má tyto dvě vlaatnosti: 1) M je otevřená, 
2) každé dva body z M lze spojit lomenou čarou ležíoí v M [a složenou 
z úseček rovnoběžnýoh s osami souřadnloj. Dá se dokázat, že dodatek v závor-
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káoh [ ] l e e vyneohat, aniž ae snění smysl definioe oblasti, ale nebudeme 
to dokazovat. Platí pak 

Těta. Budiž funkoe Kt proměnnýohj neohí pro věeohna * oblaetl 
M c f A j. 

Potom ^ je konstantní v M • 

Důkaz. BudlS fvy úsečka leiíoí v M a rovnoběžná s /£-tou osou souřad-
nlo, tj. věeohny souřadnloe a výjimkou A-té jsou na té ilaečoe konstantní, 
takže fCy je množina všeoh bodů [04, x * ̂ l+i* • ••»aít/!l » kde 
a/j jeou určitá čísla, probíhá jistý Interval (c/9 cO} . Punkoe jedné pro 
měnné 

má v derivaol yt*) * faltyt • • •» ̂ jfc-f»** » » • 0 
a tedy je ^ konstantní v ^e/, podle věty o přírůstku funkoe. Tedy je 
speoiálně f{o) = , tj. a . Bulte nyní a/9 X dva body 
a M j máme dokázat, Že ^(ol) = /(<£) . Spojíme tedy o/ b & lomenou čarou 
(12) ( ^ = a-, a ^ ) ležíoí v M , aloženou z úseček rovnoběžnýoh a osami 
souřadnio. Podle toho, oo jeme právě dokázali, je vakutku 

§ 4. Totální diferenoiál. 

VSimnSme si napřed funkoi jedné proměnné. Co to znamená, že funkoe ^ má 
v bodě cu derivaol rovnou číslu A ? ̂  To cnamená, že funkoe (pro-
měnné X ) ft^+M - má za limitu (pro A O ) číslo A , neboli 
že funkoe 

(1) * O ) . . k 

má za limitu nulut 

(2) (¿) = 0 . 

(1) můžeme napsat také ve tvaru 

(3) - /(a.) . . 

Řekli jsme již v §3, že slovem derlvaoe (popř. parciální derlvaoe) budeme 
stále rozumět jen vlastní dsrlvaoi. 
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Tedyi Tonko« f má v bodě a/ derivaoi tehdy o Jon tehdy, joetllže existuj« 
ělslo A tak, So funkoo {A) , definovaná pro A+0 rovnicí (3) , splňu-
je podmínku (2)i potom »4 

Číslo X je, po případě aš na snaménko, rovno vsdálenoatl bodů &, 
X , která je rovna JXl . Smysl rovni o e (3) bude trochu násornějěí, kdyS 

do posledního ělenu savodu öinitele IÁI místo AJ . 

Jo toti i Xfy(^) . IAI . , kde » rLl (X) pro A> 0 , 
nflA) m - f y (A) pro X < 0 . Zřejmě znamená (2) totěS jako 

(4) * 0 ' 

Sedy definitivně i 

funkoe má v bodě o/ derivaoi tehdy a jen tehdy, jestliže existuje 
ělslo A tak, Se funkoe \ , definovaná pro X f 0 rovnicí 

(5) f A) -/(a,) « AX+ /XI ^ , 
splňuje podmínku (4), naěoS ovšem A « {*'(<*/) . Bovnioe (5) a (4) říkají shru-
ba asi toto i rosdíl / ( a + X ) - je pro "malá" X "přibližně* úměrný 
öialu X | "ohýba" /X/ je pro "malá" X "mnohokráte menší" neS /X/ , 
t j . než vsdálenoat obou bodů a/ 9 o/ + A, . 

Zkusme vyjádřit nějakou podobnou vlaatnost pro funkoe několika proměnnýoh. 
Půjde o rosdíl 

(6) + - • •••» ̂  • 

Pro ¿La j byl ölen AX lineární formou v jedné proměnné) pro větší & zkus-
me tento výraz nahradit lineární formou v fv proměnnýoh A i , . . . , A^ > 

Af X̂  • Ai X^ • . . . • Ayt X^ • 

Zvolme tedy libovolná ěísla A1f ••. , A^ a napišme rovnici 

( • X , , . • . , Q/k + X^) - ^ ( . . . , « 

bA^X,* ••• + Aĵ Jtfi* ]/ X / + . . . • /L^ . . . . , X^) » 

touto rovnloí je tedy (pokud [X^ , . . . , X^] ^ [O , . . . , Oj ) definována jistá 
funkoe ^ » totiž 

• " ^ T f ^ f T T X ^ + *ít •••• " 

- A fX, - . . . - A^X^ 

a nás bude zajímat ten případ, kdy 
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(8) JÁ**/ ^ (A19 ..., X A) B O . 

Tomuto případu dáme zvláštní název. 

Definice. Budiž funkoe a/ proměnnýoh, a« [a/f f a/Xf ...f J € . 
Budeme říkat, Se funkoe / má totální diferenoiál • bodě a/ , jestliže exi-
stuji čísla A.,, . A ^ tak, Se funkoe 

Cpi Si ' í a f ^ , . ..»^tj ) , definovaná rovnicí (7), vyhovuje podmínoe (8). 
Funkce (proměnných Xy, ...,X^,) 

(9) AtXf • ... + A ^ X ^ 

se pak nazývá totálním dlferenoiálem funkoe ^ v bodě & 1 snačí se cLý (o). 

Smysl této deflnioe je týž, jako jsme již podotkli v případě Jt • 4 1 Ha-
hradíme-11 přírůst sk + ..., cû  • X^) -/(a*,, funkoe ^ li-
neární formou ^ X , • ... + ^¿/^t, dopustíme se ohyby, která je "mnohokráte 
menší " neš vzdálenost bodů [fty , •. •, O/jJ] » Qt̂  + X,, ..., cuA + X^, "] • pokud 
tato vzdálenost je"dostatsčně malá". 7 tom tkví význam totálního diferenoiálus 
levou stranu rovnioe (7)» která může být velmi sloSitá, můžeme nahradit jedno-
duohou funkcí (9) e ohýbou, která je tak malá, že v mnohýoh úvaháoh neruěí. 

Pro A* = 4 znamená exietenoe totálního diferenoiálu funkoe v bodě a/ 
toto: existuje číslo A tak, že je 

j(a,+ A) - ̂(a/) S U + Ul*i(A), 

kde <h{A)=0 9 t j. 
A + O L 

J ^ f i * * * * ) . A a . 0 2 ) . 

To vSak znamená totéž, jako Se exletuje ^'(a) = A . Tedyi Pro funkoe jedné 
proměnné platit -f má totální diferenoiál v bodě <v tehdy a jen tehdy, když 
f má v bodě a/ derivaci (vlaatnl). Uvidíte za chvíli, že pro funkoe vloe 
proměnnýoh to vypadá jinak. 

Ještě je vhodno definici totálního diferenciálu poněkud upravit - jo to 
spíšs početně - technická úprava1 Jo zřejmé, že 

(10) U * • . . . • X^ a /X^ I + ... • lA/ĵ lm JU TIŠ*... - v . 

2 * Definuj i t X » f pro X > 0 , ¿y«, X a - 4 pro X 0 , 0 a 0 
(čte se "signum" a znamení). 
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Protože o yýra*ea lA^I + ... • se fiasto lépe počítá než s odmocninou, 
zavelme novou funkol f rovnioi 

ÍLFTZ ( • ... • /Xj) f (Af, 
(pokud [A>49 + [O, ..., 0] ) . 

Podle (10) je 
š A^)í , 

takže 

platí tehdy a jen tehdy, když 
l/y, • • • t • • •» °J 

(11) 
LA , , . . . , (o , . . . , oj 

V deflnioi totálního dlferenolálu můžeme tedy mláto (7) psát rovnici 

(12) ^ + , o^) = 
« AiÁ,* ... • (/X,U ... + l^t/ 

a místo podmínky (8) podmínku (11). A ještě jednu úpravu provedeme: Rovnice (12) 
nedefinuje hodnotu f ( 0 t0 , . 0 ) , nebot pro s ... s A^ = 0 je rovnloe 
(12) splněna, a{ volíme f(0,O, ...,0) jakkoliv; volme tedy 
^(0,0, 0) » O t potom rovnloe (11) snamená, že limita funkoe f v bo-
dě io 0] 

je rovna hodnotě funkoe v tomto bodě, tj. znamená, že £ je 
spojitá v bodě [O, ...,oJ . Můžeme tedy vyslovltl tento druhý tvar deflnloe 
tot. diferenciálu: 

Říkáme, že funkoe ý { AJ proměnných) má v bodě CL ~ [A/I9 ..., to-
tální diferenciál, jestliže existuji Slsla Ait ..•, A^ s touto vlastností: 
definuji-li pro [X,, [0, ...,0] rovnioi (12)3) 
a v bodě [ 0, ..., 0] rovnioi 
(13) f ( 0, ...9 0) s O v 

je funkoe f spojitá v bodě [0 o ] . 
Budeme užívat nejfiaatěji tohoto tvaru) někdy místo spojitosti v bodě 

[O, . ..,0] budeme užívat rovnloe (11), jež ověem se spojitosti a z (13) plyne. 

Dokážeme několik vět o totálním dlferenolálu. 

•ěta 14. Má-li ý v bodě a/ totální diferenciál, je ^ spojitá v bo-
dě OJ • 

3) Samozřejmě i jen pro ta X,, X^ , pro něž levá strana je definována. 
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Důkaz: z rovnio (12), (11) plyn«, 2« 

• ^ / i ^ V n ^ ' 'Í^a V*.) « 0 
y, . . . , A^J , • • • , OJ 

Jaký je vztah mezi totálním diferenciálem a parolálnlmi derivaoemi? 

Věta 15. Má-li / v hodě w totální diferenoiál AjA,* ... • A^X^, 
existují v bodě OJ parciální derivaoe 

j . A — A.. 
JtsO, * JCsQ/ 

Tedy: Existujs-li v ar totální diferenoiál, má nutně tvar 

( ^^ znamená hodnotu paroiální derivaoe podle první proměnné v bodě cu ). ox^ 
Důkaz. V rovnici (12) položím 

Xj * ... s s 0 , 1 i 0 , takže mám 

(14) / ( O/j • , , . . . , OfcJ - /(a/f ř ... » 3 A ^ • lA,1l^(Ait0, ..., 0) . 
Ježto ..•, X a) 

je spojitá v bodě [0, 0 , o] , je funkoe 
O / ..., 0) spojitá v bodě X, 3 0 j tedy existuje 

0, ,,,, 0) a O, O, ...,0)s 0 . 
-»o 7 

Děllm-li (14) číslem X f , mám 

flat^A,, -/(<*,, = + f(Jl1t 0 0) ¿ ^ X , . 

Tedy je limita levé Btrany pro A* 0 rovna , tj. existuje a 
rovná se f\i . 

Z existenoe tot. diferenolálu plyne tedy spojitost funkoe a existenoe 
paro. derivaol l.řádu. U funkoí jedné proměnné znamená dokonoe existenoe to-
tálního diferenciálu totéž jeko existence derivaoe. Ale u funkoí větělho počtu 
proměnných tomu tak není. Příkladt Budiž dán bod \jou , a volme / ( * ,<£) * 
3 a > y) s ^ t a3-6 x » y ) 3 ^ P70 * t w * y i ̂  • Zřejmě existují 

v bodě O , , ale ^ není v tomto bodě spojitá, a tedy v něm 
9 

nemá podle věty 14 totální diferenoiál. Výeledek není překvapujíoít čísla 

[u - i . . . m . . . závisí jen na hodnotáoh funkoe na přimkáoh x * a/ a 
M J - f L 
y = & , kdežto totální diferenoiál popisuje chování rozdílu / + X ) -
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- ý (a, i pro A» A i 0 . • Existuj© dokonoo funkoe f( , y ) , která 

• určit/« b°dě C^i^J má obě derivaoe , a Je v tom bodě epoJitá, Jjí oy 

a přesto nemá v bodě [co totální diferenoiál. Přikladl 
l { x ,*>) - pro [* , VJ # [0, 0] , /( 0 , 0) = 0 . Zřejmě 
^ ( # . 0 ) . 0 f ¿ ( 0 , 0 ) « 0 , dále 2. Ixyl ž JC* + , takže 
1 »r>'* 1 x 1 • tak*° / Je spojitá v bodě [0 , 0] . Kdyby měla • tom-
to bodě totální diferenoiál, bylo by s) = ý {A,, A,) - o 9 o ) * 

{IA,l+lJL{)í{A,,A) , kde , tj. 
7 [X,X]7-*C0,0J 

(1C\ / » ̂ ) - 0 . 
[X, x j ( p . o p ^ n ^ T 

Ale např. pro A * A > 0 je
 m"zJ^ m * ' °°Ž 39 ™ B P° r U 8 (15)* 

Exiatenoe paroiálníoh derivaoí nestačí tedy k existenoi tot. diferenciá-
lu. Ale existonoe a spojitost paroiálníoh dsrivaol už stačit 

Věta 16. Budíš f funkoe A/ proměnnýoh, & = [a/y, ..., ďyj 6 • 
Heohí paroiální derivaoe t l , .... Jsou spojité v bodě cu . Potom X 

má v bodě au totální diferenciál. 

Důkas provedu pro , abyoh zkrátil psaní. Neohi tedy paroiální 
derivaoe » funkoe /(•* »y) jsou spojité v bodě 
\QJ, /J , takže , / 2 existují v jistém okolí tohoto bodu. Jestliže bod 
[cu + A > A*A/] leží v tomto okolí, můžeme užit věty 13 a dostaneme 

(16) , - /(o/,/) MÁfi , h ) + f z, fc) , 

kde ^ leží buclto mesi cv , a/ + X nebo je rovno a/ nebo cu + A \ podobně 
I obdobně fy leží buďto mesi A , & + AJ nebo je rovno A nebo A+A/ » 

podobně . 

Háš oíl je tentoi definujeme-li funkol f ( A 9 A ) rovnioi 
/U+X, A + A) = + (<v,A)A+ ilAI+lAi) , 
máme dokásat, že 

¿>nv ElA,A) > o . 

Srovnáme-li tuto rovnioi a (16), vidíme, že 

(lXl + \A\) É ( X . X ) = 
(17) 

- </,.*> (fz<h.n%) -
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BudiS £>0 j se spojitosti funkcí fa * fz v bodS [<",¿3 plyns, Se exi-
stuje cf- okolí UF {QJ9S-) tak, Se pro [X , Y] e A/9 je 

\4a i* . y ) * É . ,?) - & . 
Je-li tedy U l < ď , /Xl^cT , je podle (17) 

( M/l • /XI) I € ( X , X)| * ( IX/ • JX/) £ . 
« ' 

Pokud není X - X a 0 , lae dělit, a dostáváme 

(18) |£(X,X)/ š £ . 

Tato nerovnost platí tedy v ,0) t Ke každému £ > 0 exiatuje <T> o 
tak, Se pro [X, Xj 6 Ují ( O t O ) platí (18). Tedy vakutku 

ri) lyrrv £ ( X , X ) , 0 . 
[X,XJ ->[o »o] 

Tím je věta dokásána. 

Takže máme toto aohemat 

spojitost paroiálnioh derivaoí =as> exietenoe totálního dlferenolálu = > 
> exietenoe paroiálnioh derivaoí a spojitost funkoe (věe v urěltém bodě). 

Bod, v němí jsme vyěetřovall totální dlferenolál, jsem anaěil plamenem 
cu » [a/f, , abyste si stále uvědomovali, Se jde o pevně svolený bod. 
Předešlé úvahy lse ovšem provést v každém bodě * » [x19 . . . , x^J . 

Tedyt BudiS dána funkoe f ( proměnnýoh) a bod x a Qjcff . j ^ J • 
Má-li funkoe f mit 

v bodě JC totální dlferenolál, musí ve vsorol (12) 
podle věty 15 být . ¿A * Al

 * TT7 • ' Tedyt definujeme funkol ý ( Xf, ..., X A) rovnioi 

X < f Jtjt • X*) - JJ^) . 

pro [X,, X J * [O, ...,0] f O, , „ , 0 ) a 0. 
Potom funkoe ý má v bodě JC totální dif., tehdy a jen tehdy, kdyš F je a po 
jitá v bodě L°> .... • 

Oanačme snaksm M,c f^ množinu těoh bodů xef^ 9 v niohš funkoe ý 
má totální dlferenolál. Pro kašdé xeM1 jame totální dlferenolál v bodě x 
definovali jako tuto funkol proměnných Xf, ..., X ^ t 

(2o) • ... . ÍJt-i 1 dXjk. 
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Jo to ted j funkoe Zju proměnných -xir f . , definovaná pro 
•ásohna A,49 . A ^ f když f ..., 6 . Definiční obor této funkoe 
jo tody Mi * . Tato funkoe (20) 2A/ proměnnýoh ae nasývá totální dife-
renoiál funkoe ^ , a snaSl ae dý . 

Dosadim-li sa x libovolný pevný bod s Ni , dostanu z (20) funkol pro-
měnných A19 . ( l i n e á r n í formu)» kterou jsme uS nasvali totální diferen-
oiál funkoe f v bodě x j snaěi ae df(x) nebo df{xl9 , takže 

(21) dlix) - HSňlA1 • ... • a k . 
v ZJC] OXJU 

Je-li funkoe f dána konkrétně nějakým výrasem, užívá se ěasto oné "ne-
důslednost i", o které jsme již mluvili i do symbolu (•*<*, • se místo 
flx19 •••» *jo) Pífie ten výras. lapř. ae plže 

(22) d{ x* fy2 + 3 y *<sn,/*,) m ( 2x3y • 3 />On//*, ) A/ • 3yc&>/t. .A 

(místo A,tl9AZ9Aa jsem psal Jo9A9A\ exlstenoe totálního diferenciálu ply-
ne sde se spojitosti derlvaoí, vis větu 16). 

Položme ( , p ..., -«A ) » 9 
cfzí*i9*z t •••tJÍA ) • xz • 

Potom 

takže 

(23) 

±SfLm4 , ... O , 
^ 

Í cLcfii*) * A/,, i obdobně 
¿<f2(x) m ^ , ....¿f^U) * A*. 

Lse tedy (21) psát 

(24) • • ... • > ¿ f t U ) . 

Jsžto %( af» • m xJi 9 PÍ*® •• 8»»to ae atejnou nedůsledností jako 
v (22) <¿0^ místo dbcpĵ  U ) ť takžs místo (24) se plže 

(25) ¿ / U > ... 

Kde , • •., ¿̂ jt̂  není nic jiného než naěe dřívější . i tedy 
(tot. diforenoiál funkoe ^ v daném bodě a* ) je lineární formou 

v proaěnnýoh dx4 9 ¿a*, . 
ST-.t-.lu ae ěasto říká "diforenoiál A-té nesávlole proměnné", proto-

íe je to diforenoiál funkoe cfĵ  , kde («,,..., Jt̂ ) « ̂  . Prod Jsem 
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o těohto "nedůslednostech" tolik mluvil? Protože se osnačenl (25) ( ^ 4 «i«to 
X^ ) Sorto užívá. 

Je Sté Jednu poznán ku. &iká se, že funkoe f ( A/ proměnnýoh) Jo staoio-
nárni v bodě JC • , ... f , když 

(26) ¿ W ¿ ( ^ » » ^ + Av) - ¡¿(*f, .... -Hv) ^ 0 &,...,<>] 14,1+ ... + UAI 

(Vine, Se by so význam této roynioo ne směnil, kdybyohom ve jmenovateli ale to 
... • paali vzdálenost + ... + X^f ). Piši-li tedy 

^ ̂  ^ » ( / I * . . . 4> IX^ I) . £ ( X, , •••» X^) a 
- O.X,* ... • 0 (/X,/ • ... • (Xj) £(Xf> ...,XA) , 

anamená (26) totéS jako 

(28) ^ •••»A,) » ^ • 
[X,,... t X J [O ,..., oj 

To však podle dsfinioe tot. diferenoiálu znamená, Se funkoe ý má v bodě ** 
totální diferenoiál df{x) , identioky rovný nolo pro všeohna X,, . X ^ 
(to anamená, Se - ... « ¥ (jt? « 0 ) . 

Tedyt funkoe f je staoionáml v bodě <* tehdy a jen tehdy, jsou-li 
oplnšny tyto dvš podmínkyt 
1) { má v bodě x totální diferenoiál, 
2) v bodě * je - ... .i£lil « 0 . 

Poznamenejme, Se k exist enoi totálního diferenoiálu nestačí exlstenoe uvede-
nýoh paroiálníoh derlvaoí, ale stačí Jejich spojitost v bodě x . 

§ 5 . Totální difsronoiály a paroiálni derlvaoe eloSenýoh funkol. 

US jame mluvili o spojitosti aloSenýoh funkol» nyní promluvíme o jejioh 
paroiálníoh derlvaoioh a totálníoh diferenoiáleoh. 

Připomeňme, jak to bylo a funkol Jedné proměnné. Byla dána fonkoo fix) , 
do které ee sa x dosadilo <p{t) , člmš vznikla "složená funkoe" ^ , defi-
novaná rovniol ^(t) =/(^>(ť)) . Dokázali jamei Jestliže <f má derlvaoí 
v bodě t0 , a Jestliže / má derlvaoí v "příslušném" bodě x0 » <f{t0) , 
potom funkoe má derivaoi v bodě t0 » 

9"(to) - /'<•*o) . y'(M . 
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Dokážeme nyní obdobnou rétu pro funkoe několika proměnnýohj pro Jednodu-

ohoet sáplsu (abyoh se vyhnal mnoha indexům) se omoslm na tsnto případt jsou 
dány dvě funkoe tří proměnných t , ¿c, , t , které maji to-
tální diferenciál • bodě [*0 , , /fe ] . Dále je dána funkoe 
4 T O U proměnných, mající totální diferenciál v bodě [x0 , <yaJ f kde 

8estrojím "složenou funkci" , definovanou rovnloí 
t ,^,/v) mf(<y(t ,AL9yv) , y( -t ) . Dokáži, že ¥ má také totál-

ní dlferenolál v bodě » ̂ o $ "oJ • vypočtu parolálni derivace funkoe 
T tomto bodě. 

Předpoklady jsou tedy tyto (derivace samčím indexyt £4 « , « 
' ÓJL ťJ^ atd.)i ' 

1) funkoe y , y maji totální dlferenolál v bodě [+0 , «-o , "<> 1 . 
To znamenáš 

Cf(K • M,0 • X , • / ) - <f 9 ¿"o 9 "o ) » 
(1) « , ̂  , ̂  )X • <f2 ( , f ̂  )X + ( t0 f ^ f /î  ) ^ + 

• (/X/ • /X/ • /// ) <fr(X,X,/) , 

y (t0 • X, M/0 +Ji9/r0 • / ) - y( , ̂  , ̂  ) « 

• ( I X U IXJ • U l ) ^ ( X . X , / ) . 

Přitom fy , tz jaou epojité v bodě [o, O , Oj 9 fy ( O 9 O , O ) = 
O, 0,0) « 0 . 

2) Označme Jc0 » , ̂  , ) , ^ » , , ) • 
Potom ^ má totální dlferenolál v bodě [•*<>, • To znamená 

(3) +»9 % • *> - f ^ o , ^ ) * 6( x09y 0) H • • (IM • IKI ). 

kde f je opoj 1tá • bodě [o ,0] , $ ( O , o ) « 0 . Máme dokázat, že ^ má 
totální dlferenolál v bodě , «<0 • . Tj. máme dokázat toto: Sxletují 
tři čísla A 9 B 9 C tak, že 

(4) t0 , ̂ o • X, W ) -^09^0 9 *b) » AA + 2&+ U + HA9 JL9£) , 

kde * ( X , X , X ) « ( /X/ • /X/ • /i/ ) Z,(X,X,^) , přičemž 
_ Z,(X,Xf i) . 0 neboli 

10,0,0] 
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(5) c. Tt(A 9A 9A) . 0 
ÍA,A9/]*£p?<KoJ ¡AI • IAI • \í\ 

Dál« máme vypočítat je Stě čísla A , 3 , C (to budou derivaoe ^ , % , % 
v bodě [t0, u,0 9 <Vo 3 ) . 

Spočteme levou stranu v (4)* Ta Je rovna 

(6) ýiyito+Af^o+Ai+o t* * A9 +At "o • / )) -
- » "o) * yi+ot *>o t "b)) . 

yttoi^o t^b) B ¿O » t̂ of "b) = % i l«vá strana v (1) Je jietou 
funkoí H(A9A9A) : 

(7) H{A9A9l) = <p{ta +A9«,0 + A9 ^ • -

a obdobně levá strana v (2) Je Jlatou funkoí l) : 

(8) K(X, 9 A 9 l ) * + A t ¿ i + X, ^ . 

Doeadim-li do (6), dostanu, že levá strana v (4) Je rovna 

oož se podle (3) rovná 

)H(A9A,£) • K (A,A9A ) * 
9) • (¡H (A, A9A ) I + i K( A, A 9 A )l) f (H(A9A9 £)t K{A9A,9A)). 

Zde Je $ (H (A,,A/9£)}, IC(A9A9/))s Z(AtA,l) Jistá funkoe. Přitom 
H , K Jsou funkoe spojité v bodě L̂ » 0 , a mají tam hodnotu 0 (to 
plyne ze (7), (8), nebot , y jsou v bodě , 9 spojité, ježto 
tam mají totální dlferenolál). Dále funkoe £( W , K) je spojitá v bodě 
[O,O] , takže složená funkoe 2 ( A , A , / ) je spojitá v bodě I 
její limita v tomto bodě se tedy rovná jeji hodnotě Z( 0 9 0, 0) = 

= 0,0 ,0), K< 0,0,0)) 3 £ ( 0 , 0 ) = 0 , 

(10) ium/ Z(A,A,A) = 0 . 

Levá strana v (1) (popři p. v (2)) je právě H{A9A9Z) , (popříp. K( A, A 9 J )). 
Doeadim-li tyto výrazy do (9), dostávám, že levá strana v (4) ss rovná 

• & ('X/* /XI + U/ ) yt{A9A9A)J + 

• (IH(A9A9/) | • lK{A,A9Z ) / ) ZiA,9A9l) . 

To lze psát ve tvaru 
AA + HA+ CA + H{A9A9A) 9 
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kde 

A • fi < y* ) <jM f ^o ) • /2< jro ) Yiltof "o * "o ) » 

(i1) í s (**<>» jb ) *of«>ot"b) • yo ) Vi< 4. ̂ o » ̂  ) t 
c * / / *<>. y0 5 % <*«>. "o t "¡> ) • /2< -«o, ̂  ) tc ) , 

<"> \ l \ fui'/iíi s 

JHU,A9£)I+ lK(A9A9/)l 7íX9A,£) . 
/ X T T T X 7 T 7 7 1 

Máme ještě dokázat (5). První dva Sieny maji v bodi [0,0 t0j limitu rovnou 
nule, funkoe Z rovněž. 

Jde jeStě o podii (13) lH(A9A9£)l • ¡K(A9A9£)I 
IAI + IAI • u/ 

Je 
H ( X , X f / ) -

S »'«'O » ̂ O )<£ • ^ , + 
• (U/ + IÁI • UÍ).<>Li{A9A9£). 

Zde cfjJLto * ̂ o * "ó ) (f>'»49Z93) jaou konstanty* funkoe má 
v bodě [0,0 9 o] limitu 0 , a tedy je v jletém jeho redukovaném okolí 
v abeolutnl hodnotě meněl než i . Odtud plyne, že v jistém redukovaném okolí 
bodu [0,0, 0] je JH( A, A , l ) / ̂  Cf ( ¡ A l • lAl • Ml ) , kde C, je něja-
ká konstanta) podobně pro K( A 9 JL 9 £ ) . Tedy funkoe (13) je omezená v ji-
stém redukovaném okolí bodu [0» 0 , 0] 9 a tedy 1 třetí eěltaneo v (12) má 
limitu 0 , takže platí (5)* 

Zároveň jsme vypoěetli paroiální derlvaoe funkoe ^ v bodě [t0 , , "o] 
(to jsou Slala A , £ , C v (11)). Vyslovme to jako větu» 

Věta 17. Heoht funkoe , maji totální diferen-
oiál v bodě » položme » ^» ̂  » ̂  ) f H ) -
Heohi funkoe ^ ( , y ) má totální dlferenolál v bodě [-*«» J . Potom funkoe 
9> , definovaná rovnlol 

(14) 9 I t 9*9<R) 9AC9^) , y( t 9M9AT) ) 

má v bodě [ta , totální diferenoiál. 

Paroiální derlvaoe funkoe & v bodě [t0 ,"><,,"!>] jaoui 
^ * *y ' ^ ^ ^ ' 

m + ifL 12L. 
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Přitom se derivace , t berou v bodě . ** • ̂ »J » derivaoe 

, -j— se berou v bodě [JÍ0 , y^J . jt y 

Pravidlo pro derivováni je podobné jako u funkci jedné proměnné. Obyčej-
ně se to plše taktos 

U 6 ) T T T F + Ty i f ' 

čímž se vpravo mini totoi tím /*, je míněna funkoe ý \ tím x v derivaoi 
-yp- je míněna funkoe ^ a tím y v derivaoi -ijjjr je míněna funkoe y . To 
je jeětě docela v pořádku: není závady, abychom vnitřní funkce místo písmen 
(f, if označili plsmsny x , y \ 

x i t , <u,, sv) f Y{-t 9AC9/v) 

a vnější funkci místo ý označili písmenem rt, t /t (x fy) . 

Pravá strana je tedy v pořádku, označlme-li vnější funkoi , vnitřní 
funkoe x , y . s levou stranou je to horší. značí derivaoi funkoe ^ 
"jakožto funkoe t , ÁA. ,/vm ; to znamená: do /x( x 9y) dosadím podle rov-
nio JÍ = x{ t , /O,, /v) , y =s t 9u , /v) , a dostanu funkoi tří proměnnýoh 

(ť , yC^.^f^-)) i to ovšem není /*.( t , ̂ , , nýbrž nějaká 
jiná funkoe /x* ( f" , ̂  , ) (je to právě ta "složená funkce"). A symbol 

v (16) vlevo znamená právě parciální derivaoi té funkce n * , takže by-
chom vlevo měli psát ^ . Ale často se užívá způsobu psaní (16), přičemž 
se právě symbolem ^ nerozumí parciální derivace funkoe /x.(x t y) , nýbrž 
parciální derivace toho " FU jakožto funkce t , JUU , /v " , tj. paroiálnl 
derivace funkoe, kterou dostaneme, když do /x,(x ,y) dosadíme X =x(t ,-«¿j/v) 
y = ,/v) . 

Zpočátku budeme raději užívat vlevo znaku » tedy 
= ̂  . • . • Až si na to zvyknete, budeme třeba občas uží->r at * 

vat - pokud není nebezpečí nedorozumění - toho nedůsledného označení • 
Ale to může někdy vést k nedorozuměním) např. ve funkci *.(x ty) ne ohme x 
stát, místo y tam pišme xz • ř \ tím dostaneme funkci /**( x , t ) = 
= x(x ,xz • t ) . 

Je = 'Z • ¿J* • kdybyste vlevo vynechali hvězdičku, vznikl ¿Jt ony 
by zmatek (nebo by se to musilo zvlášť vysvětlovat). 

Sami jste již jistě poznali, jak vypadá obdobná věta v obecném případě, 
když do funkce & proměnnýoh dosazuji za ..., x^ funk-
ce proměnných (f.f(t1t ..., tA ) , ..., ..., ť̂  ) , čímž vznikne 
funkoe jf , definovaná rovnosti 
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tfl f •••» U ) » •••» %,( . • ..t ** )) 
(podrobně je věta 17 pro obeoné A/ , A> dokázána např. • DII, věta 189)* 

Vraime se ještě jednou k případu x » Z , * B J » máme funkoe 

, a funkol «(-x»^). . Do této funkoe dosaime 

(17) f y = f X C t„) , 

Dostáváme funkol /fc* tří proměnných, definovanou rovnioí 
(18) /x* ( f » /fcĈ  * »^ t . 

Jestliže nyní funkoe x{t 9A4,9/r) , f mají totální dlferenolál 
v jistém bodě [t J , a Jestliže funkoe / * ( m á totální dlferen-
olál v "příslušném" bodě [x , y] , daném rovnloeml (17), potom funkoe 
it+ ( t 9xc9Ah) má totální dlferenolál v bodě [ť 9 a její parciální 
derlvaoe v tomto bodě vypočteme se vsoroe 

ať- * M "5T' 
/•»qx 7>/z žx /̂X 

Přitom derlvaoe , , ae berou v uvedeném bodě [ t derl-
vaoe -rp— , -y— v "příslušném" bodě [¿ty] » daném rovnloeml (17)* Podle 
věty 16 lse tohoto postupu užít mj. v tom případě, když funkoe x{t , 

t^t^) mají spojité paroiální derivaoe l.řádu v bodě [~t , m, 9 V ) a 
Jí • y) ná spojité paroiální derlvaoe l.řádu v bodě [x ,yj , daném rovnl-

oeml (17). 
Po«wd.»ira i (velmi důležitá pro početní praxi). 7 aplikaolch je nejča-

etějěl tento případ» Punkoe x ( ť , y^) , y( ? , mají spojité paroiál-
ní derivaoe až do řádu m. ) v Jisté otevřené množině W<= a funkoe 
it{ x 9y) má spojité paroiální derivaoe až do řádu v Jisté otevřené množi-
ně N c . Neohi dále pro každý bod , loži bod 
(\x ( * , ̂  , ̂ ), ť" , <**>, • množině A/ } /fc* ( * , M, , /v) Je funkoe (18) • 
Potom rovnioe (19) platí všude v M a s věty o spojitosti složenýoh funkol 
plyne spojitost funkol , , v M . Tvrdím nyni, že v případě 
/N Š Z existují v Af také derlvaoe 2.řádu funkoe ¿T* a jsou v M spojité. 
Dokažme to třeba pro f̂ ̂  . 

Jest podle (19) všude v M 
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Přitom, počitám-li v bodě L* . • *>-J , je nutno , brát 

r ď 
v bodě L* tyj t daném rovnloemi (17). Aby bylo vyloučeno nedorozumění, o zná-
čů jme derivace indexy. Tedy (20) zapíši ve tvaru 

/*//( t , ¿L , Ar) 3 ( t , 4L , yw) , y( t , 44. , )) Xf(t,4,C , sr) + 
( 2 1 ) ' ' 9 

* ^(^X (t t4ctA^), y(t , 44.,*)) . 

Pravou stranu mám derivovat podle , tj. podle druhé proměnné. Jde o deri-
vaci součtu dvou sčítanců, a každý sčítanec je součinem dvou činitelů. Deriva-
ce funkce xi podle ¿c je x1z , derlvaoe funkoe y4 podle ^ je y4z . 
Dále jde o derivaci "složené funkoe" £( t /O = ( * » ^)» 
y( t ,<u,/v-)) podle m . Ježto /ti(x9y) má je Stě spojité derlvaoe 
^ H ^ 9 ^ 9 » můžeme derivovat podle věty 17 a dostaneme: 

ý2( * t ® »^t^íi y ( * , * ) ) t ,/*-) • 

Pišme to zase obvyklejším způsobem 
A i 3JC * ¿t 

• * a ' ~>£7 • 

Podobně ss derivuje a dostane se 

t^A, ^ V/*, 

Tedy oelkem 
f ̂í*/ Jx + 

^44/ 

>06 
* 

+ 

( 2 2 ) - 1 V . 2 } ft> *by \ 0y + ^/tf ^ y 
' ^44/ I >i 7y ' d-t ~)jUJ 

Přitom derlvaoe funkoe tt (podle JÍ a y ) se berou v bodě 
[x ( * , y(tf*>,/r)] , derivace funkoí x , y , /*/*" (podle i 9 m, 9 

sir) v bodě /vj • Ježto derivace 2.řádu funkce A( , y ) jsou spoji-
té v N , je podle věty 12 

= ~T j dále je podle (22) ' * spojitá v W , tedy je fy >jc dx ey « 

Podobně vypočteme ostatní derlvaoe 2«řádu: 

= I / + ̂  ^ ^ + ^ aur • 

^ ̂  je podobné, jen mleto 2t se píše • Konečně 
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ÍL 2m _ ^ fíL ^X IX ̂  > /X / ^ T>y ?JC \ ^ ¡fa )y + >/t }2jc 

W 
V S.1 í Aá/ 

tfz,-dy ?t 
Podobně se vypočtou ony derivaoe 2.řádu, v niohž se vyskytuje . Jestli-
že je M. A 3 y dají BS E (23) podobně počítat derivace třetího řádu funkoe 
/&* , a zjistí se jejich spojitost v M . 

Poznámka 2. Tyskytne-ll se někde funkoe jedné proměnné, můžeme místo 3 
psát db . Např. do fuňkoe &{x t y ) dosacLme x ajc (t) , j =y(t) t dosta-
neme funkoi /t*(t) = s%(x (i), y(t)) jedné proměnné, takže za přísluěnýoh 
předpokladů je 

cl*,* 3/x CUM cLy 
dt 56 a* dLi -dy oLt 1 

můžeme ovSem též psát («*)', x' ř • 

Poznámka 3» Někdy se některé proměnné ve funkoi •••,-**) neohají 
beze změny, za oetatní se dosazují nějaké funkoe, Např. do A( x t y-, ¿v) do-
sacLms m, = u{X t y ) t dostaneme /t*{x9y) a /*( x , ̂  , Ježto 

<t , s0", * 0 . i*- « 4 , máme íjfc 

/ o j v . 3/t ( 2 4 ) T S T * X T • T3T » 

~d /LU * ^ 

(vynechání hvězdičky vlevo by vedlo ke zmatkům). Kdo by to chtěl mít i formál-
ně shodné s větou 17» mohl by dosazovat: x = t , y = /r , m, = t f ̂ ) , a 
dostal by *<*( t /v) = (t ,/vf z**/ ( f , )) , načež 

¿̂t* _ fr/fc Xx ^ i/x, dl "ŽÁU 
* ?t s 2x ty "Sř a* "dMj 9 

"i J P , -I 2 ^ ^ kde derivaoe (a podobně -j^r ) se bere v bodě L T
f ^ J , , , 

v bodě [ý ,/VJ A( * • Je to ověem totéž jako předefilý vzoreo, jen s pís-^ 3 ACR 
meny ~t , /r místo x , y . (Poznáte to, když místo pí Sete ^ , 
ověem ^ ( f , /v, t apod. (24) se přepíěe na 

/*//( JÍ , y) A A , (JÍ T yt 4C(X , Y ) ) • ^ ( J T ,y)) . X , y) 

a (25) se přepíěe na A*< ť , /V-) a ( t , )) -»• «.J ( t , ^ , t , /V )) . ť , ^ ). 

Obojí znamená ověem totéž, ježto * sř , y = /tr ,) Ale Bnad je zbytečné za-
vádět nová písmsna pro Jt, y , která v "složené funkoi" aůstávají beze změ-
ny. 
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Při aplikaoloh věty 17 se nejčastěji vyskytují čtyři případy (vezmeme 

třeba /x ( x , y) , kde 4 » jí ( t, , y • y( 19 «,) )» 

1. Všechny tyto funkoe jsou explloite dány, např. , a » 
JE ( * , a (t + , F , */) a ¿UTU* i sde nebudeme užívat obeoné vity, 
nýbrž dosadímei 

t , z (t ¿w2 

a přímo počítáme odtud parolální dorlvaoe (např. "myellm ai" -fc konatantní a 
a**" 

počítám jako derlvaoi funkoo jedné proměnné; užívám ovšem pravidla pro 
derivování aloženýoh funkoí Jedné proměnné). 

2. Punkoe /x(x ty) není dána, ale jsou dány ezplioitně funkoe x ( + ,-o,), 
y ( * , ***) • I j • hledáme vsoroe, platné při danýoh funkoíoh -t ( , u,) , 
y(t pro všeohny funkoe /¡c{x ty) , majioi jisté rosumné vlastnosti 
(např. spojitost parolálníoh derlvaoi až do jistého řádu). lapř. bychom měli 
řeěit parolální diferenciální rovnloi 

(26) j »*<•* »r> • t^? a Q . 
¿JÍ * 

Budeme hledat např. jenom řešení majíoí apojlté páro. derlvaoe 1. řádu v ně-
jaké otevřené množině M c . Zkusíme, sda ee rovnice nes jednoduší navede-
ním polárních aouřadniot x a f co* cp , y = ? • Označme 

(27) ^ ( f , jD ) a , y ) . 

Musíme vypočítat levou stranu rovnice (26). Je 
, _ _ v d<%,* d/X, „ ~d fit, 
( 2 7 a ) JjT ' TT * Í p • 

Hásoblme-ll f , vidíme, Se JC ~ + y • = f -0- , takž. rovnloi (26) la. 
(pokud f> O ) psát a 0 | tj. jestliže nějaká úsečka x = f un % , 

/ro cfQ (O i fy <1 f>z ) leží v M , je na ní nu konstantní. Zhru-
ba řečeno i , y) závisí jen na poměru y i x (bylo by nutno to rozebrat 
kritičtěji, ale mně jde jenom o to, ukázat, že tento 2.přlpad ee vskutku ča-
ato vyekytuje). 

atd. 

Derlvaoe vyššího řádu počítám ovšem z (27a) sase užitím věty 17, např.1* 

2 i 
* ( - j f * ? ' * » ? + l ž í ? V ) v 

Míním ovšem obeoně funkoi tvaru (27), nikoliv řešení rovnloe (26). 
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3. Funkoe AC(X je dána , nejsou dány x{t , y{ t ,M/) . Hapř. 

M* = x2 Ví- *zy z , 

t ,xu) = jk* ( ť- ,4c) /</ - J*2(t t , «,) . 

V tomto příkladě nafii větu nepotřebuji) myslím sl např. ^ = '^u^dj a po Cl-
tám Jako derivaol složené funkoe jedné proměnné) vychází 

- x itf 
z, f í T T Z * - JC2 * r * X t i l . 

(což ss dá jeětě upravit); přitom , y znamenají ( * , , ? ( f , ̂  ) • 

4. Funkoe * není dána, a aspoň jedna z funkcí x ( f , xt,) , 
^/(t fxo) také není dána. Tedy počítám parciální derivace 1., 2., 3. ... řádu 
postupným užíváním věty 17) užívám přitom výhod, plynouoích z toho, jestliže 
např. jedna s funkci X (t ,*<,) , Y(T 9XL) je dána. Vezměme třeba případ, 
že jde o funkce /*,(•* ,y) , , a že klademe 

A*{X) = A(jc , ̂  (*) ) . 
Zde je # ¿¿a, (jc) _ ŽAL ^ 3/x g y 

ct2i^x) _ }Z/X, + 2 ^^ ¿ty + }Z<*< í \ + ^ 
aix2, ~ 2 x ¿ y dx 2yz ' cLx ' 1y UJCz " 

Předpoklady pro přípustnost těohto operací již neopakuji. 

Podotkněme jeětě, že pro platnost vzorce o derivování složenýoh funkcí 
několika proměnnýoh stačí existence totálních diferenciálů, ale nestač! exi-
etenoe parciálních derivaci. Např. pro funkci 

9 Z 
*(•* ,y) = , y . pro O , V ) * [0,0], 0,(0,0) = 0 

p l a t l , 0) » A< 0 t y ) » 0 , 
tsdy *f ( o , 0) = 0,0 ) = O . 
Dosaďme x st , y = t . Dostaneme "složenou funkoi" 

= , tj. **(t) = * (to platí i pro t = 0 ) . 

Pravidlo o derivování složených funkci by dalo 

(**«>rt=0 * «,(0,0) (&)tm0 • ^ 0 , 0 ) - 0 , 

ale to není pravda, neboi (**(*))' = * pro každé t . Jistě tedy funkoe 
,y) nemá v bodě [0,0] totální diferenciál. 

Odliěný od případu 4 = , y), ¿t*( t ,4a.) = u ), t f )). 

1014-4527 



- 92 -

(6* Implioitni funkoe. 

Napřed si objasníme problém, o který jde. Začneme v EZ ; budiž dána 
nějaká funkoe dvou proměnných F( x , y) . Označíme znakem M množinu oněoh 
bodů [*,y] t pro které je F (x s 0 . Jestliže F ( j* ,y) má tvar 
y - f U ) , je M množina oněoh bodů [¿9y] , pro něž ^ » f-{x) , tj. M 
je graf funkoe / . To je ovžem zvláště jednoduchý případ. Už např. v přípa-
dě F( x fy) s xz + y2 - 4 je množina M jednotková kružnioe, a tedy M ne-
ní grafem žádné funkoe_ (neboi ke každé hodnotě x€ (- i , 4 ) příslušejí dvě 
hodnoty » * r * - » a ne jedna). Zkusme, zda by to nešlo aspoň lokálně i 

vezmu nějaký bod P na kružnici a ptám se, 
zda existuje nějaké okolí U bodu ? tak, 
aby aspoň průnik Ti n ti, tj. ta část množi-
ny M , která leží v 16 , byl grafem ně-
jaké funkoe. To je skutečně možné, když ? 
Je na horní polokružnioi;1* viz obr. 17, 
kde množina M n 16 je grafem funkoe 

Ví- x s definičním oborem y s podobně 
pro bod P' na dolní polokružnioi je 
MnU' grafem funkoe - Ví - x2 s definič-
ním oborem Ale v okolí bodu 
ÎJ s [ý , O] to nejde provést: at volím 

Obr. 17. jakkoliv okolí bodu ^ f vždy v něm exi-
stují dvojioe bodů [x , y] kružnioe M 

s týmž x , ale s dvěma různými y, totiž [x , )/4 - JI2] , , - VJ - x2] . 
Právě tak selže okolí bodu Ç = 'Z, Oj . Podotkněme, že pro naši funkoi 
F( Je , y) = JiZ + yZ -1 je s 2jt f 2£_ ¿¡y , body kružnioe M , ve kte-
rýoh náš pokus selhal, byly oba body s y » 0 , tj. ty body kružnioe M , 
pro které je O . -iy 

Vezměme za druhé F ( x , y) s Ux* - y 2 j množina M těoh bodů [j£ , y] , 
pro něž F( x , y) a 0 , se skládá ze dvou přímek 2x , ya -2x . Opět 
je vidět (obr. 18)« 

Zvolím-li libovolný bod "Re M různý od počátku, existujs jeho okolí ti 
tak, že MnU je grafem jiaté funkoe ( 2x u bodu T , - u bodu ). 
Pokus selže, když za ? zvolíme počátek [0, 0] , oož je zase jediný bod 
množiny M , ve kterém je a _ ̂  a p 

Body množiny M , ve kterýoh je f — » 0 , mohou tedy asi působit obtí-
že a proto ee jim prozatím vyhneme. Pormulujome tedy náš úkol takto: Je dána 

Nemluvím zatím o bodeoh 3 a , O] f \ s [- 7, 0] . 
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funkoe F( -*• , y) i M budiž množina tdoh bodů 

pro něž ® 0 . Zvolme 
(tj. F(a/,/) = 0). Předpokládej-

me, že funkoe F Je v okolí bodu fa/ f XJ Nrozum-
ná", totiž že tam má spojité parolální derivaoe 
2L DF 

~>7 a *e [ly-Jjí«^ * 0 • 2 a t S Q h t 0 Před" 
pokladů dokážeme, že ^ existuje otevřený in-
terval (vis obr. 19)« 

3'.y1x3z ( O . / J f i J , t j . 9 leJz) 

tak, že M n J je grafem nějaké funkoe f s de-
finičním oborem Jí, , tj. že ke každému 
exietuje v Jj právě jedno y (které potom ozna-
číme /(-O), pro které je F(x , y ) = 0 . Budeme 
potom ovšem ještě vyšetřovat vlastnosti této funk-
oe - její spojitost a derivaoi. Samozřejmě { (a) = 

Přitom není podetatné, že x 

Obr. 18. 

znamená reálné číslo; 
může anamsnat také bod v , takže jde o funkoi 
ft • 4 proměnnýohi F U , , x2 9 , y) 9 načež 
ověem bude tt -rozměrný interval, a fix) (tj* 
řešení rovnloe F( Jt , ̂  ) * 0 , ležíoí v ) bude 
funkoi A/ proměnnýoh. 

Začnu e důkazem, výsledek vyelovím jako větu 
až nakoneo. Předpoklady bulte tyto: 

Je dána funkoe F (jr1 , xx , • . . , a bod 

Obr. 19* 

^ c f , ( a e J, 
existovalo v Cfz 

= O , , ^ , ...»^JC, ¿J takový, že 
F(a//f 0/̂ , o/̂ , Funkoe F má v jistém 
okolí bodu , ¿J spojité psroiální derivaoe 
l.řádu 

317 • *••• • * v b o d 6 í® 
2L t 0 (naěím oílem je nalézt Intervaly c 

% ) tak, aby ke každému bodu [JÍ, , , ..., x^J s % 
právě jedno y tak, že F (jc, 9 x2 9 = 0 ) . Mů-

žeme bez újmy obeonoeti předpokládat, že v bodě [(V, ¿J je 
> 0 (jinak byohom mleto F vzali - F 9 a rovnloe - F = 0 

totéž jako F m 0 ) . 

znamená 
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Zvolme okolí tak (při 
důkazu «ledujte obr. 2($, Xe v nim 
"i F ?F . .... x 
H 7 ' •••• ' T f á*oa ®P°áité« » 
( 1 ) Y (JÍ F Y ) > 0 vSeohna 

JC6l£^( a,,*) . 

Vyšetřujme nyní funkoi F(a, ty) v in-
tervalu / — | - s y « /^i -j- . funkce 
P(a je v tomto intervala spojitá a 
podle (1) rostouol. Přitom F(a,/-) > 0, 
tedy , 

F( i- • - § - ) > 0 3> . 

Vesau teá funkoe F(x , £ - 4 - ) , P(4t , ̂  + 4 - ) . To jsou funkoe Ju 
( fis proměnných) spojité v \ (<v) . v bodě * » <v je první z nioh záporná, 
druhá kladná. Z jejioh spojitosti plyne i Bxistuje ď » 0 tak, že je 

(2) , F(x,J + -f)>0 

pro všeohna xtU^aJ) . Volím hned ď & Vesměme nyní určitý bod Ht " 

jt e Uď{cu) , Při tomto pevném * je F ( jk , y ) funkcí jedné proměnné y , 
která Je v intervalu (t — J - , -j-^ spojitá, v bodě & — § - sáporná 
(vis (2)), v bodě kladná. Tedy existuje tak, 
X« » 0 i a takové y eziatuje Jen jedno, poněvadž je 
při daném x roatouoi funkoi y v - podle (1). Tedy jame 
dokázali totoi 

T1 i Ke každému xe , ..., xAJ e existuje v intervalu 
( ^ — j - , & + -§-) právě jedna hodnota y , pro kterou je F( ar t y ) * 0 . 
Osnafime tuto hodnotu y snaksm . ..»J^) =»/(-*) , takže ^ je funkoe 
A/ proměnnýoh s definičním oborem ^ (¿/) . 

Tím je řešena naše otáskat Oanačím-11 M množinu těoh bodů 
L v . P » které F ^ , , a dsnačím-li 

Uk*4 a X (oož Je jiaté okolí - obeoně ne cf-okolíl -
bodu potom průnik M " IL*"*4 grafem Jiaté funkoe, totiž funkoe 

• j** má definiční obor • 

Obr. 20. 

Budeme brát okolí v prostořeoh Ep, 
přehled psát někdy u£(cu) , když 
podobně db^ » f ̂ • 

Ha obr. 20 je připsáno + (nebo -) 
F(x >0 (nebo <0), 

růsné dimensei proto budu pro leplí 
jde o bod a tedy o okolí v i 

a některýoh bodů. v niohž je 
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Je zřejmé, le F (a/) . (nebol F( CL , * 0 9 a Je Jediná hodnota 

J > ^ + T) » p r o ^erou F(a 3 0 ). 

Dokážeme tel, že 

T2I funkoe ^ je epojitá y U^jo/) . 

Je to v podstatě opakováni předešlého postupu (YÍS obr. 21). Zvolme bod 
ťxeZ^(^) . Hodnota ¿(c/) leží 
v (<£-•£•» '¿•y). Budeme dokazovat spoji-
tost funkoe / v bodě c/ . Budiž 6 > O i 
smíme ee omezit na tak malá £ , žs 
ftc) • • £ , ̂  (o) - £ - A . 

funkoe F(C/,Y) je rovna nule v bodě 
y v f M , Je v int. <¿(¿0 - 6 , 
f U ) • i } roetouoí (ježto > 0 ) , 
tedy /=( c/f ̂ (c) + £) > O , ? 

-6) < 0 . 
Existuje tedy okolí ( O) tak, 
že F(jc , £{cs) • £ ) > O , 
F( Jt , ̂ (c/) - £ ) ̂  O pro každé * 6 . 

Pro pevně zvolené xeU^ie/) je funkoe F{x,y) funkoe proměnné y spojitá 
a rostouoí v ^/(c) - £ , f W + S } , záporná v bodě ^(O , kladná 
v bodě ý{c,) + £ i tedy v Intervalu (/(c) - £ • /(*) • t ) existuje ^ 
tak, že F( JC , Y ) * 0 . Ale takové Y v oelém Intervalu (^ - -f, / + ) je 
jen jedno, totiž . Tedy toto Y je právě (̂JC) , tedy 
(f (*) - £ , ^(c) • £) pro věeohna xeTl^(c) . To vSak znamená, že je 
epojitá v bodě c/ , oož byl libovolný bod z . 

Dokažme nyní, že 

T̂ » f má spojité parciální derlvaoe l.řádu v %£(<*/) . 

To je obtížnějSi. Podltejme třeba derivaol podle Jty v nějakém bodě 
</a cc, , . . . , ĉ ,] € Uf (a,) , Oanaěme ••*, ̂ ) »^(c) . Ježto funk-
oe F má v bodě Cc/,CCJ spojité paro. derlvaoe l.řádu, má tam i totální dlfe-
renoiál, a Je tedy 

F(c^ +A, e/Z9 c/X9 d + A/) - F^i t ^z , tC) = 

kde 7 je spojitá v bodě [0,0], j ( 0 , 0 ) s 0 . 4 ) 

** V dsfinioi tot.dif. stála funkoe •••• » spojitá v bodě 
[0, 0 , OJ , ý( 0, 0, 0 ) = Naěe funkoe = 
= ...» °> Je tedy spojitá v bodě [0,0] a má tam hodnotu 0. 
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Dosa&me nyní za cL • Au hodnotu X, ê  , c^) , takže X je tei 
funkoi A/ t 

M A ) = c/z , c^) e^) . 

To je funkoe spojitá v bodě X = 0 a je /&(0) = 0 . Tedy 
,/&(<£)) = Z(X) je podle věty o spojitosti složenýoh funkoi spojitá v bo-

dě 0 , 2 (0) 3 ^ ( 0 , ¿ ( 0 ) ) x 0 , 0 ) . 0 . Tedy Z (X) = 0 . 

Mánie 
FCff + X, «fc , + ££ ££ )) -

+ (t x i X (A)) z <>& 

(je totiž IAI s k pro AtO, /X/s - X pro Ju< 0 , podobně IA(A)I ). 
Ale levá strana je 0 , neboi •••fucA/V • = 0 • Tedy 

( K * ^ ) ž 2 U ) ) » - M i ± Z U ) ) . 

Odtud pro A, $ 0 (ježto v našem oboru je $ 0 ) 

J U o ^ * zU) 

tj. (c/)) /•m + _ . *«f . 

Ale levá strana je právě ^ • Podobný důkaz a výsledek platí ovšem pro 
—v" » ... •, • Ježto v byl libovolný bod z UŽ(a<) , vidíme» pro každé 
jc626Í;(q/) existují o 

iéisl. -
* 

^ U ^ ) / , <<*»' * > » 

derlvaoe vpravo se berou v bodě x tý(x) . Dálei funkoe 
V«*^/*^ ' ̂  ' 3 s 0 U spo^itó v a d 0 111011 a a ^ d«»»»^1 8 p o 

jitou funkoi ^ 1 tedy jsou spojité funkoe A/ proměnnýoh v 
Tím je dokázáno tvrzeni T^. 

Shrňme (číslo -y označme tel ) 1 

Věta 18. Budiž F(Jtf f . J £ A , y ) funkoe Jv + 4 proměnných. Budiž 
[o/, i-J = 0$, o^, -fj bod, v němž = 0 f 2£I£Ll£L ̂  0 . 
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••ohi F aá spojité parolální derlvaoe l.řádu • jistém okolí boda [a/, . 
Poto« existuji 81 sis ď > 0 , c/J> 0 s těmito vlastnostmi» 

1) Ks každému oziatujo v intsrrsla , J-+ of) právě 
jedno ělalo y takové, že F{x 9y) m 0 Osnafims toto y snakem 

, • ̂ (Jř) , takže / J* fwfcoo v oboru 1l£{<*>) . 

2) Punkoe / má v ftj^a) spojité parolální derlvaoe l.řádu (tedy tam aá 
totální dlforenolál a tedy tam je apoJitá). 

3) Má-li F • intervalu * (/- cf , ̂  • ¿J ) spojité parolální 
derlvaoe až do řádu «n/ , má funkoe f v epojité parolální derlvaoe 
až do řádu . 

Ťvrsení 3 jame doaud nedokásali - dokažme je tedy. Osnaěme tu funkci £ 
raději anakom y t yi-*it • Dokásali Jsme, že 

3F(* ,y) 
C 3 ) fe 3F(jg >y) 

kde vpravo ae derlvaoe berou v bodl O , y 00] , takže ee jeví jako -slože-
né funkoe" proměnných x 1 1 . předpokládejme, že F aá v uvedeném in-
tervalu apojité derlvaoe až do 2.řádu. Pokusme se derivovat (3) podle • 
To snamená derivovat pravou stranu, tj. podíl. Jde o to, sda ee dá derivovat 
ěltatel 

(4) ••••JřiL • • ....Jí*)) 

a podobně jmenovatel. Punkoe má podle předpokladu apojité parolální derl-
vaoe podle věooh proaěnnýoh, a vnitřní funkoe y také - podle vaoroe (3). Te-
dy oziatujo parolální derlvaoe aloloné funkoe (4) podle x v a rovná ae 

FJLa b 9 •••••**>)• íi.juf • , .. ., ) 
a podobně ae dá derivovat jmeáovatel. Tady oziatujo 

vpravo ae derlvaoe funkoe F(* , y ) berou • bodě [•*, ?(•*)] , Jeví ae tedy 
jako aložené funkoe • • . . » »řejmě spojité v V * (a) . Tím Je tvrsenl 
3 dokásáno pro *im Z . Z formule (3) analegioky deetanemei Má-li F 
v o*) x {J-- J , f ¿ + J , ) ještě epojité derivace třetího řádu, můžeme 

v (5) ještě derivovat složené funkoe - j — — atd. a evěem také ^ T t a 

1014-4527 



- 98 -
vyjde existenoe a spojitost derivací třetího řádu funkce y(x) . ObeonS se 
důkaz vede indukcí po$le M, (viz v D l důkaz věty 179 pro A, s 4 - pro 
obeoné HJ je postup zoela obdobný). Nebudu ho provádět. 

Poznámka 1. Funkci ..., JC^ ) (nebo , • která 
podle věty 18 vyhovuje v okolí jistého bodu [ýty, . ..»o^] rovnioi 

F ( x 1 , . . . , , f> ( , . . . , JLJL ) ) = 0 , 

se říká "implicitní funkce" definovaná rovnioi F(xi , ..., xK , y ) = O . Je 
snad lépe říkat, Se funkoe je touto rovnioi implioitně defi-
nována . Neboi každou funkci , . ) je možno "implioitně11 definovat 
např. rovnicí 

f -...•**,) = 0 

nebo rovnioi 
/ ¥ _ ¿A**/ » • • •» ) - o 

nebo rovnioi 
- x^) = 0 i 

každá z těohto rovnic je totiž splněna tehdy a jen tehdy, je-li 
, . x ^ ) . Slova "implioitní funkoe" se tedy netýkají podstaty 

funkce, nýbrž pouze způsobu, jakým je nám tato funkoe předložena. Slova "im-
plicitní funkce" nejsou matematiokým pojmem (na rozdíl od pojmů "přirozené 
číslo", "funkoe spojitá v bodě c/ n), ale jsou užitečným dorozumívacím pro-
středkem. Zrovna tak jako výrok: "věta o přírůstku funkce je základní větou 
diferenciálního počtu" není matematiokou větou (teorémem), ale je to důležité 
upozornění: kdo si neuvědomí význam věty o přírůstku funkoe, nepochopí dobře 
strukturu diferenciálního počtu. 

Pozn*mlfa 2 (velmi důležitá pro početní praxi). Ukázali jsme, jak lze 
počítat parciální derivaoe implicitní funkoe: 

je 0 ifUjJt) 
Vy 

= 7F{Jt 
9y 

a dalěí derivaoe se dají počítat (současně jsme tím dokázali jejich existenci) 
derivováním podílu na pravé straně. Ale to by byl nepohodlný způsob (už rov-
nice (5) pro derivace 2.řádu byla dost složitá). Proto se při praktiokých vý-
počtech těohto derivaoi postupuje jiným způsobem, který tei vyložím. Neohl 
třeba F{ x ,y,/x,) je funkoe, která má spojité paroiální derivaoe do 3*řádu 
v okolí jistého bodu , přičemž 

9/Xj J u 4í 
M- s Jr 
tL •=. t/ 
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Potom, Jak vlmo, existuji ď> 0 , 0 tak, 2o ko každému bodu 

[x ,y] € (<L-<rf CL *cT) * <f, J- + ť) - ttjj (a/,/) 

exietuje v intervalu ( c - c/j;, c/ + ) právě jedno ělalo /x tak, že 
F ( - t t y , A ) • 0 | toto ělolo /X osnačme M x t y ) , čísla ô  volno tak 

' * 0 T K r ^ » ^ ^ * { v - cf 9 es + (¿¡) a So páro. derivace 
funkoe F ai do 3.řádu tam jsou spojitě. Tino, lo funkoo * má • U* ( 
spojitě páro. dorlvaoo do 3«řádu. Počítejme jo. Pro věeohny body 
O f y ] € liji ( ou% / ) platí rovnost 

F(jt ,y, *,( Jé ,y)) » 0 . 

Tedy také věoohny parciální derlvaos (všech řádů) funkos F(x , y, /*, (je fy)) 
jsou v 11 cu,6) rovny nule» ježte vnějSí funkoo F i vnitřní funkoo a ma-
j i spojité paro. dsrivaoo do 3*řádu, las tyto dsrivaos počítat podle pravidel 
o derivání složenýoh funkoí, § 5, posn. 1. Hapiěme tedy rovnici 
F( Jř , yv>fc) « 0 (kde ověom /*, snamená funkoi />Xx , y)) a derivujme : 

?F ^ 2L,2±9 O 1F + , O 
9jt 3/»/- a* * ' 3y 3/x, 3y * 

su a* su • z ̂ r - • -Ťzrijrr 0 • 

a*, t frt, t ?ZF ^ ?F 

la, ' ?y * l ?y / 

Ježto i 0 , lse a prvníoh dvou rovnlo vypočítat 1 » potom 
^ ^z. T 

. dalěíoh tM . j f ^ - ^ . , - - 1 - i — t . T t . n.př. roTnloi 
pro j*" . Hodn.ty d.rlr.oí -j^- atd. t orSltta bodl [-* , y j doatwut 
• tlahto rtrnlo f k , š . do d.rlT.sí , f ox 

X y , M /£ hodnotu *Xx - t j . k výpočtu deri-
- * 

vaoí "implicitní fmnkoe" AA X , y ) v určitém bodě fa: , y j musím anát hodno-
tu této funkoo * v bodě [x , yj • 

Přesto» So tento apůaob výpočtu je jednoduiěl než apůaob, kterého jsme 
uži l i v důkasu věty 18, nebyl onen důkas abytečnýt nebol funkoi 
F(JC ,Y, a.(x ,Y)) nesmím *I-kráto derivovat podle pravidla o derivování 
alolenýoh funkoi, dokud jaom nedokáaal, že vnitřní funkoo Mx , y) má spo-
j ité parciální derivaoe /n-tého řádu. Je 

F(x , yt ÍX{X ,y>) • 0 
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pro všeohna x jistého okolí bodu , tedy všechny derlvaoe slo-
žené funkoe vlevo jsou ldentloky rovny nule. Ale nevěděli bychom, zda derlvaoe 
levé strany podle Je + % f k d y b y e h o a a ž m p ř e í n e y 8 a 8 1 1 > S e 

-gĵ - existuje. Vezměme 
varovný přiklads 

Budiž f U ) = 
pro racionální 

pro lraolonálnl Jc 

Funkoe f není v žádném bodě spojitá a nikde nemá derivaoi (ani nevlastni). 
Sestrojme Bloženou funkci F(JC) 55/(/(*))• Pro raoionálnl x je 
F(x) s f ( ý ( x ) ) =¿{4) = 4 , pro iracionální Jt je F U ) - ¿ ( ¿ U ) ) = 
= ̂ (0) s 7 j tedy f Cx) = ̂  pro všechna x , funkoe F má derlvaoe všeoh 
řádů všude rovné nule. Ale nesmíme ovšem psát F'(*) = • /'(•*) » pro-
tože pravá strana nemá smysl (tj. funkci F f ač má derivaci, nesmíme deri-
vovat podle pravidla o derivování složsnýoh funkoi). 

Přiklad 1. Budiž F( x = x3 - Jjrfy* + ) zde je 
= - ¿t* • 5{xZ + 4) y,1* . Hledáme "implioitni funkci" y U ) , vyhovujloi 

rovnici 

(6) x3 - 3xzy+ {xz + 1) s O 

(pro každé x je to rovnloe 5.stupněl). 

Vezměme některý bod í&ť^Jt kterém je F (, & = 0 , ale 
^(g, ,/£) ̂  Q a gest rojme příslušnou implioitni funkoi y-U) spojitou v ji-
stém dostatečně malém okolí bodu <v , pro kterou y>{CL) = . Tato funkoe má 
v okolí bodu <v derlvaoe všeoh řádů, které budeme značit y" , y'" ... 
( ̂  (JO je funkce jedné proměnné). Dostanu je derivováním rovnioe F(jr , y ) =0j 
ježto funkce F je explicitně dána, nebudu počítat podle obeoných vzorců, 
nýbrž přímo z rovnioe (6)i 
3JCz. £xy- 3xZy + + s 0 » 

- ffy - G-iy' - - • * + 

+ 20(x*> + 4) y3iy')Z + S(XZ • ) y*^" = 

atd. Z první rovnioe vypočtu pomool Jř , ys ; dosadím do druhé rovnioe 
za y vypočtenou hodnotu a vypočtu y' pomool x , y atd. Např. pro 
x = y je F = O , df_= y ^ Q . t e d y d o v e d u p r 0 "implioitni funkci" 
y(jř) , pro kterou yU) = * , počítat ^'(O , (*) » » 

f . atd. 
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lapř. umíme stanovit točnu ke křlvoe <y*y{Jt>) v bodě [4 ,4] j je to přímka 
y -/) • 4 »-i-* • -X. (aě jame zjistili jen jeden bod ¿V, <7 té 
křivky). 

Přiklad 2. Hovnioe * X • y z - 0 (kružnloe) mA řešeni = - ÝT77 1 

pro . Derivaoe funkoí / T T T * , - YTTx* v {- 4 9 4 ) lze počí-
tat přímo. Ale pohodlněji se počítají jako derivaoe implioitnloh funkcíi 

Jí • 7 • r y • 0 • 
/ w = o 

atd| přitom ovšem Y snamená funkci Í T . jtr nebo - rn - JC . Např. pro 
JL* 0 9 y rn 1 vyjde y m 0 , y" rn - 'Z, • 0 , atd. 

Ve větě 18 jame "řešili" Jednu rovni o i F(JC19 UO "podle ^ 
Vezměme tei 4 takových rovnio 

(7) 
Fi ( » • • • » * t • • •» ) • 0 

Fa U 4 ; .... jf^t, .... %) * o 

a budeme je "řešit podle ..., ̂  ". Uvedu hned příelušnou větu, napřed 
však savedu tento pojemi 

Budíš dáno A funkoí & + proměnnýoh 
., * ) . 

Determinant 
o » •••» o. 

'j* 

nazýváme Jaoobiovým determinantem nebo Jaoobiánom funkoí F1 9 ..., ̂  podle 
•••» * Značívá ae někdy 

9(Fi , .... & ) (8) , .»•» 
(to ovšem není žádný podíl, nýbrž' nedělitelný symbol). Je to funkoe JL + A pro-
měnný oh. 

Prozradím, že podmínka 2F ty i 0 z věty 18 (při jedné rovnici, tj. pro 
¿ n í ) bude nyní nahrasena podmínkou, že Jaoobián (8) není roven nule. 
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veta 19. Bulte 
Fj , • . • , , , . . . , , 

^ ( , . . . , JfA t fíf t •••• f^) » 

£ U f , ..., Jr*, , y>4 , 

funkoe proměnnýoh (píšeme také . Budiž 
3 [cu4, ¿i, ..., bod, pro nějž platí 

F1 ( CL, A-) - ... = FA { A,, A) = O . 

Neohi funkoe ^ , £ maji v okolí bodu , spojité parciální deri-
vace l.řádu. 

Neohi Jaoobián _ 
3 ( 5 , .... 6 ) 

je v bodě O , různý od nuly. Potom existují čísla (f > 0 , ĉj" > 0 a tě-
mito vlastnostmit 

1) Ke každému bodu x = ..., x^J 6 lt£{<*') existuje v (/) prá-
vě jeden bod ysfy^, . t a k , že je 1 

F1 (x ,y) = O FÁ{x 9y) = O . 

Souřadnioe • jsou tedy jisté funkoe • • • » ) > •••» 
^ s fó (x1 , ..., ) s definičním oborem (a/) . 

2) Funkoe ^ {A = 4 9 ...,-6) mají v U^tafi spojité paro. derivaoe 
l.řádu. 

3) Maji-li funkoe F. , ..., ̂  v 20a/) * Uj-(A) spojité parciální deri-
vaoe až do řádu /n-tého, mají také funkoe ..., ̂  v (a/) spojité par-
ciální derivaoe až do řádu /n-tého. 

Důkaz. Pro A> s 4 je to věta 18. Důkaz se provádí úplnou indukcí podle 
A> . Provedu jenom přechod od A =1 k yó = Z j základní myšlenku indukoe 
bude z něho vidět, a nebude formálně tak složitý jako obeoný krok z ^ 
k A• 4 . Jsou tedy dány dvě funkoe 

( 9 )
 Fi » » • 

(Jcy, ....JĈ  » ̂  » » 

bod [o/, , =[4/9Af 9 Az~] , ve kterém tyto funkoe jsou rovny 
nulej necht jsou splněny podmínky věty. V bodě » 3® Jaoobián 

(10) ** -M- - 1F1 
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růsný od nuly. Tody některá z derivací -^t » j Ů J* ^ ^ od nuly v bodě 
t / L A / ** )F 5) 

*í 9 » budiž to (bos ujmy obeonoetl) třeba . Potom můžeme na 
rovnioi ^ 
(11) F1 <«*, , 9Y4 9<YZ ) » 0 

užít věty 18* exietuji ěiala ď'> 0 9 <f/ > " tak, že ke každému bodu 
[•«f f • • •» » y* j e * ' ("t 4t) existuje v intervalu (4 - ¿7, ̂  • d;') 
právě jsdno šišlo ^ tak, že platí (11). Toto ^ je jistou funkoí 
V • • • • > 1 

* - W f , 9%) ( f (o,, ^ ) = , 

která má pro d i * 9 x ) < ď' 9 \y2 - X>z I < cT' spojité paroiální derivaoe 
l.řádu, po případě "i-tého řádu (sa předpokladu, že ^ má spojité paro. 
derivaoe ¿i-tého řádu)• 

Pro 
\ % - ~ , lyí * ¿i' 

jsou tedy rovnloe -
(12 a) /J (JÍ T ^ , » 0 , 

(12 b) Fz U ,y, ) = 0 

splněny tehdy a jen tehdy, je-li 
(13 a) >Tz > » 
(13 b) §(•*.?<•«•*>•*) = 0 . 

Čísla dy ď' mohu ještě libovolně smeněit. Použiji nyní věty 18 na rov-
nioi (13 b). K tomu olli musím ověřit podmínku, že složená funkoe 

(14) Fz(* >yz ) 

(proměnnýoh •XI F • 3® Y b o d 8 FOT ¿¿J rovna nule a že derivaoe 
funkoe H podle YZ je v bodě [A/9'^J růsná od nuly. Vskutku je 

H (a/, ¿2 ) . Fz(a,9cf(cu9 4 ), s (a/,4 , 4 ) - 0 • 

Z pravidla o derivování eloženýoh funkoí plyne, že funkoe (14) má spojité 
paroiální derivaoe l.řádu (popřip* /fc-tého řádu) v okolí tohoto bodu. 7 ji-
st ém okolí bodu 9 ] je 

2ÍLa2ÍL2£+ 2Í " fy d f t ' 

Jinak by staěllo přeělelovat funkoe F1 9 Fz . 
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Jak se vypočte v í m e e důkazu věty 18 a pozn. 2. Ale provečbme to. Pro 
věeohna a), ( 4 - 4 • O F1 (•* • T7 < * • ), » 0 , 

t # d y 2ÍL JSI + J I . - 0 
V f 

a odtud (Ježto * 0 ) 

* * 

takže 
2ÍL- * Z', + i o 

\ ^ V * + >n / 

jestliže <T', cíj ' byla zvolena dostatsčně malá (tady vidíte význam předpokla-
du, že Jaoobián je různý od nuly). Podle věty 18 existuji tedy ď" > O , 

0 tak, že ke každému U^cu) existuje v intervalu (^ - cf" , 
^ + c^") právě Jedno ^ tak, že H( jt ) s 0 , tj. 

*<řt* )*TZ) = 0 i 
označme y t = ( • * ) • ••»«*/»,). ^ ¿ M - h » tato funkoe má v Wĵ ícu) 
spojité paro. derivaoe l.řádu (popříp. /n.-tého řádu). Pokud se tedy omezím na 
body (JÍ , y, , y^J , které splňují věeohny podmínky 

¿¿( jt , a/) < , / , 

Jsou rovnics (12®), (12b) splněny tehdy a jen tehdy, je-li 

Poslední "složenou funkci" označíme ^ U ) ) má v jistém okolí bodu QJ spoji-
té pare. derivace l.řádu (popříp. "i-tého řádu). Poznamenali jsme, že 

& ( " ) = 4 » & ("> ) = 4 • 

Ježto funkoe /f , Jsou spojité v bodě a/ , lzs zvolit c/*> 0 , cf', 
c T ď " tak malá, že pro cL(x 9a/)«z-ď budou splněny věeohny podmínky 

Položme di = 7ttůn,(ď', cT/ , oj*) , takže pro každé xeU^icu) máme zaručeno, že 
bod , bude ležet V Uj-i^i,^) • Tj. v skutku 1 Jsstliže JC 
Je libovolný bod v líj^M , existuje v právě jeden bod 
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1* . Tzl » splňující rovni o e (12a), (12b), totiž právé bod [ f i (JÍ), fc (x)] . 
Víme dále, že funkoe fa , faz mají v Jistém okolí bodu cu spojité pare. deri-
vaoe l.řádu (popříp. *i,-tého řádu). Zmeněím-li Ještě cT, mohu dooilit toho, že 
tyto parciální derivace jsou spojité v oelém okolí . 

Tím Je vdta dokázána pro A * Z . Vidíte, že důkaz je v podstatě jedno-
duohý (první rovnioe se "řeší" podle , dosadí ae za y, do druhé rovnice, 
a ta se "ředí" podle )• Jenom správné vybalanaování různých čísel ď tvo-
ří obtíž, která je však jen formálního rázu. 

Poznámka 3 (velmi důležitá pro početní praxi). Mějme systém rovnio 

(15) Fit* 9/# 9 -*-9%) = 0 , (Jí = [x, , JCá] ) 

fcU 9 .... %) = 0 

vyhovujíc! předpokladům věty 19* "Implloltnl funkoe" £ (x), . f a (JÍ) Z této 
věty označme ^ C-t), ..., Parciální derivaoe těchto funkci se počítají 
podobně jako pro jednu rovnioi F(x , y) = 0 . Rovni o e (15) jsou splněny pro 
všeohna xeH^o/) , jeatliže za ^ , • d o s a d í m funkoe 
yf(Jř). .... ̂ («O 

(16) x (JÍ) « 0 U » ^ 4) . 

Tedy i všeohny parciální derivaoe těchto "aložených funkci" (jež stojí v (16) 
vlevo) jsou rovny nule v U£{0/) . Derivujeme tedy (16) podle pravidla o deri-
vování složsnýoh funkcí třeba podle Xĵ  . Dostaneme všude v U ^ a ) 

+ >5 V* + + 2ŠL. 0 

2 5 L • 2S_213L * . 

Ohoi-li počítat ^ , v Jistém bodě ..., , dostávám zde 
pro ně soustavu <6 lineámloh rovnio, kde determinant soustavy je právě Jaco-

bián ^ (^ ř * * * f 5» ) ^ Q F takže soustava má řešeni a to jediné. 
9 . • • •» y/, ) 

Choi-li počítat £][\xl > ' i**1™*1 d á l e P°dle • De" 

rivováním funkoe -r^— dostanu 

tli-, z jLZ- , 
oož Jsou veličiny již "známé"» podobně při derivováni funkcí -r-*—* ..., — * — . 
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a/L-

Když však v aouólnu — — d e r i v u j i druhého činitele, dostanu ^ * ^ ^ 
Je tedy vidět, 2e derivováním rovnio (17) dostanu rovnlos 

(18) 
a + + ... O 
* ^tt ^ 

kde ,.,tAA obsahují jednak derivaoe fnnkoí Ff 9 ..., £ druhého řádu, 
jednak derivaoe funkoí ^ , . p r v n í h o řádu podle J^ (které lse vypo-
čítat se (17)) a podle JC^ . Soustava (18) je tedy soustavou A linsárníoh 
rovnio pro A hodnot 

d2 y1 
* > * 

determinant eoustavy je opět náě Jaoobián, tedy číslo růsné od nuly. Podobně 
pro derivaoe 3«řádu atd. 

Přiklad 3» Mějme dvě funkoe F , 6 tří proměnných) rovnioe 
F(JC,Y,/x,) s G(Jř = O určují sa předpokladů věty 19 "impli-

citní" funkoe jedné proměnné yl*), . Jejich derivaoe počítáme z rovnio 

—— • tt *f + -r— A a V , — • — — ̂  • —— /X tt U > 
yx o » a * * 2/t ' 

^ , )ZF . *ZF ,sz Ý-F .. ̂  >*F > ̂  
n. J, +-Z—x(/fc) • -r— ** • - /t = O 

neboli 

• — * • —A," s O ^ * 
a obdobná rovnioe pro Q I atd. 
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