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K a p i t o l a V. 

MAXIMA A MISDIA. TATLOBOYA YfefA. 

Tato kapitola jo možno studovat také hned po kap. II. nebo po kap. III. 
Pouze je nutno 
1. uvědomit ei a kap. III., § 4 definici funkoe epojlté v bodě c/ e M vzhle-

dem k M a funkoe epojlté v množině M , 
2. a kap. IY pojem kompaktní množiny (stačí vědět, že množina M c E^ se na-

zývá kompaktní, když je uzavřená a omezená). 
3. vypůjčit si z kapitoly IY tuto větu (viz "důsledek" věty 71): Je-li ty 

reálná funkoe spojitá v kompaktní množině M c f potom mezi hodnotami, 
kterýoh ty v M nabývá, je jedna ze věeoh největší a jedna ze věeoh nej-
menáí. 

$ 1. Lokální maxima a minima; nutné podmínky. Stacionární body. 

Budiž dána reálná funkoe ty , definovaná v množině M c. E^ t (7 této 
kapitole mluvím jen o reálnýoh funkcích reálnýoh proměnných; proto budu elovo 
"reálný" vynechávat.) Meai jejími hodnotami, kterýoh v množině M nabývá, 
může být některá největěí, např. hodnota tysítA • Potom říkáme ověem, že 
číslo ty{c) je největěí hodnota nebo maximum funkoe ty v množině M t a že 
funkoe ty má. v bodě es maximum vzhledem k množině M . (Takových bodů může 
být ověem víoe.) Takové maximum nemusí sxistovat. Je-li např. ty funkoe 
(jedné proměnné) roetouoí v otevřeném intervalu ( o/f , není mezi jejími 
hodnotami, kterýoh v (¿v,/) nabývá, žádná největěí ani žádná nejneněl. 
Y Jiných případeoh zass je existence největěí hodnoty zaručena obeonými větaal, 
i když ji třeba nedovedeme vždy určit. Tak např. je-li ty funkoe ( x> pro-
měnných), která Je apojitá v kompaktní množině Eju » má funkoe v některém 
bodě c e M své maximum vzhledem k M (viz důaledek věty 71)* Podobně jako 
maximum ee ověem definuje minimum. 

ffěkdy nás sajlnají lokální vlaetnoetl funkce. K tomu oíli zavedeme tuto 
deflnioi t 

Definice, filkáme, že funkoe ty ( v proměnných) má v bodě t/ z E^ lo-
kální maximum, jeetllže existuje é > 0 tak, že je 

tyix) * tyi&) pro všeohaa X6 Uj-{o) . 

¿lkáme, že ty má v bodě t/č Ej^ ostré lokální maximum, jeetllže existuje 
<T> 0 tak, že je 
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<fa{c/) pro věeohna x e U ^ M 

(sde je vhodné valt redukované okolí, protože pro x +c/ platí snamení rovno-
sti). Beflnloe lokálního minima jo obdobná, jen mlate * , ^ se pilo S , 
> . Společný násev lokálních maxim a minim je lokální extréay. 

Musíme přesně roslišovat mesl ma-
ximem funkoe vshledem k M a mesl lo-
kálním maximem. Vapř. funkoe naěrtnatá 
na obr. 35 • (a/ , 4*) lokální maxi-
ma v bodech Cj , 9 lokální mlnlmam 
t bodě c^ (veeměe oetrá). ? bodě e/s 

nabývá fonkoe svého msTlas vshledem 
k (o/, tr) , minima nabývá v bodě 4/ , 
kde vůbeo nemá lokální minimum. 

Jestliže fonkoe fa (A/ proměn-
ných) má své marlmnm vshledem k M 
v některém vnitřním bodě c/ množiny M 
kální maxlmom (nebol existuje ď - okolí Uf{c/) c M , a tedy faM je 
největší se věeoh hodnot faix) pro xe M><f(e/) ). Jeetliže tedy funkoe fa 
nabývá v některém bodě množiny M své nejvitěí hodnoty (ftojvětší se všech 
hodnot fa(x) 9 x e M ) , potom baite je tento bod hraničním bodem množiny M 
nebo má ^ v tomto bodě lokální maximum (via obr. 55). Podobně pro minimum. 
Odtud plyne důležiteet lokálníoh extrémů např. pro hlodání největší nebo nej-
menií hodnoty dané funkoe fa v dané množině M • 

Pro funkoe jedmé proměnné můžeme hned odvodit jednu nutnou podmínku pro 
lokální extrémy. 

Jo-11 nebo fa'M^O (připouštíme i hodnoty fa'M » •o* 
nebo - OD nemá funkoe fa- v bodě c/ lokální extrém. 

Důkast je-li fa'KcA>0 , je fa> •roetouoí v bodě t/m , tj. oxiatu-
je & > O tak, že pro v c * A je fa<x)> , pro c - A ^ x ^ c/ 
je . Tis 9 I, věta 151. Odtud je zřejmé, že Ý T ^ 
aul lokální maximum ani lokální minimum. Podobně pro fa'(c/) O 

tedyi lokální extrémy mohou naatat jen v těoh bodeoh, ve kterých derl-
vaoe bulto neexistuje nabo je rovna mule. Oviem v těohte bodech joltě lokál-
ní extrém naatat nemuaí, např. funkoe faix) « x3 mA pro x »0 derlvaol 
ý'(0) « 0 , a přesto funkoe fa nemá v bodě 0 lokální extrém (moboi pro 
x 0 má hodnoty menší než fa(0) » 0 9 pro x^O má hodnoty větší). Přes-
to může tato jednoduohá věta být užitečná. Přiklad» 

Ovšem • oo počítám mesl kladné, - «o mesl sáporné hodnoty. 

/ I X > 

/ ( t f 7 < 3 b 

Obr. 35. 

, potom má jfa v bodě c/ nutně lo-
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Hledejme největfií a nejměníí hodnotu epojltó funkoe 
« žxJ - 9x2 • 42x - 2 vzhledem ke kompaktní množině (-j-, j } . 

Punkoe ty vekutku někde své největěí a nejneněi hodnoty v (y- , j ) na-
hývá. idže to naatat jenon budto v některém z hraničníoh bodů ~ , 3 , nebo 
v některém a bodů, ve který oh ty'{x) » - 4$ x +41 m o \ to jsou body 
jl.4 , j t u l . je pak ty{ £ ) - Z + -j? , ty(') « ^ , tyU) = * , 
ty(3) » ? . Tedy fnnkoe nabývá svého maxima vshlsdem k intervalu {-j* , «O 
• krajním bodě x *3 (kde není lokální extrén, nebot ty'{3) i O ) a mini-
ma ve vnitřním bodě x m 2 , kde tedy nutně je lokální minimum. 

Podobnou nutnou podmínku pro lokální extrém lse ihned odvodit pro funkce 
několika proněnnýohs 

Věta 75. Budiž ty funkoe /v proměnný oh. Jeetllže v bodě 
c/m fo , ..., c*J některá a derlvaoí 

— , ..., existuje a je růaná od nuly, nemá ty v bodě c/ lokální 
7 A extrém. 

Důkast leohi např. v bodě c/ existuje a je kladná.Potom funkoe 

má v bodě kladnou derivaci, tedy je "v bodě ĉ  rostoucí". Tj. exietuje 
A > 0 tak, že pro ty1^-x1 c^ • A je 

fi*i)>f<Vi) 9 tj. ty{x4,c/z, ..., ĉ ,) , 

a pro Vf - & < t/̂  Je 

y ( J f , tj. / U , tyíc/) . 

Tedy v každém okolí existují jak body X , v nichž ty(x) > /(c/) , 
tak body JC , v nichž ty{x) ty{c) • Tedy v bodě e/ nemá ty lokální extrém. 

Tedyi Jeetllže funkoe ty má v bodě c lokální extrém, potom buáto někte-
rá s derlvaoí , •.. •, v bodě e/ neexietuje nebo jsou věeohny tyto "7>Xj dXfi, 
derivaoo v bodě c rovny nule (věta 75 říká dokonoe o něco vioe). 

Věta 75 dává nutné podmínky pro lokální extrém. T { 4 odvodíme některé 
podmínky poataěující. 

Ve fysice 1 v technice ee čaeto užívá pojmu "funkoe ty Je v bodě t/ sta-
cionární" iiD t e míní, zhruba řečeno, že přlrůatek 

2 ) Pro H - < n je důkaz obdobný. 1 
Říká ee také, že t/ je ataclonárnl bod funkoe ty . 
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falV, •Xfc) -falcj, ...pCi,) 
je pro "malá" ^ , "mnohokráte měnil" nei vsdálenoat bodů 
[c<f i m, e^] , [e<f • Xř , ^t • Weaná definice je tatoi 

Definice. ¿lkáme, le fonkoe fa je ataolonámí • bodě » , ..., 
jeetliSe 

Zcsm, faty / W ^ Q 
Mr X / • . . . • ^ f 

To ae dá přepaat taká takto i oanaime 
ĉ  • X, , ..., c/K • X^) - fa( e/4 , „ M ^ ) , 

V J ^ T Z ^ T ; " 4 ' 
ooS lae paát 

/(c^ *Xf> +Aa) -faicj, ...,¿4,) = 
(1) 

» O• Xf • O . • ... + 0. X A • f U , A,). 

Podmínku, aby fonkoe ^ byla ataolonárnl v bodě e/ , lse tedy YyalOYlt také 
takto i funkoe ^ , definovaná rovnici (1), má vyhovovat podmlnoe 

) « 0 . Podle deflnloe totálního diferen-
[ X,,...,^>L0, • • •. Ql 
olálu to lse Mol také takto: 

Punkoe fa ( A/ proměnných) je ataolonárnl Y bodě t/ tehdy a jen tehdy, 
jestlile jeou splněny tyto podmínky: 
1. fa má Y bodě e/ totální dlferenolál, 
2. » bo« * 3. j£m$Lm...m>jLm O . 
To je tedy velmi jednoduohá nutná a poataěujlel podmínka pro staoionárnost. 

Podle věty 75 jo vidět toto: Ká-li funkoe fa v bodě e totální dlferen-
olál a lokální extrém, je fa v bodě v etaoionární. Obrátit se to nedá) např. 
funkoe jedné proměnné (x )3 má derlvaoi 3 (je -4 )z , takte je ataolonár-
nl v bodě ji m 4 t ale aře jmi tam nemá lokální extrém, ponivadl jo roateuoí 
v (-<*, • » ) . Je tedy aloe jakási souvislost aesl stacionárními body a lokál-
ními extrémy, ale je doeti složitá. 

$ 2. Lokální extrémy vshledom k množině. 

Začněme příkladem. Tesměme nijakou apoJitou funkol dvou proměnných, třeba 

fa ( f ) • ifY/Uňv (.*1 • xy - ) 

elipsu M , danou rovnici 
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(*) X1 • Zyzm 4 . 

Ježto ono Siná M je kompaktní1^, nabývá funkoe ty • nnožině Af někde svého 
maxima a někde evého (vahlodea k M ) . Klademe el tedy otázku, která 
• hodnet, jlohž ty nabývá v anožíně M , je nejYětěí a která nejmeněí. 

To vnitřních bodeoh množiny M nám, jak vlte, může posloužit pojem lo-
kálního extrému. Ale naěe množina M vůbeo vnitřní body nená, jen body hranič-
ní. Je proto vhodné modifikovat deflnloi lokálníoh extrémůi 

Peflnioe. Budiž ^ funkoe ^ proněnnýoh, M ^ ̂  9 v € M . ¿lkáme, 
že funkoe ty má v bodě c/ lokální maximum vzhledem k M . jestliže exietuje 
if>0 tak, že je /(JÍ) »/(C/) pro všeehna xe Uf {o) n M . Obdobně pro lo-
kální minimum vahledem k M . Společný název i Lokální extrén vzhledem k M . 
Je zřejméi Jeetliže v bodě c/eM nabývá funkoe ty největěí hodnoty vzhledem 
k M , má ty v bodě t/ také lokální maximum vzhledem k M . 

y naěem příkladě byla anožina M elipsa, daná rovnioí ( * ) . Tj. v tom-
to případě by ělo o největěí a nejmeněí hodnotu funkoe v množině těoh bodů, 
které vyhovují rovnici (#-), popřip. o lokální maxlaa a alnina funkoe ty/ 
vzhledem k množině těoh bodů , které vyhovují rovnici ( *• ) • Takové 
případy ee velmi často vyskytují v matematice, v mechanice (pohyb vázaný na ur-
čitou ploohu nebo křivku apod.) 1 jinde; proto ee jimi budeme tel zabývat. Ta-
kových rovnio tvaru (*-) nůžo býti 1 několik. 

Tyjdeme z těchto předpokladůi 

I. Je dána otevřená nnožlna N <= ^ ^ { A > 0 9 a ^ 0 ) a A • 4 
funkcí 

(1) • 

(2) 6(Jř-f JĈ  ) , *Jl ) » 

které*aají parciální derlvaee l.řádu spojité v A/ . 

II. Budiž M nnožlna oněeh bodů a N , které vyhovují rovnloín 

' « , < • « « * jv+k > " 0 ..... (J) 

noohi matloe 

J-) snadno sjletíte, že doplněk množiny W , tj. množina těoh bodů, ve kte-
rýoh je xx+ 4 nebo X1 • • j« «tevřená. 
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(2) 

6 

..... 
, • • •, 
• •••» 

3 G. 

>Jí 
A> 

má v každém bodě množiny M hodnost 
nant matlos jo různý od nuly). 

(tj. aspoň jeden A -řadový detemi-

•ěta 76. Buáte splněny přsdpoklady I, II. Budiž <x e M bod, ve kterém 
funkoe ty má lokální oztrém v»hledem k M . Potom existuji (reálná) ělsla 

t •••» tak, žs v bodě JÍ S C/ je 

(5) l í l 1 
ŽJC, 0 pro ý * 4 , • • •, A/+ á • 

Poznámka 1. Yěta dává opět nutnou (nikoliv postaěujlol) podmínku pro lo-
kální extrém. Bod * « [JÍ4 , • • • • ^ + ¿ 1 1 nůše2* dávat lokální extréa vshledea 
k M jen tehdy, jestliže I É M (tj. jestliže platí (3) ) a jestliže existuji 

, ..., tak, že platí (5). To je oelkem & + 2A rovnic pro A, + 2A ne-
známých -Xj , ..., •••» 9 takže je naděje, že aapon v jednoduchýoh 
případech a nich budeme mool urělt body Qx,, , ..., x^jJ] "podeařelé" z extré-
mů. (Sísla ..., jsou jen ponooná, ale potřebujeme je pro formulaoi 
věty.) Yelmi dobře ee (5) pamatuje taktoi Postupuje se tak, jakoby ae hledaly 
lokální extrémy funkoe ty • ¿¿Gj • ... • X^ G^ (A+A proměnný oh 

Kůo ohoe již te& si věo přiblížit příkladem, může ei probrat 
přiklad 1 a teprve potom ee vrátit k důkazu věty 76. 

Důkaz věty 76. Budiž c/ * L ^ t 6 M vo kterém ty má 
lokální extrém vzhledem k M . Potom aapon jeden /> - řadový determinant matioe 
(4) je v bodě v různý od nuly. Ježto předpoklady i tvrzení věty jaou symetric-
ké vzhledem k ^ , • smíme bez újmy obeonosti předpokládat, že v bo-
dě ť je 

(6) 

9 • • • 9 
JL + i K+A 

..., 
A+1 yt+,6 

* o • 

lyni jsou věak splněny předpoklady věty o implloltnloh funkoíoh (věta 19). Tedy 
existují čísla J > O , > 0 a těmito vlaatnoatmls Ke každému bodu 

i A/„ i— -i . . . . . < ^i/ A 

• • •» •'A, 1 € <*,] ) exietuje v okolí ( [ ^ T •.., 
2) Ale nenusí! 
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práv« jeden bod Platí rovnioe (3). Osnaěím-li sou-
řadnice tohoto bodu takto i 

* ^ ( J ř ' ^ • 

A • % • . 

mají funkoe , opojité paroiální deriraoe l.řádu • ^(fc^,..., ĉ ]). 
Jeat oršem 

ff • ^ + y • • • • 
(7) 

Podle předpokladu má fa(x4 , ..., ) • bodl , ..., lokální 
extrém - třeba maximum5^ - •ahledea k M . Dokáži, že "složená* funkce 

(8) y U,, ..., x h ) • <f< ...» ... ..., % .... ) 
má lokální maximum (TO emyelu § 1, nebo - ohoete-li - "vzhledem k F^ ") • bo-
dl » To je snadné. Existuje totiž tak, že je 

<*> * 
•faty* •••» pro Tleohna 

• • • • • ̂ t * ^ é O W . 

Můžeme hned volit A ^ 7Hún,{<f, </; ) • Ježto funkoe , . c p A jsou spojité 
• t^rCfot ...» » a v bodě [ĉ  , ...» nabývají hodnot , ... 
• •, , můžeme volit A ( A 1 ̂  O > tak, la pro 
[x, , Jéa,] «• ̂ ( f o . ...» Je l<Fjl*i9 • - A pro 

^ , ..., * • Tedy bude (9) splněno, kdy! [_x4 , Jfa] e ••• 
••» <^3 ) » kdyl aa " * , ...,*) dosadíme Cf>ý(xl9 ...,jOl) » podia 
(«), <7) to anamsná, le pro O* , ..., JC>t3 € U ^ t f a 9 c^J ) je 

Í(jřít í » I tedy vskutku má funkoe ^ v bodě 

ty» ••••c/a/D lokální maximum. 
Jelto vleohny paroiální derivaoe l.řádu funkoe ^ jsou spojité v bodě 

[ĉ  , ...» ̂ jc+aJ * Paroiální deriTaoe l.řádu funkoi Cfi , ..., % jaou spojité 
• bodě [c/1 , •. •, tyj] , můžeme paroiální derivaoe funkoe ip v bodě 

..., počítat podle obvyklého vaoroe, a tyto derivaoe jsou vesměs rov-
ny nule (jelto Iff tam má lokální maximum). Háme tedy roynioe 

^ ̂  Případ minima ee převede na aaximum, pře jdu-li od fa k 
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( 1 0 ) í ytt-.O pro A u 4 A/. 

Bálo ovlen "složené" funkoe » • ••» ̂A, » # t • ••» 
..., cf^ixi, ) jsou rovny nulo pro vleohaa 

£ l¿¿{[c/4t . c ^ l ) a tedy 1 jejloh paroiálnl derivaoe jaou 
v toato okolí a tedy spooíálně • bodl [e/4 , •••9c/AJ rovny nnloi 

i ítt. o , 

(11) , U « * >»/) 
2 o . 

Přitom se v (10), (11) derivaoe funkol cfit * t>trou T 

•••» ̂ hjl » dorlTaoo funkol ^ , , T bodě ,.,.,«^J. 
Odotranlne nyní "nepohodlné" dorlTaoo lnplloitnioh funkol "̂ jfĵ  • Ježto 
platí nerovnoat (6), existují reálná Hel* Jlf, .••, ̂  spliujíol soustavu 
rovnio 

< 1 2 ) ^ T F * ¿ 4 0 c > > ' * > • 

Hásobae nyní rovnioe (11) při pevněn A po řadě Slely J.̂  , . a přičtě-
me jo k roYnioi (10) (e týmž AJ ). Vahledem k (12) doataaomo 

(13) + £ (A* J a/). 

Ale (12), (13) dávají právě /i/** rovnlo (5). 

Posnámka 2. léto metodě ee říká někdy "metoda lagrangeovýoh multiplikáto-
rů" (těmi multiplikátory se míní ěísla , • 

Přiklad 1. Hledejme největlí a nejnenlí hodnotu, kterýob nabývá funkee 

(u) • * z + Z t z 

na množině M dané rovnlo! 

(15) J 2- 2«* • Q • 

Punkoe ty je epojitá v . Množina M je kompaktní, jak ihned ukážeme.45 
Předevělm je usavřoná, nebot její doplněk je otevřená mnollna, oož plyne taktoi 

Věnujte následujíoí uvase pesornoat* jo typioká pro podobné případy. 
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Je-li • některém bodě x2 - Zx • 2y>2 + by * 0 , platí tato nerovnost 1 
• některém jeho okolí; podobně pro ^ 0 . Tedy anoSlna těoh bodů, pro něž 
X2 - Zx • lyZ + ^yí & t je otevřená. 2a druhé je množina (15) omezená, ne-
bol xz - Zx = ( * - 4 f - 4 9 2 ( + 4 - Z t takže levá strana 
• (15) jo 

(x -4)Z • + 4)Z - 3 \ je tedy jistě kladná, 
jakmile lx - 4l m 2 nebo 4/ i Z . Množina M tedy leží oelá v inter-
valu (- 4,3) x {- 3,4 ) 5). Tedy funkoe (14) jistě nabývá v M někde své 
největěí a nejmenší hodnoty. 

Zde máme /u» 4 , /6 » 4 j matioe (4) je 
¿jc - 2 , ky, • 4 

a ta má věude hodnoet 1 (jak ve větě 76 požadujeme), kromě bodu [_4 , - fj -
ale ten nepatří k množině M • Můžeme tudíž užít poatupu věty 76. Položíme-li 

2 2 6 ( x * x - Zx + Zy + hy, 

jde o řeěení rovnic 

tj. 
Z x + \ ( 2 - X - l ) a O , (16) + J V)« o , 
Xz-Zx • iy2* 0 . 

První dvě rovnioe piěme 
X+JL (X- 4)* 09 Y + M Y + 4 ) * 0 . 

Náeobím-li první rovnioi y + 4 , druhou x - 4 a odečtu, vidím, že mueí být 
x(y + 4 ) - y{x - 4 ) * 0 , tj. x * 0 , načež třetí rovnioe říká, že mu-
ai být xZ- Zx • ¿<x n 0 , tj. 3xz - 6x * O 9 tedy buáto x = O 9 

y m 0 nebo x u t 9 <y a - Z (přísluěné hodnoty X jsou X * O 9 
X * - 2 ) . Boshodně tedy neaůže lokální extrém vzhledem k M nastat jinde 
než v bodech °J » t - 2J . 

Příalužné hodnoty funkoe jeou 

0, 0) - 0 , f{Z 9 -Z) . 41 . 
9 2. 

Haše funkoe f y) * nabývá někde v množině ty své největěí a 
někde avé nejaeněí hodnoty, a nemůže to naatat jinde než v některém z lokál-

Y nalom případě je M elipaa, odkud je omezenoet zřejmá» ale nemusí to 
být vždy tak jednoduohé. 
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nloh extrémů vshledem k M • Tedy nutně ne j vět Si hodnota funkoe JC , F) 
v množině M je a fonkoo ji nabývá v jediném bodě množiny M , totiž 
T bodě [Z , - j podobně nejneněi hodnoty 0 nabývá ty v jediném bodě 
[0, OJ «nožiny M . 

$ 3« Taylorova formule pro fnnkoe několika proaěnných. 

Zobeonime nyní Taylorovu formuli na funkoe několika proaěnných, ale bu-
deme volit trochu epeolálnějěl podmínky (neanažíme ee o největší nožnou oboo-
noet)• 

Budiž ty (reálná) funkce A/ proněnnýoh, bulte 

(1) [.O/,, O/^] , [^í+^f. ...» Ofa* 

dva růané body; budiž /t«0 oelé a předpokládejme, že funkoe ty aá spojité 
paroiální derivaoe až do řádu /t + 4 v jiaté otevřené nnožině M , obsahují-
oí úsečku o krajních bodeoh (1). 

Body této úeečky jaou věeohny body tvaru 

(2) [a/, • » 

kde i probíhá Interval (Pt^ • Budeme hledat vyjádření hodnoty 

ty(a^ • , ..é, 

Pro Ottui položme F{t) • ty( o,, • t , •.. f • ¿¿t) , takže 
A,, + *F{4) . Punkoe F (jedné proměnné £ ) aá 

v (O, 4 y derivaoe až do řádu 4 , tedy je podle Taylorovy formule 

(3) U ) - f(0) + -í-r 
(/H+O 

A I 
! 

kde 0 jo jiaté číalo Intervalu ( 0 f 4 ) . Derivaoe "aložoné funkoe" ae 
ovšem počítají podle obvyklého pravidlai 

* V * 
K fu e F~u) - ^ K v 

ýn4 Á*4 h 7 ** 

obeoně A* A/ 

přitom ee derivaoe funkoe ý berou v bodě (a^ * , ^ + • 
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Dosadíme-li do (3), dostáváme (píšeme a/« [a^ , ..., ̂ fj] ) 

JI/ 

Jity+Ai + A) • - L J (a) /,+ 

(4) 
/ « 7 ^ 

• — ^ , ^ ^ • . . . • 

A> A/ V ./rv 
+ 2 >/*<») / A, A «. 

A/ A/ ^ • 
£ _ f i ^ J ^ L J L ^ X-

Pro násomost posnamene jme: bod [[â  • ..., • ^ A J » který se vysky-
tuje ve "zbytku" této formule, je bod naši úsečky, různý od obou krajníoh bo-
dů (1). 

Shrňme: 

Věta 77» (Taylorova formule). Budiž Ý reálná funkoe A/ proměnnýohi 
buďte 

CD » •••» » • A , ... , + X ^ J 
dva různé body. Neoht funkoe ^ aá spojité parciální derivaoe až do řádu 

v jisté otevřené množinš M , obsahujíoí úsečku o krajníoh bodeoh (1). 
Potom exletuje šišlo $ ( 0 < 9 1) tak, še platí vsoreo (4). 

% 4. Postašujíoí podmínky pro lokální extrém. 

Budeme vyšetřovat lokální extréay ve smyslu § 1 (nikoliv tedy lokální 
extrémy "vzhledem k M " ve smyslu $ 2). U funkol jedné proměnné nám pomůže 
tato známá věta (vis Dl, věta 135)« Budiž fa spojitá v Intervalu J c ff 
(jakéhokoliv druhu), a neohi ve všeoh vnitfnloh bodech intervalu D je 
FIX) > 0 . Potom fa je roetouoí v D . Podobně pro fa'*z 0 ( fa je potom 
klesajíoi v J ). 

Mějme nyní nějakou funkci fa jedné proměnné a nějaký bod c/ , který je 
"podezřelý" z lokálního extrému (to znamená, že fa'(cs) buďto neexistuje nebo 
se rovná nule). Potom můžeme Čaeto rozhodnout o tom, zda lokální extrém v bo-
dě c nastane, podle této věty: 

Věta 78. Heohi funkoe fa je spojitá v Jistéa intervalu (c-cT, c/ + <f) 
( cf > O ). Potom platí: 
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1. Je-li /'(JÍ) > O pro věeohna x e (c-tftcs) a ty\*) ^ O pro 
věeohna jr£(c, o / ) , má / v bodě c ostré lokální nazlmun. 

2. Je-li /'(*) >> O pro věeohna * {cs-ďf es) i ppo věeohna 
* > č ( c / 9 c / + < f ) f jo ty roatouoi v (c/ - (f % c/ • ď) a tedy nemá v bodě es 
lokální extrém. 

Důkazi V prvním případě Je ty rostouoí • v) , takže ty{v) Je 
•ětěi než věeohny hodnoty tyLx) pro xe. {č/-(f9c/) j dále Je ^ kleeajíoí 
v (V, c/ + <f) , takže tyif) je také větěl než věeohny hodnoty ty(x) pro 
jí 6 ( (/, íx+ v druhém případě Je / rostouoí • ( í/. o ) i 
• (c, c ď) a Je tedy zřejmě rostoucí v (c - ď% c/ • ď) . 

Poznámka 1. Čtenář si sám doplní ostatní kombinace znamének: ty'(x)^0 
"vlevo" od c/ , ty'(iř)>0 "vpravo" od f - nastává ostré lokální minimum; 
ty'{*)^ 0 "vlevo" i "vpravo" od c/ - ty je kleeajíoí v (c- </", <v • O • 
Všimněte si, že ee v bodě c vyžaduje Jen spojitost, als nsvyžadujs se exi-
stence derivaoe ty'(v) . Proto se této věty dá užit i na funkoe, JeJlohž 
graf má např. "rohy", třeba ty{x) » I x - 11 + Z\x\ (načrtněte její graf). 

Důsledek. Je-li ty'{c/) s 0 9 tym(v) ^ O , má ty v bodě <v ostré lo-
kální maximum (obdobně ty" > 0 - minimum). 

Důkas. Punkoe /'U) má v bodě e/ derivaoi ty' (<y) ^ O , tedy Je 
ty'ti) kleeajíoí v bodě c/ , tj. existuje 0 tak, že pro c / - J*^ x c/ 
Je ty'(x) > ty\c/) = 0 f pr0 c/^ x ^ c/ + (f Je ty\x) ^ ty'{&) . 0 , takže 
můžeme užit bodu 1 z věty 78. 

Pro funkoe několika proměnných Je otázka troohu složitější. Mějme funkoi 
ty ( h/ proměnných) a necht ty má v okolí bodu c/ • , . c ^ J spojité 
parciální derivaoe až do 3*řádu 

Necht v bodě c/ Je = ... = ~ ^ (Jinak by v bodě c/ nemohl 
naatat lokální extrém). Podle laylorovy věty Je pro doetatečně malá 
lAj, ..., IXJ (tj. pro A* [A1t ...»¿tle Má([0, ..., Oj) , kde A 
Je Jisté kladné číslo) 

(1) Vf • "A, * ¿4,) -tyiV,, ...» ¿V) 3 

= — | Ů ^ J L J ^ J - 1 > Y 

kde £ Je bod tohoto tvarui £ « [V^ • ..., + QAj,], 0 < 0 < 4 m 

Stačilo by do 2.řádu, ale důkaz by ee troohu komplikoval. 
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Pro zjednodušeni označme 

• > * % > . 

-í- i * * .L L Jt. n f 

. . . + a I I Á II 

(tedy ovšem /X^/ » IIAII ppo ^ = ^ , ..., >f ). Ze spojitosti derivaci tře-
tího řádu plyne, Se tyto derivaoe jsou v jistém okolí bodu e/ omezené* zvo-
líme-li tedy A doeti malé, bude pro všeohna fXy , ..., c U ^ [0 ,.., O] ) 
platit 

(2) I* (JDI * K IIAII3 , 

kde K>0 je jisté číslo. 

Rovnost (1) piSme takto: 
A/ 

(3) » . *jJL JLjJLÁ + * M • 

Součet vpravo je kvadratická forma v H/ proměnných 
Xj, • • •, Xj^ • Zopakujme 

některé pojmy s teorie kvadratických forem. 7 počátku je ověem hodnota formy 
rovna nule. JestliSe forma nabývá ve věech bodech (kromě počátku) kladnýoh 
hodnot, nasývá se positivně definltnlt podobně se definuje forma negativně de-
finitní. Jestliže forma nabývá kladnýoh i záporných hodnot, nazývá se indefi-
nitní. Jestližs konečně forma nabývá jen nezáporných hodnot, ale nabývá hod-
noty nula i v některém bodě různém od počátku, nazývá se positivně semidefi-
nitnlt podobně se definuje forma negativně semidefinitní. Je vidět, že těchto 
pět případů vyčerpává věeohny možnosti. Zároveň je jasné, že se tyto případy 
navzájem vylučují, a jedinou triviální výjinkou: forma může být současně posi-
tivně i nsgativně semidefinitní, totiž tehdy, když nabývá jen hodnoty nulové) 
to naatane jen tehdy, když věeohny koeficienty Ajĵ  se rovnají nule. 

Platí nyní tato věta: 

Yěta 79» 

Budiž fa funkce A/ proměnných, t/e . Neoht (es) a ... * 
. — (c/) A 0 . Heohi / aá T jiatém okolí bodu c/ spojité parciální de-

rivaoe až do 3.řádu. Seatrojme kvadratickou formu 
K) 

(4) í T — — (ty) . Xv A* . 
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Je-li tato forma positivně definitnl, má ^ v bodě c/ ostré lokální minimum) 
je-li negativně definitní, má ty v bodě c/ ostré lokální maxlmumi Je-li inde-
finitní, nemá ty v bodě c/ lokální extrém. 

Posnámka 2. lato věta neřeěl případ aemideflnitni, který Je anaěně ob-
tížný. 

Důkas věty 79. Půjde o snanénko výraau (3)> Jeetliže A loži v Jistém 
dostatečně malém okolí počátku. 

Kvadratická forma 
** z Ě 

(5) a U ) - a a , Aj » Aja ÁA <Afr. ) 

má sřejmě tuto vlastnosti Je-li c/ jakékoliv ělslo, je 

(6) ac^X,, =cszGHA1t . 

I. Budiž forma (5) positivně definltnl. Osnačme znakem S množinu těoh 
bodů A a [A4 9 , pro které Je llAH « ̂  , tj. • ... • » 4 
(je to tsv. jednotkové kulová nadplooha neboli jednotková sféra v ). Mno-
žina 5 je kompaktní (podobná úvaha jako v přlkl. 1, § 2). Meal věemi hodno-
tami, kterých funkoe &{&>) v množině S nabývá, je jedna nejmeněl, a ta je 
ovšem kladná» osnačme jl f ( y > 0 ) . Je-li nyní A m [ Á i % libo-
volný bod růsný od počátku, položme 

tn\ / ' ^ ž' ^ 

(7) - llÁfíj . .... A ^ m //x// , 

takže 2 
(vis (6) ). Ale a (7) plyne 

ž z l z 

g .Z * + A v 
+ • • • * J J J 2 " 

tedy , » f , tedy a ( 4 » UAII y . Z (3), (2) tedy plyne 

S / / X / / 2 (j^-- KIUII)> 0 , jeetliže 

0-* (a současně ověem ([0 Oj) ). 2 toho je vidět, 
že / má v f ostré lokální minimum. 

II. Budiž &(<£) negativně definltnl; potom užiji bodu I. na funkoi 
- í -
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lil. Budil Q(£) indefinitní. Existuje tedy bsd H' tak, le Q{H') ̂  O 

a bod h" tak, Is Q(H* ) -c 0 . Ovlea H', jsou růsné od počátku. 
Položme , , 

= IWfl IIH1 ' 

takže S a ověea • JT • > 0 * podobni sestrojím bod 

A" č S tak, žs ) -c O . Body X', nyní neoháme pevné a budeme vy-
ěetřovat pro 0 S< 4 body 

= £ 6 Aj , • • • , čAfc ̂  A£ = f • • • • X̂yfc, J l 

jeat orlem //// = JfX£ II * č . Pro dosti aalá <5 můžeme užít (3), (2), 
(6) na body ^ , a doatáváae 

í ¿2 - KČ ) > O , 

• t/K • ) *-f£Z<Ut>" ) ) t 

- <-f GtfJ + Kč)^ o , 

Jestli žs laU")l . 

Ježto tyto nerovnosti platí pro vžechna doetatelné aalá £ > O , je vi-
dět, le rosdil (3) nabývá v každéa okolí bodu A« [O, ..., Oj Jak kladnýoh 
tak sáporných hodnot, takže v bodl (/ nenaetává lokální extrém funkoe fa . 

Posaámka 3* Pro K* t , tj. pro forau 

(8) a(A,Ji) * *,AK 14AA+ C/Ji1, 

aůžeae snadno sjiatit toto» 

Je-li X 2 - O/C/ -<• 0 f je foraa definitní (positivně pro ou > O , nega-
tivně pro O/<£0)t je-li ¿ 2-a,<y>0* je foraa indefinitní» je-li 

- (lc/ * O , je foraa aeaidefinitní. 

Důkaaa Při důkasu vylučuji počátek X » A * 0 . 

1. Budil ou i 0 nebo c/ 4 0 . Vzhlede* k symetrii atačí vy lotřit pří-
pad ¿v i 0 . patou 

a U . X ) - 41* • 
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Je-li OuC/ - O 9 má Q{A9A) vždy totéž znaménko jako a/ . Je-li 

má CíiAtJL) pro A-4 , / « O totél znamení jako o/, pro 
A* 4 A • - má anameni opačné. Je-li -•Z2 a 0 , nenůže mít 

opačné snaménko než a/ , ale Q(- , </ ) a 0 . 

2. Budiž a/» e/ s 0 f tedy Az - cu/m 9 Q,{A , A) = ZAx<y . To je 
zřejmě forma indefinitní pro 0 9 eemidefinitní (nulová) pro A* 0 

V naěem problému (lokální extrémy fuakoi dvou proměnných) půjde o formu 
(8), kde ¡z* > V 

Máme tedy toto pravldlos Má-li ty{x 9/y) v okolí bodu » ̂ o] spojité 
parciální dsrivaoe 3.řádu, a je-li ty^ * tyz = 0 • bodě £jř0 $ t potom 
platí toto (hodnoty derivací ae berou v bodě QK0 , y0 J ) : 

Je-li (tyiz )Z - ty2z<c 0 , má / v bodě ostrý lokální 
extrém (minimum pro ty^ > 0 , maximum pro ty^ ^ 0 ) . Je-li 

) " ^̂  ̂  * n a m* / v bod* [•*<> » lokální extrém. 

Příklad 1. ,-y) a JtJ + 3xy + y3 # Punkoe ^ není v ani 
shora ani sdola omočená (stačí si věimnout hodnot ty{x , 0) M x3 ). Hemá tedy 
největěi ani nejmenší hodnotu v Bz . Ptejme ee po lokálníoh extrémeohi 

m 3 ( x 2 * y) , a J U • f z ) , 
T 

— , - — ř — — 3 , ? g x . 
?x d/y 7 

Jediné body, kde by snad mohly být lokální extrémy, musí vyhovovat rovnioím 
xl + y m 0 9 x + /y2 * 0 9 neboli y s - xz 9 + x n 0 , tj. buito 
Jt m 0 9 y * 0 nebo JÍ » - , Y S - 4 . 

ný, v bodě O ' . - 4j záporný. Tedy naše funkoe má jediný lokální extrém 
v bodě [- 4 , - 4 ] . 

Poznámka 4» Tato poznámka nepodává šádná nová fakta, a čtenář ji nůše 
vyneohati ale snad má jakýsi psyohologioký význam pro pootoj čtenáře k otázoe 
lokálních extrémů. Budíš ty(-ti9 ..., = /(•*) funkoe Ju proměnnýoh, která 
má v nějaké otevřené množině M c f ^ spojité parolálnl derivaoe do 3.řádu. 
Potom lokální extrémy v bodeoh množiny M mohou naetat jen v těoh bodeoh, kde 
je a ... « 9 0 , tj. ve etaolonárnloh bodech. Budiš c/ takový 
stacionární bod; nastává v něm skutečně lokální extrém? Budíš předně a a 4 \ 
jest ty'(c/) s 0 . je-li ty" (c) * 0 , naetává v bodě ^ lokální extrém. 
Případ (C/) a 0 je možno považovat v jistém smyslu za "výjimečný". Je te-
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dy molno říoi doo«la napfosně, le prs funkoo Jedné proněnné nastává v stacio-
nární« bodě "zpravidla* lokální extrém (ool nás ovlea nezbavuje povinnosti 
vyletřit, zda nenastává ten "výjimečný" případ). Dooela jinak je tomu u funkoí 
dvou promlnnýoh (KN Z ) . v tomto připadl naatává lokální extrém, kdyl vý-
raz ^ <ýÍZ - (fat)2 Je v b o d é v kladný, ale nenastává, kdy! je záporný, 
fádný z tlohto dvou případů nelze povalovat za •častější" ne! druhý. To sname-
nás u funkoí dvou promlnnýoh nikterak nemůžeme očekávat, Se by v staoionárním 
bodl "zpravidla" nastával lokální sxtréa. Toté! by ss dalo řioi pro funkoe 
vitlího počtu promlnnýoh. 
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