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K a p i t o l a II. 

Styk křivek a ploch. 

Okoli ar. bodu a okoli bodu. 

152. Buď opět m libovolné číslo přirozené. B u ď x ar. b o d ; b u ď 
e k l a d n é č í s l o . M n o ž s t v í v š e c h ar. b o d ů y t a k o v ý c h , ž e 
|y<ť' — jc(í) | < « (i = 0, 1, . . . m), n a z ý v á s e o k o l í ar. b o d u x, u r č i -
t ě j i o k o l í ar. b o d u x u r č e n é č í s l e m e. 

Je-li 0 < ť < «, je patrně okolí určené číslem «' částí okolí určeného 
číslem e. Chceme-li se omeziti na okolí určená čísly £ menšími než jisté 
kladné číslo A, mluvíme o d o s t i m a l ý c h o k o l í c h ar. b o d u x. Tak 
na př. pravíme-li, že nějakou podmínku splňují všecka dosti malá okolí 
ar. bodu x, míníme, že existuje A > 0 takové, že ona podmínka je splněna, 
kdykoli e < A. 

153. B u ď x v l a s t n í ar. b o d ; b u ď e > 0 a a s p o ň p r o j e d e n 
z p ř í p a d ů / = 0, 1 . . . m b u ď 8 < | x « |; b u ď V o k o l í ar. b o d u x 
u r č e n é č í s l e m e. M n o ž s t v í U ^ b o d ů o b s a h u j í c í c h a s p o ň j e d e n 
ar. b o d V n a z ý v á s e o k o l í b o d u {x}, u r č i t ě j i o k o l í b o d u {*} 
u r č e n é ar. b o d e m x a č í s l e m 

Zřejmě okolí bodu {x} určené ar. bodem x a číslem í rovná s é 
okolí bodu {x} určenému ar. bodem lx a číslem |A|e, kdykoliv A4=0. 
Probíhá-li V dosti malá okolí ar. bodu x, pravíme, že W probíhá d o s t i 
m a l á o k o l í b o d u {x}. 

154 . B u ď V (UO o k o l í ar. b o d u x ( b o d u { x j ^ B u ď K k o l i -
n e a c e ar. b o d ů . B u ď v ř V™ V (W °° W). E x i s t u j e 
o k o l í V ar. b o d u x ( b o d u {x}) o b s a ž e n é v e V (UO-

Zřejmě stačí provésti důkaz pro V. B u ď (x<> Xi • • • *,„) 4= B u ď 
v K: Xi OJ Xi ( / ' = 0 , 1 . . . m), y ~ y . Buď 

(O y — * = K>*u +H-i*i + ••• +(*»*«!, 
takže 
2) y — í = H0*0 + H1 i ,+.. .+H.„x r a . 
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Ježto (JC o X\ • • • Xm ) 4 z 0 , plyne, že (2) 

(3) (M = cť„ o-'0' - ~X(0)) + c;, C/1' ~ x'l)) + • • • + W -~x(my), (i = 0, 1 ...m), 

pří čemž dk jsou pevná (na y nezávislá) čísla. Buďte A, B taková čísla, 
že | x « | < A, | Cik\ < B (i, k = 0, l ... m). Buď V množství těch ar. bodů 
y, pro něž | y® — x(ť) | < s (i = 0 , 1 . . . m). Pak lze za V zvoliti množství 
těch ar. bodů y, pro něž 

<4> 
Vskutku, když y náleží do V, je dle (4) a (3) < , tedy 

dle (1) | / ť l — t. j. y náleží do V a tedy y do V. 

Aritmetické křivky. 

1 5 5 . S p o j i t o u f u n k c i p r o m ě n n é u n a z ý v á m e f u n k c í t ř ídy 0. 
F u n k c i , j e j í ž r-tá d e r i v a c e ( v š e c k y d e r i v a c e ) e x i s t u j e , n a z ý -
v á m e f u n k c í t ř í d y r ( t ř í d y oo). 

Z těchto definic je patrno: Funkce třídy r je také třídy s, je-li 
0 ^ s < r ^ o o ; s-tá d e r i v a c e f u n k c e t ř í d y r e x i s t u j e a j e s t 
f u n k c í t ř í d y r—s, je- l i 0 < s < r . 

1 5 6 . S o u ř a d n i c e ar. b o d u x = x(u) b u ď t e f u n k c e t ř í d y 
r 2 1 ( m ů ž e b ý t i r = oo) v (a, b); ar. b o d y x(« i ) , x(u2) b u ď t e l in . 
n e z á v i s l é , k d y k o l i Uy a ua j s o u d v ě r ů z n á č í s l a z (a,b); ar. 

dx 

b o d y x , b u ď t e l in . n e z á v i s l é p r o k a ž d é u z <a, b>: p a k pra-
v í m e , ž e m n o ž s t v í ar. b o d ů x(u) (u v <a + 0, b — 0>) j e s t ar. 
k ř i v k a t ř í d y r. Ar. k ř i v k u z n a č í m e o b v y k l e : Ca x(u), u r č i t ě j i 
Ca x(u) (u v <a + 0, 6 — 0 » ; s t r u č n ě j i Cax. P r a v í m e , ž e u j e s t 
p a r a m e t r ar. k ř i v k y Ca x (u ) . 

Je-l i Ca x(u) (u v (a + 0, 6 — 0 » ar. k ř i v k a t ř í d y 1; je- l i 
Q = (> (u) f u n k c e t ř í d y 0 v (a, b) \ j e-1 i Q (U) 4 : 0 p r o k a ž d é u z (a, b) • 

p r a v í m e , ž e m n o ž s t v í ar. b o d ů f í (a v ( j - j -O, b — 0>) j e s t ar. 
k ř i v k a t ř í d y 0. 

Je zřejmé, že ar. křivka třídy r jest ar. křivkou třídy s, kdykoli 
s < r Také se snadno vidí, že kolineace ar. bodů přiřazuje ar. křivce 
třídy r ar. křivku třídy r. 

M n o ž s t v í ar. n a d r o v i n d u á l n í k ar. k ř i v c e t ř í d y r n a z ý v á 
s e d u á l n í ar. k ř i v k a t ř í d y r; o z n a č e n í (£„£(«)• 

157. S o u ř a d n i c e ar. b o d u x = x(u) b u ď t e f u n k c e t ř í d y 
1 v (o> b>. B u ď «„ p e v n é č í s l o z (a + 0, b — 0>; a r. b o d y x (u0), 

Č e c h , Projekt ivní di ferenciální geometr ie . I. 7 
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í ^ l buďte l in. n e z á v i s l é . Lze urč i t i í > 0 t a k , ž e m n o ž s t v í 
Wu/u=.., 
ar. b o d ů JC(H) (« v (u0 — « + 0, u0 + s — 0>) j e s t ar. k ř i v k a t ř í d y r. 

dx 
Ukažme nejprve: existuje < ^ > 0 takové, že ar. body x(u), jsou 

lin. nezávislé, kdykoli u jest v (u0— «„-{-<?!). Jinak bylo by lze udati 
posloupnost čísel u„ (n = 1, 2, 3 . . . ) z (a, b> takovou, že 1° un-*-iio, 2° 
pro každé n lze určiti čísla A„, (in taková, že |A„, fi„\b 4= 06 a že 

XnX(lín)+|±„ — = 0 » -
\du)u = «n 

Bez újmy obecnosti můžeme předpokládati, že A„2 -j- fin
2 — 1. Posloupnosti 

čísel An, n n jsou ohraničené, můžeme tedy vybrati částečnou posloupnost 
indexů / i < / 2 < / 9 < . • • tak, aby existovaly limity lim A*V = A, lim fi iv = fi. 

ídx\ 
Zřejmě je pak lx(u0)-j-f* K - =0b (|A, ft}b 4= 0 t ) proti předpokladu. 

\QW u = llj 
Ukažme za druhé: existuje <J2 > 0 takové, že ar. body x (u), x (v) 

jsou lin. nezávislé, kdykoli u, v jsou dvě různá čísla z <u0 — <J2> «o + <*a>-
Jinak bylo by lze udati posloupnosti čísel un, v„ («»4= v„; n — 1, 2, 3 . . . ) 
z (a, b> a čísel A„, pH (A„a - f fin2 = 1) tak, že 1° u„ vn-^u0, 2° 

x(v„) —x(uB) 
X«* (u« ) - tu» = o. <1 = 0,1 ...m) 

Vn — Un 

Vybereme-li opět částečné posloupnosti tak, aby existovaly limity 

lim A, = A , lim. = obdržíme zase týž spor: A*(u0) -i- [i í ^ ] 
V — ^ o d v - > CD \uW u = i « n 

= 0» (|A, p\t Oj) proti předpokladu. 
Stačí nyní zvoliti « > 0, s < dlt s < d2. 

158. B u ď Cax(u) (u v <o + 0, 6 — 0 » ar. k ř i v k a t ř í d y r> 1. 
P r o m ě n n á ui j e s t p a r a m e t r ar. k ř i v k y Ca x(u), k d y ž a j e n 
k d y ž ui = <f(u) (u v {a, b)), k d e f u n k c e (p(u) s p l ň u j e t y t o p o d -
m í n k y : 1° j e t ř í d y r v (a, b), 2" P r o v š e c k a u z (a, b). 

Snadno se vidí, že podmínky stačí. Předpokládejme tedy, že pro-
měnná tii jest parametr pro Ca x, že tedy existuje interval <a,, bi) a 
ar. křivka Ca Xi(ih) («i v <at - j - 0, bi — 0>) rovná ar. křivce Cax(u) 

(u v <o + 0, b — 0». Ježto souřadnice ar. bodu x(u) jsou spojité v (a, b) 

a podobně pro jti (ui), jest množství ar. bodů Xi(Ui), (ut v <0!, bj) rovno 
množství ar. bodů x (u) (u v (a, b»• Ježto jc (u) 4= * («')> kdykoli u a u 

jsou dvě různá čísla z (a, b> a podobně pro x , (Ui), existuje jedna a jen 
Jedna funkce m = <p(u) (u v (a, b)) taková, že 

M ) X, [<p(í/)] = X(lí). 
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jest ukázati, že funkce <p(u) splňuje podmínky 1°, 2°. Buď «0 libovolné 
číslo z <a, 6> a buď u'0 = y («„). Ježto Ca Xi (uj) jest ar. křivka, jsou pro 

U\ =u'n ar. body xíf ^ lin. nezávislé, tedy též ^ =f= 0S. Můžeme tedy 

předpokládati, že F í — 4=0. Dle věty o funkcích implicitních lze 
V flí/l / b̂ B'0 

pak udati e > 0 tak, že, když u jest v <u0 — «o ~r «>> funkce <p (a) 
určená rovnicí 

[ * . ( 0 ) ( « . ) ] „ , = <p(u) = X(0)(«) 

je třídy r Ježto u0 lze zvoliti libovolně v <o, 6), jest y (u) třídy r v <a, b). 

Dle (1) jest 
tdxA df dx 

»i = <p(«o du du 

z čehož plyne vlastnost 2°, neboť dle definice ar. křivky jest ^ =4= 06. 

159 . B u ď Ca x(u) (u v <a + 0, 6 — 0 » ar. k ř i v k a t ř í d y r> 1. 
B u ď p = p (u) f u n k c e d e f i n o v a n á pro v š e c k a u z <a + 0, 6 — 0). 
M n o ž s t v í a r. b o d ů p («) x (a) (u v (a + 0, b —0) j e s t a r. k ř i v k a 
t ř í d y T, k d y ž a j e n k d y ž d e f i n i c i f u n k c e Q(U) l z e r o z š í ř i t i na 
u z a v ř e n ý i n t e r v a l <o, b) tak , ž e 1° q(u) j e t ř í d y r v (a, 6>, 
2° p ( « ) 4 = 0 v š u d e v (a, b>. 

Důkaz je zřejmý. Rozšíření definice funkce (»(«) na <o, 6> dá se pro-
vésti zřejmě jen jedním způsobem, totiž dle rovnic 

P (a) = lim p(a + e), o (b) = lim p (b — z). 
t-^-0 £-3-0 

Křivky. 

160 . B u ď Cax(u) (a v <a + 0, 6 — 0 » ar. k ř i v k a t ř í d y r> 1 
(může býti / •=<») . M n o ž s t v í b o d ů {jc(í/)} (u v <c-j-0, 6 — 0 » n a z ý v á 
s e k ř i v k a t ř í d y r. K ř i v k u z n a č í m e o b v y k l e C {*(«)}, u r č i t ě j i 
C { x ( u ) } (u v <c + 0, 6 — 0», s t r u č n ě j i C {x}. P r a v í m e , ž e « j e 
p a r a m e t r k ř i v k y C{x(u)}-

J s o u - l i tti, tli d v ě r ů z n á č í s l a z (a, 6>, j s o u b o d y {X(Í/I)}, 
[xíU í )} r ů z n é . Vskutku dle 156 ar. body x(ui), x(ug) jsou lin. nezávislé. 
Křivka třídy r je také křivkou třídy s, když l < I s < / \ Kolineace ar. bodů 
přiřazuje křivce třídy r křivku třídy r-

M n o ž s t v í n a d r o v i n d u á l n í ke k ř i v c e t ř í d y r n a z ý v á s e 
d u á l n í k ř i v k a t ř í d y r; o z n a č e n í ®{£(u)}. 

161. B u ď C }*(«)} (u v <a + 0, 6 - 0 » k ř i v k a t ř í d y r. P r o -
m ě n n á u j e s t p a r a m e t r k ř i v k y C ¡x(w)}> k d y ž a j e n k d y ž 

7* 
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ui = <p(u) (u v (a, b>), k d e f u n k c e <p(u) s p l ň u j e t y t o p o d m í n k y : 

1° j e t ř í d y r v (a, ti), 2° ^ = l = 0 P™ v š e c k a u z (a,b>. 

Vychází ihned ze 158. 

162. Povšimněme si, že dle 160 pravíme, že C {JC(Í/)) (u v < c - f 0 , 
b — 0>) je křivka třídy r, jen když Ca x(u) (u v <c + O , 6 — 0 » jest ar. 
křivka třídy r• Je-li však (>(u) funkce jakkoli definovaná v (a -f- O, b — 0>, 
jen když p ( u ) 4 = 0 pro všecka « z <a + 0, b — 0>, jest {(>(«) *(«)} = 
= {x(í/)} pro všecka u z <a + 0, b — 0). Není-li opak výslovně uveden, 
vždy, kdykoli řekneme, že C {*(«)} je křivka třídy r, míníme, že z každého 
bodu {*(*/)} byl vybrán ar. bod jc(u), takže Ca x (u) jest ar. křivka třídy r. 
Pak jest C {x(u)} = C{í»(u) *(«)} jen, když p(u) je třídy r v (a, b> (v. 159). 

163. Buď C{x(u)} (u v <a-f O, b — 0» k ř i v k a t ř í d y r. B o d y 
(x ( f l ) } , {x (6)} n a z ý v á m e k o n c o v é b o d y k ř i v k y C {x (u ) } . 

B o d {y} j e s t k o n c o v ý b o d k ř i v k y C {*(*/)}, k d y ž a j e n když : 
l ° {y} n e n í b o d k ř i v k y C{x(u)} , 2° v k a ž d é m o k o l í b o d u {y} 
e x i s t u j í b o d y k ř i v k y C{x(u)} . 

Ze 156 a 1 6 0 je patrné, že podmínky 1°, 2° jsou nutné. Předpo-
kládejme naopak, že jsou splněny. Buď elt s2> es • • • posloupnost kladných 
čísel a buď e„-^0. Buď Wn okolí bodu {y} určené ar. bodem y a číslem 
e„. Dle podmínky 2° každé Wn obsahuje aspoň jeden bod z C(x(u)j- Buď 
tedy x(un) takový ar. bod z Cax(u), že bod {*(«„)} jest obsažen ve Wn. 
Dle definice Wn existuje ln takové, že | xw («„) — y( í ) | < en (i = 0, 
\ ... m; n= 1, 2, 3 . . . ) , takže 

(1) H m A „ x « ( u » ) = y ( , ) - ( í = 0,1, . . . m ) . 
n-2»-® 

Ježto a < un < b pro každé n, lze z posloupnosti uu u2, u3 . • • vybrati 
konvergentní posloupnost uVu uV3í wV3, • • • Číslo v = lim uVji jest patrně 

71-i*-S 

v <a, b). Ježto x^>(u) jsou spojité v <a, b> (v. 156), jest 

(2) l imx ( i > (Hv„) = (v) . ( í = 0 ,1 . . . m). 

Dle (1) jest však 
(3) HmXVf>xW(uVn)=yW. 

TI— -̂X 

Ježto y ^ 0 b f x(v)4=0&7 plyne z (2) a (3), že existuje lim Kn = K že A 4=0 
n-5»- ao 

a že y = Ax(v), tedy = |x(v)}. Odtud plyne ihned, že v = a nebo 
v = b, neboť jinak by nebyla splněna podmínka 1°. Bod {y) je tedy 
vskutku koncový bod pro C {*(«)}• 
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1 6 4 . B u ď C{x(w)} (u v (a + 0, 6 — 0 » k ř i v k a t ř í d y r- B u ď 
{JC(UO)} b o d k ř i v k y C{X(U)}. B u ď W o k o l í b o d u {x(u0)}; b u ď Mu 
m n o ž s t v í t a k o v ý c h u z <a + 0, 6 — 0>, ž e bod {x(í/)} j e s t o b s a ž e n 
v e W. B u ď C ^ m n o ž s t v í b o d ů {x(u)} (u v Ma). M n o ž s t v í C ^ n a -
z ý v á s e p r ů ř e z k ř i v k y C{x(u>)} s o k o l í m W. 

C ^ j e k ř i v k a — a to k ř i v k a t ř í d y r — , k d y ž a j e n k d y ž Afu 

j e s t i n t e r v a l ( n u t n ě o t e v ř e n ý ) ; to n a s t a n e j i s t ě , je-li o k o l í 
W d o s t i m a l é . 

Počněme touto poznámkou: Obsahuje-li AL číslo U\, existují čísla 
u i < Ui, u"i > Ut taková, že každé číslo z (u\ , u'\) náleží do Mu• Důkaz 
vychází snadno z definice W a ze spojitosti funkcí x'ť)(í/). 

Je-l i Mu interval, je to interval otevřený dle právě učiněné po-
známky; že pak Cw je křivka třídy r, je zřejmé. 

Předpokládejme nyní, že Cw je křivka a že Aíu není interval. Buď 
A, B, resp. dolní a horní hranice množství Mu- Z předchozí poznámky 
vychází, že ani A, ani B nenáležejí do Mm takže ani {x(.4)} ani { x ( 5 ) } 
není bod křivky Cw- Z definice dolní hranice množství čísel a ze spoji-
tosti funkcí xW(u) v (a, 6) však vychází snadno, že v každém okolí bodu 
{x(i4)} existují body křivky Cw\ a stejně pro {x (£ )} . Dle 163 jsou tedy 
{X(J4)}, { * ( £ ) } koncové body křivky Cw- Ježto AL není interval, existuje 
v (A + 0, B — 0> aspoň jedno číslo nenáležející do Mu• Pro určitost před-
pokládejme, že takové číslo existuje na př. v <«0 + 0, B — O). Buď tedy 
v dolní hranice množství čísel z (í/o-j-0, B — 0) nenáležejících do Mu-
Zřejmě jest u0<v<B, tedy dle 160 {x (v)} 4= {x(4)} , {x(v)} =4= { * ( £ ) } . 
Číslo v nenáleží do AfB; neboť jinak by dle poznámky na počátku dů-
kazu učiněné existoval interval <v', v") (v' < v < v") obsažený v Mu, což 
odporuje definici čísla v- Bod {x(v)} není tedy bod křivky Cw- Z definice v 
a ze spojitosti funkcí x w ( u ) vychází však, že v každém okolí bodu {x(v)} 
existují body křivky Cw. Tedy dle 1 6 3 {x(v)} je koncový bod křivky Cw. 
To je však nemožné, neboť křivka má jen dva koncové body. 

Zbývá ukázati, že Mu jest interval, když okolí W je dosti malé. 
Buď c největší z čísel | (u0) | ( / = 0, 1 . . . m); jest c > 0, ježto x(u0) 4= 0&-
Je-li 0 < e < c , označme: Wz okolí bodu |x(«o)} určené ar. bodem x ( u 0 ) 
a číslem e; MJ množství takových u z (a-\-0, 6 — 0), že (x(u)} náleží 
do Wr, A* ( 5 » dolní (horní) hranice množství Mu, takže Ae<uQ<Be. 
Ukažme nejprve: ke každému kladnému číslu TJ existuje kladné číslo y(rj) 
takové, že Ae a Be jsou v <«0 — rj, u0 -j- r\) kdykoli e<} ' ( í j ) . Kdyby totiž 
tomu tak nebylo, existovalo by t] > 0 a posloupnost «i > 0, í2 > 0, . . . 
taková, že a aspoň jedna z relací 

(i) lim As,, = H„, lim Btn = uQ 
n—>00 n-̂ -oo 
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není správná. Zřejmě můžeme předpokládati, že limity nalevo existují — 
jinak bychom vybrali vhodnou částečnou posloupnost. Buď tedy 

llmi46n = v1, l imBe n = v2, 
RJ-̂ -X n—^ X) 

při čemž buď Vi + Wo nebo Va + Uo- Z definice Ae a B t však vychází 
snadno, že existují čísla A"„ taková, že 

\X'n X « (Atn) - X « (u0) I £ . „ IX". X^ (B6„) - (B„) I S •»; 

bylo by tedy 

lim X'„x«(/W n) = x « ( í O , lim X"„x" ! ( B e j = x ( , ) (u„t. 
n-^ ao n->x 

Dle (1) je však 

lim x ( f ) (i4eB) = x ( í ) (v,), lim x(ť>(flE„) = x (ť) (v2). 
71-̂ -ac w » » 

Bylo by tedy {jc(vi)} = (jc(í/0)}» (x(va)} = { x ( « 0 ) } , tedy dle definice křivky 
Vj = v» = ííq, proti předpokladu. 

Snadno vidíme, že existuje k > 0 takové, že pro všechna <p z ( — 3) 
aspoň jedna souřadnice ar. bodu 

(2) y = sin <p x (u0) + cos <p 
\auju = w0 

jest absolutně větší než A:. Jinak by totiž existovala posloupnost ki > 0, 
7t 

ki > 0 . . . taková, že kn-^0 a ke každému kn aspoň jedno z (— 
tak, že . (ť). 

!sin<p„x«(i/0) + c o s K * - l£Ar„. (í = 0,l...m) 
^ au )u=uj 

Zřejmě můžeme předpokládati, že existuje lim <p„ = 4>. Ježto 0, bylo 
by p f l k m 

s lnOx(u 0 ) + cos4> — = 0 4 , \duj u — uq 

což je nemožné, neboť ar. body x(u0) a í ^ j jsou lín. nezávislé. 
v aulu = ud 

Můžeme předpokládati, že k<3c. Ježto x w ( u ) j s o u funkce třídy 1, jsou 

(3) sin (u) + cos <p Qf— (i = 0, l . . . m ) 
au 

spojité funkce dvou proměnných u, existuje tedy číslo tjc > 0 takové, že 

sin , [ x « ( B) - x«> «,„)] + cos ( ' = ^ 1 . . . m) 

Tt 7t 
pro všecka u z (u0 — 7]0, U0 + VO) a pro všecka (P z (— 3)-
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Nyní jsme s to ukázati, že Mue jest interval, kdykoli s < y (?j0). 
Máme zjistili, že pak do M J náležejí všecka u z 04 e - f -0 , BĚ — 0>; 
ukažme na př., že do Aí„e náležejí všechna u z (u0 + 0, BĚ— 0>. Dle definice 
Be existuje číslo le takové, že 

(4) iXsx(ť)(Bs) — X(ť)(í/0)!^e. 

Jest Ae > 0 ; vskutku aspoň pro jeden index i jest | x(ť) (u0) | = c; ježto 
Tt 

k < 3c, vychází ze (3), učiníme-li cp= ^ u == B„ že sgn x^(Be) = sgn (Í/„); 

kdyby bylo < 0, byla by tedy pro toto i levá strana v (4) ^ c, kdežto 
pravá strana jest < c• Můžeme tedy položití 

Tt Tt 
kde — Klademe-li 

6 M 

je tedy 
(5) 

Dále jest 

X(tt) •= eí"—")'*^ X (U) - x(u0), 

X(Uo) = 0h, I Xl'")(fle)igB. (/ = 0, 1 ... /II) 

sin <p e x (u ) + cos -f, - 1 duj 

1 
k d e / ( « ) = — - — £(»-»»>«« > o. Dle definice čísla A: existuje aspoň jeden 

dX' 
index /0 takový, že > k- Ze (3) vychází, že —— je pro všecka u 

dX{>) z <u0, Be> stále téhož znamení a du 
2 k 

> y / ( " ) • |X ( ť j )(")IÍ e tedy stou-

pající funkce u v <«0, Bi), takže pro / = / 0 jest 

(6) IX ( i )(u)IO 

pro všecka u z (u0 + 0, Bt — 0>. Totéž však platí i o všech jiných indexech /. 
k 

Je-li totiž nejprve / takový index, že l / 0 ! ^ - , - , jest |X ( ť )(u) | opět stoupající 
O 

funkce v <u0, Be>, takže z (5) plyne (6). Je-li však ! / ' > ! < f , je dle (3) 

dX<> 
pro všecka u z <«0, Bt> 

dXfM 

dX^ 

du < 2 4 f ( u ) , tedy du < 

k . 
3 
dX^> 
du . Ježto 

du má stále totéž znamení, jest pro všechna u z (u0 + 0, Bs — 0> 

| | < I ^ ( u ) | < f, takže (6) platí i v tomto případě. Z (6) následuje, 
že každé číslo z <u0-f 0, Bb— 0> náleží do Mu

e, jak bylo dokázati. 
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165 . B u ď t e C{x(«)} , C{y(v)} d v ě k ř i v k y o s p o l e č n é m b o d ě 
¡x(uo)} = {y(v0)}- E x i s t u j e - l i o k o l í W b o d u {x(u0)} t a k o v é , ž e 
p r ů ř e z k ř i v k y C{x(u)} s W r o v n á se p r ů ř e z u k ř i v k y C{y(v)} s W, 
p r a v í m e , ž e k ř i v k y C{JC(U)}, C{y(v)} s p l y n o u v o k o l í b o d u 

W « o ) } -
Dle 1 6 4 splynou C{x(«)} , C{y(v)} v okolí bodu {x(«0)}> když a jen 

když existují kladná čísla ó^ ó3, d\ , ór
2 taková, že 

C{x (u)} (u v (uo - 8, + 0, u0 + ž2 - 0» =-- C{y [v)} (v ve <v0 - S', + 0, v0 + 8', - 0». 

Algebraické křivky. 

166 . M n o ž s t v í b o d ů C n a z ý v á s e z o b e c n ě n á k ř i v k a 
t ř í d y r^ 1, l z e - l i ke k a ž d é m u b o d u {x} z C, a ž s n a d na ko-
n e č n ý p o č e t b o d ů , k t e r é p a k n a z ý v á m e s i n g u l á r n í , u d a t i 
o k o l í Wx a k ř i v k u t ř í d y r Cx tak, ž e p r ů ř e z C s Wx, t. j. 
m n o ž s t v í v š e c h b o d ů o b s a ž e n ý c h i v C i v e Wx r o v n á s e 
p r ů ř e z u k ř i v k y Cx s Wz- P r a v í m e pak , ž e C a Cx s p l y n o u 
v o k o l í b o d u {*}• 

Zřejmě každá křivka je také zobecněnou křivkou. 
Každá definice (každý theorém) o bodu {*} křivky Cx, v níž (v němž) 

lze křivku Cx nahraditi kteroukoli jinou křivkou, jež splyne (v. 165) s Cx 

v okolí bodu dá se bezprostředně přenésti s Cx na C- Vyslovíme 
takovou definici (theorém) pouze o křivce, i když jí (ho) v dalším textu 
užijeme na zobecněnou křivku. 

Někdy je výhodné, považovati za singulární i některé (v konečném 
počtu) z těch bodů zobecněné křivky C, jež nejsou singulární dle hořejší 
definice. 

0 1 k 
167. Buďte Pr, Pr,. . .Pr n a d r o v i n o v é f o r m y (k ;> 1); buď {x} 

0 1 k 
b o d . E x i s t u j í - l i n a d r o v i n o v é f o r m y Qr, Qr... Qr t a k o v é , ž e 1° 

0 0 1 1 k k 
QrPr=QrPr+ ... + QrPr 

0 
a 2° Q, n e n í i n c i d e n t n í s {x}, p r a v í m e , že n a d r o v i n o v á f o r m a 
0 1 k 
PT j e s t l in . z á v i s l á na n a d r o v i n o v ý c n f o r m á c h Pr,...Pr 

v z h l e d e m k b o d u {x}. 
Existují-li čísla Ci, c2 • • • Ck taková, že 

0 1 k 
Pr = CtPr+ ... + CkPr, 

0 1 k 
je patrné, že PT jest lin. závislá na Pr,... Pr vzhledem ke každému bodu. 
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168 . Od tohoto místa počínaje předpokládáme stále m> 1. 
1 2 k 

B u ď t e Pr,Pr, ••• Pr (k^m — 1) n a d ro v í n o v é f o r m y . B u ď C" 
1 2 k 

m n o ž s t v í v š e c h b o d ů i n c i d e n t n í c h s k a ž d o u z f o r e m PT,Pn. ..Pr. 
P r o s t r u č n o s t p r a v í m e , ž e b o d {x} má v l a s t n o s t a, k d y ž 

1 2 4 »i 'i *m—1 
z f o r e m PT, Pn . • • Pr 1 z e v y b r a t i m — 1, n a p x . PT, PT... PT t a k , 

1 2 k 

ž e 1° k a ž d á z f o r e m Pr, Pr... PT j e s t l i n e á r n ě z á v i s l á na 
ij ig *m 1 

PT, PT,... Pr\ 2° j s o u - l i t] j a k é k o l i a r. n a d r o v i n y, j a k o b i e n 
i, *m—1 

(PT, Pr... PT, rf) jest i n c i d e n t n í s [x}. V l a s t n o s t 2° l z e v y -
s l o v i t i t a k é t a k t o : ať j a k k o l i z v o l í m e ar. b o d y x „ xs •. • xm-i, 
n a d r o v í n o v á f o r m a (v. 48) . 

[ P , ; x , ] , [ P r ; X j , . . . [Pr ! X m - l ] 

(1) [fir; • • • [Pr; *«-i] 

lm—1 *m — 1 *-#»—1 
[Pr, *i], ... [P,;x»-1] 

j e s t i n c i d e n t n í s {x}. O b s a h u j e - l i C" n e j v ý š k o n e č n ý p o č e t 
b o d ů o v l a s t n o s t i a a a s p o ň j e d e n bod , j e n ž n e m á v l a s t n o s t a, 
j e s t C° z o b e c n ě n á k ř i v k a t ř í d y oo. P r a v í m e , ž e C j e s t a l g e -

1 2 k 

b r a i c k á k ř i v k a ; o z n a č e n í C" = C[Pr,Pr • • • Pr]- B o d o b s a ž e n ý 
v C n a z ý v á m e s i n g u l á r n í m b o d e m a l g e b r a i c k é k ř i v k y O , 
k d y ž má v l a s t n o s t a. K a ž d ý b o d s i n g u l á r n í d l e d e f i n i c e v e 
160 , j e s i n g u l á r n í i d l e t é t o d e f i n i c e . 

Předpoklad 1° jest ovšem vždy splněn, když k = m — 1. 
Ukažme, že oba způsoby, jak jsme vyslovili vlastnost 2°, jsou ekvi-

valentní. Předpokládejme na př., že nadrovinová forma (1) jest incidentní 
s x, af jakkoli zvolíme Xi, x2 • • • a ukažme, že, ať jakkoli zvolíme r\ 

i, 'm—1 
nadrovinová forma (PT, Pr • • • Pn Š, v) j e s t incidentní s x- Jsou-li ar. nad-
roviny §, r\ lín. závislé, je tomu tak zřejmě dle definice jakobienu. Jsou-li 
však ?] lin. nezávislé, zvolme lin. nezávislé ar. body x0, xt, •.. xm tak, 
že {x t , Xo • • • x,,,-!} = Adj. (£, ?]}. Dle formule duální k 51 (5) existuje číslo c 
takové, že 

11 ¡2 'm— 1 
(Pr, Pr,-.. Pr, í, l ) = cQr, 

kde Qr jest nadrovinová forma (1). Ježto dle předpokladu 5 Q r x = 0, 
jest také 

¡i ¡i *« —i 
S (Pr, Pr... Pr, 5, l ) X = 0. 
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•i i| lm—1 
Podobně vidíme, že když nadrovinová forma (Pr, Pr • • • P„ y) jest inci-
dentní s x, ať jakkoli zvolíme 73, totéž platí o nadrovinové formě (1), af 
jakkoli zvolíme x u Xa • • • Xm-i-

1 8 k 

Budnyní {xo} nesingulární bod algebraické křivky C=C[Pr,Pr- • -PA 
Je třeba ukázati existenci takového okolí W bodu {x0}, že průřez Cw množ-
ství C s okolím W je křivka třídy 00. Ježto {x ,} není singulární, jest možno 

»1 >1 '">" 1 i i, l 

určiti PT, Pr, • • • Pr, tak, že 1° existují nadrovinové formy Qr, Qr ( / = 1, 

2 . . . Ar; a = 1, 2 . . . m — 1) takové, že SQrX 0 4=0 (J= \,2 ... k) a 
) i J,1 »a 

(2) QrPr = £ QrPr, (/ = 1,2...*) 
a=l 

2° existují ar. body Xi, x2, • • • xm_i takové, že nadrovinová forma (1) není 
i i 

incidentní s x0. Ježto 5 Q r x 0 + 0 a výrazy SQrx jsou spojité funkce sou-
j 

řadnic ar. bodu x, můžeme zvoliti W tak malé, že 5Q P x=j=0 , kdykoli 
bod {x} náleží do W. Dle (2) náleží pak bod {x} z W do C", když a jen když 

»t »í —1 
(3) SPrX = 0, SPrX = 0, ... SPrX= 0. 

Zvolme nyní x™ tak, že (x0 x t . . . xm) 4= 0- To lze, neboť ar. body x0. 
Xi • • • Xm—i? jsou lín. nezávislé; vskutku, je-li A0x0 + ^ i X i + . • . X,n-iXm-i = 
= Oj, obdržíme násobením prvků ah° sloupce determinantu (1) číslem 
¿a (« = 1 ,2 ... m — 1) a sečtením výrazů tak obdržených v jednotlivých 
řádcích nadrovinové formy 

i| š ' f f l—1 

- X„ [Pr; *„], - >.„ [Pr; *„], ...-K [Pr; xu], 

jež jsou incidentní s {x0} dle 5 0 ; odtud vidíme snadno, že nadrovinová 
forma (1) byla by incidentní s x0, kdyby ar. body x0> * i • • • x m _i byly 
lin. závislé. Ježto (x0 x t . . . xm) 0 a ježto výraz (x Xi • . . xm) je spojitá 
funkce souřadnic ar. bodu x, můžeme o okolí W učiniti další předpoklad, 
že pro každý bod {x} z W jest ( x x i • • • xm) 4^ načež můžeme bez újmy 
obecnosti predpokládati, že 

(4) x = x0 + v ,x , + . . . V„.-lXM-l + vx«. 

Ukažme nyní, že 1° ke každému dosti malému číslu ó > 0 lze udati číslo 
(?! > 0 takové, že, kdykoli |v| < <5, lze určiti jedním a jen jedním způsobem 
V i = / i ( v ) , va=/a(v) , • . • V m - í ^ / m - , (v) tak, že jsou splněny rovnice (3) a (4) 
a M < <f, ( / = 1, 2 . . . m —1) ; 2° takto určené funkce jsou třídy oo v <—d,d>. 
Dle známé věty o funkcích implicitních je k tomu cíli třeba pouze zjistiti, 
že, dosadíme-li za x ze (4), determinant (m — l)-ho stupně, v jehož a-tém 
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řádku a /3-tém sloupci jest 

jest od nuly různý pro x = x0, tedy pro V i = • • . = vm-x = v = 0. Dle (4) 
a 6 2 ( 2 ) je však 

při čemž na je stupeň nadrovinové formy Pr. Uvažovaný determinant 
dělený rti n2 • • • nm~i rovná se tudíž pro x = x 0 výrazu 

jenž dle předpokladu jest od nuly různý. 
Klademe-li 

*o + /, (V) X, + . . . +.fm-l (V) X,n-l + VXM, 

můžeme zřejmě určiti kladné ó ^ ^ ó tak malé, že množství bodů C{y(v)} 
(v v <— ó, d>) jest křivka. Dále je patrné, že průřez C s W je roven 
průřezu křivky C { y ( v ) } ( v v (—d>) s W, když W tak malé, že, kdy-
koli bod {x}, kde ar. bod x je tvaru (4), náleží do W, jest |v»| < ¿ 1 (/ = 
= 1, 2 . . . m — 1), |i>| < ó2. Že lze W voliti tak malé, aby těmto požadav-
kům bylo vyhověno, se snadno nahlédne. 

169 . Ř a d a b o d o v á {jci, jca}t7 j e s t a l g e b r a i c k á k ř i v k a b e z 
s i n g u l á r n í c h b o d ů ; j e s t x3}c= C & , • • • k d y ž 
{£1, £2 • • • l m - i j = Adj. {xi, x2}. 

Vychází ihned ze 161. Ostatně je zřejmé, že {xi, x2}c splyne na př. 
v okolí bodu {xi} s křivkou C{xi + t/xa). 

Buď m = 2. K u ž e l o s e č k a j e s t a l g e b r a i c k á k ř i v k a b e z 
s i n g u l á r n í c h b o d ů , jak vychází ihned ze 168. Proto jsme v 8 8 zavedli 
označení C[PT\-

170. B u ď 01 = 2. B u ď {xo} s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é 
k ř i v k y C[PT\ B u ď M m n o ž s t v í ar. b o d ů x t a k o v ý c h , ž e 
[P, ; x ; x] (v. 4 8 ) j e s t i n c i d e n t n í s x 0 - P a k b u ď t o 1° m n o ž s t v í M 
je c e l ý p r o s t o r ar. b o d ů , n e b o 2°/M j e s t b o d {x0}» n e b o 3° M 
s k l á d á s e z e d v o u ř a d ar. b o d ů o p r ů ř e z u {x0}, n e b o 4°AÍ je 
ř a d a ar. b o d ů o b s a h u j í c í {x0}• N a s t a n e - l i p ř í p a d 3°, p r a v í m e , 
ž e {x0} je d v o j n ý b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[P,]-

*,], [Pr-, X.2],. . . [P r ; X«j — 1] 

S 

m — 1 xm — 1 xin — l 
[Pr ; * , ] , [ P r ;X . J , . . . [ P r ; Xm —1 
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Buďte Xd x3 ar. body takové, že (xo Xi x3) 0 ; buď §0, 
Si, Š2 

duální jehlan adjungovaný k x0 , Xi, x2• Pak jest (§0 l i ^a) =1= 0 a můžeme 
psáti 

P, = B6." + 6iÍ0—'6, + M . " - 1 « ^ c„?0 " _ íV + c.,5."-'«, 6, + c„5„"-s ?,*+ Qr 

při čemž každý člen v Qr obsahuje jako faktor buď i;!3, nebo £2, nebo 

1,1,», nebo Č2
3. Dle 4 8 ( 4 ) jest 

kde vynechané členy obsahují jako faktor buď nebo §3. Ježto {x0} je 

singulární bod pro C[P,\, je dle 168 S [ P r ; x] x0 = 0 pro každý ar. bod x, 

k čemuž zřejmě je nutné a stačí a= bi = b3 = 0. Je tudíž dle 4 8 ( 4 ) 

n [PTÍ x] = [c„ S5, * . 6, + elt(SÍfX. 6, + « , * . 6,) + c« (Sí2x. i,)] ?0"-a + ..., 

kde 
vynechané členy obsahují bud nebo £2, nebo §2

a. Odtud opět 
dle 4 8 (4) 

n(n—\)\Pr-,x;x] = [cn ( S í ,x f -+- 2c, ,S5, xSl2x + ÍV.ÍSI,*)2] + ..., 

kde vynechané členy obsahují nebo č2, takže 5 [/^r; x ; x ] x 0 = 0, když 
a jen když 

c,, 'SE,*)- -+- 2c , ,S?,xS£. 2x + cn(St2x)'1 = 0, 
čili, klademe-li 

x = X0X(( + X,X, -J- X2X.2F 

když 
(1) C H V + 2C,.2X,X,+ C.2.2X2'2 = 0. 

Z (1) vidíme ihned, že nastane: případ 1°, když Cn = C\3 = c22 = 0; 
případ 2°, když Cn — cn C22 < 0 ; případ 3°, když Cj2

2 — cn c33 > 0; 
případ 4°, když není současně Cn = c l 2 = c22 = 0, avšak Cia2— CiiC22 = 0. 

171. B u ď m = 2. Buď { } d v o j n ý b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y 
C[PJ . J e - l i W d o s t i m a l é o k o l í b o d u {x«}, p r ů ř e z C[Pr] s W 
s k l á d á s e z e d v o u k ř i v e k t ř í d y 00, j e ž m a j í s p o l e č n ý p o u z e 
b o d {x0}; t y t o d v ě k ř i v k y n a z ý v a j í s e v ě t v e a l g e b r a i c k é 
k ř i v k y C[P r ] v o k o l í d v o j n é h o b o d u {x0}. 

Zvolme xi, x 2 tak, že řady ar. bodů {x0, Xi}, {x0, x2} tvoří množství 
M ze 170. Buď opět £0, duální jehlan adjungovaný k x0 , Xi, xa-
Dle 1 7 0 ( 1 ) bude c n = c2a = 0, Ci2 =t= 0, takže můžeme předpokládati, že 
cl3= 1, tedy 

kde Qr je přímková forma, jejíž každý člen obsahuje jako faktor buď 
nebo |ja§a nebo f j | 3

2 nebo £2
3. Ježto Sx0£o 0, můžeme okolí U^bodu {x0} 
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zvoliti tak malé, že Sx£o=t=0 pro každý bod {xj z W, takže můžeme 
bez újmy obecnosti předpokládati, že 

x = X0 4- ux{ + vxv 
načež 
(1) SPrX = uv -i- <f{u, V), 

při čemž <p(u, v) = SQrx je polynom v u, v, jehož každý člen jest aspoň 
třetího stupně. 

Je-li dáno jakékoli kladné číslo ó, a zvolíme-li okolí W bodu {x0} 
dosti malé, bude pro každý od {JC0) různý bod {x} průřezu C[Pr\ s W 

— < <5. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by v každém 

okolí bodu {x0J od {x0} různý bod {x} z C[Pr], kde 

buď — < d, nebo 
u I 

(2\ x = x„ + ux, -+- zux.2l o 

Avšak bod {xj, kde x je dáno rovnicí (2), náleží dle (1) do C I A ] když 
a jen když 
(3) H21 + '? (U, TU) = 0. 

Ježto každý člen polynomu q> jest aspoň třetího stupně, jest iden-
ticky tp(u,tu) = — usip(u,t), kde ip je polynom, takže ze (3) obdržíme 

(4) x = (U, t). 

Odtud snadno obdržíme spor: vskutku když číslo e určující okolí W 
konverguje k nule, pravá strana ve (4) by konvergovala k nule, ježto 

\t\ kdežto levá strana by zůstávala absolutně větší nebo rovna ó > 0. 

Vzhledem k právě dokázanému výsledku stačí ukázati, že při dosti 

malém okolí W množství těch bodů průřezu C[Pr\ s Wpro něž j-̂ -j < ó, 

je křivka třídy oo. Běží o to, rozřešiti rovnici (4) za předpokladu, že \u\, 
jsou malé. Dle známé věty o funkcích implicitních obdržíme jedno a jen 
jedno řešení t = / ( « ) , kde f ( u ) je funkce třídy oo v jistém intervalu 
<— £, £> a / (O) = 0. Zřejmě existuje í j < e takové, že C{y (//)} (u v <— £i + 0, 
é! —0», kde 
(5) y (u) = xu + uxx + uf (u) xv 

je křivka, načež ta část průřezu dosti malého okolí W bodu {x0} s C[Pr], 

u 
v níž'— < d, rovná se průřezu W s křivkou C {y (u)} (u v < — cx -j- 0 , — 0». 
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172. B u d m = B u ď t e £o> §ly š2, £8 1 i n. n e z á v i s 1 é a r. r o v i n y, 
M n o ž s t v í b o d ů i n c i d e n t n í c h s r o v i n o v ý m i f o r m a m i 

(1) ÍoÍÍ-Í i 2 , « o í j - í . 6 , . 4, 4 , - i / 

j e s t a l g e b r a i c k á k ř i v k a b e z s i n g u l á r n í c h b o d ů ; n a z ý v á m e 
ji k u b i c k o u k ř i v k o u . O z n a č e n í 

nebo stručně C3. 
Označení (2) je odůvodněno tím, že formy (1) jsou determinanty 

matice 
(So í, íi) 

U, Í JU 

Že pro každý bod obsažený v C3 je splněn požadavek 168 1°, je 
patrné z identit 

ii (Íu 4» - M - 6| (5« Í3 - í, W + 5« ÉJ - = 0, 
( J í3(íuÍí - 6,*) - e,(€« 5, - 4, i.) + í, (5, É3 - «i2) = 0. 

Snadno se vidí, že žádný bod z C3 není incidentní současně s §„ i s £3. 
Abychom ukázali, že každý bod {x} z C3 splňuje požadavek 168 2°, před-
pokládejme, že na př. S£0x 410> takže jest ukázati, že existují ar. roviny 
takové, že jakobien (§0 ¿j2 — §0 §3 — £2, §, r\) není incidentní s x-

Dle 51 je však 

<?r = (5„52-V, « .6,-« , « , . e„, í,) = i(i253í„í,)V, 

takže S Q , x # 0 . 

173. Buď /n — 3. Buď {*} b o d k u b i c k é k ř i v k y C3- E x i s t u j í 
ar. r o v i n y š0> šu Šs, Šs t a k o v é , ž e 1° 

n n fío íi 

, , U Í , Í J 
a 2» {!„,$„ š8} = Adj. {*}. 

Buďte Tj„, 7jíf íja, rj3 lin. nezávislé ar. roviny takové, že 

c, = c h Y 1 ' H 
K '»li ^J 

Je-li Srj0 x — x = St\í x = 0, stačí zvoliti ¿i = t]i (/ = 0, 1, 2 ,3) . 
Je-li Sylx = ST]Jx = Sy3x = 0, stačí zvoliti = (/ = 0, 1 , 2 , 3 ) . 
Není-Ii tomu tak, uvažme, že, ježto {*} náleží do C3, všecky determinanty 
matice 

(S-^x ST), x Sij^l 

[s^x S-qiX Sifox) 
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jsou rovny nule. Existuje tedy takové X, že 

(1) SifoX + XStj, x = 5tj, x + 5yj.2 x = Si).2 x + S l j x = 0. 

Zvolme nyní 

(2) 

5O = 1» + 3̂ 1], + 3X2 T].2 + X^J, 
íi = li + 2Xt).2 + 
íi = + 
5a = 13-

Dle (2) jest (!o | 4 1 . ) = (ij0 V l tj3 t}3) 4= 0. Dle (1) jest S|ť x = 0 (/ = 0, 
1, 2, 3). 

Ježto 
jíll É| 
lí. í, 

5o 6J = 

e. (J 

l o Ti + x "no ""i-i l i la 

"»li la % I s 

lo ''li 
'»lil 

+ 2X •»li l i 
Tii 13 

|í, E*| 
le, «J' 

îi 'ii 
l i 3̂ 

jest 

Ui ̂  i J id' 

Styk křivek. 

174. Buď opět /n ¡>2. Buď P r ňadro v í n o v á forma; b u ď C = C { x ( « ) } 
k ř i v k a t ř í d y /•;> 1 ; buď {x(« 0 )} b o d k ř i v k y C- P r a v í m e , ž e P, 
a C m a j í j e d n o b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(í/0)}> k d y ž Pr j e s t in-
c í d e n t n í s x (u0)- P r a v í m e , ž e P r a C m a j í s- b o d o v ý (2 
s t y k v b o d ě {x(u0)}> k d y ž 

< i ) [£«hx { u ) =0, (a = 0, 1 . . . S — 1) 

při č e m ž s y m b o l 
dď 1. P r a v í m e , ž e Pr a C m a j í p r á v ě s -bo-

d o v ý (1 s t y k v b o d ě {x(w0)}> k d y ž v t o m t o b o d ě m a j í 
s t y k s - b o d o v ý . n e v š a k (s-j- l ) - b o d o v ý . 

Z definice vychází ihned, že z s-bodového styku Pr a C v bodě 
|x (uo)} plyne s-bodový styk v témž bodě pro Pr a kteroukoli křivku, jež 
splyne s C v okolí bodu {x(u0)}- Také snadno se vidí: B u ď t e P„ Qr 

n a d r o v i n o v é f o r m y ; buď C = C { x ( « ) } k ř i v k a t ř í d y r; b u ď 
¡X(H0)I b o d k ř i v k y C- M a j í - l i P, a C s - b o d o v ý s t y k v {x(Í/0)}> 
m a j í - l i d á l e Q r a C s ' - b o d o v ý s t y k v {x(«0)}> a j e " l i s + 
má n a d r o v i n o v á f o r m a P , . Q ( s - j - s ' ) - b o d o v ý s t y k s C v {x(u0)}-
Důkaz vychází ihned z formule: 
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da da 
-¿¡f[S(Pr . Qr)X{U)\ = — [SPrX(U) . SQr X («)] = 

vskutku, když a < s -f- s', je buď /? < s nebo a — (3 < s'. 
Je však třeba ukázati, ze k učiněné definici jsme oprávněni, že tedy 

podmínky (1) přejdou podmínky s nimi ekvivalentní, když buď místo x(u) 
zavedeme q(u) x(u), kde q je funkce třídy r všude různá od nuly, nebo 

místo u zavedeme v kladouce u = <p(v), kde (p(v) je funkce třídy 
dv 

je všude různé od nuly (v. 161 a 162). Za tím účelem uvažme nejprve, 
že rovnice (1) dají se shrnouti v jedinou, a to 

SPrX(U) 
lim z=r = o. 

Stačí pak si všimnouti, že 1° SPrQ(u) x(u) — [?(//)]" SPrx(u), kde n je 
stupeň Pr, takže 

SPr[p(U)X(U>] SPrX(U) 
lim , _ . = [o (u0)L lim -ZIT: 

a 2°, když ÍÍQ = íP (v0), lim = , takže 
V Vo I " " J" — "0 

lim -¡HÍ 
»-«„(V-Vn)' 

r t f í H i SP, 
— . lim 
\dv) J,=o0 us~uc(u — 

SPTx(U) 

a,,)*-1' 

175. Buď C{x(u)} k ř i v k a t ř í d y r ^ l ; b u d {x(u«)} b o d t é t o 
k ř i v k y . Z v o l m e č í s l o s t a k , ž e 2 < s < r + l - B u ď T m n o ž s t v í 
ar. b o d ů y té v l a s t n o s t i , že , k d y k o l i n a d r o v i n o v á f o r m a Pr 

má S - b o d o v ý s t y k s k ř i v k o u C{JC(«)} v b o d ě {x(u0)).- p o l á r a 
[Pr,y] ar. b o d u y v z h l e d e m k f o r m ě P r j e s t i n c i d e n t n í s { jc ( í/0) j • 

Pak ¡es, H x < « * ( D . J . 

Z 15 vychází ihned, že T je lineární systém. Mají-li PT a C{x(í / ) j , 
s-bodový styk v x(u0), jest, ježto s^>2 (v. 6 2 (2)) 

SPr *(«„) = 0 

*(«„) = o, 

(dx\ 
tedy x(« 0 ) a I J- í s o u obsaženy v T. Ježto T je lin. systém, zbývá 

\aw u = Uj 
ukázati, že, když ar. body x(utt) = x0, í ^ ) =xu xajsou lin. nezávislé, 

\UU) U = «0 



113 

existuje nadrovinová forma P„ mající s C {*(«)} s-bodový styk v bodě 
{JC(WO)} a taková, že S [ P r ; xajxo + o. Buďte x s . . . xm pevné ar. body 
takové, že (x0 X i - . . xm) 0 ; buď §0, l i . . . £„ duální jehlan adjungovaný 
k Xor Xi • • • xm- Ukažme, že žádané vlastnosti má nadrovinová forma 
stupně s — 1 

(1) Pr = i t— ii + cti.'-' it* + c3i0'~4 v + • • • + <?.-, V - 1 , 

zvolíme-li vhodně koeficienty c2, c3 • . • c.-i- Buď 

x(u ) = X0x0 + X,x, + . . . + X rax ra, 

takže í0, . . . Xm jsou funkce třídy r proměnné u a 

(xo)„=Uj=í. (xi)u = llo = 0 (/= 1,2 ... m) 
(2) 

Zřejmě jest 

<f. (u) = S P r x ( i í ) = X„»- a X, + C4X0' — 3 X,2 + . . . + to-, X / - 1 . 

Dle (2) jest pro u = a 0 : (w0) = [ V - 1 *»].=* = [ ^ f o ] = 

= J = 0. Můžeme tedy dokazovati indukcí vzhledent k s, 
l aU Ja = «j 

t. j. předpokládati, že jsme již určili ca, c3 • . . c,-2 tak, že pro u = a0 

funkce 
(If) = x0—3X, + c t X„—V + • • • + V * 

vymizí i se svými derivacemi až po (s — 2)-tou včetně, načež stačí ukázati, 
že lze určití c,~i tak, že pro u = u0 funkce 

f m(U) = X0 f , — x(u) + C.-Xl,s~l 

vymizí i se svými derivacemi až pro ( s—l ) - tou včetně. Dle (2) a před-
pokládané vlastnosti funkce ( p ^ ^ u ) je však patrně 

<p, (U0) = 0, ^ ! ř' ( u ) ] i ( _ i í = (a = l, 2 . . . S - 2) 

takže c,-i lze žádaným způsobem určití. Dle (1) a 4 7 (6) jest 

Č e c h , Pro jek t i vn í diferenciální geometr ie . I. 8 
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takže 

jak bylo žádáno. 

176 . B u ď t e C {*(«)}, C{y(v)} k ř i v k y t ř í d y r. B u ď {x0} = 
= {jc(u0)} = {y(v0)} b o d n á l e ž e j í c í o b ě m a t ě m t o k ř i v k á m . Pra-
v í m e , ž e C{JC(Í/)} a C{y(v)} m a j í s - b o d o v ý (1 1) s t y K 
v b o d ě {x0}, k d y ž k a ž d á n a d r o v i n o v á f o r m a , k t e r á má v {x0} 
s - b o d o v ý s t y k s C{JC(«)}, má v {x0} s - b o d o v ý s t y k s C{y(v)} . 
P r a v í m e , ž e C{x (u ) } a C{y(v)} m a j í p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ s ^ r ) 
s t y k v b o d ě {x0}, k d y ž m a j í v t o m t o b o d ě s - b o d o v ý s t y k , n e 
v š a k ( s - f l ) - b o d o v ý s t y k . 

V této definici křivky C { * ( « ) } , C{y(v)} chovají se nesymetricky; 
že však ve skutečnosti lze je vyměniti, plyne ze 178. Je zřejmé, že styk 
zůstane zachován, když kteroukoli z obou křivek nahradíme jinou křivkou, 
jež s ní splyne v okolí bodu {JC0}- Také je zřejmé, že jednobodový styk 
dvou křivek nastane v každém společném bodě. 

177. B u ď t e C{x(u)}, C{y(v)} k ř i v k y t ř í d y r, o b s a h u j í c í 
b o d {x0} a m a j í c í v t o m t o b o d ě s - b o d o v ý ( l < I s ^ r + l ) s t y k . 
B uď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u d v / f : x(u)^x'(u), y ( v ) ™ j / ( v ) , 
x0 JC'0. K ř i v k y C{x'(u)}, C{y'(v)} m a j í v b o dě {x'0} s - b o d o v ý s t y k . 

Buď PT nadrovinová forma, která má s C{x(u)} s-bodový styk v bodě 
{x0}; buď PT^Pr v Ass. K. Pak PT' má dle 4 7 s C{*'(«)} s-bodový 
styk v bodě {x'0}. 

178. Buď C{x(«)} křivka tř ídy r o b s a h u j í c í bod {x0} (X0=-X(Í/0))-
K ř i v k a C{z(iv)} t ř í d y r má s C{x(u)} v b o d ě {x 0 j s - b o d o v ý 
( l ^ s ^ r + 1 ) s t y k , k d y ž a j e n k d y ž o b s a h u j e {x0} a v o k o l í 
t o h o t o b o d u s p l y n e s k ř i v k o u C{y(v)}, při č e m ž 

fd a y(v)" l YčPxm í d" d" \ 

Že vyslovená podmínka stačí pro s-bodový styk křivek C{X(Í/)}. 
a C {z(w)}, je zřejmé. Předpokládejme tedy naopak, že křivky C{x(u)} 
a C{z(u>)} mají v bodě {x0} s-bodový styk. Je zřejmé, že lze pak splniti 
tu rovnici (1), v níž « = 0. Můžeme tedy rovnice (1) dokazovati indukcí 
vzhledem k a, t. j. předpokládati, že jsme již pro jisté <C s— 1) 
určili křivku Cly^vO} , 

která splyne s C{z(w)} v okolí bodu {xo} a je 
taková, že 
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načež je pouze třeba ukázati, že lze nalézti kladné číslo d a funkce <p (v), 

(»(v) třídy r ve <v0 —d, v 0 + < J > lak, že 1° ^ = t = 0 j P(v) + 0 všude ve 

<v0 — <J, v« - f <*>, 2° <p(v0) = v0, a 3° že, klademe-li j/(v) = í> (v) j/i [ÍP(V)], 
jsou splněny ty rovnice (1), v nichž 1. 

Buď nyní PT nadrovinová forma, mající s C { x ( « ) } a tedy dle před-
pokladu také s C (j>i (vi)} s-bodový styk v bodě {x0}- Je tedy zejména 

(3) 
dP 

dvt i 
p^SPrjr , (v,) = 0. 

Wi=»o duP+1 
SPrX(U) = 0. 

Snadno se vidí (v. 62), že 

du$+ 
SPrX(u) = nS 

h du P + 1 
X(U) • 

dx d^ 
kde vynechané členy obsahují pouze x(u), -J^, . . . a n je stupeň formy 

P r ; podobně pro j>I(VI). Dle (2) a (3) je tedy 
rfp + y , (v,)~\ f d P + i x í ď j ) 

(4) 
+ _ (dP^XÍUj) 

. " l ]»,=„„ l du?+L J„=Uo 
*(«o) = 0. 

Rovnice (4) platí, af jakkoli zvolíme nadrovinovou formu Pr, jen když 
má s C { x ( « ) } s-bodový styk v {x0}- Dle 175 existuji tedy čísla A0> h 
taková, že 

(5) 
"l=»o f. 

d$ + xx(uj 

duP + 1 
+ *o + *n 

U = Uo 

kde X! = f ^ ) . Zřejmě 1 + ^ 4 = 0 , když 0 = 0; neboť jinak by dle 
\ÚU J n = «o 

(5) ar. b o d y T ^ l a x0 = (yi)»,=r„ byly lin. závislé. 
LUVI JWL=T.0 

Zvolme nyní, když ¡3 = 0, 

P (v) = 1 

<P(V) = V0 + 

1+X 
v — v, 

(V - v„), 

když /? > 0, zvolme 
1 + V 

10* 
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Zřejmě y>(v0) = v0 a lze určiti d > 0 tak, že p (v) O, ̂  4= O ve <v0 — d, 

v0 + d>; z rovnic (2) a (5) pak snadno zjistíme, že, když 

y (v ) = p(v)y, [? (v)], 

jsou splněny ty rovnice (1), v nichž a < / ? - ( - 1, jak bylo ukázati. 

179. B u ď s>l,l£s'<s, s + s ' ^ r + 1 . B u ď t e C{x(u)} , C{y (v)} 
d v ě k ř i v k y t ř í d y r o s p o l e č n é m b o d ě {x(í/o)} = {y(vo)}- B u ď 

fdax) (daý\ ( ď> d° \ 

Buď 
(i) y0 = *0. y< = • • • y—i = 

t a k ž e C{x(u)} a C{y(v)} mají s - b o d o v ý s tyk v{x 0 } . Křivky C { x ( « ) } 
a C{y(v)} m a j í (s + s')-b o d o v ý s t y k v {x0}, když a j e n k d y ž e x i s -
t u j í č í s l a av, bv ( 0 — 1 ) t a k o v á , ž e 

(2) 

x + 
y,4-X — Xí+X = i (ax-v *v+i + &X-v xv). (0 ^ X £ s' — 1) 

v=o \ v ) 

Dle 178 mají C{x} a C{y} (s + s^-bodový styk v {x0}, když a jen 
když existuje kladné číslo d a funkce q (ti), <p (u) třídy r v (u0 — ó, 

í/0 + d) takové, že 1° <p(u0) = u0, q(u) 4 = 0 , ^ 4 = 0 všude v <u0 — ó, 
u0 + d>, 2°, klademe-li x(u) = <p{u)x[<p(u)] 

(3) { ^ ) u = = y a - ( 0 = a = S + S ' - 1 ) 

Snadno vidíme, připomeneme-li si, že ar. body x 0 a Xi jsou lin. nezávislé, 
že ty rovnice (3), v nichž O ^ a ^ s — 1 , jsou splněny, když a jen když 

tój _ Q ítfpj _ ( í ď M _ Q 

— ' W«/«=«,,"" ' \du)u=ut ' \dua)u=ui~ l dua),i=u<í 
P(«o) = 

VUU/ÛUg 
— 1) 

Můžeme tedy předpokládati, že 

(4) P («) = 1 - t -V — ^ - 7 (« - "o)s+a + /o («). 
a=o (S + a ) ! 

(5) ?(«) = « + S 1 (« - Uo)'+a + fi («), 
a=o (S + a ) ! 
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při čemž / 0 (u) , / , ( u ) a v dalším se vyskytující / a (a ) , / s (a ) • . . jsou funkce 
třídy r v <a0 — a0 + <J> takové, že 

( Í T ) = ° - + í = 0, I, 2...) 
\ ŮU í u=u0 

Jest patrně 

(6) x (o) = x0 + ' + ( " - "o)a Xa + x0 (U), 
a=l a! 

při čemž souřadnice ar. bodu X0(u) a v dalším se vyskytujících X, (a), 
Xg (u) jsou funkce třídy r v <a0 — d, a0 + <J> takové, že 

Í^TTT-) = 0i- + ' = 0, i,2...) 
I au ) u=u„ 

Z (5) vychází 

[<p (u) - u0]a =(U- U0f + a V (u - + /« («). 

íf (u) - U„]"+T = (u~ u0)"-í + f ^ («), 

takže dle (6) jest 

*' xa T a a9 , • o . T 
X [• (a)] = x0 + £ — (u- a0)a + a S — p — (a - + („) + 

a=i o! L ¡3=0 (s + p)! J 

+ V [(U-U„)*'+T + / («)] + X0 (u), 

což se dá psáti ve tvaru 

Odtud a ze (4) máme, ježto JČ (a) = Q (a) X [tp (a)], 

x(u) = x0 + 'É1 ~ f° ) g xa + 
a=l a! 

+ S í i w f X [ ^ + Í „ (S t X ) v + >x-v v ] + *< «> 

Je tedy 

Tím jsou podmínky (3) převedeny na (2). 
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180 . Ježto vzhledem ke styku v bodě {x0} můžeme křivku nahraditi 
kteroukoli jinou křivkou, jež s ní splyne v okolí bodu W, vidíme, že de-
finice styku křivek v bodě {x0} se bezprostředně rozšiřuje v definici styku 
dvou zobecněných křivek v bodě {JC0}, jenž oběma je společný a pro 
žádnou z nich není singulární. Platí pak věta: 

B u ď C{x(u)} k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {JC0} {JC(M0)!-
1 2 i 

Buď C a = C [ P r , Pr, • • • PrMk^m— 1) a l g e b r a i c k á k ř i v k a , j e ž 
r o v n ě ž o b s a h u j e {x0}; n e b u ď v š a k {x0} s i n g u l á r n í p r o Ca-
K ř i v k a C{x (« ) } a a l g e b r a i c k á k ř i v k a C m a j í v b o d ě {*„} 
s - b o d o v ý (1 < s + 1) s t y k , k d y ž a j e n k d y ž p r o / = l , 2 . . . A : 

i 

n a d r o v i n o v á f o r m a Pr a k ř i v k a C { x ( « ) } m a j í s - b o d o v ý s t y k 
v b o d ě {JCO}-

Buď C{y(v)} (v v J) křivka, která splyne s C" v okolí bodu {x0} — 
i 

= {y(v0)}- Zřejmě SPTy(v) = 0 ( / = 1 , 2 , . . . k) pro všecka v z J. Deri-

vujeme-li (s — l)-krát, vidíme, že PT a C{y(v)} mají s-bodový styk v {x0). 
i 

Mají-li tedy C {*(«)} a C{y(v)} s-bodový styk v {x0}, mají Pr(i = 1 , 2 . . -k) 
i 

a C{X(« ) } s-bodový styk v {x0}. Obráceně předpokládejme, že PT(i — 
= 1, 2 . . . k) a C { x ( « ) } mají s-bodový styk v {x0}. Abychom ukázali, že 
C{X(W)} a C{y(v)} mají s-bodový styk v {x0}, stačí ukázati, že existuje 
d > O a funkce q («), <j> (u) třídy r v (u0 — d, uo + d> takové, že 1° <p (u0) — uu, 

(> (u) O, ^ 4= O pro všecka u z (u0 — d, u0 - j - d> a 2°, klademe-li Xí(u) = 

= (>(«) x(u), 

ídax.\ I day\ ď> 

Důkaz rovnic (1) je však úplně týž jako důkaz ve 178, pouze je 
třeba ukázati (místo věty ve 175), že, když ar. bod y nenáleží do 

ÍXo, í ^ ] 1. aspoň jedna z forem Pr(i= 1,2 ... k) má tu vlastnost, že 

i 

polára [P r ; y] není incidentní s {JC0}. Že tomu tak jest, ukážeme ve 187. 

181. B u ď m = 2. Buď C{x(« ) } k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í 
b o d {xo}. B u d {jc0} s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[PT\-
P r a v í m e , ž e C{* (« ) } a C[Pr] m a j í s - b o d o v ý ( K S ^ T T • ) s t y k 
v b o d ě {xo}, k d y ž C{x (u ) } a P r m a j í s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x0}. 

V případě, že {x0} je nesingulární bod algebraické křivky C[PT], 
byl styk C{x(u)} s C[P r] definován ve 180, kde bylo ukázáno, že i pak 
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platí, že styk C{X(ÍÍ)} s C[Pr] jest s -bodový, když a jen když styk 
C{x(í í )} s Pr jest s-bodový. V případě nyní uvažovaném platí však dále: 

B u ď {x0} s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[Pr]- Buď 
C{x(w)} k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {x0}- P a k C[Pr] a C { x ( « ) } 
m a j í d v o j b o d o v ý s t y k v b o d ě { x 0 } - J e - l i 2 < ^ s < l r + l , m a j í - l i 
C[Pr] a C { x ( « ) } s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x0}, a j e - l i C{y(v)} 
k ř i v k a t ř í d y r m a j í c í s C{x (u ) } (s— l ) - b o d o v ý s t y k v b o d ě 
{x0}, m a j í t a k é C[P,] a C{j>(v)j s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x0{-

Křivka C { x ( « ) | třídy r má dvojbodový styk s Pr v {x(«0)}> když 

SPrX(Uu) = 0, 

Tyto rovnice jsou však vždy splněny, když {x(« 0)} = {*<>}• Neboť, ježto 
{x0} je singulární pro C[PT\, je dle 161 S [Pr; x j x0 = O pro každý ar. 
bod Xi-

Předpokládejme dále, že C{x(«)} má sbodový 1) styk 
s PT v {x„} a že C{^(v)} má ( s—l) -bodový styk s C{x(«)} v {x0} = 
= {^(vo)}- Abychom ukázali, že C[y(v)} a Pr mají s-bodový styk v {x0}, 
můžeme dle 178 předpokládati, že jest 

íday) ídax\ ď> ď 

Běží pak pouze o to, zjistiti, že 

Avšak dle (1) jest (v. 62), je-li n stupeň formy P r , 

Ježto dle předpokladu 

[£^SPrX{U)]u^= o, 
zbývá pouze zjistiti, že 

což plyne opět z definice singulárního bodu algebraické křivky. 
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182. Buď m opět libovolné. Buď C{x(u)} (u v <o + 0, 6 — 0» 
o 

k ř i v k a t ř í d y r. Buď Pr= 2Am • •• •• ň a d r o v i n o v á f o r m a 
z á v i s l á na u tak, ž e k o e f i c i e n t y Aím • • • i s o u ř a d n i c e ar. nad-
r o v i n íj, . . j s o u f u n k c e t ř í d y s ( l £ s r + 1) v <o + 0 , 6 — 0). 
K d y ž a j e n k d y ž pro k a ž d é u z <o + 0, b — 0> j e s t 

(1) S ( J ^ P r ) x ( « ) = 0, ( 0 < a < s - l ) 

d° u 

při č e m ž — = 1, maj í pro k a ž d é u z <a + 0, b — 0> Pr a C{x(u)} 

s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(«)}. 
Běží o to, ukázati, že, když a jen když pro všecka u z J* = (a -f- 0, 

b — 0> platí (1), platí pro všecka u, Ui z / * (u a Ui považujeme za dvě ne-
odvisle proměnné) 

(2) 
r da i 

Jak rovnice (1), tak rovnice (2) jsou však obsaženy v soustavě rovnic 

— 1) 

Stačí tedy ukázati, že jak z ( l ) , tak ze (2) lze odvoditi (3). Předpokládejme 
na př., že platí (1). Ty rovnice (3), v nichž /? = 0, jsou totožné s rovni-
cemi (1). Předpokládejme tedy, že platí ty rovnice (3), v nichž /? = h, 
a ukažme, že platí i ty, v nichž /? = / ( + 1 (0 £ /r £ s — 2). To je však 
patrné z identit 

> \ U s (¿7 * H L = [ s ( ř * H L 
(0 <1 a + // ^ s —2) 

183. Buď C{x(«)} (n v (a 1 0 , 6 — 0» k ř i v k a t ř í d y r. Buď 
pr = ZJAiki •'. ŠiT)k£t • • • n a d r o v i n o v á f o r m a z á v i s l á na u tak, 
ž e k o e f i c i e n t y Am • •• ¡ s o u ř a d n i c e ar. n a d r o v i n tj, f . . . j s o u 
f u n k c e t ř í d y s 1) v <a + 0, 6 —0>. T e h d y a j e n t e h d y 

u 
m a j í pro k a ž d é u z (a — O, 6 + 0) Pr a C{x(u)} s - b o d o v ý s t y k 

u 
v b o d ě {x(u)}, k d y ž pro k a ž d é u z <a + 0, 6 — 0) 1° Pr j e s t in-

d " 
c i d e n t n í s x(u), 2°^ PT a C{x(u)} maj í (s— l ) - b o d o v ý s t y k 

v b o d ě {x(u)}. 



121 
u 

Věta je zřejmá, píšeme-li podmínky pro s-bodový styk Pr a C {*(«)} 
v {x(u)j ve tvaru 1 8 2 ( 1 ) a podobně podmínky pro ( s — l)-bodový styk 

^ Pr S C{X(W)}. 

184 . Buď Č{JC(W)} (a v <a + 0, 6 — 0 » k ř i v k a t ř í d y r . B u ď 
H 

Pr = ZAiki • • • ' • n a d r o v i n o v á f o r m a z á v i s l á n a u t a k , ž e 
k o e f i c i e n t y Am • • • i s o u ř a d n i c e ar. n a d r o v i n t\, j s o u 
f u n k c e t ř í d y s ( l ^ s ^ r ) v <a + 0, b - 0>. P r o k a ž d é a z <a-f-0, 

u 
b — 0> m ě j t e Pr a C { x ( u ) } s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(u)}. B u ď u0 

č í s l o z <A + 0, b — 0>. Pr a C{JC(Í/)} m a j í ( s + L ) - b o d o v ý s t y k 

v b o d ě {x(«o)}> k d y ž a . j e n k d y ž [ ^ A ] a C { x ( u ) } m a j í s-bo-

d o v ý s t y k v {JC(Í/O)}. 
Jsou-li u, Ui jakákoli čísla z <a-j-0, b — 0>, platí dle předpokladu 

rovnice 182 (1) a tedy též 182 (3), zejména 
r <*a ». i —¿SP,*^) =0, (a = 0 , l , . . . s - l ) 
|_uíí J u=ut 

Běží pouze o to, ukázati, že pak podmínky 

r ď «. i 
—• SPrx(u) = 0 

Idu' Ju=u1=«0 

a _ 

jsou ekvivalentní. To však vychází ihned z identity 

d r d"1 ». "I 

rď «. i rď-1 í d »•) i 
= L s ? s p - H . = , . + s k s p i x ( u ) _ L • 

Tečná řada ar. bodů a tečná řada bodová. 

185. B u ď {x(tfo)} b o d k ř i v k y C{x(u)} . Ř a d a ar. b o d ů 

M * ( u 4 £ L l 
n a z ý v á s e t e č n á ř a d a ar. b o d ů k ř i v k y C{x( í / ) } v b o d ě jx(u 0 )}; 
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m n o ž s t v í b o d u o b s a ž e n ý c h v 5 n a z ý v á s e t e č n á ř a d a bo-
d o v á k ř i v k y C {X(H)} v b o d ě {*(«,,)}. Ar. n a d r o v i n a £ n á l e ž í 
d o Adj. S, k d y ž a j e n k d y ž má s C { x ( a ) } d v o j b o d o v ý s t y k 
v b o d ě {*(*/(,)}• Ř a d a b o d o v á {ylr y ^ j e s t t e č n á ř a d a b o d o v á 
k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x(í/0)}, k d y ž a j e n k d y ž má s C { x ( « ) } 
d v o j b o d o v ý s t y k v {JC(U0)}. K ř i v k a C{y(v ) } o b s a h u j í c í {*(«„)} 
má v t o m t o b o d ě d v o j b o d o v ý s tyk s C{x(« ) } , k d y ž a j e n k d y ž 
o b ě k ř i v k y m a j í v (x(u 0 ) } t o u ž t e č n o u ř a d u b o d o v o u . 

Že f náleží do Adj. S, když a jen když | a C {*(«)} mají dvojbodový 
styk v {x («0)}> vychází ihned ze 174 . Řada bodová C[f 0 , . • • !«_»] 
(v. 169) má tedy dle 180 dvojbodový styk s C { x ( u ) } v {x(u0)}? když a 
jen když {£„, ši . . . § „ _ , } = Adj. S. Výrok o C{y(v)} je pak zřejmý. 

186. B u ď {*(«{,)} b o d k ř i v k y C { x ( « ) } (u v <o + 0, 6 — 0 » 
t ř í d y 2. Buď Sa t e č n á ř a d a b o d o v á k ř i v k y C{JC(«)} v b o d ě 
{ x ( u 0 ) r Mají-li S° a C { x ( u ) } t r o j b o d o v ý s tyk v {x(u0)}> prav íme , 
ž e (x(u 0 )} j e s t i n f l e x n í b o d k ř i v k y C{x (U)} . B o d {X(ÍÍ0)} j e s t 

i n f l e x n í b o d k ř i v k y C{JC(«)}, k d y ž a j e n k d y ž ar. b o d 
Lau - i «= uo 

j e s t l in . z á v i s l ý na x(u 0 ) , • K d y ž a j e n k d y ž v š e c k y 
LUtí-J«—Uq 

b o d y k ř i v k y C{x(t / )} j s o u o b s a ž e n y v p e v n é ř a d ě b o d o v é , 
j s o u v š e c k y b o d y k ř i v k y C { * ( « ) } i n f l e x n í . 

Buď Adj. { * ( " o ) , [ ^ u = u } = {k, Dle 169 jest Sc= 

= C [ S i , f « . . . f — i l - Dle 1 8 0 je tedy {jc(u«,)j inflexní bod pro C{*(« ) } , 
když a jen když 

rrfxl Yďxl 
Síi*(u0 ) = S5ť — = « i 7 7 ' ( í = l . 2 . . . m - l ) 

Lal/J«=«j |_auzjn = ii0 

tedy když *(««), J g ] u = u , [ g ] ^ náležejí do {*( U o ) , [ < | ] u = j , 

když ar. bod f ^ f l jest lin. závislý na x(a 0 ) , 
Lau J»=H| LuUJu=rUg 

Existuje-li pevná řada ar. bodů S ' = { y i , y»}, obsahující všecky body 
křivky C {*(«)} , je pro všecka u z (a + O, 6 — 0 ) 

(O x(u) = lt(u)yl + l.2(u)y.1. 

Funkce ^ (u), X2(u) jsou-zřejmě třídy 2, zvolíme-li za ylt y2 pevné ar. 
body z S'. Můžeme tedy (1) dvakrát derivovati a obdržíme 

dx dX. dK d*x d% dV., 
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Rovnice (1) a prvá rovnice (2) praví, že S' = ^x(u), ^ j , neboť x (u) , 

dx (Px ^ jsou dle 150 lín. nezávislé; druhá (2) praví pak, že ^ náleží do 

[^x(u), takže {x(u)} je inflexní bod pro C{x(«)} , ať jakkoli jsme 

zvolili u v <a + 0, b — 0). 
Jsou-li naopak všecky body křivky C { x ( « ) } inflexní, existují funkce 

Qo (a), ai (a) takové, že pro všecka a z (a + O, b — 0> jest 

dlx dx 
(3) * ^ = + 

Ježto x, ^ jsou lín. nezávislé pro všecka u z (a + 0, b — 0>, lze ke 

každému u0 z (a + 0, b — 0> udati aspoň jedním způsobem indexy i, k, 
tak, že pro u = u0 a tedy též pro |u—u0| < £> kde s je jisté kladné číslo, jest 

X « X « 

d x « tfx<*> 
du du 

Vypočteme-li tedy a0(u), ai(u) z rovnic 

d2x(ť) m dx® d1x<-k> (k\ dx<k) 
12L- = fl„ X « + <7, ®l- f = a0 + fl, 
rfu2 rfu da2 du 

vidíme, že funkce a0(u), OI(IÍ) jsou spojité pro u = u0, tedy pro každé u 
z <a + 0, b — 0>. Dle 6 5 existuje tedy řada ar. bodů, obsahující všecky 
body křivky C {*(«)}• 

187. B u ď {x0} n e s í n g u l á r n i b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y C = 

= C[Pr, Pr, •' • Pr] (k>m — 1). Ar. bod y n á l e ž í t e č n é řadě ar. bodů 
a l g e b r a i c k é k ř i v k y Ca v b o d ě {x0}, k d y ž a j e n k d y ž p r o / = 1, 

i i 
2.. .k p o l á r a [PT~, ý\ ar. b o d u y v z h l e d e m k PT j e s t i n c i -
d e n t n í s x0. 

Bud 5 množství všech ar. bodů y takových, že pro / = 1, 2 . . . k 
i ] 

jest S [ P r ; ý\ x0 = 0. % 15 je zřejmé, že 5 je lín. systém, ve 175 jsme 
viděli, že 5 obsahuje tečnou řadu ar. bodů algebraické křivky C° v bodě 
{x0}. Stačí tedy ještě ukázati, že dimense 5 není větší než 1. Zvolme 
za tím účelem ar. body Xi, x a . . • x m - i tak, že, je-li Qr nadrovinová 
forma 168 (1), jest 5QrX 0 4=°- A r- body xlf x3 • • • xM_t jsou lín. nezá-
vislé, jak jsme při důkaze ve 168 si povšimli. Kdyby dimense 5 byla 
větší než 1, obsahoval by tedy průřez lin. systémů S a {xi, x a . . . xm_i} 
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aspoň jeden vlastní ar. bod y, jak snadno vidíme ze 17. Jinak řečeno, 
existovala by čísla . . . ne vesměs rovná nule, taková, že ar. bod 

X| X, -J- X2X2 . • . -j- —| Xm—i 

náleží do S- Kdybychom pak násobili v determinantu 168 (1) i-tý sloupec 
číslem A; (i=\,2 ... m — l ) a p a k sečtli v každém řádku, byly by součty 
nadrovinové formy incidentní s (x0}. Z toho by však snadno plynulo, 
že SQrx0 = 0, což je spor. 

188. B u ď / n = 2. B uď {x0} d v o j ný b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y 
C[Pr]. B u ď t e Ci, Ca v ě t v e a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[PT] v o k o l í 
b o d u {jc0}- Buď Si(S2) t e č n á ř a d a ar. b o d ů k ř i v k y Ci(Ca) v b o d ě 
{x0}- M n o ž s t v í M u v a ž o v a n é v e 1 7 0 s k l á d á s e z & a z S2. 

Užijme předpokladů a označení ze 171. Máme pak ukázati, že tečná 
řada ar. bodů křivky C{y(u)} v bodě {y(0)} jest {x0, Xi}. T o však vy-
chází ihned ze 171 (5), neboť /(O) = 0. 

189. B u ď m — 2 . B u ď {x0} d v o j n ý b o d a l g e b r a i c k é k ř i v k y 
C[Pr]- B u ď t e Cl, Ca v ě t v e a l g e b r a i c k é k ř i v k y C[PT\ v o k o l í 
b o d u {x0}- Buď C{x(v)} k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í {x0}- C { x ( v ) } 
a C[Pr] m a j í s - b o d o v ý ( 3 ^ s < r - r l ) s t y k v {x0}» k d y ž a j e n k d y ž 
buď 1° C{JC(V)} a CI, n e b o 2° C{x (v ) } a C2 m a j í (s— l ) - b o d o v ý 
s t y k v {x0}-

Je zřejmé, že Ci a C[P,\ mají (s—l)-bodový styk v {x0}- Mají-li 
tedy C{x(v)} a Ci ( s—l)-bodový styk v {x0}, mají dle 181 C{x(v ) } 
a C[Pr] s-bodový styk v {x0}-

Užijme nyní předpokladů a označení ze 171. Ježto {x0} je singulární 
bod pro C[Pr], jest dle 168 

(1) S[Pr;x]xo = 0 

pro každý ar. bod x. Dále jest dle 170 a dle toho, jak ar. body Xi, x 2 

byly zavedeny ve 171, 

(2) 5 [Pr; x,; x,] x„ = S [P r; x,; x.2] x0 = 0. 
Je však 
(3) S[Pf;Xi;x.Jxo4:0. 

Vskutku, dle 170 jest na př. 

S[Pr; X, + X2; X, -i- x.Jxo4:0, 
avšak 

S[Pr; x, -f x.2; x, -i- x j = S[Pr; x,; x,] + S[P,; X2; x j + 2S[Pr; X,; xj, 

takže dle (2) vychází (3). Dle 5 0 a dle (1) jest 

(4) S[Pr; x,; x0] x„ = S [Pr; x,]x0 = 0. 
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Z (2) a (4) vychází 

s [Pr ; x, ; X0 x„ + X, x, + X2x.J x0 = X.2S[Pr ; x, ; x2] x„. 

Dle (3) jsme tedy vedeni k této pomocné větě: Jest 

S[Pr;x, ;* ]*, = o, 

když a jen když ar. bod x náleží do (x 0 , Xi}. 

Buď nyní C { x ( « ) } křivka třídy r, obsahující bod {x0}, takže můžeme 
předpokládati xo = x(v0)> a mající v {x0} s-bodový ( 3 < s < r + l ) styk 
s Pr. Je tedy 

(4) l"j^SPrX(v)l =0. (0 = a = s — 1 ) 

|_UV J o=D0 

Je však, když n je stupeň formy Pr, 

dl r dlx~\ r dx dxl 

Dle (1) dává tedy ta rovnice (4), v níž a — 2: 

Dle 170 a 188 náleží tedy (d .x) buď do {x0, Xi} nebo do {x0, Xs,}, 
^ dv) v = «o 

t. j. buď C{x (v ) } a Ci nebo C{x(v ) } a C2 mají v bodě {x0} stejnou tečnou 
řadu ar. bodů. Dle 185 má tedy C{x(v ) } v bodě {x 0 | dvojbodový styk 
buď s Ci nebo s Ca- Když s = 2, je tím již dokázáno, že C { x ( v ) } má 
v {x0} ( s — l)-bodový styk buď s Ci nebo s Ci, jak bylo tvrzeno. Můžeme 
tedy dokazovati dále indukcí vzhledem k s, t. j. předpokládati, že C{x(v)} 
má v {x0} (s — 2)-bodový styk na př. s Ci = C{^(u)}, kde y(u) je defi-
nováno ve 171 (5), takže zejména 

Dle 178 můžeme předpokládati, že 

\dv>v=v0 \dua)u=Q 

D e 6 2 jest 

—L p r (fx d3—^ x~l 
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dx ds~3 x 
kde vynechané členy obsahují pouze x (v ) , • • • ¿ v > - » ' r o v n ' c e (4), 

v n í ž a = s — 1 , a zřejmá rovnice j ^ ^ - i 5P r y(u)J dávají tedy vzhledem 
k ( 6 ) 

+ ( . - . , ( N - L>S[P,5 - J X . = 0. 

Dle (1) a (5) je tedy 

Dle pomocné věty výše dokázané soudíme ze (7) a (5), že existuji čísla 
Co, ba taková, že 

(ď-2x\ Íď-M 
í8 ) taž^L* - + 

Z (6) a (8) plyne však, že C { x ( v ) } a C{y(u)} mají v {*„} ( s — l)-bodový 
styk, jak bylo tvrzeno. 

Křivky ve dvojrozměrném prostoru. 

190. Ve 190 až 194 předpokládáme m = 2. P ř í m k a {£} n a z ý v á 
s e t e č n a k ř i v k y C { x ( « ) } v b o d ě {JC(í/0)}> k d y ž ar. p ř í m k a § má 
v {.x(ifo)} d v o j b o d o v ý s t y k s C{x(í / )} . E x i s t u j e j e d n a a j e n 
j e d n a t e č n a k ř i v k y C{JC(«)} v b o d ě {x(u0)}- Je to p ř í m k a 

"> M - i e w d U » . 
P ř í m k a {£} j e t e č n a k ř i v k y C(x (u) } v b o d ě {x(í/0)}> k d y ž a j e n 
k d y ž Adj. {£} j e t e č n á ř a d a ar. b o d ů k ř i v k y C{x(u)} v b o d ě 
{*(»<>)}• 

Vychází ihned ze 185. 

191. Ar. k ř i v k a Cax(u) (u v <a + 0, 6 — 0 » t ř í d y 2 n a z ý v á 
s e r e g u l á r n í , k d y ž : 1° j s o u - l i Ul, ua d v ě r ů z n á č í s l a z (a, b), 

ar. p ř í m k y [ ( ^ J ^ a [ ( x g ) ] ^ j s o u l in. n e z á v i s l é , 2« p r o 

k a ž d é u z (a, b) j e s t 
( dx dix\ 
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K ř i v k a C { x ( « ) } n a z ý v á s e r e g u l á r n í , k d y ž ar. k ř i v k a C
a
x(u) 

j e s t r e g u l á r n í . Ž á d n ý b o d r e g u l á r n í k ř i v k y n e n í i n f l e x n í ; 
t e č n y r e g u l á r n í k ř i v k y v e d v o u r ů z n ý c h b o d e c h j s o u r ů z n é . 

Že jsme k definici regulární ar. křivky a regulární křivky oprávněni, 
je zřejmé. Výrok o inflexních bodech vychází ze 186 a výrok o tečnách 
regulární křivky je zřejmý. 

192. Buď C{x(u)} (u v < a - r 0 , ¿> — 0 » r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 2 . M n o ž s t v í t e č e n {£(«)} k ř i v k y C{x(«)} je d u á l n í k ř i v k a 
® {£(«)} t ř í d y r— 1. P r a v í m e , ž e d u á l n í k ř i v k a ©{£(«)} (« v <a + 0, 
b — 0>) j e s t a d j u n g o v á n a ke k ř i v c e C{x(«)} (u v <a-f-0, b — 0>) 
a p í š e m e 

g ¡?(u)} = Adj.C{x(i/)}. 

Dle 1 9 0 (1) můžeme předpokládati, že 

(!) 

Odtud plyne 
dl 
du 

takže dle 8 9 ( 1 ) 

(2) ( e ? ] = í x ? ¥ ? ] x . 
du du1) 

Z definice regulární křivky vychází nyní snadno, že ©{?(«)} jest duální 
křivka. 

193. Buď C]x( i / ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ] > 2 . B u ď 

(1) e {4(« ) }=Adj.C{x(u) } . 

@{£(íf)} j e s t r e g u l á r n í d u á l n í k ř i v k a , k d y k o l i j e t ř í d y 2 ; 
z e j m é n a t e d y , k d y k o l i K d y ž ® { f ( u ) } jest regulární, jest 

(2) C {* ( « ) } = Ad]. (E{í(ii)}. 

Jako ve 192, zvolme 

Buď nejprve /-¡>3. Pak jest 

__ i <Px\ dH_í ídx dlx\ 
du " {Xduij' du>~ \Xdu*J + [du du1)' 

takže 

*dudu') ~LlW [Xdu>)' \ du3} ̂  [dudá*]J 
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Avšak 

[ ( * £ ) • H S ) ' 

neboť všecky tři ar. přímky na levé straně náležejí do Adj. {*}, takže jsou 
lín. závislé. Dle 89 (2) je tedy 

(3) [*ďa*?r[xTuď*y 

Ze (3) a 192 (2) vychází ihned, že ©{£(«)} je regulární a že platí (2). 
Buď nyní r = 2 a buď E {£(«)} třídy 2. To znamená, že existují funkce 

třídy 1 (>(ui), SP(Ui) takové, že všude q ( k ^ ^ O , Š?£- ={zO a že, klademe-li 
ŮU\ 

(4) í , («. ) = P(» i ) í [?(« i ) ] . 

souřadnice £ i w (u i ) ( / = 0 , 1 , 2 ) jsou třídy 2. Ze (4) plyne derivováním 

di, dP . rdíl df 

du, du, |_d«J „=<(>(«,) rfui 

takže jest dle 192 (2) 

(5) (í, j j ) = * ( « , ) *[*(«.)]• 

kde 

Funkce je třídy 1, neboť ostatní výrazy vyskytující se v (5) jsou dle 
předpokladu třídy 1. Z (5) tedy plyne 

Z (5) a (6) vychází dle 89 (1) 

Pravá strana této rovnice je zřejmě 4= 0r, takže 

Z (5) a (7) vychází ihned, že ®a (uL) je regulární. 
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1 9 4 . B u ď t e C{x(u)}, C{y(v)} r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y r > 2 
o s p o l e č n é m b o d ě {x(a0)} = (y(v0)}- B u ď 

e {« ( « ) } = Adj. C {x(«)}, e {t, (v)} = Adj. C {y (V)}. 

M a j í - I i k ř i v k y C{x}, C{y} s - b o d o v ý ( 2 £ s < L r ) s t y k v {x(ff0)}, 
m a j í ©{£}, s - p ř í m k o v ý s t y k * ) v {§(%)}. 

d" d" 
( 0 < a <r; = = 1) 
v = = ' du° dv" 

Buď 

(dax\ _ (ťy\ 
\dua)u=»rXa,\dva)«^ y a ' 

Dle 178 můžeme předpokládati, že 

(1) xa=ya. ( 0 < a ^ s - l ) 

Dle 1 9 0 ( 1 ) můžeme předpokládati, že 

Z (1) vychází ihned, že 

( S U - í S U < « • * - • » 
a ze 

Dle 191 (1) jest 

Adj. {x„} = {(x„ x,), (x0 x2)} = {5 («„), j |. 
' ' U— Mo 

Avšak zřejmě (x0, y. — x.) náleží do Adj. {x0}. Existují tedy čísla a0, 60 

taková, že 

-(£*) =»•(£) +»•«<*>• 
1. dV )*=t!<, \dU Ju = ua XdUSu^Vn 

Ze (2) a (3) vychází dle 179, že (£{£} a © {17} mají s-přímkový styk 
V (KHO)}. 

*) Pro /n = 2 k výrazu „s-bodový styk" je duální výraz „s-přlmkový styk". 
Č e c h , Pro jek t i vn í diferenciální geometr i e . I. 9 
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Křivky v trojrozměrném prostoru. 

195. Ve 195 až 2 2 9 předpokládáme, že m = 3. P ř í m k a { p } s o u -
m í s t n á s t e č n o u ř a d o u ar. b o d ů k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {*(«„)}, 
t. j. p ř í m k a 

n a z ý v á s e t e č n a k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x (*/„)}• R o v i n a {£} 
n a z ý v á s e t e č n o u r o v i n o u k ř i v k y C { x ( « ) } v b o d ě {x(í/0)}, když 
ar. r o v i n a š má s C { x ( « ) } d v o j b o d o v ý s t y k v {x(u0)}- R o v i n a {£} 
j e t e č n o u r o v i n o u k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x(«0)}, k d y ž a j e n 
k d y ž n á l e ž í s v a z k u r o v i n s o u m í s t n é m u s t e č n o u (1) k ř i v k y 
C{x(u)} v b o d ě {x(u0)}-

Viz 185. 

196 . B u ď C { x ( « ) } k ř i v k a t ř í d y 2. R o v i n a {£} n a z ý v á 
s e o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y C{x (U) } v b o d ě {X(ÍÍ0)}> k d y ž ar. 
r o v i n a § má s C{x (u ) } t r o j b o d o v ý s t y k v {x(u0)}- K d y ž {x(u 0)} 
j e s t i n f l e x n í b o d k ř i v k y C{x(« ) } , k a ž d á t e č n á r o v i n a kř ivky 
C{x (U)} v {X(Í/0)} j e s t o s k u l a č n í . K d y ž {x(tí0)} n e n í i n f l e x n í 
b o d k ř i v k y C{x(u)} , e x i s t u j e j e d n a a j e n j e d n a o s k u l a č n í 
r o v i n a k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x(u 0 )} ; j e to r o v i n a {£}, k d e 

. I dxd1x\ 

Vychází ihned ze 186 . 

197. Buď C{x(u ) } k ř i v k a t ř í d y r ^ 3 . R o v i n a {£} n a z ý v á s e 
h y p e r o s k u l a č n í r o v i n a k ř i v k y C{x( i / )} v b o d ě {x(u0)}, k d y ž 
ar. r o v i n a £ má s C { * ( « ) } č t y ř b o d o v ý s t y k v {x(i/0)}. H y p e r -
o s k u l a č n í r o v i n a k ř i v k y C { x ( « ) } v b o d ě (x(« 0 ) } e x i s t u j e , k d y ž 
a j e n k d y ž 

( dxd1xd*x\ 
{X) [ X T u l č T u ] = Q p r 0 U = U-

K ř i v k a C{x (u ) } n a z ý v á s e r o v i n n á k ř i v k a , e x i s t u j e - 1 i r o v i n a 
{£} i n c i d e n t n í s e v š e m i b o d y k ř i v k y C { x ( « ) } ; je-li C { x ( « ) } 
t ř í d y 3, j e pak r o v i n a {£} h y p e r o s k u l a č n í r o v i n o u pro C { x ( u ) } 
v k a ž d é m j e j í m b o d ě . Je-li C{x( i / ) } (u v <a-j-0, 6 — 0 » k ř i v k a 
t ř í d y 3 b e z i n f l e x n í c h b o d ů , a j e - l i 

p r o v š e c k a « z < a + 0, 6 — 0) 
( dx d2xďx\ 

(2 ) [ » ď í ď ř ď ř H ' 

j e s t C{x (u ) } (u v <a + 0, 6 — 0 » r o v i n n á k ř i v k a . 



131 

Ar. rovina £ má zřejmě čtyřbodový styk s C {x («)} v {.v («<>)}, když 

a jen když náleží do Adj. { * ( « „ ) , ( g ) ^ , ( g ) ^ , ( g j ^ J . Odtud 

vychází ihned podmínka (1). Je-li každý bod křivky C { x ( u ) } třídy 3 inci-
dentní is pevnou rovinou {£}, je zřejmé, že {£} je hyperoskulační rovina 
pro C { x ( « ) } v každém jejím bodě. Je-li C{x(w)} křivka třídy 3 bez 

inflexních bodů a platí-li identicky (2), jsou pro každé u ar. body x, ^ 

<Px (Px ' 
ts lin. nezávislé a -5-= je na nich lín. závislý, takže existují funkce a0 (u), 
au au 
ai (u), a2 (u) takové, že jest identicky 

<Px dx ď*x 
— = a0x + a, —- + a2 —¡. 
du3 du dul 

Snadno vidíme, že a0, a 1, a2 jsou spojité. Tedy dle 6 5 existuje rovina 
incidentní se všemi body z C{x(u)} . 

198 . Buď {x} b o d k u b i c k é k ř i v k y C3. B u ď t e |„, & l in . ne-
z á v i s l é ar. r o v i n y t a k o v é , ž e p ř í m k a {Š0Š1} j e t e č n o u a ro-
v i n a {£0} j e s t o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y C s v b o d ě {x}. Exis tuj í 
ar. r o v iny £3 takové, že 

(1) c, =c 
M Í2 i. 

Buďte 7j0, tj„ 7js, Tj3 ar. roviny takové, že 

cs=c|"T- 711 M 
L»ii -»¡4 laJ 

Dle 173 můžeme předpokládati, že {7j0, r\1} r)2} = Adj. {x}, že tedy 
ar. roviny 7j0, 77,, rj2 mají v {x} jednobodový styk s C3- Naproti tomu tj3 

zřejmě není incidentní s {x}, ježto (Tjo^i^g^sí + O- Má-li 7já s-bodový 
(«¡>1) styk s C3 v jx}, má dle 174 rovinová forma 7ja

s 2s-bodový styk 
s Ci v jx}; snadno vidíme, že totéž platí o rovinové formě íj3 — 7jaa)-|-
+ i f s = Vi Va- Ježto t]3 není incidentní s {x}, má také r^ 2s-bodový styk 
s C3 v jx}. Tedy TJJ7ja má 3s-bodový styk s C3 v {x}; totéž platí o ro-
vinové formě (rl0?]3 — -J- t]17]2 = tj0t]s. Ježto f]a není incidentní s {x}, 
má také TJ0 3s-bodový styk s C3 v {x}. Kdyby tedy tj2 měla dvojbodový 
styk s C3 v {x}, měla by každá ar. rovina z {TJ0, TJI, TJž} dvojbodový styk 
s C3 v {x}, což je nemožné. Tedy rl0 má v {x} právě jednobodový styk 
s C3- Dle předešlého má T)0 (TJJ) Irojbodový (dvojbodový) styk s C3 v {x}. 
Není možné, aby r^ měla trojbodový styk s C3 v {x}; jinak by totéž 
platilo o rovinové formě 7^773— (ViVs — ri8ž) = 7l82, což je nemožné, ježto 

9* 
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styk TJJ s C3 je právě jednobodový. Tedy dle 1 9 6 bod {*} není inflexní 
pro Cs a 
(2) Éo = a„lo. h = a,,no + atHf (^» + 0, a2 + 0) 

Stačí nyní zvoliti 

a.,2 _ a, a., a, Ja Ui U.y 
(3) li = - r i i + 2 - ^ - 2 i , 

a0 a0 a„ 
a.2J a,a22 a,2a.2 a.3 

aby platilo (1). Vskutku 

a, Oi 
5o ?3 — Él t2 - — (lola - li li) + 2 —— (loli — li2) 

Oo flo 
a.24 o, a.23 o, 2a22 

5i - £i2 = —; (li la — li2) + (lo la — li l i ) + (lo l i — li2)-
«0 "o "o 

1 9 9 . Ar. k ř i v k a C a x ( u ) (u v <a + 0, 6 — 0 » t ř í d y 2 na-
z ý v á s e p o l o r e g u l á r n í , k d y ž : 1° j s o u - l i u l t u t d v ě r ů z n á č í s l a 

z (a, b>, ar. p ř í m k y a j s o u l ín . n e z á v i s l é ; 

2° p r o k a ž d é u z <o, 6) jest 

frfx ď2x\ 

K ř i v k a C { x ( u ) } t ř í d y r ^ 2 n a z ý v á s e p o l o r e g u l á r n í , k d y ž ar. 
k ř i v k a C„x(u) j e s t p o l o r e g u l á r n í . Ž á d n ý b o d p o l o r e g u l á r n í 
k ř i v k y n e n í i n f l e x n í ; t e č n y p o l o r e g u l á r n í k ř i v k y v e d v o u 
r ů z n ý c h b o d e c h j s o u r ů z n é . 

Viz 191. 

2 0 0 . Ar. k ř i v k a C«x(u) (a v <a + 0, 6 — 0 » t ř í d y r^>3 na-
z ý v á s e r e g u l á r n í , k d y ž : 1° jsou-1 i u„ d v ě r ů z n á č í s 1 a z<a,6>. 

j s o u l in. n e z á v i s l é j a k ar. p ř í m k y [ x ^ j a [ x ^ j , t a k 

AR- ( « A S L , a ( » £ b L , ' 2 1 P R ° K A Ž D É " 2 6 > 

j es t 
f dx d l x d*x\ 

«> r S S F S F J + 0 -

K a ž d á r e g u l á r n í ar. k ř i v k a j e s t p o l o r e g u l á r n í . K ř i v k a 
C { x ( « ) } t ř í d y r ^ 3 n a z ý v á s e r e g u l á r n í , k d y ž ar. k ř i v k a 
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Cax(u) j e s t r e g u l á r n í . K a ž d á r e g u l á r n í k ř i v k a j e s t p o l o -
r e g u l á r n í . R e g u l á r n í k ř i v k a n e m á h y p e r o s k u l a č n í c h r o v i n ; 
o s k u l a č n í r o v i n y r e g u l á r n í k ř i v k y v e d v o u r ů z n ý c h b o d e c h 
j s o u r ů z n é . 

2 0 1 . B u ď C { x ( u ) } (u v <a-f O, 6 — 0 » r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 
r ^ 3 . M n o ž s t v í o s k u l a č n í c h r o v i n {£(«)} k ř i v k y C { x ( u ) } j e 
d u á l n í k ř i v k a ®{£(u)} t ř í d y r — 2. P r a v í m e , ž e d u á l n í k ř i v k a 
®{£(")} ( u v < a + 0, 6 — 0 » j e s t a d j u n g o v á n a k e k ř i v c e C { x ( « ) } 
(u v <c + 0, 6 — 0 » a p í š e m e 

S {?(«)} =Adj.C{x(u)}. 

Dle 1 9 6 (1) můžeme předpokládati, že 

/, \ . , í dx d2x\ 
(1) ?(u)= * 1 

Odtud plyne 
du dti1) 

dt_( dx ďrl 
du i du du3}' 

takže dle 1 0 9 (1) 
(di\ ( dxď2xd3x\ í dx\ 

(2) l ^ H * * , * ^ ) (xďu)-

Z definice regulární křivky vychází nyní snadno, že ©{£(«)} jest duální 
křivka. 

2 0 2 . Buď C { x ( « ) } r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 3 . B u ď 

(i) <5{í(u)} = Ad].C{x(u)}. 

©{Š(H)} j e s t p o l o r e g u l á r n i k ř i v k a , k d y k o l i j e t ř í d y 2; z e -
j m é n a t e d y , k d y k o l i r ^ 4 . ® { | ( u ) } j e s t r e g u l á r n í k ř i v k a , kdy-
k o l i j e t ř í d y 3 ; z e j m é n a t e d y , k d y k o l i /-¡>5. K d y ž ©{?(«)} j e 
r e g u l á r n í , j e s t 

C{jf(u)} = Adl.S{í(u)}. 

Jako ve 201, zvolme 

ř _ { 
Vdudtfy 

Buď nejprve r!> 4. Pak jest 

di_t dx<Px\ dH l dxďx) ( ď2xd3x\ 
du~\X dutPu V dtí2 ~~ (* du du*} + [X du2 du1 j' 

takže 

I du du2) ~ Lfí/u du3)' \Xdu du3)' r du du*} + f ď » du3} }• 
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AvŠdk 
[7 ( ¿If!-*] ( 
L[xduda*r \xdudur \xdudu<)yQl" 

nebof všecky tři ar. roviny na levé straně náležejí do Adj. jx, ^ J a jsou 

tedy lin. závislé. Dle 109 (2) je tedy 

ít HL&L) _ _ ( dxďxďxy 
(3) V du duy ~ ~ 1 Xdu dti1 du3) X' 

Ze (3) a 201 (2) vychází snadno, že jest poloregulární. Dále 
předpokládejme, že 5. Pak jest 

cPÍ 
du3 

takže 

_f dx^d*x\ i ďxďx) ídxdlx cPrt 
~ [Xdu du-) + (* dlí1 du1) + [du du2 du']' 

X du3~ ~~ [X du du* duV' 
Dle (3) je tedy 

í.diďlďi) [ dxd2xďxy 
(4) ( du dti1 du3) — \du du2 du3) ' 

Ze (3), (4) a 201 (2) soudíme snadno, že © { ! ( « ) } jest regulární. 
I když r = 3(3£r£4), může se státi, že ©{£(u)} je třídy 2 (3). To 

nastane, lze-li určití funkce q(ui), <p(ui) třídy 1 takové, že všude (>(í/x) 4=0, 

=fc O a že, klademe-li 
dui 
(5) €.<".) —P («,)€[*(«,)] 

souřadnice ?i(ť)("i) = !> 2 , 3 ) jsou třídy 2 (3). Ze (4) plyne derivo-
váním 

<6> í + <•(«.)(£) , % du, du, \duju =<p(u,) du, 

takže jest dle 201 (2) 

( ^ k ^ i U , , , . 

, v r , df ( dxďxtPx] 
M - . J - I P C « . ) ] « ^ ^ — — — ] I = ^ ( U ) . 

(7) 

kde 

Funkce l (Í/I) je třídy 1, nebof ostatní výrazy vyskytující se v (7) jsou 
třídy 1. Ze (7) plyne tedy derivováním 

8) ÍÉ — ) — — ( * — ) X — [x—\ 
1 1 du,*) ~ du, \ du)t, = <p(u,)^ du, \du:l}u=sp(uí) 
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+ 
O) 

= <P(»i) 

= <POi) 
+ 

Z (6) a (8) vychází, že jest, af ar. rovina TJ je jakákoli 

[^M^mytm^l 
Zfejniě jest SxS = s f | t = S ^ 5 = S * g = S f u

 d£ = 0, takže dle 98 (1) 

prvé tři členy na pravé straně rovnice (9) jsou rovny nule; dle téhož 
vzorce pak jest 

dl 
du 

Sxr, Sx^r 
du 

d>x d>x dl 
S •»] O 

du1 1 du2 du 

takže (9) dává 

kde 

„ dlx I dxdxx\ 
sxrisw[xdudu] = 

í dx dlx ďx\ 

í, di,ďl, ) 

rďmwi 

^ IduJ l dudWduy u = <p(ul) 

Ježto ar. rovina TJ je libovolná, je tedy 

do) 

Ze (7) a (10) vychází snadno, že ®„£I(ÍÍI) jest poloregulárni. Když (í/i) 
je třídy 3, jest fi třídy 1, neboť totéž platí o ostatních výrazech, vysky-
tujících se v (10). Z (10) plyne pak derivováním 

( U ) 

Z (10) a (11) vychází dle 1 0 9 (1) 

í dl,d%ď%\ f d l t dx\ 

{ 1 dut dut* duS) l 'du.J" ^ l duj«= ?(»,)' 

Pravá strana této rovnice je patrně =t=0P. Z toho plyne, že 

l du, du,2 du,3/ 

Ze (7), (10) a (12) soudíme snadno, že (Sa£i(«i) je regulární. 
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2 0 3 . B u ď t e C{x(u)} , C{y(v)} r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 3 
o s p o l e č n é m b o d ě {x(í/0)} = {y(v0)}- B u ď 

e{5(«)}=AdJ.C{x(u)}, © {t; (v)} = Adj. <?{y(v)}. 

M a j í - l i k ř i v k y Cx{(u)} , C{y(v)} s - b o d o v ý ( 3£s<Lr ) s t y k v b o d ě 
{x(tfo)}, m a j í G{*l(v)} (s— l ) - r o v i n o v ý s t y k * ) v {£(«<,)}• 

Buď 

\dua}u=ura'\dva)v=vrya' [ = = ' d u » dv" ) 

Dle 178 můžeme předpokládati, že 

(1) xa=ya- ( 0 < a ^ s - l ) 

Dle 1 9 6 (1) můžeme předpokládati, že 

Z (1) vychází ihned, že 

a že 

(3 ) te^L.,- ( x - * -

Dle 2 0 0 (1) jest 
dl\ Adj. {x0, x,} = {(x0 x, x.f), {x0 x, x3)} = jí («„), j^ ^J. 

Avšak zřejmě (x0, xíf y» — xa) náleží do Adj. {x0, Xi}. Existují tedy čísla 
a0, b0 taková, že 

ld'-\\ íď~3l\ (dl) I U 771 I J* ^ 
(4) 

Ze (2) a (3) vychází dle 179, že ©{£(*/)} a ©{^(v)} mají (s— l>rovi-
nový styk v {£(u0)}. 

2 0 4 . B u ď t e C{x(«)} , C{y(v)} d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
/•;>5 o s p o l e č n é m b o d ě {JC(H0)} = {y(v0)}- B u ď 

ídax) fday) d° ď> 

*) Prom = 3 k výrazu „ s - b o d o v ý styk" je duální výraz „ s - r o v l n o v ý styk". 
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B u d 4 £ s £ r — 1. B u ď 

(1) 3'o=*o. ^1 = *.» •••>yl,-i=*,_!, 

t a k ž e C{x(w)} a C[y(v)} m a j í s - b o d o v ý s t y k v {x0}- B u ď 

< S { 5 ( u ) } = A d l . C { x ( t í ) } , S{y ) (v ) } = Adj .C{j / (v ) } . 

K d y ž a j e n k d y ž 
(2) (x0, x„ xt, y„—x,) = 0, 

m a j í d u á l n í k ř i v k y ®{Š(íí)} a ®{fj(v)} s - r o v i n o v ý s t y k v {£(tt0)}-
Podržme předpoklady a označení ze 2 0 3 . Z (1) vychází ihned, l e 

(3) 

Dle 2 0 0 (1) můžeme položití 

yi — xi= c0 x0 + c, x, + c, x2 + c3 x3 

^ y> — x s = X0x0 + X, x, + X2x.2 + X3x3, 

- X J + 1 = (1-0*o + Hi Xx + [i2X4 + (4 X3; 

dle 2 0 3 (3) a (4) jest patrně 

(5) \1 = b0, X 3 = aa. 

Dosadíme-li ze (4) do (3), obdržíme 

—* v) í d9~1 £ \ 
) e = v ~ ( " ^ T J ^ ^ I ^ - í s - ž j X , ] ( x 0 x , x . 2 ) + n 3(x 0x,x 3) + ( s -2)X 3 (x 0 x,x 3 ) , 

což lze patrně psáti 

+ [^3 — ( s — 2) c3X3] —- + ( s 2) X3 I —— I . 
[aUJu=uc \ uU2 Ju—uq 

Dle 179 (2) a 2 0 3 (2), (4) mají ©{£}, ©{?;} s-rovinový styk v {£(íí„)}, 
když a jen když existují čísla ai, bi taková, že 

ldu>_1J..=Uo (7) 
= h. É (u.\ 4- la. 4- ls — n A.l 

\du)u= 
= bt š (B.) + [fl, + (s - i) i»0] | — ] + (S - 1 ) flo ( ¡ ^ J u = u ; 



138 

Ar. roviny §(u0), ř j t ] , jsou Iin. nezávislé dle 2 0 2 (3). Z (6) 
[díll U=UO V díí J U=Uo 

tedy vidíme, že rovnici (7) lze vyhověti, když a jen když 

(8) (s+ l)fl0 = ( s - 2 )X 3 ; 

povšimněme si, že pak jest 

a, =f4- ( s-2)C; jX3 — (s — l)í»0. 

Dle (5) rovnice (8) je ekvivalentní s rovnicí ¿3 = 0, tedy i s (2). Výraz 
pro Oi je tedy jednoduše = — ( s — 1 ) 6 0 , čili dle (5) 

(9) a, = !x3- (s-l )>..2 . 

2 0 5 . B u ď t e C{*(//)}, C{j>(v)} d v ě r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
o s p o l e č n é m b o d ě {x(u0)J = {yívo)}-

(dax\ (d*y) ^ ď> ď> 

(nřL-** ( 0 = a = r ; 

B u ď 5 < s < L r — 1. B u ď 

(1) y„ = xu, y, = x,, ...ya_í=xs_v 

t a k ž e C{x(«) ) a (v)} maj í s - b o d o v ý s t y k v {x0}. B u ď 

£ {4 (u)} = Adj. C {x (u)}, S { i (v)} = Adj. C {^ (v)}. 

K d y ž a j e n k d y ž 
(x0,xuxi,ya — x,)=Q. 

(2) x,, — h l ) + s ( x 0 , x „ x 3 , > » < - x , ) = 0 , 

m a j í d u á l n í k ř i v k y ©{£(«)} a ®{*j(v)} ( s + l ) - r o v i n o v ý s t y k 
v {í(«o)|. a ®{*l(v)} n e m o h o u mí t i ( s - f 2 ) - r o v i n o v ý s t y k 
v {£(«o)}> k d y ž C{x(u)} a C{j»(v)} m a j í p r á v ě s - b o d o v ý s t y k v {*„}. 

Podržme předpoklady a označení ze 2 0 3 a 2 0 4 . Z (1) vychází 
snadno, že 

S (s — 3) ( S - l ) ( S - 2 ) 
+ —-—(*„. x},y,-x,) + (x„ x.2l j ^ - x , ) . 

Položme 
(4) y, f s - *>4_a = v0 X„ + V, X, + v.2 X.z + v3 X3. 
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Dle (4) a 2 0 4 (4) dá se (3) upraviti na tvar 

[S(S-3) "1 r S(S-3) 1 (S-l)(S-2) - - ^ Y 2 \ J (*o*i * , ) + 1) (*„ x-M + 'j l3 (X, X.lX,). 

Ježto (x0 Xi x2 x3) O a 

(dt\ (d2|\ 
£ (un) = (x„x , x 2 ) , — = ( x 0 x , x 3 ) , — - = ( x 1 ) x , x 4 ) + (x„xtx3), 

\uU ! a = Uj v"« / M —«0 

— ={xuxl Xs) + 2 (X„X, X4) + (X, X.2Xj) = (X0 X, Xj) — 2c, (X0X, x.2) + 
\dui)u = u„ 

+ 2c3 (x„x 2 x : 1 ) + (X,X 2X 3 ) , 

vidíme snadno, že (5) lze psáti 

fďri) fďl\ _ fdj \ 
(6) l a 5 ( H , ) ~ r 3 U ) . = « . + 

s (s —3) , (dH\ (s — 1) (5—2j [<Pt\ 

Dle 179 (2) a 2 0 3 (2), (4) mají © {§}, © {TJ} (S + l)-rovinový styk v {£(%)}. 
když a jen když existují čísla alt fa, a2, b2 taková, že platí 2 0 4 (7) a 

( í ? i - m ) = » , i ( « , ) + ( « , + s » , ) í £ ) + 
(71 \dv )v=v„ Xdu lu^n, \dul„=th 

Při tom a0i mají hodnoty 2 0 4 (5). Viděli jsme, že rovnici 2 0 4 (7) 
lze vyhověti, když a jen když A3 = a0 = O, t. j. platí-li prvá rovnice (2), 
a že pak ai má hodnotu 2 0 4 (9). Rovnici (7) pak se vyhoví, když 
a jen když 

( s — l \ s (s—3) 
s la, + —^—¿»oj = (s — 1) h-3 — — ~ — K . 

což se dá psáti dle 2 0 4 (5) a (9) 

(8) Hj = S>.2. 
Dle 2 0 4 (4) je však 

(x„. X|, X2. y.4-1 — x . f i ) _ (x„, X,. x 3 . y, — x.) 

( x „ x , x 2 x 3 ) ' ( x 0 x , x 2 x 3 ) 

takže (8) dává druhou rovnici (2). 
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Mají-Ii <£{£} a £{r)} (s + 2)-rovinový styk v {£(%)}, mají dle 202 (2) 
a dle teorému duálního ke 203 C{x(u)} a C(y(v ) } ( s + l ) -bodový styk 
v {x0}. 

Osnovy. 

206. V 95 a násl. zavedli jsme do projektivní geometrie trojroz-
měrného prostoru pětirozměrné ar. body pod názvem ar. komplexy. Ve 156 
nazvali jsme jistá množství ar. bodů ar. křivkami. Vlastnosti ar. křivek 
můžeme tedy ihned přenésti na analogická množství ar. komplexů. Pro nás 
je důležitý případ, kdy běží o množství speciálních ar. komplexů (ar. přímek); 
v tomto případě místo výrazu ar. křivka užíváme výrazu ar. osnova. Ar. osnova 
není tedy vlastně nic jiného než zvláštní případ ar. křivky s m = 5. Pro 
jasnost udejme však raději znovu formální definici: 

J s o u - l i s o u ř a d n i c e ar. p ř í m k y p = p(u) f u n k c e t ř í d y 
r 1 v (a, b) ( m ů ž e b ý t i r = oo); j s o u - l i ar. k o m p l e x y / ? (Ui), p (u2) 
l in . n e z á v i s l é , k d y k o l i u l t m j s o u d v ě r ů z n á č í s l a z <o, 6>; 

j s o u - l i ar. k o m p l e x y p(u), ^ l in . n e z á v i s l é p r o k a ž d é u z < a , 6 ) : 

p a k p r a v í m e , ž e m n o ž s t v í ar. p ř í m e k p(u) (u v (a 4- O, b — 0 » 
j e s t ar. o s n o v a t ř í d y r. Ar. o s n o v u z n a č í m e o b v y k l e Rap(u), 
u r č i t ě j i Rapiu) (u v <0 + 0, b-0>), s t r u č n ě j i Rap nebo Ra• Pra -
v í m e , ž e u j e s t p a r a m e t r ar. o s n o v y Rap(u). 

J e - l i Rap(u) (u v (a -f O, b — 0>) ar. o s n o v a t ř í d y 1; j e - l i 
q = q(u) f u n k c e t ř í d y O v <a, b)\ j e - l i (>(ÍÍ)4=0 p r o k a ž d é u 
z (a, b>: p r a v í m e , ž e m n o ž s t v í ar. p ř í m e k qp (u v (a, b>) j e s t 
ar. o s n o v a t ř í d y 0. 

Jako jsme ve 160 z ar. křivky obdrželi křivku, obdržíme z ar. osnovy 
osnovu. Formální definice osnovy tedy jest: 

B u ď Rap(u) (u v <a-j-0 , b — 0>) ar. o s n o v a t ř í d y 1. 
M n o ž s t v í p ř í m e k {/?(«)} (« v (a -j-0, b — 0>) n a z ý v á s e o s n o v a 
t ř í d y r- O s n o v u z n a č í m e o b v y k l e určitěji 7?{p(u)}, 
(u v <a + 0, b — 0>), s t r u č n ě j i /?{p} n e b o R. P r a v í m e , ž e u j e s t 
p a r a m e t r o s n o v y R{p(u)}. 

2 0 7 . B u ď Ra p(u) (a v <a + O, b — 0>) ar. o s n o v a t ř í d y 1. 
L z e u r č i t í ar. k ř i v k y C«x(u), Cay(u) (u v <o + O, b — 0>) t ř í d y r 
tak , ž e p r o k a ž d é u z (a, b) j e s t p = (xy). 

Ukažme nejprve: Je-li u0 libovolné číslo z (a -j- O, b - - 0>, lze určití 
b > O a ar. křivky C«x(u), Cay(u) (u v <u0 — « + O, u0-j- e — 0>) třídy r 
tak, že pro každé u z <«0 — e, í/0 + ř> jest p = (xy). Dle 104 existují 
ar. body x „ x 2 takové, že p(u0) = (xi x»). Ze 112 snadno vychází, že 
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můžeme předpokládati, že 

( [ ! ] _ • C I L , ' 

Ježto p(«0)4=Op, ar. body x2 jsou lín. nezávislé; můžeme tedy určití 
ar. body x9 , tak, že 
(2) (X,X2XjX4) = 1. 

Buď I = — (xL X3 X4), V = — (xa x3 Xi), X(u) = (pš), Y(u) = (pn)-
Zřejmě jest identicky v u: (ATK) = Xp, kde X je funkce třídy r. Dle (2) 
a 110(1) je však X(a0) = xlt Y(u0) = x2, takže *(«„) = !. Lze tedy 
určiti d > 0 tak, že X 4= 0 všude v (u0 — ó, u0 + ď>. Položme pro u 

v (uo — d, u0 + d): x(u) = X(u)-, y(u)= | y ( i ( ) . Máme ještě ukázati, 

že lze určiti s (O < ó) tak, aby množství ar. bodů x (u ) (u v (u0 — « + O, 
u0 -f- 8 — 0>) byla ar. křivka třídy r a stejně pro y(a)- Dle 157 stačí 

(dX\ 
-7-1 jsou Iin. nezávislé*). Kdyby však 
atilu^uo (dX\ 

tomu tak nebylo, existovalo by číslo v takové, že -7— =vX(u0), 
(do \ \duiu=»o 

t -Í- 7 / š ) « 0 = vXi. Bylo by pak především 
\UU 1 U = Ug 

t- i- í ^ r - — v p ) byla by ar. přímka incidentní s t. Je však iden-\du y I . J 

ticky v u: Spp = O a tedy též Sp ~ — O, Sp — pPj = °> takže 

jP ("o), — } = |/> ("o). ^ _ J byl by svazek ar. přímek. Střed 

tohoto svazku je zřejmě incidentní s {£} a tedy je to {JCJ}, neboť žádný 
jiný bod z {£} není incidentní s {p(u„)}. To však je ve sporu s (1). 

Ukažme dále: Je-li a < «1 < u2 < b a jestliže, ať jakkoli zvolíme u3 

v <Ui + O, u2 — 0), lze určiti ar. křivky Cax{u), Cay(«) (u v (Ui — O,u3 — 0>) 
třídy r tak, že pro každé u z <^ + 0, u3 — 0) jest p = (xy): pak lze 
určiti e > 0 a ar. křivky Cax'(u), Cay'(u) (u v (uL + 0, u2 + s — 0> 
třídy r tak, že pro každé u z + 0, u2 + £ — 0> jest p = (x'y ' ) . Dle 
toho, co již bylo dokázáno, existuje e ' > 0 a ar. křivky Cax"(u), Cay"(u) 
(u v <«3 — « + 0, i / j - f a - 0 > ) třídy r tak, že pro každé u z (u3 — + 0, 
B i l ť — 0) jest p = (x"y"). Zvolme nyní u3 v intervalu <u2 — e' + 0, 

*) Neboť stejně se ukáže, že také ar. body y{u0), — jsou lin. nezávislé 
^ { ť L j 
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u2 — 0>. Pro každé u z <u2 — e, u9> jest (JCJ>) = (x"y"), takže lze určití 
funkce Xíf k2, fily fi2 třídy r v <«2 — f, u3> tak, že jest identicky 

x=XIx"-j-Xty", y = ^x"'+p..2y", 
Xlfi.2 —X.2|i1 = 1. 

Definice funkcí l2 , fi í t fia dá se snadno (nekonečně mnoha způsoby) 
rozšířiti na interval <u2 — s, u2 — «> tak, že zůstanou třídy r a že je stále 
identicky ^ f a — kgPi-l- Stačí pak zvoliti 1° pro u v <uly us): x'= x, 
y'=y, 2° pro u v <u3, u2 + «>: x' = h x" + h y", y' — fa x" + fi2 y". 

Z toho, co bylo dokázáno, vychází, že teorém je správný pro každý 
interval (ai, £>i> obsažený v (a + 0, b — 0>. Snadno se vidí, že teorém 
platí také v <a, b). 

2 0 8 . Mnohé definice a teorémy o křivkách dají se bezprostředně 
přenésti na osnovy; je pouze třeba ar. body a ar. roviny nahraditi ar. kom-
plexy. Tak ze 1 6 5 je zřejmé, co znamená výrok, že o s n o v y 7?{p(u)}, 
/?{?(v)} s p l y n o u v o k o l í s p o l e č n é ar. p ř í m k y {p(«0)} = {^(v0)}-
Ze 168 je zřejmé, co jest rozuměti pod a l g e b r a i c k o u o s n o v o u a 
s i n g u l á r n í m i p ř í m k a m i a l g e b r a i c k é o s n o v y . Ze 169 jest patrno, 
že s v a z e k p ř í m e k j e s t a l g e b r a i c k á o s n o v a b e z s i n g u l á r n í c h 
p ř í m e k . Z definice s-bodového styku dvou křivek třídy s — 1 Q; 1 pro 
s = 1) (v. 174 a 176) obdržíme ihned definici s - p ř í m k o v é h o s t y k u 
d v o u o s n o v t ř í d y — 1 ( ^ 1 p r o j = l ) . Ihned se přenesou na 
osnovy teorémy 177, 178, 179. 

2 0 9 . R e g u l u s j e s t a l g e b r a i c k á o s n o v a b e z s i n g u l á r n í c h 
přímek. 

Buď R2 regulus; buď R'2 komplementární k R2. R\ buď množství 
přímek obsažených v lín. systému ar. komplexů {q0, qu q2). Ze 127 vy-
chází, že když a jen když ar. komplex p Op splňuje rovnice 

Sq„p — Sq, p = Sq.,p = Spp = O, 

jest {p} přímka obsažená v R2. Ze 168 snadnou úvahou vychází, že běží 
pouze o to, udati ar. komplexy pu, plf p2) p3 tak, aby 

(.1) 

Sq0p„ Sq„p, Sq„p, Sq0p3 

Sli Po Sqtp, Sqlp, S<7,p, 
Sq2p0 Sq.ipí Sq.2p, Sq,p3 

Spp„ Sppt Spp, Spp3 

+ 0. 

K tomu cíli stačí však zvoliti p0 = q0, px = qu p2 = q2 a určiti ps 

tak, aby {p3} byla přímka z Rs různá od {/?}. Ježto totiž Spq0 = Spqi = 
= Spq2 = 0, redukuje se levá strana nerovnosti (1) na součin 
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Spp3 

SQoQo Sq0q, Sq„ q2 

Sq, q,, Sq, qt Sql q2 

Sq2q0 Sq2q, Sq.2q2 

Prvý faktor je různý od nuly dle 1 2 6 ; druhý faktor je různý od nuly dle 
125, nebof lin. systém ar. komplexů \q0, qu q3} jest obecný dle definice 
regulu. 

V této souvislosti poznamenejme si teorém, jenž snadno plyne ze 1 8 0 : 
O s n o v a /?{/?(«)} t ř í d y r má v p ř í m c e {p(u0)} s - p ř í m k o v ý 

J) s t y k s regulem R% o b s a ž e n ý m v l i n . s y s t é m u 
ar. k o m p l e x ů Adj. {q0, qu q2), k d y ž a j e n k d y ž 

(2) [ " -rS^iPC) ] = ° - ď=0, 1,2; O ^ a ^ S - 1 ; 
\_du _] H i*u 

du" 1). 

Styk osnovy a svazku přímek. 

210. B u d {p(«o)} p ř í m k a o s n o v y 7?{p(u)}. K d y ž a j e n k d y ž 
p r o u = u0 jest 

du du 

e x i s t u j e s v a z e k p ř í m e k m a j í c í s 7?{p(u)} d v o j p ř i m k o v ý s t y k 
v {p(í/0)}; p r a v í m e p a k , ž e (p(u0)} j e t o r s á l n í p ř í m k a o s n o v y 
/?{p(«)} a s t ř e d s v a z k u j m e n u j e m e b o d e m v r a t u o s n o v y 
# { p ( u ) } v p ř í m c e {p(u0)}- N e m á - l i o s n o v a /?{p(u)} t o r s á l n í c h 
p ř í m e k , p r a v í m e , ž e je z b o r c e n á . P l a t í - l i (1) i d e n t i c k y 
j s o u - l i t e d y v š e c k y p ř í m k y o s n o v y #{ /?(«)} t o r s á l n í , p r a v í m e , 
ž e /?{p(u)} j e s t r o z v i n u t e l n á o s n o v a . Př i r o z v i n u t e l n é o s n o v ě 
p í š e m e z p r a v i d l a r { p ( u ) } m í s t o R{p(u)\. K d y ž p = (jcy) a xW (u), 
y ( i ) (u) j s o u t ř í d y 1, r o v n i c e (1) j e s t e k v i v a l e n t n í s r o v n i c í , 

Ze 185 je zřejmé (v. 2 0 8 ) , že přímka {p(«0)} je torsální přímkou 
osnovy když a jen když 

(3) { p , | } r (« = .„) 

je svazek přímek, tedy dle 121(1), když a jen když pro u = u0 jest 

„ dp dpdp 
(4) Spp= 0, Sp -j- = 0, = 0. 

du du du 
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Prvá rovnice (4) je však správná pro všecka u, z čehož plyne derivováním, 
že totéž platí o druhé rovnici (4). 

Snadno se vidí, že r e g u l u s je z b o r c e n á a l g e b r a i c k á o s n o v a . 
Uvažujme regulus R2 obsažený v Adj. {qa, qu q2); buď {p) přímka z R2. 
Kdyby {p} byla torsální pro R2, svazek přímek mající v [p\ dvojpřímkový 
styk s /?a byl by obsažen v Ra, jak jest ihned patrno ze 187 (v. 209); 
to je však nemožné, neboť R2 dle 126 nemůže obsahovati svazek přímek. 

211. B u ď {p(tfo)} t o r s á l n í p ř í m k a o s n o v y /?{p(«)J t ř í d y 2; 

k d y ž a j e n k d y ž pro u = u0 ar. k o m p l e x ^ j e s t l ín. z á v i s l ý 

na p, e x i s t u j e s v a z e k p ř í m e k , m a j í c í s 7?{p(u)J v {p(i/0)| 

t r o j p ř í m k o v ý s t y k . J e - l i t o m u tak p r o v š e c k a u, e x i s t u j e 
p e v n ý s v a z e k p ř í m e k o b s a h u j í c í v š e c k y p ř í m k y z /?{p(u)j . 

Vychází ihned ze 186 (v. 208). 

Kuželové osnovy. 

212. J s o u - l i v š e c k y p ř í m k y o s n o v y 7?{p(u)} i n c i d e n t n í 
s p e v n ý m b o d e m {x}, pravíme, ž e /?{p(u)} j e s t k u ž e l o v á o s n o v a 
o v r c h o l u {x}. K u ž e l o v á o s n o v a o v r c h o l u {JC} j e s t r o z v i n u -
t e l n á o s n o v a a b o d (x) j e b o d v r a t u o s n o v y v e v š e c h j e j í c h 
p ř í m k á c h . 

Je-li identicky v u (px) = Or, kde x je pevný vlastní ar. bod, vy-
chází derivováním, že jest identicky v u = O r . Dle 112 je tedy iden-
ticky S^r-^r =0, načež teorém vychází z 210. 

dudu 
Z duality plyne: Jsou- l i v š e c k y p ř í m k y o s n o v y # { p ( u ) } inc i -

d e n t n í s p e v n o u r o v i n o u {£}, j e s t # { p ( u ) ) r o z v i n u t e l n á o s n o v a . 

213. B u ď jP{p(«)} (av<a + 0, b — 0>) r o z v í n u t e l n á o s n o v a 
t ř í d y 3. N e c h ť p r o ž á d n é u z <a + O, b — 0) n e e x i s t u j e s v a z e k 
p ř í m e k , m a j í c í s r { p ( u ) } t r o j p ř í m k o v ý s t y k v {p(«)}. K d y ž 
a j e n k d y ž e x i s t u j í f u n k c e a0(u), fli(u), a2(u) s p o j i t é v ( a T 0 , 
b — 0> t a k o v é , ž e j e s t i d e n t i c k y 

ďp dp dlp 

j e s t r { p ( u ) } buď k u ž e l o v á o s n o v a n e b o d u á l n í ke k u ž e l o v é 
o s n o v ě . 
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Dle předpokladu a dle 211 jsou pro každé u ar. komplexy P>^> 

lin. nezávislé. Když r{p(u)} je kuželová osnova o vrcholu {x} — 

můžeme předpokládati, že x je pevný ar. bod — jest identicky v u 

(px) = 0r a tedy též ( ^ x ) = x) = g x ) = 0 , je-li tedy 5 trs 

ar. přímek o středu {x}, náleží p, ^ do S. Ježto p, 

jsou lin. nezávislé, jest S = z čehož vychází, že lze určití o0, 

di, a2 tak, že platí (1). Že a«, au at jsou spojité funkce u, dokáže se 
stejně jako ve 186 . 

Existují-li spojité funkce a0, fli, a3 takové, že platí (1), existuje dle 
65 lin. systém 5 ar. komplexů dimense 2, obsahující všecky přímky z r. 
Je-li S trs nebo pole ar. přímek, je teorém dokázán. Kdyby 5 nebyl ani 
trs ani pole, byly by dle 131 všecky přímky z r obsaženy budvregulu — 
to však není možné, neboť ve 210 jsme si všimli, že žádná přímka osnovy 
obsažené v regulu není torsální — nebo ve dvou svazcích přímek. Ani 
tento druhý případ nemůže však nastatí; buď totiž {/?(«(>)} taková přímka 
z r, jež náleží jen jednomu z obou svazků. Snadno se vidí, že dosti 
malé okolí W přímky {/7(u0)} neobsahuje žádnou přímku druhého svazku. 
Průřez F s W byl by tedy obsažen ve svazku přímek; dle 211 byly by 

d ^ 
na př. pro u = u0

 ar- komplexy p>^j> Hn. závislé proti předpokladu. 

Můžeme ostatně také počtem zjistiti, že 5 je trs nebo pole ar. přímek. 
Zřejmě je totiž pro každé u 

o L ĚE 
S ~\P' du' dtfV 

dle 123 je tedy pouze třeba zjistiti, že každý ar. komplex z 5 je speciální, 
t. j. že 

i * Cnn n v „ d P n c d p d p n c n d * p n C Ě R ^ B n - t y t y ( 2 ispp = 0, Sp— = 0, S — ~r=0, Sp — = 0, o — — = 0, S — - — = 0. 
du du du du1 du du2 du1 du1 

Ježto r je rozvinutelná osnova, prvé tři rovnice (2) jsou jistě splněny 
(v. 210 (4)). Ježto 

F dli1 du[ydu) dudu 

du du2 2 du du du 
Č e c h , Projekt ivní diferenciální geometrie. I. 10 
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platí též čtvrtá a pátá rovnice (2). Dle (1) jest 

dpďp dp dpdp a n o —̂  — = a0 ¿P + 0 ~ 3 + (¡2 i> — —— = 0. du du3 du du du du du* 
Ježto 

s&pďp = ± í s dpd>p\_sdpcrp 
du2 dlí1 du 1 du dlí1) du du3' 

platí též poslední rovnice (2). 

214. B u d {z} p e v n ý b o d . B u ď C{x(u ) } (uv<a + 0, 6 — 0 » 

k ř i v k a t ř í d y r. P r o k a ž d é u z (a, 6> b u ď ^ zj + Oř > i s 0 U*1 i 

«u u3 d v ě r ů z n á č í s l a z < a , b), b u ď (x (Ui), x (ua), z) 4= 0r. M n o ž s t v í 
r s p o j n i c b o d u {z} s b o d y k ř i v k y C { * ( « ) } j e s t k u ž e l o v á 
o s n o v a t ř í d y r o v r c h o l u {z}- P r a v í m e , ž e r j e s t p r o m í t a c í 
k u ž e l o v á o s n o v a k ř i v k y C { x ( « ) } o v r c h o l u {z}-

Běží pouze o to, že množství ra ar. přímek p (u) (u v (a + 0, 
6 - 0 » , kde 

P = (XZ), 

jest ar. osnova třídy r. Zřejmě souřadnice ar. přímky p jsou funkce třídy r 
v (a, 6). Buď AaJ64=0s. Je-li 

Op = *>tp(U,) + X.2p(Z/.2) = X(U,) + X.,X(U.2), z), 

jest patrně (x(Ui), x(u3), z) — 0r. Podobně, když 

dp í dx \ 
0j> = X,p + X.2 — = |X, x + X.2 —, zj, 

jest zj = 0, Tedy dle předpokladu a dle 2 0 6 ra jest ar. osnova 

třídy r. 

K právě dokázanému teorému učiňme ještě tyto poznámky: . 
K d y ž C{X(« ) } je r o v i n n á k ř i v k a , j s o u h o ř e j š í p ř e d p o -

k l a d y o C{X(ÍZ)| s p l n ě n y , k d y ž r o v i n a i n c i d e n t n í s e v š e m i 
b o d y z C{X} n e n í i n c i d e n t n í s e {z}. 

K d y ž t e č n a k ř i v k y C { x ( « ) } v b o d ě {JC(U0)} n e n í i n c i d e n t n í 
s e {z}, j s o u hoře j š í p ř e d p o k l a d y s p l n ě n y , k d y ž m í s t o C{x(u)} 
u v a ž u j e m e p r ů ř e z t é t o k ř i v k y s d o s t i m a l ý m o k o l í m W 
b o d u {jc(«0>}-

Prvá poznámka je zřejmá. Abychom dokázali druhou poznámku, 

uvažme, že souřadnice ar. bodů x, ~|~ÍS0U spojité funkce u. Ježto pro u = u0 

jest (x — zj + 0,, existuje tedy e > 0 lakové, že [ j ^ ] , zj 4= 0„ 



147 

kdykoli uly u2 jsou v <u0 — e, u0 + «)• Pak je však též 

( * ( « , ) , X(B,), Z ) j p 0 r , 

kdykoli u„ u2 jsou v <u0 — £, u0 + £> a na př. ux < u2. Neboť dle věty 
o střední hodnotě existuje u3 v (uL + °> «a —.0> — tedy v <«0 — e, u0 + ř> 
takové, že 

215. B u d r { p ( u ) } ( u v < f l + 0, b — 0 > k u ž e l o v á o s n o v a t ř í d y r 
o v r c h o l u {z}. B u ď {£} p e v n á r o v i n a , n e i n c i d e n t n í s e {z}. 
M n o ž s t v í C p r ů s e č í k ů r o v i n y {§} s p ř í m k a m i o s n o v y r { p ( u ) } 
j e s t r o v i n n á k ř i v k a t ř í d y r• P r a v í m e , ž e C je p r ů s e k o s n o v y 
r{p(u)} s r o v i n o u {£}. 

Běží pouze o to, že množství Ca ar. bodů x(a) (u v (a + 0, b — 0>), 
kde x = (pš), jest ar. křivka třídy r Zřejmě souřadnice ar. bodu x jsou 
funkce třídy r v (a, b). Je-li pro nějaká uíf u2 z (a, b) 

jest dle 112 p (ux) + p (u2) ar. přímka incidentní s Je-li ^ p (u,) + 
+ k2p (u2) =t= 0P, je pak zřejmě každý ar. bod incidentní s A tp (ut) -)- k2p ( u2) 
incidentní s Tedy z jest pak incidentní s £; to však odporuje před-
pokladu. Je tedy nutně At p ( « , ) -j- Xtp (u2) = 0P, takže — — 0, ježto ar. 
komplexy p(ui), p(u2) jsou lin. nezávislé. Stejně vidíme, že kdykoli pro 
nějaké u z <a, b> 

jest Xl = X2 = 0. Tedy G, jest ar. křivka třídy r• 

216. Buď {z} p e v n ý bod; buď {£} p e v n á rov ina; buď 
B u ď t e C{x(u)} , C{>»(v)} d v ě r o v i n n é k ř i v k y t ř í d y r, j i c h ž 
v š e c k y b o d y j s o u i n c i d e n t n í s {£}. B u ď r {p(u)} (f{<7(v)}) pro-
m í t a c í k u ž e 1 o v á o s n o v a k ř i v k y C {Jt («)} (C ()> (v)}) o v r c h o 1 u {z}. 
K ř i v k y C{x(«)} , C ' y ( v ) } m ě j t e s p o l e č n ý b o d {*„}-= {x(u 0)} = 
= {j'(i;o)}. O s n o v y r{p(u)}, ^ { ^ ( v ) } m a j í v p ř í m c e {xoz} s -přím-
k o v ý (1 1) s t y k , k d y ž a j e n k d y ž k ř i v k y C{x(u)} , 
C{y(v)} m a j í v b o d ě {x0} s - b o d o v ý s t y k . 

Můžeme předpokládati, že 

(1) p = (xz),q = (yz). 

takže 

0» = X, x(a,) + X.2x(a.2) = (X,/7(a,) + X.2p(a.2), 4), 

X,x(u) + X.2 — = 0j, 

10* 
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Mají-li C { x } a C{y} s-bodový styk v {x0}, můžeme dle 178 předpo-
kládati, že 

(cťx) (day\ d° d° 

Dle (1) je pak 
(3) 

Tedy dle 178 a 2 0 8 mají r { p } a r{q} s-přímkový styk v {x 0z} . Obráceně 
mějte a s-přímkový styk v {xz,.}. Máme ukázati, že C{x) a 
C{y} mají s-bodový styk v {x0}- Ježto věc je zřejmá pro s = l , doka-
zujeme indukcí. Předpokládáme tedy již dokázáno, že C{x} a C{y} mají 
(s— l)-bodový styk v {x0}- Dle 178 můžeme předpokládati, že platí rovnice 
(2) až snad na tu, v níž a = s — 1 . Pak platí ty rovnice (3), v nichž 
O ^ a ^ s — 2. Ježto a f j g } mají s-přímkový styk v {x 0 z} , existují 
dle 179 čísla a0, b0 taková, že 

( í í ) - ( f f ) =«•(?) +».*«•>• l dva;c = ®0 l duaJu-=n, XduJ «=u. 

Dle (1) je tedy (zx'-) = 0P, kde 

((Ty) (dax dx t \ 
<4) x = T i I - h r r + «07- + ».* 

[dv^Jv-v, \dua du ) u=uo 

Ježto (zxO = 0^, z Oj, jest x' = Az- Dle (4) je však Sx'š = 0, tedy 
A5z$ = 0, takže i = 0 a x' = 06. Tedy dle (4) 

((Fy) (dax\ (dx\ t , , 

1S íJ .= fl° U . = „ + »•X ( H ' ) ' 

takže C { x } a C{y} mají v {x0} s-bodový styk dle 179. 

217. B u ď r p r o m í t a c í k u ž e l o v á o s n o v a k ř i v k y C { x ( « ) j 
o v r c h o l u {z}. B u ď {£} p e v n á r o v i n a n e i n c i d e n t n í s e {z}. B u ď 
O p r ů s e k T s {£}. P r a v í m e , ž e k ř i v k a C' j e p r ů m ě t k ř i v k y 
C{X(H)} S b o d u {z} do r o v i n y {£}. 

Rozvinutelná osnova asociovaná ke křivce. 

218. Buď C { x ( a ) } p o l o r e g u l á r n í k ř i v k a třídy M n o ž s t v í 
t e č e n {p(«)} k ř i v k y C{x(u)} je r o z v i n u t e l n á o s n o v a r { p ( u ) j 
t ř í d y r — 1 ; b o d {x(u)} j e b o d v r a t u o s n o v y r { p ( u ) } v p ř í m c e 
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{p(í/)}. P r a v í m e , ž e r o z v i n u t e l n á o s n o v a F { p ( u ) } j e s t a s o c i o -
v á n a k e k ř i v c e C{x(a ) } a p í š e m e 

r { p ( u ) } = A s s . C { x ( i í ) } . 

Dle 195 (1) můžeme předpokládati, že 

Odtud derivováním vychází 

du l dti1)' 

Kdyby pro u = u0 ar. komplexy p, ^ byly lín. závislé, byl by zřejmě 

pro ii = Uo ar. bod lín. závislý na x, tedy by bylo = 

Z definice poloregulární křivky vychází nyní snadno, že r {p («)} je osnova 

třídy r — 1 • Zřejmě ^ jest ar. přímka pro každé u. Tedy r je rozvinu-

telná osnova. 

219 . B u ď r {p(í/)} (a v <a + 0, 6 — 0)) r o z v i n u t e l n á o s n o v a 
t ř í d y r^L 2. N e c h f p r o ž á d n é u z (a, b) n e e x i s t u j e v l a s t n í ar. 

b o d i n c i d e n t n í s ar. k o m p l e x y p, 4 4 ; n e c h f p r o ž á d n o u 
F y' du du" 

v o l b u d v o u r ů z n ý c h č í s e l Ui, u8 n e e x i s t u j e v l a s t n í ar. b o d 

i n c i d e n t n í s ar. k o m p l e x y p (« i ) , p (u 2 ) , í ^ ) , . P a k 
IFLW U = U, \UUL« = U, 

m n o ž s t v í b o d ů v r a t u o s n o v y f { p ( u ) } j e s t k ř i v k a C{x (u ) } 
t ř í d y r — 1. 

Dle 210 pro každé u jest {p, svazek ar. přímek. Buď {x(u)}, 

¡Š(u)} resp. střed a základní rovina tohoto svazku. Pro určitost předpo-
kládejme, že 

(i) l [xw;p = su ( i ) ] a = i. 
¡ = 0 ť=0 

takže x a § jsou určeny až na znamení. Buď q (u) = Lze určití X = l (u) 

tak, že platí rovnice 120 (1), (2). Ukažme, že znamení při x(u) lze 
zvoliti tak, že * » ( « ) (/ = O, 1, 2, 3) jsou funkce třídy r — 1 v (a, b>. Dle (1) 
stačí zřejmě ukázati, že poměry x ( 0 ) : x m : x?): x(3) jsou funkce třídy r 
Buď Uo libovolné číslo z <o, 6). Ukažme na př., že, když (u0) + O, 
poměr x ( 1 ) :x í 0 ) má pro u = u0 spojitou ( r — l ) n i derivaci. J e - l i . ( u 0 ) ^ O , 
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vychází to z rovnice 
*(») p(03)g(0l) _p(01)g(03) 

jež plyne ze 1 2 0 (1); podobně, když Je-li §(2> (u0) = (u0) = 0, 
jest ! « ( u 0 ) 4 = 0 , nebof jinak by z relace Sxš = 0 plynulo buď (h0) = 0, 
t edy£ = Or, což je nemožné, nebo x (0) (a0) = O, proti předpokladu. Dle 1 2 0 
(1), (2) je tedy 

xw qw + p("> qm + p (i) y(Q») _ pm _ pm qm + p (») qm 
x-w — p(o*> qm _ pm qm 

xm 
takže i v tomto případě má ^ pro u — u0 spojitou (r— l ) c l derivaci. 

2 2 0 . B u ď C{x(u)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y 4. B u ď 

(1) r { p ( a ) } = AM.C{*(a)}, <5{S(u)} = Adj.C{x(u)}. 
P a k j e s t 
(2) r {p (u ) }=Ass .S { í (u ) } . 

Ježto r ^ 4 , jest ©{£(«)} poloregulární dle 2 0 2 ; tedy osnova Ass. © {£(*/)} 
je definována. Rovnice (2) vychází ihned ze 2 0 1 (2). 

221. B u ď t e C{x(í / )} , C{y(v)} p o l o r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y 
r ^ 2 o s p o l e č n é m b o d ě {jc (tf0)} = {y (Vo)}- Buď 

r {p (u)} = Ass. C { x (H)}, r {q(v)} = Ass. C {y (v)}. 

M a j í - l i k ř i v k y C{x(u)} , C{y(v ) } s - b o d o v ý (2 1) s t y k 
v {x(« 0 )} , m a j í o s n o v y r { p ( u ) } , F { ? ( v ) } (s— l ) - p ř í m k o v ý s t y k 
v ÍP("O)Í-

Můžeme předpokládati, že 

a (v. 178) 

ídax\ (cPy] , d" d° 

Dle (1) a (2) jest 

(3) m = m . (O < a < S —2) 
\dualu=:u0 \dvaJv=v0 - -

Dle (3), 178«a 2 0 8 mají r{p} a r{g) (s — l)-přímkový styk v {p(u0)}. 
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2 2 2 . B u ď t e C{x(u)} , C{^(v)} p o l o r e g u l á r n í t ř í d y r^>2 
o s p o l e č n é m b o d ě {x («<>)} = {^(vo)}- B u ď 

B u ď 2 B u ď 

(1) y0 = x0, yx=xu ...y,^ = *,_!, 

t a k ž e C{x} a C{y} m a j í s - b o d o v ý s t y k v {x0}- B u ď 

I' {p (u)} = Ass. C {x (II)}, r {q (v)} = Ass. C {y (v)}. 

K d y ž a j e n k d y ž 

(2) (*„ , x„ x.2, y,— x , ) = 0, 

mají o s n o v y r { p } a I {q} s - p ř í m k o v ý s tyk v{p(« 0 ) } . B u ď r ^ s + 1 ; 
r{p} a r{q) n e m o h o u m í t i ( s - | - l ) - p ř í m k o v ý s t y k v {p(ji0))t k d y ž 
C { x } a C{y\ m a j í p r á v ě s - b o d o v ý s t y k v {x0}. 

Buďte p, q dány opět výrazy 221 (1), takže platí rovnice 221 (3). 
Dle (1) a 221 (1) jest 

Dle 179 a 221 (3) mají tedy r{p} a s-přímkový styk v {p(í/0)}, 
když a jen když existují čísla taková, že 

(3) (x0, y,—x,) = \ , ( * O * I ) + M * . * Í ) -

Uvážíme-li, že ar. body x0, xh Xa jsou lín. nezávislé dle definice polo-
regulární křivky, vidíme snadno, že rovnici (3) je vyhověno, když a jen 
když 
(4) y,- x, = X0 x„ -f )., x , -t- X.2x2, 

což jest ekvivalentní s (2). 
Předpokládejme nyní, že platí (4), tedy 

(5) ( S S ) „ _ - ( £ S ) h = U o = M X 0 X i ) + X2(x0X.2) 

a hledejme, zda je možno, aby r{p) a í ^ } měly (s + l)-přímkový styk 
v (p(í/0)}. Buď nejprve Dle (5), 221 (3) a 179 pro (s + l)-přímkový 
styk osnov f j p } a v (p(u 0)} je nutné a stačí, aby bylo lze určiti 
čísla j t í a ^ tak, aby bylo 

(6 ) ( ¿ ¡ í ) , = .~~ ( r f ř ) „ = U o = 1 1 ( x ° x ' ) + v ( X o X i ) + ( s + t ) k i [ ( x ° * j ) + { x > X í ) ] -
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Dle (1) je však 

Dle (6) jest 

Dle (4) a (7) jest 

Porovnáním obdržíme A2 (x0 x3) = Or; avšak (JC0 Xi JC2) Oř, ježto C { x } 
je poloregulární, tedy A2 = 0. Avšak když ¿2 = 0, plyne z (1), (4) a 179, 
že C { x } a C{y} mají ( s - f l)-bodový styk v {x0}- Bud nyní s = 2. Dle {5} 
a 221 (3) jest 

(8) q(v0)=p(u0), = + =M*.*.) + (*i+0(*.*i)-

Jest A 2 - f - l= | z0 , ježto ar. přímky ^(v0) a í ^ ) jsou lín. nezávislé. Po-
, v \UV) t? = í0 
lozme 

takže r{q(v)} = r{gi(vi)}. Dle (8) a (9) jest 

( .o i ^ r C ř u L * ; 

Dle (10) a 179 mají F { g ( v ) } a r{p(u)} trojpřímkový styk v {/?(u0)}, 
když a jen když existují čísla ^ a ^ taková, že 

O L * - * + v -

čili dle (8) a (9), když a jen když existují čísla p, v taková, že 

Důkaz nyní pokračuje stejně jako v případě 
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Styk průmdtů křivek. 

2 2 3 . B u d C{xi (u)} p r ů m ě t k ř i v k y C{x(u)} s b o d u {z) d o 
r o v i n y {£}. B o d {xi(í/0)} j e s t i n f l e x n í b o d k ř i v k y C{x i (u ) } , k d y ž 
a j e n k d y ž b o d {z} j e s t i n c i d e n t n i s o s k u l a č n í r o v i n o u 
k ř i v k y C{x( í / ) } v b o d ě {x(í/0)}, t e d y z e j m é n a (v. 1 9 6 ) t e h d y , 
k d y ž b o d {x(u 0)} j e s t i n f l e x n í p r o C{x(u)} . 

Zřejmě můžeme předpokládati, že 

(n x,{u) = Szí.x(u) — Six(u) .z, 

z čehož vychází snadno 

I dx, dlx, \ „ . f dx d2x \ 

Ježto Sz£=t=0 (v. 217), stačí ukázati, že (*i = k d y ž 

3 když ( * f ^ H " Je
 zřeJ'mé' ž e k d y ž 

tedy ( x . f ^ z j ^ & í + O. 

2 2 4 . B u ď C{x(u)} r e g u l á r n í k ř i v k a t ř í d y r ^ 2 . B u ď {£} 
1 

o s k u l a č n í r o v i n a k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x(u0)}- B u ď t e C{x (u ) } , 
2 

C { x ( u ) } p r ů m ě t y k ř i v k y C { x ( « ) } do {§} s e d v o u r ů z n ý c h b o d ů : 
1 a 

{zi}, {z2} d o r o v i n y {£}, t a k ž e {x(Í/0)} = }X(ÍÍ0)} = 0. K ř i v k y 
1 s 

C{x(ui ) } , C{x(w 8 )} m a j í v {x(« 0 )} t r o j b o d o v ý s t y k . B u ď r ^ 3 ; 
k d y ž a j e n k d y ž s p o j n i c e t e č n y k ř i v k y C{x( í / ) } v b o d ě {x(u 0 )} 

1 a 
a b o d u {zi} o b s a h u j e b o d {zá}, m a j í C{x} a C{x} v {x(u 0 )} č t y ř -
b o d o v ý s t y k . B u í k d y ž a j e n k d y ž b o d y {zi}, {z8}, | x ( u 0 ) } 

1 a 
j s o u l in . z á v i s l é , m a j í C{x} a C{x} v {x(« 0)} p ě t i b o d o v ý s t y k . 

1 a 
B u ď r ^ 5 ; k ř i v k y C{x} a C j x } n e m o h o u mi t i v {x(« 0 ) } š e s t i -
b o d o v ý s t y k . 

Buď 

(dax) í d° \ 

takže (x 0XiXaX s) + 0 a š = (x0xi'xa) . Ježto Sz.-š + O ( / = 1 , 2), můžeme 
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položiti 
(2) Zf = X0 X0 + X, X, + X.2X.2 + x}, ( / = 1, 2) 

takže můžeme zvoliti (v. 2 2 3 (1)) 

i 

(3) x (a) = (x„ x{ x.2 x3) x — (x„ x, x.2 x) z,, (/ = 1, 2) 

Z (1) a (3) vychází 
(dax\ íď*x\ 

(a = 0, 1, 2) 

Dle (4) mají C {JC} a C{x} trojbodový styk v {x0}. Dle (4) a 179 mají 
1 2 

křivky C { x } a C { x } v bodě {x0}: 1° čtyřbodový styk, když a jen když 
existují čísla a0, b0 taková, že 

2 1 
(d* (x — x)\ 

(5) [—^—j (X0 x, x.2 x3) (a0 x, + b0 x0); 

2° pětibodový styk, když a jen když mimo to existují čísla aíy bt taková, že 

a i 

(6) du* X| * 2 [ 4 f l " Xí + (fl> + 46» ) *< + ' 

3° šestibodový styk, když a jen když mimo to existují čísla a3 , b* taková, že 

a i i 
íd» 

(7> 
fds (x — x>\ í(Px\ 

— = I O a ° b ^ + (x0x,x4x3) [5(a, + 2ů„)x.2 + (o2 + 56,)x, + x0]. V au® J u—uq \du3)u=«o 

Dle (1), (2) a (3) je však 

a i 
f(P(x—x)\ a i a t s i 
l—ďu3—j«-U o = ~~ X)x.2x;)) l().0 - X0)x0 + ()., — X,)x, + (X.2- X.2)x.2]. 

Porovnáním s (5) vidíme, že čtyřbodový styk nastane — v souhlase 

i a 
s theorémem— když a jen když A2 = Aa, a že pak 

a i a i 
(8) fl„ = —(X, —X,), b0 = — (X0 — X0). 

Když ¿, = 1,, vychází z (1), (2) a (3) 

2 1 
(d*(X—X)\ 3 1 2 1 
[ — ^ — J u = B o = - x-ix*) [()-o - K)x0 + (X, - X.) X,]. 
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Porovnáním s (6) vidíme, že pětibodový styk nastane — v souhlase 
x a i a 

s theorémem — když a jen když Aa = i a , Aj = a že pak 

(9 ) a0 — 0, a , + 4Ď0 - = 0. 

i a i a 
Když = Aa, = vychází z (2) a (3) 

2 1 
f(P (x — x)\ í 1 

(10) [ dU> _ <Xl,X' x*x>} (}-o-Xo)Xo-

Kdyby nastal šestibodový styk, bylo by lze dle (7) a (9) určiti a*, bt 
tak, aby 

8 1 
¡¿i (x — X)\ 

[ — — j u - v ^ r x ' i X : , ) 1 0 6 0 X 2 + ( A i t 5 b [ ) ~ ft'2Xo1' 

Dle (10) bylo by pak, ježto (x„ Xi x a ) 4= 0 r : b0 = 0, t. j. dle (8) bylo by h = i 
i a 

( / = 0 , 1, 2), t e d y z = z ; to je nemožné, když body {z t}, {z2} jsou různé. 

2 2 5 . B u ď t e C{x (u ) } , C{y(v ) } d v ě k ř i v k y t ř í d y r, m a j í c í v e 
s p o l e č n é m b o d ě {X(ÍÍ0)} = {y (v0)} p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ S s t y k . 
B u ď {z} p e v n ý b o d ; b u ď {£} p e v n á r o v i n a ; b u ď S z š + O. 
B u ď t e C{x'(«)} , C{y' (v)} p r ů m ě t y k ř i v e k C{x(u)} , C{y (v ) } s b o d u 
{z} d o r o v i n y {£}. C{x ' (u)} a C{y'(v)} m a j í v {x'(«0)} s - b o d o v ý 
s t y k . E x i s t u j e r o v i n a {£}, j e ž j e t e č n o u r o v i n o u v {x(u 0 )} • P f o 
k ř i v k u C{x(tf )} i p r o k ř i v k u C{y(v)} , a j e ž má t u t o v l a s t n o s t : 
K d y ž a j e n k d y ž b o d {z} j e s t i n c i d e n t n í s e {£}, m a j í k ř i v k y 
C{x ' (« ) } a C { / ( v ) } ( s + l ) - b o d o v ý s t y k v {x'(«„)}• P r a v í m e , že {£} 
j e s t r o v i n a ( s - f - l ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k C { x ( u ) } a C [ y ( v ) } 
v b o d ě {x(í/o)}-

B u ď 

(dax\ (day\ ( d" d" \ 

J e - l i 
(1) xa = ya, (O^a^s-l) 

j e s t 
(2) {£} = A d j . { x 0 , x l , y , - x s } . 

Dle 178 můžeme předpokládati, že platí (1). Jako ve 2 2 3 , buď 

x'(u) = x(u)Sz4 — zSx(u)l, 
{i> y' (v) = y (v) Sz í — zSy (v) 
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Z (1) a (3) plyne, že 

<4> ( T Í ) = Í T Í ) = * a S z í - 2 S x a í . 
\dva)v = «0 \dua) u = u„ 

Dle 178 mají tedy vždy C{JC'} a C { / } s-bodový styk v {*'(«<>)}. Dle 
(4) a 179 mají C{JC'} a C { ý ) l)-bodový styk v {X'(«0)}, když a jen 
když existují čísla a9, b0 taková, že 

(5) ( ~ ) - ( 4 4 ) = (flo X, + b0 x0) Sz i - z S (a„ x, + ť>„ x0) 
\ av Jv=vQ \ au ) u= ?«0 

Dle (3) je však 

( S L „ r O , 
Je tedy pro (s + l)-bodový styk křivek C{x'} a C{ý} v bodě {x'(u0)} 
nutná a postačující existence čísel o0, b0 takových, že 

(6) (y, — xs — fl0x, - ů„x0) SzZ = zS(y,— xí — a<1x, — ft0x0) l 

Ježto jest ar. bod nalevo v (6) vlastní; neboť jinak by měly 
dle (1) a dle 179 C{JC} a C{y} proti předpokladu ( s + l)-bodový styk 
v {x0}- Je tedy napravo koeficient při z-1= 0, takže 

(7) [z] = — x, — a„ x, — b0 x„}, 

což zřejmě praví, že {z} jest incidentní s rovinou (2). Naopak, když {z} 
je incidentní s (£), lze vyhověti rovnici (7), zřejmě ekvivalentní s (6); 
neboť jinak by bylo (x0 Xi z) = 0r a nemohli bychom mluviti o průmětu 
křivky C{x} s bodu {z} (v. 214 a 217). Platí-li (7), můžeme zřejmě bez 
újmy obecnosti předpokládati, že 

(8) z = y,-xa- — ¿>„x„. 

2 2 6 . B u ď {x0} = {x(u0)} b o d k ř i v k y C { x ( u ) } t ř í d y r. Buď 
1 a Ir 

C = C[PT, Pt • • • Pr] a l g e b r a i c k á k ř i v k a , j e ž o b s a h u j e {*„} j a k o 
n e s i n g u l á r n í b o d a má v {x0} p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ s ^ r ) s t y k 
s C{*(«)} . B u ďPT r o v i n o v á f o r m a o t ě c h t o t ř e c h v l a s t n o s t e c h : 

1 8 k 

1° Pr j e s t 1 in. z á v i s l á na Pr, Pr... PT v z h l e d e m k {*„}; 2° PT a 
C{X(H)} m a j í v {x0} ( s + L ) - b o d o v ý s t y k ; 3° e x i s t u j e a s p o ň 
j e d e n ar. b o d X, j e h o ž p o l á r a [P r ; X] v z h l e d e m k Pr n e n í 
i n c i d e n t n í s {*<>}• P a k m n o ž s t v í ar. b o d ů z, j i c h ž p o l á r y 
[Pr',z] v z h l e d e m k A j s o u i n c i d e n t n í s {x0}, j e s t p o l e ar. b o d ů 



157 

a d j u n g o v a n é k r o v i n ě (s-f- l ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v k y C{x (u ) } 
a a l g e b r a i c k é k ř i v k y C" v b o d ě {x0}-

Buď C{y(v)} křivka, jež splyne s C" v okolí bodu {x0} = (y(v0)}- Buď 

£ * S. ň 

Ježto C { x ( « ) } a C{y(v)} mají s-bodový styk v {x0}. můžeme před-
pokládal, že 
(1) Xa = )>a. (O^als 1) 

Dle 2 2 5 máme ukázati, že 
(2) 5 [Pr; z] x0 = 0, 

když a jen když z náleží do {x0, x^y. — x.}. Množství S ar. bodů splňu-
jících (2) je zřejmě lin. systém. Dle třetí vlastnosti nadrovinové formy PT 

dimense 5 jest ^ 2. Dle 175 a dle druhé vlastnosti formy Pr ar. body 
x 0 a Xi náležejí do 5. Zbývá tedy pouze ukázati, že také y, — x, náleží 
do S, t. j . že 

(3) S r p , ; y , - x . ] x „ = 0. 

Dle prvé vlastnosti formy Pr jest identicky 
SPry (v) = o, 

zejména tedy 

Dle druhé vlastnosti formy Pr je však 

( 5 , t£;SP'xíu\ 
mimo to jest dle (1) 

= 0 ; 
II —Uo 

(6) H^-SPry (v)l -\~SPrX(U)\ =s{pr;ya-xs\x„. 
L av Je = »b Laa JM=UO 

Ze (4), (5) a (6) následuje (3). 

2 2 7 . B u ď t e C{x(u)} , C{y(v)} d v ě k ř i v k y t ř í d y r ^ 3 m a j í c í v e 
s p o l e č n é m b o d ě {x(« 0 )} = (y(vo)} p r á v ě s - b o d o v ý (2<Ls<Lr — 1) 
s t y k . B u ď {z} p e v n ý b o d ; buď {§) p e v n á r o v i n a ; buď Szš =1=0. 
B u ď t e C{x'(u)} , C { / ( v ) } p r ů m ě t y k ř i v e k C{x(u)} , C{y(v)}, 
s b o d u {z} d o r o v i n y {£}. R o v i n a ( s -j- l ) - b o d o v é h o s t y k u 
k ř i v e k C{x(u)} , C{y(v ) } v b o d ě {x(u0)} n e b u ď o s k u l a č n í r o v i n o u 
k ř i v k y C { x ( u ) } v b o d ě {x («<>)}• E x i s t u j e ř a d a b o d o v á S, j e ž 
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o b s a h u j e {JC(«0)} a má t u t o v l a s t n o s t : K d y ž a j e n k d y ž {2} 
n á l e ž í d o S, m a j í k ř i v k y C{x'(u)} a C { / ( v ) } (s + 2 ) - b o d o v ý 
s t y k v (u0)}- P ř í m k a s o u m í s t n á s S n a z ý v á s e p ř í m k o u (s - ( -2) -
b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k C{x(«)} a C[y(v)} v b o d ě {jc(u0)j- B u ď 

ídax) I day\ d0 d° 

J e - l i 
d" d° 

(1) Xa = ya, !;— = —=!) 

j e s t 
(2) 5 = {x0, (*„, x„ - x,, y,+1 - x,+1 ) x, + (s + I) (*., x„ x,, y,- x.) (y, - x,)}. 

Užijme předpokladů a označení z 225 . Aby C{x'(u)} a C{j>'(v)} 
měly v {JC(«O)} (s + 2 ) - b o d o v ý styk, musí míti v tomto bodě (s + 1)-
bodový styk; dle 2 2 5 (8) můžeme tedy předpokládati, že 

(3) z=y,— x,— a„x,— b„x0. 

Platí pak rovnice 2 2 5 ( 4 ) a (5), takže dle 179 C{x'(u)} a C { / ( v ) } mají 
v {x'(«o)} (s + 2)-bodový styk, když a jen když existují čísla ai, bi 
taková, že 

(4) U^1],»«. \du' + 1}u = ua~ 

= [(s + 1)(flox.2 + b„x,) -+ a, x, + ¿>, x0] Sz4 - zS [(s + 1) (a0x.2 + b0x,) + a, x, + bt x„] 4. 

Dle 2 2 5 (3) je však 
/rfs+1y"\ /<f+1x'| 
te^L* - fc+Vu^=»- w - z S ~ x >+> ] 1 

Srovnáním obdržíme podmínku 

(5) XSzí — zSX 4 = 0, 
kde 
(6) x = yt+1 — xJ+1 — ( s+ i x a^ j + ftoX,) — a,x, — ů,x0. 

Rovnice (5) je splněna, když a jen když {A) = {z}; zřejmě je však 
při vhodné volbě čísel o1( bi {X} = {z}, když a jen když 

(X01 x „ z , X) = 0, 

což se dá psáti dle (3) a (6) 

<7) (*<>. * i . y. - x,, y í + 1 - x í + j — (s + i ) a0 x.2) = 0. 

Ježto dle předpokladu rovina (s -j- 1)-bodového styku křivek C{x} 
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a C{y} v {x(u0)} není oskulační rovinou pro C{x} v {x(w0)}, jest dle 2 2 5 
(x0, Xi, Xi, y , — x») 4= 0. Ze (7) obdržíme tedy 

i (*«.*i, y , - * 4 . y , + 1 — *,+ 1 ) 
(8) a„ = — 

(S-j-1) (x„, x„ x2, >-j — xs) 

Ze (3) a (8) vychází, že C{x'} a C{y'} mají v jx'(u0)} (s + 2)-bodový 
styk, když a jen když {z} náleží do řady bodové S, určené ve (2), čímž 
teorém je dokázán. 

Ježto ar. body x0, Xi, x2, y, — x, jsou lin. nezávislé, můžeme položití 

(9) y,+Í - + j = \ *« + * i x. + h + h (y, - *,)• 

Z (9) se snadno nalezne, že 

(x0, x2, ya xs, (x0, x1( x.2, y3+1 

(1U) A > = , —- , 
íx0> x„ x2, y, - xa) (x0, x„ x.2> ya — xa) 

Mají-li průměty (s -j- 2)-bodový styk, existuje l takové, že X = X z , jak 
jsme výše viděli. Dle (3) a (6) je tedy 

y,+1 - x,+1 = >> (y, - x, - a„x, - 60 x0) + (s + 1) (a0 x2 + bn x,) + a, x, + 6, x0. 

Porovnáním s (9) vychází 

X, = — a0X + (s + l)b0 + a„ X3 = X. 

Jest tedy c t určeno rovnicí 

(11) (s + 1) -f a( = X, -)- a0X3, 

při čemž hodnoty a0, ¿i, ¿3» jsou udány v (8) a (10). 

228. B u ď t e C{x(«)} , C{y(v)} d v ě k ř i v k y t ř í d y 3 m a j í c í v e 
s p o l e č n é m b o d ě {x(u 0)} = {y(v0)} p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ s ^ r — 1 ) 
s t y k . Buď {z} p e v n ý b o d ; buď {£} p e v n á r o v i n a ; b u ď Sz% 0. 
B u ď t e C{x'(u)}, C{y'(v)} p r ů m ě t y k ř i v e k C{x(«)} , C { y ( v ) } s b o d u 
{z} do r o v i n y {£}. R o v i n a {£} (s -f l ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k 
C{x(u)}, C{y(v)} v b o d ě (x(a0)} buď o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y 
C{x(íf)} v t o m t o b o d ě . J e - l i {z} i n c i d e n t n i s {£}, m a j í k ř i v k y 
C{x'(w)}> C{y'(v)} b u ď 1° p r á v ě (s-f- l ) - b o d o v ý , n e b o ť 2° (s + 2)-
b o d o v ý s t y k . K t e r ý z o b o u p ř í p a d ů n a s t a n e , n e z á v i s í na 
tom, j a k z v o l í m e z v Adj. {£}. B u ď 
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J e - l i 

(1) Xa = y<x> ( 0 ^ a < s - l ) 

n a s t a n e p ř í p a d 2°, k d y ž a j e n k d y ž 
(2) (*,..*i.y,-*^y.+1-*,+1)=o. 

Postupujíce jako ve 2 2 7 obdržíme opět pro ( s -j- 2)-bodový styk 
průmětů rovnici 2 2 7 (7), jež v našem případě redukuje se na (2). 

2 2 9 . B u ď t e C{x(w)}, C{y(v)} d v ě k ř i v k y t ř í d y r^>5, m a j í c í 
v e s p o l e č n é m b o d ě {x(uo)} = {y(v0)} p r á v ě s - b o d o v ý ( 3 ^ s < g r — 2) 
s t y k . B u ď {z} p e v n ý b o d ; buď {£} p e v n á r o v i n a ; b u ď Szš=t=0. 
B u ď t e C{x'(u)}, C{y'(v)} p r ů m ě t y k ř i v e k C{x(w)}, C{y(v)} s b o d u 
{z} d o r o v i n y {£}. R o v i n a ( s - ) - l ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k 
C{x(u)} , C{y(v)} v b o d ě {x(u0)} n e b u ď o s k u l a č n í r o v i n o u k ř i v k y 
C { x ( u ) } v b o d ě {x(íío)j- E x i s t u j e j e d e n a j e n j e d e n b o d {z0} 
t a k o v ý , ž e C{(x'(u)} a C{y'(i>)} m a j í ( s - j - 3 ) - b o d o v ý s t y k v {x'(«0)}. 
T e n t o b o d {z0} n a z ý v á s e b o d ( s - f 3 ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k 
C { x ( « ) } a C{y(v)} v b o d ě {x(u0)}. Buď 

ídax) fday) ď d» 

J e - l i 
(1) *«.=*«• ( O < « Š * - > ) 

j e s t {z0} b o d ( s - f 3 ) - b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k C{xj a C{yJ 
v {x(a0)j. k d y ž 

za = (x0, x„ x2, ys-xs)J (ya-x3) + ^- j - (x„, x„ x.2> ya -x,) (x0, x„ya-xa, yi+1 - x , -f 

+ (Xu, x„y—xa,y,+1-x,+1) [2 (x0, x„ x.2IyJ+1-xJ+1)-r(s-r l) (x„, x„ x3, y,-xj]— 

2 
(2) - (*u. ** y, - *,) [(*»• ** y, - xa, y„rl - xa+l) -+-

+ f^Ti *" y> ~ *>' ~ 

Podržme předpoklady a označení z 2 2 5 a 227 . Zejména tedy nechť 
platí rovnice 2 2 5 (4), (5) a 2 2 7 (4), takže dle 179 mají C{x'} a C { / } 
( s -f- 3)-bodový styk v {x'(«o)}> když a jen když 

= [(S + 2) (atíx3 + boXl) + (s + 2) (a,x2 + 6.x,) + a2x, + Ď2xJ Szí-

~ ZS [(* t Í (a° *3 + b"Xl) + (S + 2) (fllXi + b> X'} + "lXx + '"J 1 
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Dle 2 2 5 (3) je však 

Srovnáním obdržíme podmínku 

(3) KSz4-zSKÍ = 0, 
kde 

(4) V = y J + a - x J + 3 - (S + 2J (a0 x3 + b0 x.2) — (s + 2) (a, x.2 + x,) — (a.2x, + b.tx0). 

Rovníce (3) je splněna, když a jen když {Y} = {z}; zřejmě je však pří 
vhodné volbě čísel a3, { r ) — {z}, když a jen když 

(x0, x,, z, V) = 0, 

což se dá psáti dle (4) a 2 2 7 (3) 

(5) (x0, x , ,y,~ xt,ya+2-xs+2- + 2 j a0x,-(s + 2) + *.2j = 0. 

Ježto ar. body _x0. xt, xa, ya— x, jsou lín. nezávislé, můžeme psáti 

X3 = C„X0 -r C,x, 4- CjX2 + CS0>4— Xj , 
(6) 

y,+2 - + 8 = ^ x0 + (L, x, + lij x.2 + (J-3 ( y , - X , ) ; 

snadno se nalezne, že 

(xn, x,,Xj,y3 — xa) (x0, x,, yt xa, — 

í — (x0) x„ x.2,y,— xs)' (x„, x,,x2, y,-x,) 

Dosadíme-li z (6) do (5), obdržíme 

(8) ^ - (S + 2) a" c * ~ ( s + 2) (fl> + ^Y^6 » ) = 

To jest podmínka pro ( s + 3)-bodový styk průmětů; ovšem a0, fli nejsou 
libovolné, nýbrž jsou určeny rovnicemi 2 2 7 (8) a (11). Eliminujíce a t z (8) 
a 2 2 7 (11), obdržíme snadno 

O) bu = a9ci + s -^- i (X1 + a o X , ) - ( s + i ) 2 ( s + 2 ) f l l . 

Bod (s -j- 3)-bodového styku křivek C{x} a C{y} v bodě {x(tf0)} í e tedy 
{y,— x, — aoXi — boX0}, kde a0, b0 jsou určeny rovnicemi (9) a 2 2 7 (8 ) 
Dosadíme-li do (9) za K, ¿3 ze (7) a 2 2 7 (10), obdržíme ko-
nečně (2). 

Č e c h , Piojektivnf diferenciální geometrie. 1. 11 
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Oblasti a obory. 

2 3 0 . Buď m opět libovolné. M n o ž s t v í M ar. b o d ů n a z ý v á s e 
o h r a n i č e n é , e x i s t u j e - l i k l a d n é č í s l o A t a k o v é , ž e | x ( ť l | < j 4 
p r o k a ž d ý ar. b o d x z M. 

M n o ž s t v í M ar. b o d ů n a z ý v á s e o t e v ř e n é , o b s a h u j e - l i 
a s p o ň j e d e n ar. b o d a l z e - l i ke k a ž d é m u ar. b o d u x z M udat i 
o k o l í Vx o b s a ž e n é v M. Zřejmě otevřené množství ar. bodů obsahuje 
nekonečně mnoho ar. bodů. 

P r a v í m e , ž e m n o ž s t v í M ar. b o d ů l z e r o z l o ž i t í v e d v ě 
m n o ž s t v í a M2, k d y ž : 1° jak M l f t a k M2 o b s a h u j e a s p o ň 
j e d e n ar. b o d , 2° Mi a M2 j s o u o b s a ž e n y v M, 3° a M2 ne-
m a j í s p o l e č n ý c h ar. b o d ů , 4° k a ž d ý ar. b o d z M n á l e ž í b u ď 
d o Ml n e b o d o Afa. 

M n o ž s t v í ar. b o d ů n a z ý v á s e o b l a s t , k d y ž : 1° j e s t o h r a -
n i č e n é , 2° j e s t o t e v ř e n é , 3° n e d á s e r o z l o ž i t í v e d v ě o t e v ř e n á 
m n o ž s t v í . Oblasti označujeme obvykle O, O u O' atd. 

231 . O k o l í ar. b o d u j e s t o b l a s t . 
Buď V okolí ar. bodu x určené číslem e. Zřejmě V jest ohraničené 

otevřené množství. Předpokládejme, že by bylo lze rozložití V ve dvě 
otevřená množství Vu V2. Nechť x náleží na př. do Vi- Ježto Vi jest 
otevřené množství, okolí ar. bodu x určené číslem rj jest obsaženo ve 
Vi, když rj je dosti malé; buď t)0 horní hranice množství t a k o v ý c h ?j; 
zřejmě jest 0 < tj0 < e. Buď e > Wj > co2 > . . . a„ > . . . a «„ Ježto 

> TJO. obsahuje okolí ar. bodu x určené číslem an aspoň jeden ar. bod 
z V2; bud yn takový ar. bod. Můžeme předpokládati, že posloupnosti 
W'> y P ' • • • y • • • (/ = 0, 1 . . . m) mají limity — jinak bychom vybrali 
částečnou posloupnost. Buď tedy -s-z<ť). Ar. bod z náleží do V a jest 
patrně 

(1) ¡ Z ( ť ) - * ( ť ) |^o - (1=0, 1 ... 771) 

Z definice tj0 a z (1) vychází ihned, že v každém okolí ar. bodu z 

jsou ar. body z Vi; nenáleží tedy z do V2, neboť V2 jest otevřené množství. 
Na druhé straně kterékoli okolí ar. bodu z obsahuje yn, je-li n dosti 
veliké; nenáleží tedy z ani do W To je spor, neboť z náleží do V. 

2 3 2 . Buď O o h r a n i č e n é o t e v ř e n é m n o ž s t v í . O j e s t ob las t , 
k d y ž a j e n k d y ž k e k a ž d é m u p á r u x, y ar. b o d ů z O l z e 
u d a t i k o n e č n ý p o č e t ar. b o d ů Xi, x2 • • • jcn-i z O t a k , že , k 1 a-
d e m e - l i x0 = x, x„=y, e x i s t u j e p r o a = 0, 1 ...n — 1 o k o l í Va 

ar. b o d u xa o b s a ž e n é v O a o b s a h u j í c í x a+i-

Ukažme nejprve, že podmínka jest nutná: že totiž, není-li splněna, 
lze rozložití O ve dvě otevřená množství Ox a Oa. Buď x, y takový pár 
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ar. bodů z O, pro nějž podmínka splněna není. Buď Ot (03) množství 
takových ar. bodů z z O, že podmínka jest (není) splněna pro pár x, z. 
Oi (Oá) obsahuje aspoň jeden ar. bod, totiž x(y)- Zřejmě O t a 03 jsou 
otevřená množství. Tedy O není oblast. 

Ukažme za druhé, že podmínka stačí. Kdyby tomu tak nebylo, bylo 
by lze — i když podmínka je splněna pro každý pár x, y ar. bodů z O 
— rozložití O ve dvě otevřená množství Ox a 02. Zvolme x v Ou y v Oa, 
určeme dle podmínky ar. body Xl, x3 •. • x„- i a položme x 0 = x, Xn-y-
Zřejmě existuje takový index a, že X a náleží do Oj a x a + 1 do Oa. Buď Va 

okolí ar. bodu X a obsažené v O a obsahující jta+i. Buď V (V') průřez 
množství Va a Oi(Oa)- Zřejmě V (V") obsahuje aspoň jeden ar. bod, totiž 
x a ( x a + i ) ; zřejmě V a V" jsou otevřená množství. Lze tedy V rozložili 
ve dvě otevřená množství V a V". To je však nemožné dle 231 . 

2 3 3 . B u ď O o b l a s t . Ar. b o d x n a z ý v á s e o k r a j o v ý ar. b o d 
o b l a s t i O, k d y ž : 1° x n e n á l e ž í d o O, 2° k a ž d é o k o l í ar. b o d u x 
o b s a h u j e ar. b o d y z O. M n o ž s t v í v š e c h o k r a j o v ý c h ar. b o d ů 
o b l a s t i O n a z ý v á s e o k r a j o b l a s t i O. O k r a j o b l a s t i O ob-
s a h u j e n e k o n e č n ě m n o h o ar. b o d ů . M n o ž s t v í t ě c h ar. b o d ů , 
j e ž n á l e ž e j í b u ď d o o b l a s t i O n e b o d o o k r a j e o b l a s t i O, na-
z ý v á s e o b o r u r č e n ý o b l a s t i O; o z n a č e n í [O]. 

Že okraj oblasti O obsahuje nekonečně mnoho ar. bodů, dokáže se 
velmi snadno. Buď y ar. bod z O, buď s > 0 číslo určující okolí ar. bodu y 
obsažené v O. Pak ar. bod 

náleží do O, kdykoli a e" jsou v <—£ + 0, e — 0>. Zvolme e' jakkoli 
v <—£ + 0; e — 0>; buď cp(e') horní hranice množství takových «", že 
ar. bod (1) náleží do O. Zřejmě 

jest okrajový ar. bod oblasti O. 

Funkce třídy r. 

2 3 4 . B u ď O o b l a s t . B u ď y ( u 0 , «i • • • um) f u n k c e d e f i n o v a n á , 
k d y k o 1 i ar. b o d |í/0, Ui • . . um\t n á l e ž í d o O. P r a v í m e , ž e (p je 
t ř í d y 0 v O, j e - l i s p o j i t á v k a ž d é m ar. b o d ě z O. P r a v í m e , ž e 
(f je t ř í d y 1 ( t ř í d y oo) v O, má-l i v k a ž d é m ar. b o d ě z O 
v š e c k y p a r c i á l n í d e r i v a c e ř á d u ( v š e c k y p a r c i á l n í d e r i -
v a c e ) a j s o u - l i t y t o p a r c i á l n í d e r i v a c e t ř í d y 0 v O. 

li* 
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Připomeňme si, že při platí věta o záměnnosti pořádku deri-
vováni, ježto derivace, jichž existenci předpokládáme, jsou spojité. Zřejmě 
každá derivace řádu s ( l ^ s ^ r ) funkce třídy r v O jest funkce třídy 
r — s v O. 

2 3 5 . B u ď [O] o b o r u r č e n ý o b l a s t í O. B u ď y ( w 0 , Ui.. • un) 
f u n k c e d e f i n o v a n á , k d y k o l i ar. b o d |u0, u x . . . um\i n á l e ž í d o 
[O]. P r a v í m e , ž e </> j e t ř í d y 0 v [O], je-l i s p o j i t á v k a ž d é m ar. 
b o d ě z [O]. P r a v í m e , ž e <p j e t ř í d y r ^ l ( t ř í d y oo) v [O], k d y ž : 
1° <p j e t ř í d y r ( t ř í d y oo) v O, 2° k e k a ž d é m u o k r a j o v é m u ar. 
b o d u x o b l a s t i O l z e u r č i t i o k o l í V a f u n k c i ip(u0, Ui • •• um) 
t ř í d y r ( t ř í d y oo) v e V tak, ž e (p(u0, Ui • •. un) = ip (u0, Ui •. • um), 
k d y k o l i ar. b o d |u0> «i • • • um\b n á l e ž í d o p r ů ř e z u m n o ž s t v í 
[O] a V. Z a d e r i v a c i 

a"? 
" (a = a0 +a , + . . .+am^r) durdil?1... 3uma^ 

f u n k c e <p v ar. b o d ě x p o v a ž u j e m e pak p ř í s l u š n o u d e r i v a c i 

^u0aoaa^a,... 3uma" 

v t o m t o ar. b o d ě . 
Snadno se vidí, že k definici derivací funkce <p v okrajovém ar. 

bodě x jsme oprávněni, že totiž, má-li funkce ip (u0, Ui • • • un), vzhledem 
k a r . bodu x touž vlastnost jako ip (u0, Ui • • • um), jest pro u0 = x'^, 
Ux = •••Um — xW 

(1) *** _ 
3U^3U^... 3una*> du^du^... 3í/ma™ 

Obě strany rovnice (1) jsou totiž funkce třídy 0 ve V*), ježto ^ a ^ / j s o u 
třídy r ve V"; mimo to, když ar. bod | u0, Ui • • • um |» jest v průřezu 
množství O a V, platí (1), neboť obě strany jsou pak zřejmě rovny 

wi _ a <p 

3Uaa°3Uiai.. . 31/ 
1 2 

Ježto však x je okrajový ar. bod oblasti O, existují posloupnosti u0, u 0 . . . ; 
1 S 1 a n n n 

«i> «i • • •; um, Um- - • takové, že 1° ar. bod |u 0 , uL • • • un\b (n= 1 , 2 . . . ) 
n n n 

náleží do průřezu Ks O, takže (1) platí pro u0 = u0, Ui = u l t . . . um = um, 

*) Zřejmě můžeme předpokládat), že 4/ a <|< jsou definovány v témž okolí V 
ar. bodu. x. 
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2° lim H ^ J C « (Í = 0, 1 . . . m). Ježto if> a i/> jsou třídy 0 ve V, vídíme 
,'t 30 

přechodem k limitě, že ( l ) platí též v ar. bodě x. Týž úsudek ukazuje, 
že rovnost 

3a<p 

^u0ao^^la,... auraa™ — 3u0a°3u,ai... 3uma"> 

platí netoliko v ar. bodě x, nýbrž v každém ar. bodě z průřezu oboru 
(0) s okolím V. Odtud snadno vidíme, že 1° když 1» věta o záměn-
nosti pořádku derivování platí pro funkci g> v každém ar. bodě oboru [O], 
2° každá derivace řádu s O ^ s ^ r ) funkce třídy / v [O] jest funkce 
třídy r— s v [O]. 

2 3 6 . Je-li x = |í/0, «i • • • um\b proměnný ar. bod, omezený eventuelně 
na oblast O nebo na obor [O], je často výhodné uvažovatí posloupnost 
l ibovolně proměnných ar. bodů, jež označujeme zpravidla 

dx=\dut>, duu... dun\b, 
d2x= |d%, ďuv... ďUm\b, 
<PX= \(PU(„ dJU„ . . . <PUm\b, 

a jmenujeme prvý, druhý, t ř e t í . . . diferenciál ar. bodu x. Při tom je třeba 
zdůrazniti, že proměnné 

du,„ duv ... dum; ď%, d2ui... dlum\ <Putí, <Pux... d3um; 

jsou nezávislé navzájem a nezávislé na proměnných u0, U\ • . • u m ; dále, 
že mohou nabývati zcela libovolných hodnot, i když proměnné u0, U\ • • - um 

jsou omezeny na oblast O nebo na obor [O]. 
Buď nyní y (u0, U i . • • u n ) funkce třídy 1 v oblasti O (v oboru [O]). 

Prvý, druhý, . . . r-tý diferenciál funkce tp — jež označujeme zpravidla 
d<p, d3(p, • •. dr<f — definujeme pak takto: Prvý diferenciál d<f definujeme 
přímo formulí 

<?<P 3t d<t 
(1) df = -r-dun + ~dux+ ... +-T-dum. dU„ 3U, 3Um 

Z (1) vycházejí ihned pravidla 

(2) d(y, + y.2) = d<pí + df.2, d(ft<p2) = f-2df, + <t,d'f.2, d(<fn) = n<f"~1df, 

z nichž lze snadno utvořiti pravidlo pro sestrojení diferenciálu funkce, vy-
tvořené sčítáním, násobením a umocňováním z funkcí, jichž diferenciály 
jsou dány. Nyní definujeme pro 1 < s < r (s + diferenciál ď+1 <p funkce 
<p indukcí takto; s-tý diferenciál d3<p je vytvořen sčítáním, násobením 
a umocňováním z derivací funkce (p a z duQ, dux. •• dum; d3un, d*Ui • • • ďum', 
...; d'Uo, ďUi • • • ďtim ; ( s + l ) t ý diferenciál obdržíme dle pravidel (2) 
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jako d(ď<p), při čemž klademe 

d(rfaííi) = tf*+1ui. ( 0 = 1 , 2 , 3 . . . ; 1 = 0, l . . .m) 

Tak obdržíme na př. pro r^>2 

(3) d^ = S -JLdiUi+ £ £ —-duiduk-, 
i = 03Ui i=Qk=Hdllidllk 

pro r^>3 

m dx m m glm m m m alm 
(4) ď'<p = S — d'ui + 3 £ £ —— £ £ E —duidukdui. 

i = 0 3Ui i=0k=0dUidUk i = 0k=0l = l>3Ui3UkdUl 
Jsou-li / o ( ř ) > / i ( 0 •• •/<•(') funkce třídy r proměnné / v intervalu 

(a, b>, takové, že pro každé t z <o, b> ar. bod • • • / » O l » náleží 
do oblasti O (oboru [O]), a dosadíme-li do funkce <p (í/0, Ui • • • třídy r 
v O (v [O]) za «o, u!...um resp. / o ( ť ) , / t ( / ) • • • (/), přejde tp ve 

kde 
= ?[/.(*>. /. ( « . . - ./-O]-

Z diferenciálního počtu je pak známo, že (a = 1, 2 . . . r) vznikne 

z da<jp jednoduše tak, že dosadíme za ut, dm, d1 u, •.. ďu, (/ = 0 , 1 ... m) 

resp f(t) df' d~fi 
IAfh dť dť" dť' 

Korespondence třídy r. 

237. Buďte <p0(u0, «i • • • um), <Pi(uw Ui • • • u 
f u n k c e t ř í d y r ^ 1 v o b o r u [O] u r č e n é m o b l a s t í O. B u ď 

í i i í i i í i i 
|<p„(U„, U„ ... U™), <p, (u„, u„ . . . Um), ... <P«(U0, u„ ... u«)|i + 

' 3 2 8 8 8 9 8 8 8 

| <p„ («/„, U„ . . . Ura), <p, (B0, «„ . . . Um), ... fm (U0. «!.••• Um) 
1 1 1 8 8 8 

k d y k o l i |u0> uL, . . . u„| s , |u0, Ui, • • • un\b j s o u d v a r ů z n é ar. b o d y 
o b o r u [O]. B u ď 

3fo ££o 3fo 
du0 au, au™ 

ap, i i i 
3Uu 

3?« dfm 
dua 3u, 3Um 
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v k a ž d é m ar. b o d ě z [O]. K o r e s p o n d e n c e v n í ž 

|«u, a t . . . Um|6~ I<p0(u0,a,... a„), ip,(u0, a, . . . am),... <pra(a0, a , . . . a«)!» 

n a z ý v á s e k o r e s p o n d e n c e u r č e n á f u n k c e m i g>0, cpi . . . (pm (|u„, 
Ui • • • um V v [O]). P r a v í m e , ž e S? j e s t k o r e s p o n d e n c e t ř í d y r 
B u í v fiiOtvO', [ 0 ] ~ [ 0 ' 1 ; p a k O ' j e s t o b l a s t a [O'] j e s t o b o r 
u r č e n ý o b l a s t í O. 

0 0 0 

Buď \u0, Ui • • • um\b ar. bod z [O]. Buď 

0 0 0 0 

v„ = '-Po («0. "i • • • ««)> 
0 0 0 0 
v, = (a„, a, ... a«), 

0 0 0 0 

Vm - tpm (a„, a, ... a,n). 
Uvažujme rovnice 

v„ = <p„ (um a,.. . am) 
v, (a0, a, . . . a™) 

(J) 
v™ = tpmía0, a, . . . aM) 

Ze (2) vychází dle známé věty o funkcích implicitních: Ke každému dosti 
0 0 0 o 

malému okolí V a r . bodu | v0, i>i • • • vm|& existuje okolí V a r . bodu | u,„ 
o o 
Ui. •. um | takové, že, kdykoli ar. bod | v0, i>i • • • vm náleží do V, existuje 
jeden a jen jeden ar. bod | u0, Ui • • • um |» náležející do V a takový, že 
platí (3) ; mimo to, když číslo určující okolí V' konverguje k nule, kon-
verguje k nule také číslo určující okolí V. Odtud snadno vidíme, že O' 

0 0 o 

jest oblast; vskutku, náleží-li | v0, V i . . . vm | j do O', a zvolíme-li okolí V' 
tak malé, aby V bylo obsaženo v O, jest V' obsaženo v O'. Snadno se 
také vidí, že [O'] jest obor určený oblastí O'. Buď H okraj oblasti O, 
a buď H ^ n ' v takže [O] = O + H, [O'] = O' + H'. Je třeba pouze 

0 0 o 

ukázati, že okraj oblasti O' jest H'. Buď nejprve | M0, Ui • • • um\b ar. bod 
0 0 0 0 0 0 

Z H a i Uo, Ui. •. Um\h ~ |v0 , V i . . . vm|& v íí. Z (1) vychází ihned, že ar. 
0 0 o 

bod | v0, v t • • . vm 1» nenáleží do O'; dle výše připomenuté vlastnosti rovnic (3) 
0 0 o 

existují však v jeho dosti malém okolí ar. body z O'; jest tedy [ v0> v x . . . 
0 0 OJ 

okrajový ar. bod pro O'. Buď za druhé | v0, Vi. • . vm | okrajový ar. bod 
i i i 2 a a 

pro O', takže lze určiti posloupnost | v0, V i . . . vm k | v0, v t . . . v,„ . . . tak, 
n n n n 0 

že 1° ar. bod | v0, Vi . . . vm\h (n= 1, 2, 3 . . . ) náleží do O', 2° lim v, = v, 
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(/ = 0, 1 . . . m). Buď v fi 

n n n n n n 
\tt„, U, . . . U m | j o j | v 0 , V, . . . Vn|i, (/ l= l ,2 , 3 . . . ) 

takže ar. bod | u0, tři • • • um náleží do O. Můžeme předpokládati, že exis-
n O 

tují limity lim m = Ui; jinak by stačilo vybrati vhodnou částečnou po-
n-»® 0 0 0 

sloupnost. Ježto funkce <p0, ^ .., <pm jsou spojité, jest v fí | u0, Ui... um |s ~ 
0 0 0 0 0 0 

oj |v0> Ví . . . v«|»- Je pouze třeba ukázati, že ar. bod \u0, Ui - •. um\b ná-
leží do H. Ježto však zřejmě v každém okolí tohoto ar. bodu jsou ar. 

n n n 
body z O, totiž ar. body |u0 , ax... um\t pro dosti veliké n, je třeba pouze 

0 0 o 

ukázati, že | u0, ííi • •. um |t nenáleží do O, což je zřejmé, neboť jinak by 
0 0 o 

j v0, Vi • • • v„ ¡i náležel do O'. 
Pro stručnost p r a v í m e , ž e f u n k c e <p0 (u0, U\ • • • um), ^ (i/0, 

Ui . • • Um),.. .,y>m(u0, Uí • • • um) (|Uo> Ui. • • Um 1» v [O]) u r č u j í k o r e s p o n -
d e n c i t ř í d y r, s p l ň u j í - 1 i t y t o f u n k c e o b a p o ž a d a v k y v ý š e 
u v e d e n é (vyjádřené nerovnostmi (1), Í2)). 

2 3 8 . N e c h ť f u n k c e <jP0 (u0, Ui • • • um), <Pi (u0, «1 • • • um) •. • <Pm («0. 
Ui • • • Um) (|Ho,«1 • • • um 1» v [O]) u r č u j í k o r e s p o n d e n c i í í t ř í d y / ->1. 
B u ď |i/0>Ui • • • um\t l i b o v o l n ě z v o l e n ý ar. b o d z [O]. K o 1 i n e a c e 
ar. b o d ů , v n í ž l i b o v o l n é m u ar. b o d u |du0, dux. •. dum\h j e s t př i -
ř a z e n ar. b o d | dtpo, dcpi •. • d<pmnazývá s e d i f e r e n c i á l k o r e s -
p o n d e n c e & v ar. b o d ě |H0. tti... tt»|& a o z n a č u j e s e d@. 

Zřejmě jest v d í? 

!i, o ... o|4 OJ 

j 0 , 1 . . . 0 l a O ) 

| 0, 0 ... 1 J 6 OJ 

Dle 2 3 7 (2) jest d f í vskutku kolineace. 
Když 2, můžeme definovati jako druhý diferenciál d 2 ® korespon-

dence $ v ar. bodě j u0, Ui • • • um |j korespondenci, v níž libovolnému 
(2 m + 1) rozměrnému ar. bodu \du0, dux... dun, d3u0, d3Ui •.. d3um\ jest 
přiřazen ar. bod ] d<p0, d<Pi • • • d<pm, d3(p0, d3(p 1 . . . d3<pn\b\ stejně lze defi-
novati d * T y t o korespondence nejsou však již kolineace. 

V dalším užijeme definic a vět 2 3 0 až 2 3 8 pouze v případě m = 1; 
místo u0, Ui píšeme zpravidla u, v• 

ifo £ ř i af™ 

au0' au0 » 

3<Pn a?, 3fm 1 
au,' au,' au, I«, 

i f o a?. a<pm I 

3Um aum' au™ |j 
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Aritmetické plochy. 

239. Ve 239 až 305 předpokládáme m = 3. S o u ř a d n i c e ar . 
b o d u x = x (u, v) b u ď t e f u n k c e t ř í d y /-¡> 1 ( m ů ž e b ý t i r = oo) 
v o b o r u [O] u r č e n é m o b l a s t í O; ar. b o d y x(ih, VI)> X(H,., VJ) b u ď t e 
1 i n. n e z á v i s 1 é, k d y k o l i | Ui, Vi |A a | V a |s j s o u v [O] a j s o u r ů z n é ; 

^ /i 
ar. b o d y x, ^ b u ď t e l in . n e z á v i s l é p r o k a ž d ý a r . b o d | u, v 

z [O]: p a k p r a v í m e , ž e m n o ž s t v í ar. b o d ů x (u, v) (\u, v | 6 v O) 
j e s t ar. p l o c h a t ř í d y r. Ar. p l o c h u z n a č í m e o b v y k l e Max(u, v); 
u r č i t ě j i Ma x(u, v) (\u, v | 6 v O); s t r u č n ě j i Max. P r a v í m e , ž e p r o -
m ě n n ý j e d n o r o z m ě r n ý ar. b o d \u, v j e s t p a r a m e t r ar. p l o c h y 
Ma x (u, v). 

Je-l i Max(u, v) ( |u, v|b v O) ar. p l o c h a t ř í d y 1; j e - l i q = q(u, V) 
f u n k c e t ř í d y 0 v [O]; j e - l i (»(z^vV-^O v š u d e v [O]: p r a v í m e , ž e 
m n o ž s t v í ar. b o d ů (>X(|H, V|A V O) j e s t ar. p l o c h a t ř í d y 0. 

Je zřejmé, že ar. plocha třídy r jest ar. plochou třídy s, kdykoli s < r-
Také se snadno vidí, že kolineace ar. bodů přiřazuje ar. p loše třídy r 
ar. plochu třídy r-

M n o ž s t v í ar. r o v i n d u á l n í k ar. p l o š e t ř í d y r n a z ý v á s e 
d u á l n í ar. p l o c h a t ř í d y r ; o z n a č e n í 9rt aš(u, v). 

240. B u ď Ma x(u, v) (|u, v|»'v O) ar. p l o c h a t ř í d y r ^ 1. P r o -
m ě n n ý j e d n o r o z m ě r n ý ar. b o d \u lt Vi|» j e s t p a r a m e t r ar. p l o c h y 
Max, k d y ž a j e n k d y ž ut = <p (u, v), Vi = if> (u, v) (| o, v |» v [O]), k d e 
f u n k c e <p, ip d e f i n u j í k o r e s p o n d e n c i t ř í d y r. 

Snadno se vidi, že podmínky stačí. Předpokládejme tedy, že pro-
měnný jednorozměrný ar. bod \u\, Vi|6 je parametr pro Max, že tedy 
existuje oblast Ot a ar. plocha Ma Xi(ui, Vi) ( | « i Vi|» v Oj) rovná ar. ploše 
Max(u, v) (| u, v |s v O). Ježto souřadnice ar. bodu x(u,v) jsou spojité 
v oboru [O] a podobně pro X l (u\, Vi), jest množství ar. bodů X l (u l r Vi) 
(I Ui> Vj |j v [O,]) rovno množství ar. bodů x(u, v) (\u, v\b v [O]). Ježto 
x (u, v) + x («', v'), kdykoli | a, v ¡» =t= I u> v'\b (| u, v j», | u', v' |» v [O]) a podobně 
pro Xi(ut, Vj), existuje jeden a jen jeden pár funkcí Ui = (p (u, v), v t = 

rp (u, v) (| u, v \b v [O]) takových, že 

(1) x,[<p(a,v), <Ku,v)] = x(a,v). 

Jest ukázati, že 1° funkce y ( u , v), ip(u, v) jsou třídy r v [O], 2° 

i <f (a, v), é (a, v) Is +1 <p («', v'), ty (ď, v') |», 

dwdip dcpdip , . 

když | a , v|», \ď, v'\b náležejí do [O] a jsou různé, + ° 

všude v [O]. 
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Vlastnost 2° plyne ihned, všimneme-li si, že korespondence definovaná 
rovnicemi Ui = <p, Vi = ip jest jednojednoznačná. Abychom ukázali, že 
platí 1° a 3° v ar. bodě |u0, v0|t z [O], položme u 0 = 9 (u0, v0), v'0 = 
= ip(u0, Vo)- Ježto Ma Xi (ui, Vi) jest ar. plocha, jest pro j ux, Vi = | u'0, v'01»: 

U l ^ ^ - l + O r , tedy též í ! !^ I N =f= 0, . Můžeme tedy předpokládat!, že 
V Olll OViJ \0ui OViJ 
pro | Ui, Vi = | u'0. v'0 |t jest 

á = —5 —- ——1 — ± 0 . 
3UX 3V, 3vx 3ut ^ 

Avšak A je funkcionální determinant vzhledem k Ui, vt rovnic 

*. ( 1 ) (tt1,V,) = *-1)(B, v), 

z nichž tedy lze v dosti malém okolí ar. bodu | un, v0 j vypočísti Ui = 
= <p (u, v), Vi = ip(u, v) jako funkce třídy r; vlastnost 1° je tím dokázána. 
Z (1) pak plyne pro ux = <p(u, v), Vi — ip(u, v) 

3xt 3f 3xt 3\ 3xt3<f 3X, 3]>\ I 3X 3X\ 
X" 3U, 3U~^3v, 3U' 3Ut 3V 3v, 3vj \ 3U 3V)' 

čili 

'au, 3V,J \3U 3V 3v3Uj i dU 3Vj' 

í dx 3JC\ 
odtud vychází vlastnost 3°, ježto g-J + 0 r . 

2 4 1 . B u ď Ma x(u, v) (|u, v|s v O) ar. p l o c h a t ř í d y r^>l . B u ď 
Q = Q(U, V) f u n k c e d e f i n o v a n á v š u d e v O. M n o ž s t v í ar. b o d ů 
Q(u, v ) x ( u , v) ( |«, v|a v O) j e s t ar. p l o c h a t ř í d y r, k d y ž a j e n 
k d y ž d e f i n i c i f u n k c e (> (u, v) 1 z e r o z š í ř i t i na o b o r [O] tak , ž e l 0 

C(a, v) j e f u n k c e t ř í d y r v [O], 2° (>(«, v)4= 0 v š u d e v [O]. 
Důkaz je zřejmý. Rozšíření definice funkce q (u, v) dá se provésti 

jen jedním způsobem (v. 159). 

Plochy. 

2 4 2 . B u ď Ma x(u, v) (|u, v v O) ar. p l o c h a t ř í d y r ^ 1 ( m ů ž e 
b ý t i r = 00). M n o ž s t v í b o d ů {x(u, v)) (|í/, v v O) n a z ý v á s e 
p l o c h a t ř í d y r. P l o c h u z n a č í m e o b v y k l e M{x(u, v)}, u r č i t ě j i 
M{x(u, v)} ( |u, v|» v O), s t r u č n ě j i Af{x}. P r a v í m e , ž e p r o m ě n n ý 
j e d n o r o z m ě r n ý ar. b o d |u, vl» j e s t p a r a m e t r p l o c h y M{x(u, v}. 

Je-li |u x , V i + 1 U i , v*|» (|Ux, Vi[6 a |aa , v4|4 v [O]), j s o u b o d y 
{x(uv Vi)} {x(ui} v8)} r ů z n é . Vskutku dle 2 3 9 ar. body x(uL. Vi), x(ua, v3) 
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jsou lin. nezávislé. Plocha třídy r je také plochou třídy s, když 1 g . s < r . 

Kolineace ar. bodů přiřazuje ploše třídy r plochu třídy r-

M n o ž s t v í r o v i n d u á l n í k u p l o š e t ř í d y r n a z ý v á s e d u á l n í 
p l o c h a t ř í d y r; o z n a č e n í 931 { I (a , v)J-

2 4 3 . B u ď M{x(u, v)} ( ¡a ,v | f t v O) p l o c h a t ř í d y r. P r o m ě n n ý 
j e d n o r o z m ě r n ý ar. b o d |ÍÍI,VI|» j e s t p a r a m e t r p l o c h y Aí{x} , k d y ž 
a j e n k d y ž uL = <p(u,v), Vi = ip(u, v) ( ju,v | 6 v [O]), k d e f u n k c e <p,ifJ 

d e f i n u j í k o r e s p o n d e n c i t ř í d y r. 

Vychází ihned ze 2 4 0 . 

2 4 4 . Povšimněme si, že dle 2 4 2 pravíme, že M{x(u, v)} ( |u , v v 

jest plocha třídy r, jen když Ma x (u, v) (| a,v't v O) jest ar. plocha 
třídy r. Je-li však q(u, V) funkce jakkoli definovaná v O, jen když 
(>(Í/, v) O všude v O, jest {(>(ÍÍ, v) x(u, v)} = { * ( « , v)} všude v O. Není-li 
opak výslovně uveden, vždy, kdykoli řekneme, že M{x(u, v)} jest plocha 
třídy r, míníme, že z každého bodu v)} byl vybrán ar. bod x(u, v) tak, 
že Ma x (u, v) jest ar. plocha třídy r. Pak jest M {JC («, v)} = M {(> («, v) x (a, v)} 
jen, když q(u, V) splňuje podmínky udané v 2 4 1 (v. 1 6 2 ) . 

2 4 5 . B u ď {JCO} b o d p l o c h y M{x{u, v)} (|u, v\,, v O), t e d y 

x ~ ~y\ 4= O-
Ou. "V /u = Uj, ť = v0 

E x i s t u j e o k o l í b o d u {*<,} t a k o v é , ž e k a ž d á ř a d a b o d o v á , 
o b s a h u j í c í b o d {j/} a b o d y z W, o b s a h u j e j e d e n a j e n j e d e n 
b o d n á l e ž e j í c í d o A í { x } i d o W. 

Položme 

, 2 = P ) 
\3V ) ii---uq, v - v„ 

(dx\ 
— ' x> = ( dli J u - r*j ( v 

Ježto (xo Xi x-2 y) 4= 0> můžeme položití 

(I) X(u, v) = X0 (íí, v)x0 + X,(u, v)X, + X.2(u, v)x2 -t- n(u, V)}-. 

Zřejmě jest 

(2 ) 

K ("O. V0) = 1, («0- V„) = x.2 (U„, V0) = |X (I/», V0) = O, 

(aX,\ í^o) í^i] (fy = 0, 
dU J u = u„ ^ Bil J h = Uq \ dli ) ti = n0 

V — Vň v — t»o 
Iř) ='• 
I 3U Ju = u0 

= ] ( i M = (£M = = o 
' lav j..=Uo \3vju^v0 l av j » - «o í3V)u = «o 

Ukažme nejprve: Ke každému okolí V jednorozměrného ar. bodu ¡u0, v0!fc 

existuje okolí W bodu {x0} takové, že bod {x(u, v)) plochy M{x\ 

náleží do W jen, když |u, v\b náleží do V. Předpokládejme, že by tomu 
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tak nebylo, že by tedy existovalo okolí V ar. bodu \u0, v0|» takové, že, af 
jakkoli zvolíme okolí W bodu {.x0}, vždy lze určiti |u, v|& tak, že bod 
{x (u , v)} plochy Af {*} náleží do W, ač |a, v|& nenáleží do V. Zvolme nyní 
posloupnost et, e2 • • • kladných čísel konvergující k nule a buď Wn okolí 
bodu jjc0} určené ar. bodem x0 a číslem e„(/i = 1, 2 . . . ) . Buď d > 0 číslo 
určující okolí Var. bodu |«0, v0|é. Dle předpokladu lze — pro n = 1 , 2 , 3 . . . — 
určiti |Un, v„j6 a číslo l n tak, že 1° 

(3) iXB3f ( i ;(u„,v») - * ( ť ' ( u n , v 0 ) | < S n , (1 = 0, 1 . . . m ) 

2° aspoň jedno z čísel 

(4) ¡ U « - H 0| ' : V » - V 0 Í 

jest > á. Můžeme předpokládati, že existuji limity 

(5) tom un=u', lim vn = v'; 
TI 00 n QD 

jinak by stačilo vybrati částečnou posloupnost. Ježto aspoň jedno z čísel (4) 
jest > ó, af n je jakkoli veliké, jest \u, v']» + |«o> v0|». Ježto ar. body ]«„, vn|4 

náležejí do O, ar. bod \iť, v'|& náleží do [O]. Ježto souřadnice ar. bodu x(u, v) 
jsou spojité v [O], jest dle (5) 

(6) lim x ( í (un,Vn) = x(i'(u', v'). (1 = 0, \...m) 
n-̂ -oc 

Ježto sn 0, plyne ze (3), že 

(7) lim XnX^-1 (un , vn) = (u„, v0). (/ = 0, 1 . . . m) 
n-š»- oc 

Ježto x(u', v') =|= Oj, vychází ze (6) a (7), že existuje limita lim K = l a že 
n— 

x(u„, v 0 ) = \x[ď, v'). 

Ar. body x(uu, v0) a x(u, v') jsou tedy lin. závislé. To však odporuje 
definici plochy, neboť |u0, v0k 4 1 1 u , v'\ 

Uvažujme nyní rovnice 

A,(u,v)— aX0(u, v;, = 0, 
X í (u,v)-pX0 (B,») = 0. 

Ze (2) vychází, že pro a = /? = 0 jest těmto rovnicím vyhověno, když 
u = u0, v = Vo, a mimo to, že pro u = u0, v = v0 funkcionální deter-
minant rovnic (8) vzhledem k u, v rovná se 1, je tedy různý od 0. Dle 
věty o funkcích implicitních lze tedy ke každému dosti malému okolí V 
ar. bodu u0, Volt udati Jjr > 0 tak, že kdykoli |o| < T]r, |/?| < TJf, existuje 
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jeden a jen jeden ar. bod \u, v|» z V takový, že platí (8). Zvolme tedy 
dosti malé V — zejména též tak malé, aby bylo obsaženo v O a aby 
bylo A.0(a, v ) # : 0 všude ve V — a určeme okolí W bodu {x0} tak, že bod 
{x(u, v)} plochy Aí{x} může náležeti do W jen, když \a0, i/0|s náleží do V. 
Zřejmě, když těmto podmínkám vyhovuje okolí W určené ar. bodem x 0 

a číslem «', vyhovuje jim též okolí W určené ar. bodem x0 a číslem « < s'. 
Odtud snadno vychází, že můžeme předpokládati, že 1° bod 

{x0 + ax ,+ PXi + Tyj 

může náležeti do W, jen když |a| < t},-, < 2° že W neobsahuje žádný 
bod z {JC„ Xi, y}". Okolí M/^vyhovující těmto podmínkám má pak vlastnost 
teoremem požadovanou. Ježto řada bodová tvaru {a*i -i- /?x2, y\a nemůže 
obsahovatí žádný bod z W, buď 

{ * , + ax, + îxity}c 

řada bodová obsahující bod {y} a aspoň jeden bod z W, takže [a |<7j r , 
| /? |<7jr. Snadno vidíme, že lze jedním a jen jedním způsobem určití y 
tak, aby bod 

{xo + ax. + pxs + ïjr} 

náležel ploše M{x}. Vskutku, dle (1) je k tomu nutné a stačí, aby bylo 

_ v)  
T K (B,V)' 

při čemž |u, v|» jest určití z rovnic (8), což lze jen jedním způsobem. 

2 4 6 . B u ď M {x(u, v)} (|u, v\t v O) p l o c h a . Buď M' p l o c h a 
r ů z n á o d M{x(u, v)}, j e j í ž k a ž d ý b o d n á l e ž í d o M{x{u, v)}. B u ď O ! 
m n o ž s t v í t a k o v ý c h \a,v\t z O, ž e b o d {x(u, v)} n e n á l e ž í d o M'-
P a k Ox n,ení o t e v ř e n é m n o ž s t v í . 

Buď Oa množství takových |u, v|» z O, že bod {x(u, v)} náleží do Aí\ 
Pak lze O rozložití v O l a 0.2. Stačí tedy ukázati, že jest otevřené 
množství, abychom obdrželi teorém; vskutku oblast O nelze rozložití ve 
dvě otevřená množství (v. 2 3 0 ) . 

Buď {x(tf0> v0)} = {xo} b°d plochy Aí'. Ve 2 4 5 jsme viděli, že existuje 
bod [y} a okolí W bodu {x0} takové, že každá řada bodová, obsahující 
[y} a aspoň jeden bod z VV obsahuje jeden a jen jeden bod náležející do 
AÍ{JC} i do W. Stejně se vidí, že existuje bod a okolí W bodu {x0} 
takové, že každá řada bodová, obsahující {y'} a aspoň jeden bod z W 
obsahuje jeden a jen jeden bod náležející do Aí' i do W- Snadno se 
vidí, že můžeme předpokládati y=y', W— IV'- Zřejmě však potom 
všecky body náležející do W i do Aí {x} náležejí do Aí'. Mimo to zřejmě, 
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když V ie dosti malé okolí ar. bodu \a0 , v0 | s , bod {x (u , v)} plochy Af{x} 
náleží do W — a tedy dle toho, co právě bylo řečeno, i do M' —, kdykoli 
|u, v|i náleží do V- Množství 0 2 obsahuje V. Tedy Oa jest otevřené 
množství. 

2 4 7 . Buď M { x ( u , v)} ( |u , v|» v O) p l o c h a t ř í d y r. B u d {x(u 0 , v„)} 
b o d p l o c h y Aí{x} . B u ď V ^ o k o l í b o d u {x(u 0 , v 0 )} ; b u ď / / m n o ž s t v í 
t a k o v ý c h \u, v|A Z O, ž e b o d {* (« , v)} j e s t o b s a ž e n v e W. B u ď 
Mw m n o ž s t v í b o d ů {x(u, v)} (|U, V|J v / / ) . M n o ž s t v í Mw n a z ý v á 
s e p r ů ř e z p l o c h y s o k o l í m IT. 

M w j e s t p l o c h a — a t o p l o c h a t ř í d y r — k d y ž a j e n k d y ž 
H j e s t o b l a s t ; t o n a s t a n e j i s t ě , j e - l i o k o l í W d o s t i m a l é . 

Nejprve je zřejmé, že množství H jest vždy otevřené; vskutku, ob-
sahuje-li H ar. bod iii, VI|&, existuje e > 0 takové, že / / obsahuje okolí 
ar. bodu | uu Vi |j určené číslem £. Důkaz vychází snadno z definice W 
a ze spojitosti funkcí x[i) (u, v). Ježto H vždy obsahuje | u0, v 0 o b s a h u j e 
tedy / / vždy jisté okolí ar. bodu | u0, v0 i»-

Že jest Mw plocha třídy r, když H jest oblast, je zřejmé. 
Předpokládejme nyní, že je plocha a že H není oblast. Buď 

Ho množství obsažené v H a takto určené: Ar. bod |u , v | j z H náleží 
do H 0 , když a jen když lze určiti konečný počet ar. bodů |u„ Vi|&, 
\Ui, v á | í , . . . ; u n _ i , v „ _ i ! s tak, že, klademe-li u = un, v = vn, existuje pro 
a = 0, 1 ... n — 1 okolí Va ar. bodu | u a , va |» obsažené v H a obsahující 
|Ua + i, v« + 1|». N e n í / / = / / „ , nebof z 2 3 2 snadno se vidí, že / / 0 jest 
oblast. Buď Hx množství těch ar. bodů z H, jež nejsou obsaženy v Ho-

Je zřejmé, že HX jest otevřené množství. To však je dle 2 4 6 nemožné, 
nebof dle předpokladu množství bodů {x(u, v)} (| u, v|& v / / ) je plocha a 
— ježto Ho jest oblast — také množství bodů {JC(U, v)} (| u, v|& v Ho) 
je plocha. 

Zbývá ukázati, že H jest oblast, je-li okolí W dosti malé. Připomeňme 
si nejprve, že — jak jsme při důkazu ve 2 4 5 viděli — ke každému 
okolí V ar. bodu | u0> v0|& existuje okolí W bodu {JC(U0> v0)} takové, že 
množství H příslušné okolí W jest obsaženo ve V. Zvolme V tak, že jest 
obsaženo v O, a buď W tak malé, že H jest obsaženo ve V; buď a číslo 
určující okolí V. Buď 0 buď C? množství bodů {y<p(0}> kde 

y>s(t) = x(u„ + tcoscp, v0 + /sintp) 

a t probíhá 1° interval <— — - — ; -+- 0 , 1 — - — ; - 0>, když w jest v <0, nebo x | cos y | ' | c o s y | ' ' A f 

ve 0, JÍ — 0>, 2° interval <— 0, , , — 0>, když <p jest 
4 " N | sin (p i 1 ' | sin tp \ 3 x ' 

v (-j-, - j - ) . Zřejmě C'f jest křivka a každý bod z Mw náleží jedné 
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z křivek Cf. Ve 1 6 4 jsme viděli, že existuje číslo ey > 0 takové, že 
množství takových t, pro něž (j><p(í)} náleží do okolí W bodu {jc(í/0, v0)} 
určeného ar. bodem x(íío, Vo) a číslem « j e s t interval, kdykoli s < e-r 

Snadným rozborem citovaného důkazu se ukáže, že můžeme klásti e v = e, 
kde e > 0 je číslo nezávislé na cp. Číslo e má pak zřejmě tuto vlastnost : 
Je-li W okolí bodu {x(u0 , Vo)} určené ar. bodem x(u0, v0) a číslem e < e, 

existují ke každému <p ( 0 <(p<n) čísla ť y > 0 , ť y > 0 taková, že 
množství H příslušné k W skládá se z ar. bodů 

(1) «0 + 'costp, V„ + /Sincpjj. (0<<P<JC-, —ť<f<i<t"<f ) 

Je třeba pouze ještě ukázati, že množství H ar. bodů (1) jest oblast. 
Zřejmě toto množství jest otevřené a ohraničené; stačí tedy ukázati, že 
nelze je rozložití ve dvě otevřená množství Jf a H". Předpokládejme, že 
j u0, v0|» náleží na př. do / / ' ; dospějeme ke sporu tím, že zjistíme, že 
každý ar. bod z H náleží do f f . Zvolme jakkoli q> (0 < <p < n) a označme 
hy množství těch t, že ar. bod (1) při daném (p náleží do f f . Běží o to, 
zjistiti, že /ř¥ = <—ťtf + 0, 0). Množství h<p obsahuje jistě aspoň 
jedno číslo, totiž / = 0. Buď A<p (By) dolní (horní) hranice množství h<p; 
je-li A<p = — ť v Ě9 — t"r je zřejmě hy = <— í\ + 0, ť\ — 0), jak chceme 
dokázati. Předpokládejme tedy, že na př. 0< By < ť r Ar. bod 

(2) ' i/n + By cos v0 + By sin <p 1» 

nemůže náležeti.do / / ; neboť — ježto t f jest otevřené množství — existovalo 
by kladné 7j menší než ť\ — By takové, že ar. bod (1) náleží do t f , když 
t = ByJ\-i\, proti definici čísla By. Ar. bod (2) nemůže však náležeti ani 
do H"; neboť — ježto H" jest otevřené množství — existovalo by kladné 
•t\ menší než By + ťy takové, že ar. bod (1) náleží do H", když t=By — r\. 

To však je spor, neboť ar. bod (2) náleží do H, ježto 0 < By < f y 

2 4 8 . B u ď t e M {* (« , v)}, M{y(u, v')} d v ě p l o c h y o s p o l e č n é m 
b o d ě {x(tf0> v0)} = {y(uo, v'o)}- E x i s t u j e - l i o k o l í W b o d u {x(u0> v0)} 
t a k o v é , ž e p r ů ř e z p l o c h y Af{x} s W r o v n á s e p r ů ř e z u p l o c h y 
M{y) s W, p r a v í m e , ž e p l o c h y A/{x}, M{y} s p l y n o u v o k o l í 
b o d u {x(í/0 , v0)}. 

Dle 2 4 7 splynou plochy M{x], M{y) v okolí bodu {x(u0 , v0)}, když 
a jen když.existují o b l a s t i O, O' obsahující |u0>Vok a takové, že 

M{x(u, v)} (Iu, V!JVO) = M{y(ď, v')} (\W, v^ivO'). 

Algebraické plochy. 

2 4 9 . M n o ž s t v í b o d ů M n a z ý v á s e z o b e c n ě n á p l o c h a 
t ř í d y r ^ l , l z e - l i k e k a ž d é m u b o d u {x} z M — a ž s n a d na 
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j i s t é b o d y , j e ž p a k n a z ý v á m e s i n g u l á r n í , a j e ž , e x i s t u j í - l i , 
j s o u b u ď v k o n e č n é m p o č t u n e b o t v o ř í z o b e c n ě n o u k ř i v k u 
— u d a t i o k o l í Wx a p l o c h u t ř í d y r Mx t a k , ž e ^ p r ů ř e z M s Wx> 

t. j. m n o ž s t v í v š e c h b o d ů o b s a ž e n ý c h i v M_} v e Wx, r o v n á 
s e p r ů ř e z u p l o c h y Aí* s Wx. P r a v í m e p a k , ž e M a Mx s p l y n o u 
v o k o l í b o d u {*}• 

Zřejmě každá plocha je také zobecněnou plochou. 
Každá definice (každý teorém) o bodu {*} plochy Mx, v níž (v němž) 

lze plochu Mx nahraditi kteroukoli jinou plochou, jež splyne (v. 2 4 8 ) s Mx 

v okolí bodu {*}, dá se bezprostředně převéstí s Mx na M• Vyslovíme 
takovou definici (teorém) pouze o ploše, i když jí (ho) v dalším textu 
užijeme na zobecněnou plochu (v. 166) . 

Někdy je výhodné, považovati za singulární i některé z těch bodů 
zobecněné plochy M, jež nejsou singulární dle této definice. 

2 5 0 . B u ď PT rovinová forma. B u ď Ma m n o ž s t v í v š e c h b o d ů 
i n c i d e n t n í c h s PT. P r o s t r u č n o s t p r a v í m e , ž e b o d {x} má 
v l a s t n o s t a, k d y ž p o l á r a [Pr,y\ k a ž d é h o ar. b o d u y v z h l e d e m 
ku*P r j e s t i n c i d e n t n i s {*}. K a ž d ý b o d o v l a s t n o s t i a n á l e ž í 
d o M". P ř e d p o k l á d e j m e , ž e b u ď ž á d n ý b o d n e m á v l a s t n o s t a. 
n e b o ž e t a k o v ý c h b o d ů j e s t k o n e č n ý p o č e t , n e b o ž e t v o ř í 
a l g e b r a i c k o u k ř i v k u ; m i m o t o p ř e d p o k l á d e j m e , že Ma ob -
s a h u j e a s p o ň j e d e n b o d , j e n ž n e m á v l a s t n o s t a : p a k pra-
v í m e , ž e M" j e s t a l g e b r a i c k á p l o c h a ; o z n a č e n í M" = M[Pr\-

B o d y o v l a s t n o s t i a n a z ý v a j í s e s i n g u l á r n í b o d y a l g e b r a i c k é 
p l o c h y M". A l g e b r a i c k á p l o c h a j e z o b e c n ě n á p l o c h a t ř í d y o o ; 
b o d y s i n g u l á r n í d l e d e f i n i c e v e 2 4 9 j s o u s i n g u l á r n í i d l e 
t é t o d e f i n i c e . 

Že každý bod o vlastnosti a náleží do Ma, plyne z 5 0 . 
Buď {jc0} nesingulární bod algebraické plochy Ma = M [Pr]- Je třeba 

ukázati existenci takového okolí W bodu {x0}> že průřez Mw množství Ma 

s okolím W jest plocha. Ježto {*„} není singulární bod pro Ma, existuje 
ar. bod x3 takový, že SIP,.; x 9 ] x 0 + 0. Ar. body x0 , x9 jsou lin. nezávislé, 
nebof dle 5 0 jest S [ P r ; x 0 ] x 0 = 0 ; lze tedy určiti ar. body xlr xa tak, 
že (x0 Xí x% xt) + 0. Ježto výraz (xXiXaXs) je spojitá funkce souřadnic 
ar. bodu x, můžeme o okolí W předpokládati, že pro každý bod {*} 
z W jest (x Xi Xj X3) 0, načež můžeme bez újmy obecnosti předpoklá-
dati, že 
(1) x = xt) -r 11 x, + vr2 + 

Ukažme nyní, že 1° ke každému dosti malému číslu d > 0 lze udati 
číslo > 0 takové, že, kdykoli | u, v náleží do okolí Vg ar. bodu 10, 0 \h 

určeného číslem d, lze určiti jedním a jen jedním způsobem w = f ( u , v) 
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tak, že ar. bod x určený rovnicí (1) jest incidentní s Pr a | iv |<<Ji , 
2° takto určená funkce f(u, v) je třídy oo v oboru [Ks]. Dle známé věty 
o funkcích implicitních je k tomu cíli pouze třeba zjistiti, že pro u = v = 
= iv = 0 jest 

(2) ^ SPr <x„ + ux, + vx.2 + WX,) 4 0. 

Dle 6 2 (2) je však levá strana ve (2) rovna n S [ P r ; xa] (x0 - f ux i + 
-i-vxa + wxs), kde n je stupeň formy Pn a tedy pro u = v = w = 0 je 
rovna n S[Pri xsjxo + o. Klademe-li 

y = x„ + ux, + vx.2 + f(u, v) x3, 

můžeme zřejmě určití kladné ó ^ ó tak malé, že množství bodů M{y(u,v)\ 
(| u, v |t ve Vža) jest plocha třídy oo, je-li Kža okolí ar. bodu 10, 0 \h určené 
číslem da. Dále je patrné, že průřez M" s W je roven průřezu plochy 
M {y (u, v)} (| u, v \b ve Vsa) s W, když W je tak malé, že bod {x} — kde 
ar. bod x jest tvaru (1) — náleží do W jen, když | a | < < J 2 , | v | < í s , 
|iv| < ¿i. Že lze W voliti tak malé, aby těmto požadavkům bylo vyhověno, 
se snadno nahlédne. 

251. P o l e b o d o v é {x0, Xi, Xa}" j e s t a l g e b r a i c k á p l o c h a 
b e z s i n g u l á r n í c h b o d ů ; j e s t {x0, x í f x ^ = M[(x0Xixa)]-

Vychází ihned ze 2 5 0 . Ostatně je zřejmé, že {xo> x u Xa}* splyne 
na př. v okolí bodu {jc0} s plochou M {x0 +.UXJ + vxá}. 

O b e c n á k v a d r i k a M [PT] j e s t a l g e b r a i c k á p l o c h a b e z 
s i n g u l á r n í c h b o d ů . K v a d r i k a h o d n o s t i 3 o v r c h o l u {x} j e s t 
a l g e b r a i c k á p l o c h a o s i n g u l á r n í m b o d ě {x}-

Vychází snadno z 5 4 , 6 0 a 2 5 0 . 

Křivky na ploSe. 

2 5 2 . B u ď t e (p(t), d v ě f u n k c e t ř í d y rí> 1 ( m ů ž e b ý t i 
r = oo) v (a, b); ar. b o d y | y ( / , ) , V(ři)|», |y(fa), V(U)\b b u ď t e r ů z n é , 

d(p d4> k d y k o l i f, a t* j s o u d v ě r ů z n á č í s l a z (a, 6 > ; b u d 
dť dt 

+ 0* 

p r o v š e c k a t z (a, b): p a k p r a v í m e , ž e m n o ž s t v í j e d n o r o z -
m ě r n ý c h ar. b o d ů | (p (t), ip(t)\b (t v <a + 0, b — 0>) j e č á r a t ř í d y r. 

2 5 3 . Buď M {x (u, v)} (i«, v|» v O) p l o c h a t ř í d y r. Buď G 
m n o ž s t v í j e d n o r o z m ě r n ý c h ar. b o d ů o b s a ž e n é v o b l a s t i O. 
M n o ž s t v í C b o d ů {x(u, v)} (| u, v\t v G) p l o c h y M {x} j e k ř i v k a 
t ř í d y r' 0 k d y ž a j e n k d y ž G j e č á r a t ř í d y r-

Snadno se vidí, že C je křivka třídy r', když G je čára třídy r'. 
Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie, f. 12 
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Obráceně předpokládejme, že C je křivka třídy r'. Buď t parametr 
křivky C. tedy C = C { y ( 0 } (/ v <a + 0, ¿> — 0» . Ježto C je množství 
bodů { * ( « , v)} (' i/, v JÍ, v G), existují 1° funkce <p(t), ty(t) definované 
v (a + 0, b — 0> a takové, že ke každému ar. bodu z G existuje jedno a 
jen jedno číslo ř z <o - f 0, b — 0> takové, že u, v |j = ! <p (t), ty (/) 2° funkce 
q (t) rovněž definovaná v (a + 0, b — 0>, všude různá od nuly a taková, 
že pro všecka t z <o - f 0, b — 0> jest 

( i ) 

Snadno se nahlédne, že existují limity 

( í =0 , 1,2, 3) 

lim « ( t ) , lim-i(í), lim <?(t), lim4(f), 
í-s»-a i—.t-5»-b 
lim p (t), lim p (t), 
I ->o 

z nichž poslední dvě jsou od nuly různé. Lze tedy definici funkcí q>(t), 

ty(t), Q(t) rozšířiti na (a, ti) tak, že jsou spojité pro t=a i pro t=b a 
že platí (1) pro t=a i pro t = b. 

Povšimněme si, že funkce <p(t), ty(t), Q(t) jsou jednoznačně určeny 
rovnicemi (1). Buď nyní /„ libovolné číslo z (a, 6>; buď <p(t0) = u0, 

ty (to) = Vo, p (to) = Qo 4= 0- Ježto £ = (x ^ 0 r dle definice plochy, 

buď na př. £(°)4=0. Funkcionální determinant těch rovnic (1), v nichž 
/ = 1, 2, 3 vzhledem k cp, ty, q rovná se 

3xa> dx(l) 
-yW 

du ' dV ' 
-yW 

dx'-*> 

du ' dv ' 

dx<3> 
du ' dv ' 

což pro <p = u0, ty = Vo, P = Po dle (1) rovná se -
Po 

^ 0 ) 4 = 0 . Dle věty 

o funkcích implicitních mají tedy funkce cp (t), ty(t), Q(t) pro t = t0 a 
pro t dosti blízká k f , a obsažená v <o - f 0, b — 0) spojité derivace až po 
řád r. Ježto t0 bylo libovolné číslo z (a, ti), jsou funkce <p(t), ty(t), $(t) 

třídy r v (a, ti)- Z (1) a z definice plochy je patrné, že \(p(U), ty(ti)\b 

4= | <p(ti), ty(ts)\h, jsou-li tt, ti dvě různá čísla z (a, ti). Zbývá ukázati, 
ld(p dty 

že 
dí dt 

4= pro všecka t z (a, ti)- Kdyby však pro nějaké t z (a, ti) 

tomu tak nebylo, obdrželi bychom pro toto t derivováním z (1) 

d'j dy 



df 

~tť 
d-u = 

d2<f 

dť2' ' 

dT'v 

dť' 

d<!/ 

dť 
d2v = 

cřH 
dt2' ' 

.. dT'v -
dť' 
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což je nemožné, nebof ç 4= 0 a ar. body y, & jsou lin. nezávislé dle defi-

nice křivky. Je tedy G vskutku čára třídy 

2 5 4 . Buď C{j>(/)} ( / v < c + 0, b — 0 » k ř i v k a t ř ídy ť na p l o š e * ) 
M{x(u,v)} třídy r ( I £r'<r), t a k ž e e x i s t u j í f u n k c e <p(t),V(t) třídy r' 
v (a, b> t a k o v é , ž e {x[q>(ť), = {?(/)}• B u ď b (*>)} = { * (u0, v0)} 
b o d k ř i v k y C{j>(/)}. Je- l i 

du = l-

(i) '.. : : . 

p r a v í m e , ž e d i f e r e n c i á l y du, d2u, • •. dr'u, dv, d3v, . . . ď'v p a t ř í 
ke k ř i v c e C { y ( f ) } a k b o d u {y(f0)}- Je- l i <f(u,v) f u n k c e t ř í d y f, 
pravíme, že d<p, d3<p, •••ďy (u = u0, v = v0) patří ke křivce C{y(JĚj) 
a k b o d u {j>(/0)}> j s o u - l i t y t o d i f e r e n c i á l y u t v o ř e n y z h o d n o t 
(1) d l e p r a v i d l a v e 2 3 6 . J e s t v ž d y 

(2) |du, dv hjzOb. 

Ve 2 5 3 jsme viděli, že 

y(/) = p( / )xMf) , 'M') l , 

(kde çt) je funkce třídy r' v(a,b>. Bez újmy obecnosti můžeme předpo-
kládal, že (>(/) = 1 ; tak budeme zpravidla činiti, kdykoli budeme uvažo-
vati křivku na ploše. Zřejmě je pak 

dv ď2v dr> v ,3) ;t ( ř = u 

když diferenciály nalevo ve (3) jsou utvořeny z hodnot (1). 
Diferenciály patřící ke křivce C {y (ř)} a k bodu (/„)} nejsou ovšem 

křivkou C{y(ř ) } a bodem (y (/<>)} úplně určeny; jsou určeny teprve, když 
zvolíme parametr t křivky C {>>(/)}. Ze 161 vychází na př., že 1° jsou-li 
du, dv, d3u, d3v . . . diferenciály patřící ke křivce C \y (ř)} a bodu {y (/„)}, 
totéž platí o diferenciálech**) 

3u = adu, Z2u=ď2d2u + bdu, fj>u = a3d3u + 3abd2u + cdu, 
( 4 ) 

dv = adv, S2v = a2d2v + bdv, S3V = a3d3v + 3abd2v + cdv. 

*) Místo „křivka obsažená v ploše" řikáme krátce „ k ř i v k a n a p l o š e " . 
**) Často jest dosazovat l za diferenciály postupně dvě různé sous tavy hodnot . 

Pak užíváme zpravidla v jednom případě znaku d, ve druhém znaku 5. Znamená pak 
dv d<s 3d 3v 

tedy dv = fu du + fy dv, h = ^ ta + g Iv atd. 

1 2 * 
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kde a, b, c • • • jsou libovolná čísla, z nichž a4=0; 2° naopak, když i du, 
dv • • • i du, óv ... jsou diferenciály patřící ke křivce C {y (ř)} a k bodu 
{y (A>)}> existují čísla a, b, c • • • (a 0) taková, že platí (4). 

Že platí (2), plyne ze 2 5 3 . Mimo to plyne snadno ze 2 5 3 , že, 
zvolíme-li si jakkoli hodnoty 

(5) du, ď2u... dr'ti\ dvď-v ... dr'v, 

jen když platí (2), existuje vždy křivka C na ploše M {x}, obsahující bod 
{x («o, v0) | a taková, že diferenciály (5) patří ke křivce C a k bodu 
{x( í / 0 , v0)j- Vskutku, klademe-li 

y (0 = u0 + (u - u0) du + d>u + ... + (" ^"^¿"u, 

vychází snadno ze 2 5 3 , že, když s > 0 je dosti malé, množství bodů 
{*[9>(0, V(f ) l } (t v < - e + 0, e — 0 » je křivka třídy r. 

2 5 5 . B u ď t e C a C ' d v ě k ř i v k y t ř í d y r' n a p l o š e M{x(u, v)} 
t ř í d y r (1 O b ě k ř i v k y C a C ' o b s a h u j t e b o d {x(uu ,v«)j . 
B u ď t e 1) 

(1) du, d*u, ... ď~lu-, dv, d*v, ... ď~lv 

d i f e r e n c i á l y p a t ř í c í ke k ř i v c e C a k b o d u {x(uo>Vo)}. K ř i v k y 
C a C ' m a j í s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x(u0, v0)}, k d y ž a j e n k d y ž 
d i f e r e n c i á l y (1) p a t ř í t a k é k e k ř i v c e C' a k b o d u {x(u0, v0)j. 

Že podmínka stačí, vychází ihned ze 178 a 2 5 4 (3). Že podmínka 
je nutná v případě s = 2, vychází ihned ze 185 a 2 6 8 . Pro s'> 2 do-
kážeme nutnost podmínky indukcí: budeme předpokládati, že křivky C a 
C' mají s-bodový ( s > 2 ) styk v {x(í/0>Vo)}> že diferenciály (1) patří ke 
křivce C a k bodu {x (u 0 , v 0 ) } a že diferenciály 

lu = du, ž2u = dlu, ...8'~2u = d'-iu, i'-1^ iv = dv, 81v = rfiv, 
... l—sv = d—'v, 8—»» 

patří ke křivce C' a k bodu {x (u„, v0)}- Buď C = C {y (/)}, C'=C {z (r)}, 
kde {y (ř„)} = {z (*o)} = {*("»' v »)} a 

y(ř) = *[?(ť), «KOI, 
Z(t) = x[4> (x), W(t)]. 

Dle 2 5 4 (3) můžeme předpokládati, že 

( l ^ a ^ s - 1 ) 
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Ježto óax~ dax (1 — 2), jest 

Ježto C a C' mají s-bodový styk v {JC (u0, v0)}, vychází ze (2) a ze 179, 
že existují čísla a0, b0 taková, že 

- ď^x = Ovdx + b0x. 

Ježto však dau = dau, <Jav = cPv ( l ^ a ^ s — 2 ) , jest patrně 

3a ' 3v v 

Jest tedy pro ju, v|» = | a 0 , v0|» 

b0x + (B'-1!/ - ď~lu - a0du) — + (8*-1v— - a0dv) — = 06. 
3U 3V 

Ježto ar. body x, ^ jsou lin. nezávislé, jest 

60 = 0, 8J_1u = d,_1í/ + a0du, ť~1v = d'-1v+ a0dv. 

Klademe-li 
— ' - ^ - ( ť - t , , ) ' - 1 , ( s - l ) ! 

bude patrně 

_ (d^y) 
L dť Jt- < f f » W 

(1 < a^S — 1) 

z čehož vychází ihned, že diferenciály (1) patří ke křivce C' a k bodu 

Styk rovinové formy s plochou. 

2 5 6 . B u ď PT r o v i n o v á f o r m a ; b u ď M = M{x(u, v)} p l o c h a 
t ř í d y r ^ 1; buď {x(í/ 

o, v0)} b o d p l o c h y Af. P r a v í m e , ž e Pr a Af m a j í 
j e d n o b o d o v ý s t y k v { x ( a 0 > v0)}, k d y ž PT j e s t i n c i d e n t n í s {x(«0> v0)}-
P r a v í m e , ž e PT a M mají s - b o d o v ý ( 2 < s < r + 1) s t y k v{x( í / 0 , v0)}, 
k d y ž 
(i) 

3ua< dv'M 
(SPrX(U, v ) ) 

U=Uo 

3° 
= 0. (0<a = o, + a2<S —1; —• = —- = 1) 

1 2- ' 3tť> 3V° 

P r a v í m e , ž e P , a M m a j í p r á v ě s - b o d o v ý ( I f ^ s ^ r ) s t y k 
v b o d ě {x(« 0 , Vo)}» k d y ž v t o m t o b o d ě m a j í s t y k s - b o d o v ý , ne 
v š a k s t y k ( s - f l ) - b o d o v ý . 



182 

Že jsme k této definici oprávněni, je patrné ze 2 5 7 a 174 . Z definice 
vychází ihned, že z s -bodového styku Pr a Aí v bodě {x(z/0, v0)} plyne 
s-bodový styk v tomto bodě pro PT a kteroukoli plochu, jež splyne 
s Aí v okolí bodu {x (u 0 , v0)}- Platí věta: B u ď t e PT a Qr r o v i n o v é 
f o r m y ; b u ď Aí = AÍ{JC(U, v)} p l o c h a t ř í d y r ; b u ď {x(u0 , v0)} b o d 
p l o c h y Aí. M a j í - l i Pr a Aí S - b o d o v ý s t y k v {JC(ÍÍ0, v0)}, m a j í - l i 
d á l e Qr a A/ s ' - b o d o v ý s t y k v {x(u 0 , v 0 ) j , a j e - l i s + s ' < r + 1, 
m á r o v i n o v á f o r m a P r . Q r ( s + s ' ) - b o d o v ý s t y k s A í v {x(í/0> v0)}. 
Důkaz podobně jako ve 1 7 4 ; plyne ostatně též ze 2 5 7 . 

2 5 7 . B u ď Pr r o v i n o v á f o r m a ; b u ď Af = A í { x ( u , v)} p l o c h a 
t ř í d y r ^ l ; b u ď {x(w0 , v0)} b o d p l o c h y A Í . / ^ a A / m a j í s - b o d o v ý 
( l ^ s < r + l ) s t y k v { x ( u 0 , v0)}, k d y ž a j e n k d y ž Pr a k t e r á k o l i 
k ř i v k a C t ř í d y s — 1 ( t ř í d y 1 p r o 5 = 1 ) n a p l o š e Aí o b s a h u -
j í c í {x(u0, v«)} m a j í s - b o d o v ý s t y k v {x(i/0> v0)}. 

Že podmínka je nutná, vychází ihned ze 174 , 2 5 3 a 2 5 6 . Že pod-
mínka stačí, je zřejmé pro s = 1 a může se tedy dokazovati indukcí 
vzhledem k s- Předpokládejme tedy, že jsou splněny ty rovnice 2 5 6 ( 1 ) , 
v nichž a < s — 2 ^ 0 , a že — af C jest jakákoli křivka třídy s - 1 na 
ploše Aí obsahující {X(í/0> V0)} — Pr a C mají s -bodový styk v {x(u0, v0)}-
Máme dokázati, že platí i ty rovnice 2 5 6 ( 1 ) , v nichž a = s — 1 . Buďte 

du, d2u, ... d s _ 1 a ; dv, d2v, ... ď~l v 

diferenciály patřící ke křivce C a k bodu {X(ÍÍ0> vo)}- Dle 1 7 4 a 2 5 4 (3) 
jest pak 

\ď~iSPrX(tt, V)J» = u0=0. 
v=c0 

Vzhledem k tomu, že jsou splněny ty rovnice 2 5 6 ( 1 ) , v nichž 
a < s — 1, je však 

(1) ď~1SPr X (B, v) = "š1 [ SPrx (B, v)l dďdv-*-1. 
V = 0 L dli <} v J 

Vhodnou volbou křivky C můžeme však — v. poznámku ve 2 5 4 na 
konci — docílili toho, že du a dv mají jakékoli hodnoty mimo du = dv = 0. 
Je tedy pravá strana v (1) rovna nule, af jakkoli zvolíme du, dv, t. j. 
jsou splněny i ty rovnice 2 5 6 (1), v nichž a = s— 1. 

2 5 8 . B u d A í { x ( u , v)} p l o c h a t ř í d y r ^ 1 o b s a h u j í c í b o d 
{x (u 0 , v0)}. Z v o l m e s t a k , ž e 2 < ^ s < r + l . B u ď T m n o ž s t v í 
ar. b o d ů t é v l a s t n o s t i , ž e , k d y k o l i r o v i n o v á f o r m a PT má 
s - b o d o v ý s t y k s p l o c h o u M{x(u,v)) v bodě {x(u 0 , v0)}, p o l á r a 
[Pr-, y) ar. b o d u j ; v z h l e d e m ku P r j e s t i n c i d e n t n í s {x(w0> fo))-

p a k ¡ e s , J -
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Pro stručnost položme 

d x d x 
x0 = x, = —, ( " = «0. v = v„) 

Z 15 vychází ihned, že T jest lineární systém. Mají-li Pr a M{x(u, v)} 
s -bodový styk v {x(u o, Vo)}, jest, ježto (v. 5 0 a 6 2 (2)) 

S[Pr; x„]*o = 0, S[Pr-, *,]*o = 0, S[Pr; *J]*U = 0. 

tedy JC0> XI, XA náleží do T. Ježto T jest Iin. systém, zbývá ukázati, že, 
když (x0 Xi x> X3) 4= °> existuje rovinová forma P„ mající s M {*} s-bodový 
styk v {x0} a taková, že S l P r j X s ] x o 4 - 0 - Buď ^a, duální 
jehlan adjungovaný k JC0, xíf x->, x3- Ukažme, že žádané vlastnosti má 
rovinová forma stupně s — 1 

(1) P r ^ i r ^ i + S Ca„ aa 5 „— a , " a * - , í .a,5tB* (0£a„ 0£a2, + a .2<s- 1) 

(pro s = 2: Pr = £s), zvolíme-li vhodně koeficienty ca„ <v Buď 

X (u, v) = X0 x0 + X, x, + X2x2 + X, x3, 

takže A.0, Aj, A9, A3 jsou funkce třídy r ar. bodu j u, v), a pro u = u0< v = v„ 
jest 

V = 1, x , = x.2 = x:1 = o, 

aX, 1 
au 

ax2 ax:i o 

au au (2) au ~~ 
1 

au 

ax2 ax:i o 

au au 

II 

ax, ax3 

av av 3V 

II 

ax, ax3 

av av 
Zřejmě jest 

<f, ("> v) -=SPrX(U,V) = - '•() a3 4- V r ) t ~La,, o, o 
(O^a,; 0$a2; 2 £ a, + a.2 < s - 1) 

Dle (2) jest <pt(Uw v„) = 0, _ _ = ° - Můžeme tedy do-
v = V„ V = V,) 

kazovati indukcí vzhledem k s, t. j. předpokládati, že jsme již určili 
c<z„ a2 (0 a t ; 0 < a.,; 2 < at -p a , ^ s — 2) tak, že pro u = u0, v = vv 

funkce 

vymizí i se všemi svými derivacemi řádu < s — 2, načež stačí ukázati. 
že lze určiti ca, » - a - i — 1 ) tak, že pro u = a0> v = v0 funkce 

9. (o, V) = Xp (U, V) + S ca> a _ , X,a Xt—'• - •1 ( O l a S s - i ) 
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vymizí i se všemi svými derivacemi řádu 1. Dle (2) a dle před-
pokládané vlastnosti funkce <p,~\ (u, v) je však patrně 

r 30,-1-0, -1 

v = v„ 

« L r L w l ť - * - 1 ^ V ) l = U o + 

f = t>o V=Vq 
+ a ! ( s - a - l ) ! c a > . _ „ _ , , 

takže lze čísla ca, » - 0 - 1 — 0 žádaným způsobem určiti. Dle 
(1) a 4 8 (6) jest 

takže 

jak bylo žádáno. 

2 5 9 . B u ď AÍ{JC(U,V)} (| u, V |& v O) p l o c h a t ř í d y r. B u ď p l = 
= ZAiki---i; iyk£ l • • • r o v i n o v á f o r m a z á v i s l á na \u, v|& t a k , ž e 
k o e f i c i e n t y A-«. . . i s o u ř a d n i c e ar. r o v i n £ , ? } , £ . . . j s o u f u n k c e 
t ř í d y s ( l ^ s ^ r + 1 ) v o b l a s t i O. K d y ž a j e n k d y ž p r o k a ž d ý 
ar. b o d |« , v j6 z O j e s t 

(gOi+Oa u, t>\ ^ 

u, v 

m a j í — ať j a k k o l i z v o l í m e \u, v|» v O — PT a M\x(u, v)} s - b o d o v ý 
s t y k v b o d ě {x(u, v)}. 

Důkaz je stejný jako ve 182. 

2 6 0 . B u ď M{x(u,v)} (|u, y|» v O) p l o c h a t ř í d y r- B u ď "pr = 

= 2£Ať*í... r o v i n o v á f o r m a , z á v i s l á na |u, v|& t a k , ž e 
k o e f i c i e n t y AM- . . ¡ s o u ř a d n i c e ar. r o v i n t), £ . . . j s o u f u n k c e 
t ř í d y s ( 2 < s < ^ r + 1 ) v o b l a s t i O. T e h d y a j e n t e h d y m a j í , af 

u, v 
j a k k o l i z v o l í m e \ u, v|» v O, Pr a M{x{u, v)} s - b o d o v ý s t y k v b o d ě 

u, u 
{JC (M, V)}, k d y ž p r o k a ž d ý ar. b o d \u, v|» z O 1° PT j e s t í n c i -
d e n t n í s x(u, v), 2° M{x(u, v)} má v b o d ě v)} (s— l ) - b o d o v ý 

d v d " 
s t y k i s ^ Pr i s yv Pr-

Důkaz je stejný jako ve 183 . 
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261 . B u d M{x(u,v)} ( | a , v | » v O) p l o c h a t ř í d y r. B u ď p' = 
= 2Aiki--• • • • r o v i n o v á f o r m a z á v i s l á n a \u, v|» t a k , ž e 
k o e f i c i e n t y Am-- i s o u ř a d n i c e a r . r o v i n j s o u f u n k c e 
t ř í d y s ( l ^ s ^ r ) v o b l a s t i O. A f j a k k o l i z v o l í m e |u, v|a v O, 

U, tf 

m ě j t e Pr a M{x(u,v)} s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {x (u ,v ) } . B u ď | u 0 , v 0 U 
HO, Vg 

ar. b o d z O. Pr a Af{jc(u, v)} m a j í v {x(u0 , v0)} ( s - j - l ) - b o d o v ý 
s t y k , k d y ž a j e n k d y ž M{x(u,v)} m á v b o d ě {x(z/0, Vo)} s - b o -

rd r d "-"I 
d o v ý s t y k i s [ 3 - A j u = J s [ F v P r J u W 

v=v0 »=»o 

Důkaz je stejný jako ve 1 8 4 . 

Styk křivky s plochou. 

2 6 2 . B u d Af{jc(u,v)} p l o c h a t ř í d y r; b u ď C { y ( ř ) } k ř i v k a 
t ř í d y r. B u ď { x 0 j = {*(«<» v0)} = {y(<o)} b o d n á l e ž e j í c í i p l o š e 
Af{x} i k ř i v c e C{y} . P r a v í m e , ž e Af{.x} a C { y } m a j í s - b o d o v ý 
( l ^ s ^ r - í - 1 ) s t y k v b o d ě k d y ž k a ž d á r o v i n o v á f o r m a , 
k t e r á m á v {JC0} s - b o d o v ý s t y k s Aí{x} , m á v {JC0} s - b o d o v ý s t y k 
s C{y} . P r a v í m e , ž e A í { x } a C{y} m a j í p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ s ^ r ) 
s t y k v b o d ě {*<,}, k d y ž maj í v t o m t o ar. b o d ě s t y k s - b o d o v ý , n e 
v š a k s t y k ( s + l ) - b o d o v ý . 

Je zřejmé, že jednobodový styk plochy s křivkou nastane v každém 
společném bodě. Je zřejmé, že s-bodový styk zůstane zachován, když 
plochu M{x} (křivku C{y} ) nahradíme jinou plochou (křivkou), jež s ní 
splyne v okolí bodu {x0}-

2 6 3 . P l o c h a M{x(u, v)} a k ř i v k a C { y ( 0 } m ě j t e s - b o d o v ý s t y k 
v b o d ě {x0}. Buď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; b u ď v Km. x(u, v)™x'(u, v), 
y(t)~y'(t), x0~x'0. P l o c h a iW{x'(a ,v)} a k ř i v k a C{y ' ( / ) } m a j í 
s - b o d o v ý s t y k v b o d ě {JC'0}-

Buď PT rovinová forma, která má s M{x(u, v)} (s C { y ( / ) } ) s-bo-
dový styk v {jt0}. Buď P r ~ p ' r V Ass. K. Pak P'r má s M{x'(u, v)} 
(s C{y ' ( í ) } ) s -bodový styk v {*„} dle 4 7 . 

2 6 4 . B u ď M {X (U, v)} p l o c h a t ř í d y /•; b u ď t e C { y ( / ) } , C {Z (T ) } 
k ř i v k y t ř í d y r. B uď {JC0} b o d o b s a ž e n ý i v A / { x } i v C { y } i v C{z}. 

Af{x} a C{y} m ě j t e s - b o d o v ý ( l ^ s ^ r + 1 ) s t y k v {*„}; C { y } 
a C{z} m ě j t e s - b o d o v ý s t y k v {x 0 }: p a k Af{JC} a C{z} m a j í s -bo-
d o v ý s t y k v {jc0}. 

Vychází ihned ze 1 7 4 a 2 6 2 . 
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2 6 5 . B u ď M{x(u, v)} p l o c h a t ř í d y r ; b u ď C{j>(ř)} k ř i v k a 
t ř í d y r. B u ď {x0} = {x(«O, "«)} = {JKCO)} b o d n á l e ž e j í c í i p l o š e 
Aí{x} i k ř i v c e C{y). P l o c h a Af{x} a k ř i v k a C{j>} m a j í v {JC0} 
s - b o d o v ý (1 <] s < I r + 0 s t y k , k d y ž a j e n k d y ž n a p l o š e A í { x } 
e x i s t u j e k ř i v k a C{z(t)}, m a j í c í v b o d ě {*„} s - b o d o v ý s t y k 
S C{y(t)}. 

Že podmínka stačí, vychází ihned ze 2 5 7 . Předpokládejme tedy, že 
Aí{x} a C [ y } mají v {x0} s-bodový styk. Když ff=l, je zřejmé, že na 
ploše Aí{x} lze udati křivku C{z<,}, mající v bodě {x0} ff-bodový styk 
s C{j>}. Běží o to, že tomu tak jest i pro <r = s, což můžeme dokazovati 
indukcí vzhledem k a. Předpokládejme tedy, že pro určité a ( l ^ f f < s ) 
byla již křivka C{z<i} určena. Označme: písmenem d diferenciály příslušné 
ke křivce C { z 3 } a k bodu {x 0 }; písmenem d diferenciály příslušné k hle-
dané křivce C { z 3 + i } a k bodu {x„}. Dle 178 a 2 5 4 můžeme předpo-
kládat^ že 

(1, xll = x(uB,vu)=y(tn), dax= (^¡pr) • 

Předpokládejme, že C{za+i} je tak volena, že 

oau = dau, Zav = dav, 
takže 
(2 ) o ax = dax. 
Pak jest patrně 

í 3 * - d 3 x = r ( í ° i i - d a H ) — + ( 8 3 v - i / 9 » ) — 1 , 
L au v 

čili v=v> 
.3) s 0 x = d 0 x + f « - + p - ) . 

1. au 3VJU = H o 

Dle poznámky na konci 2 5 4 můžeme křivku C { z 3 + 1 } zvoliti tak, že čísla a, 
/3 mají libovolně předepsané hodnoty. Běží o to, určití a, (i tak, aby 
C M a C { z 3 + i } měly v {JC0} (a + l ) -bodový styk. Dle (1), (2), 1 7 9 a 2 5 4 (3) 
je k tomu nutné a stačí, aby existovala čísla a0, b0 taková, že 

(4) IU) ~ = a"dx + b»x» = a"du f?) + a»dv í~] + t>0xu. 

\at ) t = t„ \3Ulu-. »0 \3V) U--U„ 
D = B0 ® = »0 

Buď nyní Pr rovinová forma mající v {x0} s-bodový styk s M{x}, 
tedy též s C{>-} a s C{z 3 } . Pak jest, ježto a < s 

[¡W5 S P r y ( 0 ] « = ( t = (SPrX (u ' = 
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Odečtením obdržíme dle (1) 

Rovnice (5) platí pro každou rovinovou formu mající v {x0} s-bodový 
styk s Af{x}; dle 2 5 8 existují tedy čísla A, B, C taková, že 

načež rovnice (4) budou splněny, když b0 = C-
2 6 6 . B u d C{y(/)} k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {x0j 

(x0 = y{t0)). B u ď M"=M[Pr] a l g e b r a i c k á p l o c h a , j e ž r o v n ě ž 
o b s a h u j e {x0}; n e b u ď v š a k {x0} s i n g u l á r n í p r o Ma. K ř i v k a 
C ( y ( 0 } a a l g e b r a i c k á p l o c h a M[Pr] m a j í v b o d ě {x0} s - b o d o v ý 

s t y k , k d y ž a j e n k d y ž C { y ( 0 } a r o v i n o v á f o r m a 
PT m a j í v b o d ě {x0} s-bodový s t y k . 

Že podmínka je nutná, ukáže se jako ve 180. Předpokládejme tedy, 
že C { x ( « ) } a PT mají v {x0} s-bodový styk. Dle 2 6 5 je třeba ukázati, 
že na A f [ Á ] existuje křivka, mající s C{y} s-bodový styk v {x0}- Tento 
důkaz je však stejný jako důkaz existence křivky C{z(v) \ ve 265 , pouze 
místo 2 5 8 užijeme 2 7 0 . 

2 6 7 . B u ď C{*(« ) } k ř i v k a t ř í d y / - o b s a h u j í c í b o d {xUj- B u ď 
{x0} s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é p l o c h y M[Pr\• P r a v í m e , ž e 
C { x ( « ) } a M[Pr] m a j í s - b o d o v ý ( l ^ s < r + l ) s t y k v b o d ě {x„J, 
k d y ž C{x(« ) } a Pr m a j í s - b o d o v ý s t y k v {x0}-

B u ď {xo} s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é p l o c h y M[PT\ B u ď 
C{x(u ) } k ř i v k a t ř í d y r o b s a h u j í c í {x„j. P a k C { x («)} a M[Pr] 
m a j í d v o j b o d o v ý s t y k v {x0}. J e - l i 2 < s < ; r - r l , m a j í - l i C{x(u)J 
a M[Pr\ s - b o d o v ý s t y k v {x0}, a j e - l i C{y(v)} k ř i v k a t ř í d y r 
m a j í c í s C{x (« ) } (s — l ) - b o d o v ý s t y k v {x0}, m a j í t a k é C{y(v)} 
a M[Pr\ s - b o d o v ý s t y k v {x0}-

Důkaz je stejný jako ve 181. 

2 6 8 . Buď M{x(u, v)} p l o c h a o b s a h u j í c í b o d {xu} = {x(«u, v«)}-
Buď C k ř i v k a na p l o š e Aí{x} o b s a h u j í c í {x0}- B u ď t e du, dv, dx 

Ze (3) a (6) vychází, že stačí zvoliti libovolně o0 a položití 

a = a„du + 4, ,3 = a„dv + B, 

Tečny plochy. 
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d i f e r e n c i á l y p a t ř í c í k e k ř i v c e C a k b o d u {*<,}• T e č n a 
k ř i v k y C v b o d ě {x0} j e s t {p}, k d e 

( 3 X 3X \ 
x,—du+ — dv]=(xdx). (I H, »1» = | a„ v, |») 

P r a v í m e , ž e {p} j e t e č n a p l o c h y Aí{x} v b o d ě { x 0 } - P ř í m k a {9} 
j e t e č n o u p l o c h y Aí{x} v {x0}, k d y ž a j e n k d y ž ř a d a b o d o v á 
s o u m í s t n á s {q} má v {x0} d v o j b o d o v ý s t y k s M{x}-

Vychází ihned ze 185, 1 9 5 a 2 6 5 . 

2 6 9 . B u ď Af{x(u , v)} p l o c h a o b s a h u j í c í b o d {x0} = {X(Í/0> v0)}. 
M n o ž s t v í t e č e n p l o c h y Aí{x} v b o d ě {x0} j e s v a z e k p ř í m e k 
{*„; £0}r, k d e 

®=»0 

P r a v í m e , ž e {£0} je t e č n á r o v i n a p l o c h y Af{x} v b o d ě {x0}-

2 7 0 . B u ď {x0} n e s i n g u l á r n í b o d a l g e b r a i c k é p l o c h y 
M[Pr\. Ar. b o d y j e s t i n c i d e n t n í s t e č n o u r o v i n o u a l g e b r a i c k é 
p l o c h y M[Pr] v b o d ě {x0}, k d y ž a j e n k d y ž j e h o p o l á r a [/>,.; j;] 
v z h l e d e m k u Pr j e s t i n c i d e n t n í s {x0}-

Vychází ihned z 2 5 0 a 2 5 8 . 

271. T e č n a {xdjt} p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y 2 v b o d ě {x(u,»Vo)} = 
= {x0} má s M{x} t r o j b o d o v ý s t y k v {x0}, k d y ž a j e n k d y ž 
b o d {|du, dv\h) j e k o ř e n e m (v. 7 4 ) f o r m y 

Í Bx dx X \ 

3tí2 d u i 29u7vdUdV + 3V* d V ) = 0 ' (|B, v|»= |t/0, V„|») 
T a k o v á t e č n a n a z ý v á s e a s y m p t o t i c k á t e č n a p l o c h y Aí{x} 
v b o d ě {x0}. 

Dle 186 a 2 6 5 jest přímka {xcřx} asymptotickou tečnou plochy 
M {x} v bodě {x0}> když a jen když jest inflexní tečnou v {x0} nějaké 
křivky na Aí{x}, tedy dle 2 5 4 , když lze určití dřu a d3v tak, aby bylo 

rj = (x0 , dx, d2x) = Or. 

Avšak, klademe-li pro u = u0, v = v0 

dx_ _ 9x _ d-x a2x 3-x 
— 1 — Xt i , — X< 11 — XI>)I " — XM 1 

3U 3V - 3U- 3U3V 3V2 

jest 
Ti = (X0, X, du + x 2dv, x, d2u + x.^v + z), 

kde 
z = x n du1 + 2 x^dudv + Xjj dv2. 
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Předpokládejme nejprve, že platí (1) . Pak jest 

Z = X()*0 + M l + M i 
a tedy 

i] = [x„, x,du + x2dv, x, (dlu + X,) + x2 {d2v + X2)], 

takže stačí zvoliti ďu = — cřu — — ).,, aby bylo rj = 0r. Buď naopak 
7] = 0r. Pak 

z + x,d2u + x2ďJv = Xx + ,u + x.2úfv), 
tedy 

z = Xx + (ndu — </2u) x, + (fidv — d2v) x2 

a rovnice (1) je splněna. 

2 7 2 . J s o u - l i tři t e č n y p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y 2 v b o d ě 
{x(u0, V0)} a s y m p t o t i c k é , j e s t k a ž d á t e č n a p l o c h y A Í {X } V{JC(U0, V0)} 
a s y m p t o t i c k o u . P r a v í m e p a k , ž e t e č n á r o v i n a p l o c h y M{x} 
v b o d ě {x(uo, v0)} j e s t a c i o n á r n í . 

Vychází ihned ze 271. Tečná rovina plochy Af {x} v bodě {x(a 0 , v0)} 
je stacionární, když a jen když pro ' u, v [ » = ! u0• v» 1» j e s t 

( i ) í x — — — I — í x 3 x 9 x d X ) — íx — - - —\ —0 
( du dv du2) i du dv dudv) 1 du dv dv2) 

2 7 3 . Když a jen k d y ž k a ž d á t e č n á r o v i n a p l o c h y M{x(u, v)} 
( | « > v | 6 v O ) t ř í d y 2 j e s t a c i o n á r n í , j e s t Aí{x(w,v)} o b s a ž e n a 
v p e v n é m p o l i . b o d o v é m . 

Když každý bod plochy M{x(u, v)} jest obsažen v poli ar. bodů 
Adj. {£}, je zřejmě 

= = 0, = o, 
du dv du1 dudv dv2 

X d u 3v) v ^ e c ' t y rovnice 2 7 2 (1) jsou splněny pro každý 

ar. bod |u, v j s z O . Buďte naopak splněny všecky rovnice 2 7 2 (1) pro 
každý ar. bod \u, v | » z O . Položme 

; = {x— — ] . 
I du dv) 

Ježto £ 4= On vidíme z 2 7 2 (1) snadno, že lze určiti A = l («, v), = n (u, v) 
jako spojité funkce v O tak, že pro každý ar. bod \u, v | » z O jest 

(1) f = XÍ, * 
du dv 

Jest ukázati, že rovina {£} je pevná. Dle 2 3 2 stačí ukázati, že, když 
I Uo> fo I* J e s t jakkoli zvolený ar. bod z O a když V jest okolí ar. bodu 
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ju„>Vo!»> rovina {£} je pevná, pokud \u, v|& zůstává ve V. Dle prvé (druhé) 
rovnice (1) a dle 6 5 nemění se však rovina {§}, když měníme u (v). 

2 7 4 . N e n í - l i t e č n á r o v i n a p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y 2 v b o d ě 
¡x(«0> v0)} s t a c i o n á r n í , e x i s t u j í buď 1° d v ě , n e b o 2° jedna, n e b o 
3° n e e x i s t u j e ž á d n á a s y m p t o t i c k á t e č n a p l o c h y M{x(u,v)\ 
v b o d ě {x(u0, v0)}. P r a v í m e pak, ž e {x(u0 , v0)} j e s t 1° h y p e r b o -
l i c k ý , 2° p a r a b o l i c k ý , 3° e 1 i p t i c k ý b o d p l o c h y M {x (u, v)}. J e-1 i 
t e č n á r o v i n a p l o c h y M{x) v b o d ě {x(o0»v0)} s t a c i o n á r n í , pra-
v í m e t é ž , ž e {x(í/o)Vo)} j e s t p a r a b o l i c k ý b o d p l o c h y Aí{x}. 
K1 a d e m e-1 i 

/ 3X dX 32X\ í 3X 3X 32X \ I 3X 3X 3!X\ 
lij £> 11 = x 6,.,= x , ¿»22= x - , 

\ du 3v 3U-) \ 3U 3V 3113V) \ 3U 3v 3v2) 

,2) B(u,v) = b,22-bllbil, 

j e s t l ° f l ( i í o , V o ) > 0 , 2° B(u0> v0) = 0, 3» B(u 0 , v„) < 0. 

Zřejmé dle 271. 
2 7 5 . B u ď A/{x(« ,v ) } p l o c h a t ř í d y r ^ 2 o b s a h u j í c í b o d 

{JC(UO> v0)}. T e č n á r o v i n a p l o c h y Af{x} v t o m t o b o d ě n e b u ď 
s t a c i o n á r n í . B u ď 

x = x0, ~ = ^ = (!u,v!í = !u0,vj4) 

B u ď 

p = (x„,a,xi + ajX-i), Í = (X0,P1X1 + $2X2). (!a,,a.2;s=f:04, ! Pi, P2(ft=^0ft) 

T e č n y {p} a p l o c h y Aí{x} v b o d ě {*„} n a z ý v a j í s e k o n j u -
g o v a n é , k d y ž 

( dx 3X „ 32X „ s 31X „ 32X\ 
l i ) : + K P í + « i P i ) = 0 . 

\ 3U 3V au2 v 3U3V • 2av2)„=u3 

M n o ž s t v í p á r ů k o n j u g o v a n ý c h t e č e n p l o c h y M{x} v b o d ě 
¡x0} j e s t i n v o l u c e . T a t o i n v o l u c e j e s t 1° h y p e r b o l i c k á , 2° para-
b o l i c k á , 3° e l i p t i c k á , k d y ž {x0} j e s t 1° h y p e r b o l i c k ý , 2° p a r a -
b o l i c k ý , 3° e l i p t i c k ý b o d p l o c h y M{x}. T e č n a {p} j e d v o j n o u 
p ř í m k o u i n v o l u c e k o n j u g o v a n ý c h t e č e n p l o c h y Aí{x} v b o d ě 
}x0}, k d y ž a j e n k d y ž j e s t a s y m p t o t i c k o u t e č n o u p l o c h y A í j x } 
v t o m t o b o d ě . 

Důkaz je zřejmý. Je však třeba ukázati, že jsme k definici konju-
govaných tečen oprávněni, t. j. že pár konjugovaných tečen přejde v pár 
konjugovaných tečen, když zavedeme místo |a , v|& nový parametr |a',v'|& = 
= | (f (u,v), if>(u, v)|», kde funkce <p, ip definují korespondenci Čí třídy r. 
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Involuce J konjugovaných tečen je zřejmě určena (v. 8 0 ) kvadratickou 
formou v du, dv. 

\ du dv ) 

Je-li však x(u, v) = x'(u', v') a d ~ ď v d® (v. 2 3 8 ) , vidíme snadno, že 

( 2 ) L ££ » ^ W * ££_£?££ ) ř ) 
[ ' du' dv ) \du dv dv du) \ ' du" dv'' )' 

Odtud vychází žádané dle 8 0 . 

2 7 6 . B u ď A f { x ( u , v ) } p l o c h a t ř í d y B u ď C{x[<f(t), V(f)]}, 
(řv<a + 0, b — 0 » k ř i v k a t ř í d y f na p l o š e Af{x}. B u ď 
a<t0<b, <p(t0) = u0, ty (to) = VO, t a k ž e {x0} = {X ( Í Í 0 , V0)} j e s t b o d 
k ř i v k y C. Je-l i {x0} p a r a b o l i c k ý b o d p l o c h y Aí{x}, n e c h ť n e n í 
t e č n a k ř i v k y C v b o d ě {x0} a s y m p t o t i c k o u t e č n o u p l o c h y M {x}. 
E x i s t u j e č í s l o « > O t a k o v é , ž e m n o ž s t v í t e č n ý c h r o v i n 
p l o c h y Aí{x} v b o d e c h k ř i v k y C {x [?( / ) , V 0)]} (£> — « < t< /« - «) 
j e s t duá ln í k ř i v k a e = V(f) ]} (4> — s < / < f0 + e ) , P ř i č e m ž 

( i ) 
x dxdx) 

5(u, v) = x — — . \ du dv 

P r a v í m e , ž e d u á l n í k ř i v k a © j e s t k o n j u g o v á n a k e k ř i v c e C 
v z h l e d e m ku p l o š e Aí{x} a p í š e m e 

S = Konj. C. 

T e č n o u d u á l n í k ř i v k y * ) Konj. C v r o v i n ě {£(*/„, v0)} j e s t t e č n a 
p l o c h y Aí{x} v b o d ě {x0} k o n j u g o v a n á k t e č n ě k ř i v k y C 
v b o d ě {x0}. 

Označme d diferenciály patřící ke křivce C, tedy du -- dv=~l. 
ut dt 

Běží pouze o to, zjistiti, že ( f d § ) 4 = 0 p a že je konjugovaná tečna 
ke (xdx). Definujeme b u , b \ i , b n jako ve 2 7 4 . Dle (1) jest 

..dl dí r í dxdlx\ ( dx d2x V 
dt = — du + - dv = — x + x du dv L v dv du1) \ dududv) 

+ [ _ ( , » * * ] + ( , ^ V l , 

L l dv dudv) \ dudv-jJ 

takže dle 1 0 9 (1) a 2 7 4 (1) jest 
(3) (4rf?) = |x, (byldUŤb.ndv)--(budU + blidv)-v^. 

du + 

*) Pro m = 3 k výrazu „ tečna k ř i v k y C v b o d ě {x}u je duální výraz 
„ tečna d u á l n í k ř i v k y (£ v r o v i n ě 



192 

Je tedy = 0„ jen, když 

budu + bndv = bndu + b.2idv = 0, 

t. j. když b^ — bn ba = 0, bn díř + 2ů i a du dv + bi3 dv* = 0, což jsme vy-
loučili. 2 e je konjugovaná tečna k {xefx}, plyne ihned ze (3), 
2 7 4 (1) a 2 7 5 (1). 

2 7 7 . B u ď M { x ( « , v ) } p l o c h a t ř í d y r ^ 2 . B u ď C ~ C { x [ y ( ť ) , 
i/>(ř)]} k ř i v k a t ř í d y r' (1 <r£r) n a p l o š e Aí{jc}. B u ď R = R{p(f)\ 
o s n o v a t ř í d y r " ^ 2 t a k o v á , ž e p r o k a ž d é / p ř í m k a {/?(/)} j e 
t e č n o u p l o c h y M { x } v b o d ě { x [ y ( / ) , ^ (ř ) ] } k ř i v k y C. O s n o v a R 
j e r o z v i n u t e l n á , k d y ž a j e n k d y ž p r o k a ž d é t p ř í m k a (p( / ) } 
j e b u ď t e č n o u k ř i v k y C v p ř í s l u š n é m b o d ě {x}, n e b o t e č n o u 
p l o c h y Af{x} k o n j u g o v a n o u k t e č n ě k ř i v k y C v {*}. 

Označme d diferenciály patřící ke křivce C. Buď 

Osnova /? je dle 2 1 0 (2) rozvinutelná, když a jen když 

Definujeme-li ¿>n, ba, b a jako ve 2 7 4 , je tedy 

(.xydxdy) = (p, dv - ?.2du) [3,dubn + (¡3,dv + ?.2du) bn + ?2dvb22}. 

Když napravo vymizí prvý faktor, přímky 

jsou rovné; vymizí-li druhý faktor, jsou přímky (2) konjugované tečny 
plochy M {x} v bodě {x}. 

2 7 8 . B u ď M{x(u, v)} p l o c h a t ř í d y r ^ 2 . B u d C k ř i v k a 
t ř í d y r ( 2 < L r < r ) n a p l o š e M{x] o b s a h u j í c í b o d {x0} = {x(«0> v0)}-
T e č n á r o v i n a p l o c h y Af{x} v b o d ě {x0} j e s t o s k u l a č n í ro-
v i n o u k ř i v k y C v b o d ě {x0}, k d y ž a j e n k d y ž t e č n a k ř i v k y 
C v {x0} j e s t a s y m p t o t i c k o u t e č n o u p l o c h y M {x} v b o d ě {x0}-

(xy dxdy) = S (xy dx) dy = 0. 

Dle (1) je však 

(2) 
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Buďte d diferenciály patřící k C. Buď 

\ du dv) 

Dle 1 9 6 rovina {£} jest oskulační rovinou křivky C v bodě {x}, 
když a jen když 

Síx = O, Sldx = 0, Sld1x = 0. 

Prvé dvě rovnice zřejmě vždy jsou splněny; třetí praví dle 271 (1), 
že tečna {xdx) je asymptotickou tečnou plochy Aí{x} v bodě {x}. 

2 7 9 . B u d M {x (u, v)} p l o c h a t ř í d y r ^ 2 . K ř i v k a C t ř í d y 
rr^>2 n a p l o š e A í { x } n a z ý v á s e a s y m p t o t i c k o u k ř i v k o u p l o c h y 
M{x\, k d y ž v k a ž d é m j e j í m b o d ě {x} j e j í t e č n a j e s t a s y m p t o -
t i c k o u t e č n o u p l o c h y M{x} v {x}, n e b o k d y ž v k a ž d é m j e j í m 
b o d ě {x} t e č n á r o v i n a p l o c h y A í { x } j e s t j e j í o s k u l a č n í ro-
v i n o u . 

Obě definice jsou ekvivalentní dle 2 7 8 . Z kterékoli z nich plyne, 
že, když všecky body křivky C náležejí pevné řadě bodové, C jest asympto-
tickou křivkou. 

2 8 0 . Buď M {x (u, v)} p l o c h a t ř í d y 3 ; b u ď {x0} h y p e r b o l i c k ý 
b o d p l o c h y Aí{x} . V p o d s t a t ě d v ě k ř i v k y n a p l o š e Aí {x} ob -
s a h u j í {x0} a j s o u a s y m p t o t i c k é p r o Aí{x} . 

Slovy „v podstatě" rozumíme: 1° existují dvě takové křivky, jež 
nesplynou v okolí bodu {x 0 }; 2° každá jiná křivka mající touž vlastnost 
splyne s jednou z nich v okolí bodu {x0}-

Buď x 0 = x(«0, v0). Definujme 6 U , b a jako ve 2 7 4 a pro určitost 
předpokládejme, že (u0, v0) 0. Pro asymptotickou křivku C jest dle 
271 a 2 7 9 nutné a stačí, aby v každém bodě křivky C platilo 

(1) budul + 2bndudv + b.n dv1 = 0, 

když diferenciály d patří k C. Ježto bit(u0, Voí + O, jest v {x 0 } : du 0-
Odtud plyne snadno, že, omezíme-li se na dosti malé okolí bodu {x0}, 
« jest parametr křivky C. Buď tedy C = C { x ( u , cp(u))}. Rovnice (1) roz-
padá se ve dvě: 

df ^ — ¿>i2 + V ¿>n btl — bx.f dy — bn — V bn — b 
du b.n ' du b.n 

Teorém nyní vychází snadno ze 6 4 . 

281 . B u ď # { p ( u ) } (u v <a + 0, b — 0>) o s n o v a t ř í d y r. 
M n o ž s t v í MP b o d ů i n c i d e n t n í c h v ž d y s j e d n o u p ř í m k o u 
o s n o v y R { p ( u ) } n a z ý v á s e p ř í m k o v á p l o c h a ; o z n a č e n í MP = 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 13 
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= MR{p(u)}. Buď p(u) = (y(u), z (ti))- Bod {*„} = {z(u0) + v0y («„)} 
n e b u ď i n c i d e n t n í s {p(u)} pro ž á d n é u r ů z n é od u0. B o d {x0j 
n e b u ď b o d v r a t u o s n o v y R{p(u)} v p ř í m c e {p(«0)}- B u ď V 
d o s t i m a l é o k o l í ar. b o d u |u0, v0|&. P ř í m k o v á p l o c h a MR{p(u)) 
s p l y n e v o k o l í b o d u {x0} s p l o c h o u M= M{z(u)+vy(u)\. Je-li 
o s n o v a 7?{p(«)} 1° k u ž e l o v á , 2° r o z v i n u t e l n á , 3° z b o r c e n á 
p r a v í m e , ž e M j e s t 1° k u ž e l , 2° r o z v i n u t e l n á p l o c h a , 3° z b o r -
c e n á p l o c h a . K a ž d ý b o d r o z v i n u t e l n á ( z b o r c e n é ) p l o c h y 
j e s t p a r a b o l i c k ý ( h y p e r b o l i c k ý ) . 

Snadný důkaz ponechávám čtenáři. 

2 8 2 . B u ď M\x{u, v)} (1«, v|» v O) p l o c h a t ř í d y j e j í ž 
k a ž d ý b o d j e s t p a r a b o l i c k ý . T e č n á r o v i n a p l o c h y Aí{x} 
v b o d ě {x(tfo, v0)} n e b u ď s t a c i o n á r n í . E x i s t u j e o k o l í Var. b o d u 
\u0, v0|ii t a k o v é , ž e M{x(u, v)} ( | v v e V) j e s t r o z v i n u t e l n á 
p l o c h a . 

Definujme 6 U , ů12, ba jako ve 2 7 4 . Buď na př. ¿>n4=0 v ar. bodě 
|«o> Vol» a tedy též v jistém okolí Vi tohoto ar. bodu obsaženém v O. 
Ježto všecky body plochy Af{x} jsou parabolické, jest pro \u,v\b ve Vi 
a pro všecka du, dv 

(1) bu du1 + 2b,., du dv + b22 dv1 = — (b,,du + bV2 dv). 
o 11 

Dle 6 4 existuje okolí V2 ar. bodu |u0, v0|t a funkce <f(t,v) třídy r — 2 
ve V-2 taková, že 1° všude ve V2 jest 

3?(t,v)__ bl2(t,v) 
dv 6,, (/, v)' 

2° pro v = v0 jest <p(t, v) = t, Je-'' l e d Y v) = v, jest pro 

\t, v ]h = | uu, Vb 1» 
d? d f 
dt dv 
dji 3} 
dt dv 

= l. 

Odtud snadno vychází, že, omezíme-Ii ar. bod | u, v |» na jisté okolí V ar. 
bodu ] u0, v0!» obsažené ve Vif můžeme zavěsti za nový parametr plochy 
A/{x} ar. bod \ui, Vi|» dle rovnic u = íp(ui, Vi), v = vi, tedy položití 
x(u, v) = j>(z/i, VI). Z (1) a (2) vychází snadno, že při konstantním u, 
křivka C{y(th, Vi)} jest asymptotická křivka plochy Ař {jc} = Ař {>-}• 
Abychom nekomplikovali označení, předpokládejme, že Ui = u, Vi = v-
Pak je zřejmě 
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I dxdxd2x\ b.,,= x = 0 , \ du dv dvy 
! dx dx d2x \ ůl2= [x -- — =0, 2 \ dudvdudvj 

takže existuji funkce a„ £>,(/ = (), 1, 2) takové, že 

d2 x dx dx 
aux + o, — -r a-2 auav au a v 

(3) 
d2x t ax , ax —, = o„x + 6, — -f b., — dV2 1 du ' dv 

Můžeme předpokládati, že okolí V bylo zvoleno tak malé, že žádná tečná 
rovina plochy M {x} není stacionární. Pak jest všude ve V 

( dx dx dlx\ bu = x , + 0 [ du dv du1 

a můžeme tedy ke každému ar. bodu y určití jedním a jen jedním způ-
sobem A0, L, /j, tak, že jest 

, ax , dx d2x y — k0x - — Ť A., — ~ p ,• ' du -dv 1 du2 

Pro krátkost položme // = / ( y ) . Zřejmě jest 

/(vy) = v/(y)./(y, + yů = / ( y , ) + fiy,). 

Derivujeme-li prvou rovnici (3) dle v, nalezneme snadno 

Derivujeme-li však druhou rovnici (3) dle u, obdržíme 

Je tedy bL = 0, t. j. 
ď-x t , ax — = b„x + b2--dv2 dv 

Zvolíme-li tedy jakkoli u, křivka C {x (u, v)} (u pevné) má všecky body 
inflexní a je tedy dle 186 obsažena v řadě bodové soumístné s přímkou 
{/>(«)}, kde 

12* 
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Zbývá ukázati, že r { p ( u ) } jest rozvinutelná osnova. Avšak 

ÍLE _ 17 JÍL) 3*\ 

du M dlldv) \dUdVI 

Oba sčítance jsou zřejmě (v. (3)) incidentní s £0 = | x =}= 0r, takže 

Styk křivek na ploše. 

2 8 3 . B u ď { j c 0 } = {x(u0, V0)} b o d p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y r í > 2 . 
B u ď t e C, C d v ě k ř i v k y t ř í d y na p l o š e M { x } , o b s a h u j í c í {x0}. 
T e č n a k ř i v k y C v {x0} n e b u ď a s y m p t o t i c k o u t e č n o u p l o c h y 
M{x} v {x0}- K ř i v k y C a C' m a j í t r o j b o d o v ý s t y k v {x0}, k d y ž 
a j e n k d y ž m a j í v {x0} s p o l e č n o u o s k u l a č n í r o v i n u . 

Označme d (<5) diferenciály patřící ke křivce C(C') a k bodu {x0}. 
Definujme bn, bw, bn jako ve 2 7 4 . Že podmínka v teorému je nutná, 
je zřejmé. Předpokládejme tedy, že křivky C a C' mají v {x0} společnou 
oskulační rovinu. Dle 271 {x0} není inflexní bod křivky C, tedy dle 1 9 6 
oskulační rovinou křivky C v { x 0 } jest {(xoť/xcřx)}, jež je různá od tečné 
roviny plochy Af {x} v {x0} dle 2 7 8 . Tečnou křivky C v {x 0} je patrně 
průsečnice roviny { ( x 0 c ř x í f x ) } s touto tečnou rovinou, a táž přímka je zřejmě 
tečnou křivky C' v {x0}. Dle 1 8 5 mají tedy C a C dvojbodový styk 
v {x0}, takže dle 2 5 5 můžeme předpokládati, že 

(1) du = Sa, dv = ív. 

Dle 1 7 9 je třeba ukázati existenci čísel a, b takových, že 

o1x—dlx = ax0 + bdx, 
čili ukázati, že 

(x0dxo2x) = (xudxdlx). 

Dle předpokladu však zřejmě existuje číslo q takové, že 

(2) (xl>dxVx) = p(xadxd>x), 
takže je třeba pouze nahlédnouti, že ( > = 1 . Ježto \du, rfv =4= 0& (v. 2 5 4 ) , 
předpokládejme na př., že du 0. Jest patrně pro | u, v = | U& v01& 

3x\ xdx,dlx, -\= — du(budu' + 2badudv + b.advl) dv) 

a stejně, když místo d píšeme d. Ježto 



197 

je tedy dle (1) a (2) 

(3) (p— 1) du(6nť/u2 + 2btídudv + b.ndvi) = 0. 

Ježto d u ^ O , jest 1, jak bylo dokázati; neboť třetí faktor nalevo 
ve (3) jest =^0 dle 271 . 

2 8 4 . B u ď { x 0 } = {jc(íío, v0)} b o d p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y r ^ > l . 
B u ď t e C, C d v ě k ř i v k y t ř í d y ť<r n a p l o š e M {x} o b s a h u j í c í 
b o d {jco}- K ř i v k y C, C' m ě j t e v {x0} p r á v ě s - b o d o v ý ( l ^ s ^ Y ) 
s t y k . T e č n á r o v i n a p l o c h y Af {*} v b o d ě {x0} j e s t r o v i n o u ( s + 1 ) 
b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k C, C' v bodě x0-

Buď pro | u, v 1» = | u0 , v01» 

3x 3x 
X, = — X2 = 

311 3V 

Označme d (<í) diferenciály patřící ke křivce C ( C ' ) a k bodu {x0}- Dle 2 5 5 
můžeme předpokládati, že 

lau=dau,V,v = dav. (l^a^s —l) 
Buď 

(2) C = (*o, *idu + x2dv, Vx—ďx). 

Dle 2 2 5 máme ukázatí, že {C} = { x 0 x i x a } . Dle (1) je však 

o'x-ďx=x, (8'u -ďu) + x^Vv-ďv). 
Tedy dle (2) 

C = [du(8*v - ďv) - dv('j"u - ďu)] (x0x,x.2). 

2 8 5 . B u ď {x„} b o d p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y r ^ 2 . B u ď t e C, C' 

d v ě p o l o r e g u l á r n í k ř i v k y t ř í d y r' (2 n a p l o š e M {x} 

o b s a h u j í c í b o d {x0}- K ř i v k y C, C' m ě j t e v {x0} p r á v ě s - b o d o v ý 
(2<Ls<Lr') s t y k . B u ď {p} t e č n a k ř i v k y C v b o d ě {x0}. O s n o v y 
Ass. C, Ass. C' m a j í v p ř í m c e {p} s - p ř í m k o v ý s t y k , k d y ž a j e n 
k d y ž {/?} j e s t a s y m p t o t i c k á t e č n a p l o c h y Af{x} v b o d ě {x0}-

Vychází ihned ze 2 2 2 (2), 2 2 5 (2), 2 7 8 a 2 8 4 . 

2 8 6 . B u ď {xo} = {x (u0 , Vo)} b o d p l o c h y M{x(u, v)} t ř í d y r ^ 3 . 
B u ď t e C, C' d v ě k ř i v k y t ř í d y Z ( 3 < / < r ) n a p l o š e Aí {JC} o b s a -
h u j í c í b o d {x0}- T e č n a {p} k ř i v k y C v {x0} n e b u ď a s y m p t o -
t i c k o u t e č n o u p l o c h y A í { x } v {x0}. B u ď {g} t e č n a p l o c h y A í { x } 
v {xo} k o n j u g o v a n á k {pj. K ř i v k y C, C m ě j t e v {*„} p r á v ě 
s - b o d o v ý — 1) s t y k . P ř í m k a {q) j e s t p ř í m k o u ( s + 2 ) -
b o d o v é h o s t y k u k ř i v e k C, C' v b o d ě {x0}. 

Buď pro \u, v | & = \u0, Vol* 

_3X 3X _ a^X _ 3lX _ 3vX 
Xi ' X, ' Xn J Xt-y 1 x.yy A. 

311 1 3V 3tí1 3U3V 3Vl 
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Označme d(<í) diferenciály patřící ke křivce C ( C ) a k bodu Dle 
2 5 5 můžeme předpokládati, že 

(0 dau = iau,d0ív = 5av. ( i < a < s - i ) 
Buď 
(2) = (Xo^Xa*,,), 614 = ( * 0 * , X 2 * I 2 ) , ft22 = (X0 X, X2X2 2 ) , 

takže dle 2 7 5 jest 

(3) q = [x0, (b„du + bndvix2 — (bV2du + b.ndv) x,]. 
Buď 

y = (x0,dx, isx - ďx, žs+1 x - ď+lx) dx -
+ (S+ l)(x0, dx,dlx, lsx — d°X) (84x — d"x). 

Dle 2 2 7 (2) máme ukázati, že (qy) = 0r. Dle (1) je však 

o"x — d'x = (o'u— ďu)x, -f- (Ssv — dsv) x2, 

(5) S ,+1 x - d3+1 x = (5S+1 u - ď+l u) x, + (žs+1 v - ď+l V) x2 + 
+ (s + 1) [(o*u — ďu) (xndu T X12dv) + (os v — dsv)(xl2du +x.22dv)]. 

Dle (2) a (4) je tedy 

y = (s + 1) A I(8su - ďu)(bndu + bl2dv) -f (S*v — ďv) (bl2du -r b22dv)] X 
(6) (X| du + x2dv) — (blldu1 + 2b,ldudv bndv-) l(Z'u — d'u) x, + (o'v — d"v) x.2l = 

= - (s + 1) A* [tbudu + bl2dv) x2 - (bl2du + b.l2dv) x,l; 

při tom jsme položili 

b = du(i'v-d'v) - dv (t"u - ďu). 

Ze (6) a (3) je patrné, že ( ^ y ) = Or. 

Styk p loch . 

2 8 7 . B u ď t e M{x(u, v)}, M\y(u',v')) p l o c h y t ř í d y r. B u ď 
{*„} = {*(«<). v0)} = {y(uó, v0')} b o d n á l e ž e j í c í o b ě m a t ě m t o p l o -
c h á m . P r a v í m e , ž e M{x(u, v)} a M{y(i/,v')} m a j í s - b o d o v ý 
( l < s < ^ r + 1 ) s t y k v b o d ě {x0}, k d y ž k a ž d á r o v i n o v á f o r m a , 
k t e r á m á v {JC0} s - b o d o v ý s t y k s M{x(u, v)}, m á v {JC0} s - b o d o v ý 
s t y k s M{y(u',v')}. P r a v í m e , ž e M { x ( a , v ) } a M\y(u, v')} m a j í 
p r á v ě s - b o d o v ý (1 s t y k v b o d ě {xo}, k d y ž m a j í v t o m t o 
b o d ě s - b o d o v ý s t y k , n e v š a k ( s - | - l ) - b o d o v ý s t y k . 

V této definici plochy M{x(u,v)), M{y(u',v')) chovají se nesyme-
tricky; ž e však ve skutečnosti lze je vyměniti, plyne ze 291 . Je zřejmé, 
že styk zůstane zachován, když kteroukoli z obou ploch nahradíme jinou 
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plochou, jež s ní splyne v okolí bodu {x0}. Také je zřejmé, že jedno-
bodový styk nastane v každém společném bodě. 

2 8 8 . B u ď t e Aí {JC(U, v)}, M{y(u',v')\ p l o c h y t ř í d y r, o b s a h u -
j í c í b o d {xo} a m a j í c í v t o m t o b o d ě s - b o d o v ý ( l < s < r + l ) 
s t y k . B u ď K k o l i n e a c e ar. b o d ů ; buď v K: x(u, v) ~ X(u, v), 
y(u,v')~ Y(u,v'), x0~X0. P l o c h y M{X(u, v)}, M{K(u',v')} m a j í 
v b o d ě {Ao} s - b o d o v ý s t y k . 

Důkaz je stejný jako ve 177. 

2 8 9 . B u ď t e M{x(u, v)}, M{y(u',v')) p l o c h y t ř í d y r o b s a h u -
j í c í b o d {*„}. B u ď l ^ s ^ r + 1 . K d y ž a j e n k d y ž k a ž d á k ř i v k a 
t ř í d y s — 1 ( t ř í d y 1 p r o s = l ) n a p l o š e M{y(u', v')} o b s a h u j í c í 
{jto} má v t o m t o b o d ě s - b o d o v ý s t y k s M{x(u,v)}, m a j í p l o c h y 
M{x(u, v)} a M{y{u',v')} s - b o d o v ý s t y k v {*„}. 

Vychází snadno ze 2 5 7 . 

2 9 0 . B u ď t e AÍ{JC(U,V)}, AÍ{y(li, / ) } p l o c h y t ř í d y r o b s a h u -
j í c í b o d {jc0}- B u ď l ^ s ^ r + 1 . K d y ž a j e n k d y ž k e k a ž d é 
k ř i v c e t ř í d y s — 1 ( t ř í d y 1 pro 1) na p l o š e M{y(u', v')} o b s a -
h u j í c í {je«} l z e u d a t i na p l o š e M\x(u, v)} kři v ku, m a j í c í s o n o u 
s - b o d o v ý s t y k v {x0}, m a j í M{x(u, v)} a M{y(u',v')\ s - b o d o v ý 
s t y k v {xo}-

Vychází ihned ze 2 6 5 a 2 8 9 . 

291. B u ď M{x(u, V)} p l o c h a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {X0} = 
= {JC(Í/0, v0)}- P l o c h a M{z(ii,'v)} t ř í d y r má s Af{x(u ,v)} v b o d ě 
{jc0} 5 - b o d o v ý (1 1) s t y k , k d y ž a j e n k d y ž o b s a h u j e 
{xo} = {z(ůo, v0)} a v o k o l í t o h o t o b o d u s p l y n e s p l o c h o u 
M{y(u,v')}, při č e m ž 

V'—Vj V—Vq 

Že vyslovená podmínka stačí pro s-bodový styk ploch M{x(u, v)} 
a Aí {z(ú, i>)}, je zřejmé. Předpokládejme tedy naopak, že plochy Aí | x (u , v)j 
a Ař{z(ú, v)} mají v bodě {*„} s-bodový styk. Je zřejmé, že lze pak 
splniti tu rovnici (1), v níž a1 = a2 = 0. Můžeme tedy rovnice (1) doka-
zovati indukcí vzhledem k cti 4- t. j. předpokládati, že jsme již pro 
jisté / Í ( 0 < / ? < s — 1 ) určili plochu Aí [YI (u1} VJ)}, která splyne s Aí {z (ii, v)} 
v okolí bodu {*„} a je taková, že 

«1 — V0 v = VQ 
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načež je pouze třeba ukázati, že lze nalézti okolí V ar. bodu | ú0, v0 \h 

a funkce q(u, v'), 9 (u, v'), ty(u, v') třídy r ve [V] tak, že 1° q («', v') 4= O 
všude ve [V], 2° funkce <p(u', v'), ty(u',v') (|u', v'|6 ve [V']) definují kores-
pondenci třídy r a f (ú0, v«) = ů0, ty (ii0, v0) = Vo, 3° klademe-li 

y (u', v') = p (u', v') y, [<p (ď, v'), <i (ď, v')], 

jsou splněny ty rovnice (1), v nichž O ^ -f- a 2 ^ /? + 1. 
Buď nyní Pr rovinová forma, mající s M {x(u, v)} a tedy dle před-

pokladu také s M {yt (ui, Vi)} s-bodový styk v bodě {x0j. Je tedy zejména 

(3) 

»P+1 

v, = t>„ 

Snadno se vidí (v. 62) , že 

- SP,X(íí,V) = o. 
U = Uo 
e=t>o 

311 

r 1 
- — SPrX(u,v) = nS P r; ¡ r — -
1 - a [ auaavP+1-aJ 

x (u, v) + .. . , 

kde vynechané členy obsahují pouze ar. bod x ( u , v ) a j e h o derivace řádu 
^ / J a n je stupeň formy Pr, podobně pro y i ( « i , v t). Dle (2) a (3) je 
tedy 

(4) S \pri { a) - ( f+&L ,) l*o = o. + 
L Uiř,aav1P+1-aJ„1=jK) \3ua9vP+1-a;u=u„J 

t>i = i\, r>=i>o 

Rovnice (4) platí, af jakkoli zvolíme rovinovou formu Pr, jen když má 
a a a. 

s M{x(u, v)} s-bodový styk v {x0}. Dle 2 5 8 existují tedy čísla A0, 
( 0 < « < / ? + 1) taková, že 

»P+1». 1 r »P+1 

(5) 
r aP+1J>, 1 [ ap+'x ? / a 3x « JJt 

+ X„x0+ X , - + X 2 - . 
U = Uo \ "K/tt=Uo 

B=»0 
( 0 ^ « $ P + 1) 

0 1 0 1 0 1 
Zřejmě 1 + + A, + 4=0 , když /J = 0, neboť jinak by dle 
(5) ar. body 

byly lin. závislé. 
Zvolme nyní, když 0 = 0, 

0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 
,„, „,, . , (X(,X.2 — X„X.2 - X„) (ď - U„) + (X, Xn — X„X, - X„) (v'— v„) 

p (U , V ) = 1 -r o i ČTI o"l • 
1 + X2 + X, + X2X1-X1X.2 
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o . o 
<p(a,v') = a0-1- ¡5 i Ti ¡Ti > 

1+X4 + X,+XjX.-X.XJ 

, ,„, u,v • , + 0 +X1 , ) (v '-v0 ) 
<{/ (a, v') = v„ + 5 1 ¡p-j ; 

1 + X2 + X, + X.2X, — X,X2 

když / ? > 1, zvolme 

Q _(_ 1 ^ 
p (a', »0 = 1 - 2 - — — s (ď - ¿0)° (v1 - v u ) P + 1 - a , 

a = o<*i (p + 1 — <*)! 
a 

P + i X. 
,.t * v !_ f (fl\ V) = U' - S — — i (B- - á,,)* (v- - V„)P + 1 _ a , 

a=0 a! (p + 1 — a)! 
a 

* (a\»') = V i 1 — — ^ (fl- - ¿„)a (v' - v0)P + 1 - a. 
O=o a! (P + 1 — o)! 

i 
0 1 0 1 0 1 ' 

1 -f- -j- Aj -j- ¿2̂ 1 - ¿1 ¿8 v —1>0 

4 = 0 pro /? = 0), lze určiti okolí Var. bodu |ů0 , v0|s tak, že 1° v ^ O 
všude ve [V], 2° funkce <p{u',v'), ip(u',v') \\u',v'\h ve [V]) definují 
korespondenci třídy r. Z rovnic (2) a (5) pak se snadno zjistí, že, kla-
deme-li 

y (a1, v') - P (a', v') [<p (a', v'), 4 (a', v')], 

jsou splněny ty rovnice (1), v nichž O ^ a j + a g ^ / 3 - f 1, jak bylo ukázati. 

2 9 2 . B u ď $ ¡ > 1 , l<s'<s, s + s ' ^ r + 1 . Buďte M{x(u, v)}, 
M{y(ď, v')} d v ě p l o c h y t ř í d y r o s p o l e č n é m b o d ě {JC(Í/0, V0)} = 
= {y(u\, v'0)}. B u ď 

pa.+g.y-i ^ r3a. + aa>,-| ^ 

»=»0 o'=»'o 

3° ď 

( « , £ 0 . a . 2 ^ 0 , a , + a . 2 ^ r ; — = — = 1 ) 

B u ď 

(1) *«,«, = >«,««,' (0á«i + « 4 Š * - > ) 
t a k ž e M{x(u, v)} a A í {y (u , v^} m a j í s - b o d o v ý s t y k v {x00}-
P l o c h y M{x(u, v)} a M{y(u, v^} m a j í ( s + s')-bodový s t y k v {x0o}> 
k d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j í č í s l a a n l ( v ( f a ^ O , 
s<Lj*í + / / a ^ 5 + s' — 1) t a k o v á , ž e p r o s ^ A j + A ^ s + s' — 1 jest 
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(2) = £ r 1 H [ffx,-v„ X2-v2 *v,-H, v, + 6X,-v„ X3-vs *V„ Vj+1 + CX,-V,. ).j-V, *V, J . 
v,v,>'i; v 2' 

(0 < v, < X„ 0 5 V., £ X2, v, + v.2 5 X, + X2 - s) 

Dle 291 mají M{x(u, v)} a M{y{u, v')} ( s -+- s')-bodový styk v {jc00}, 
když a jen když lze udati okolí V ar. bodu | u0, v 0 a funkce q (U, V), 
(p(u,v), ip(u,v) třídy r ve [V] tak, že 10 q(u, V) =t= 0 všude ve [V], 
2° funkce (p(u, v), v) ( |u, v|j, ve [V]) definují korespondenci třídy r 
ve [ V ] a y(i /„, Vo) — Uic tp(u0, v0) = v„, 3° klademe-li 

x (u, v) = p (a, v) x [<p («, v), -i (u. v)], 
jest 

( 3 ) ( a ^ J + + 
w o 

Snadno vidíme, připomeneme-li si, že ar. body xu0 , Xoi, Xj0 ] ' s o u Hn. ne-
závislé, že ty rovnice ( 3 ) , v nichž O ^ a i - f - a a ^ s — 1, jsou splněny, když 
a jen když pro \ u, v|» = |u0. v0 U jest 

3í 3-J d-e 9i 
P = 1, - t = — = 0, — = — = 1, 

au 3V 3U 3V 
3a-+a'p aa '+°"a P S « . + « » £ « - > ) 

3v — au — ' au^av"1*-au^av^^au^av®8" 

Můžeme tedy předpokládati, že 

(4) p (U, V) = 1 + S I * * (U - U„)V' (V - Vo)"2 + /, (U, V). 
v,v. v,! v2! 

<p (U, V) = U + S (u - u0)'" (v - Vo)''2 4-/, (u; 

v,V«v,!V2! 
1, V), 

(5) 
<1 (u, v) = v + E (u - u„)Vl (v - Vo)v' + U (u, V). 

v . V a W 

Ve (4) a (5) indexy v1} v3 probíhají dvojice čísel celých, pro něž ;> 0, 
r-i ^ o, s <; v i + v2 <; S + s' — 1; f0 (u, v), U (u, v), /a (u, v) a podobně 
v dalším se vyskytující / a „ a, («, v) jsou funkce třídy r v e [ V] takové, že 

z 3a, + a, Í-a 
Lua-av*'j,, - „ = 0 ' ( a , - ° ' a i - 0 , ai + «25.s + s ' - i ; ' = 0,1,2) 

v=v0 

Jest patrně 
( i i i / \ a i ( v i > 

(6) X (U, V) = £ v , , *a,a„ + X„ (U, V), (0 £ a, + a2 £ S + S' - 1) 
a, a, o,!a2! 'n-
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při čemž souřadnice ar. bodu X0(u, v) a v dalším se vyskytujících X\.(u, v), 
X3(u, v) jsou funkce třídy r ve [V] takové, že 

[ J„_-_„= (» S + - š • + * - •; I = 0. ., 2) 

v — v„ 

Z (5) vychází, když 1 <; aL + a3 < s\ s' + 1 <L ri + 7z < s + s' — 1, 

[f (a, v) - u„]ai ['i (a, v) -v0 ] a" = ( u - Uaja> (v - v,,)0" f 

+ a, S (U - unr + a'-1 (V - »„)* + «• + 

+ a.2 £ - p - (« - B0V" + a ' (V - V « ) ^ - 1 + /a„aa (fl, »), v, v. v,! V.2! 
(S 5 V, + v.2 ̂  s + S' — a, — a.2) 

[<p (B, V) -U„]T' [•{; (B, V) - V„P = (B - B„)T' (V - V,,)̂  + (U, V), 

takže dle (6) jest 

x [<? (a, v), (a, v)] = x00 + E [(a - a,,)"1 (v - v„)a' + 
a, a 2a,!a.2! 

v,vs v,! v.2! 

+ a, S (fl - «„)*• + «' (v - V„)v '+aí~ I + fUla, (fl, V)] + 
v,v, V,!V.2! 

+ £ [(fl - fl0)T' (v - v0)T" + /y, Ta (fl. V)] + (a, v), 
YiYÍ Ti!Ti-

(1 £ a, + A.2< s'-, S < V, + v.2^ S + S' — A, — A.2; S' + 1 < T, + + S' — 1) 

což se dá snadným počtem upraviti na tvar 

x [<p (a, v), (a, vj] = E -—- xaia, + 
ata, a,!a.2! 

( « - ^ ( V - V ^ , ^ |X,j Í M (flXi-v>, X-.-V2 X V i + l . V.. + 
X,X3 X,!X2! V.vsW I v 

+ éX.-v„X.-w !>] + * ' («.V). 
(0^a, + a.,£s—1; X, + X.2 <Ls + S'— 1: 0 < X,; 0 < v.2g X.2; v, + v2<;X, + X.2 — S) 

Odtud a ze (4) máme, ježto x(w, v) = p(«, v) x[<p(u, v), 

„ ( a - a „ ) a ' ( v - v o ) * , ( « - ^ ( v - v o ^ r 
x ( « , » ) = 2 — x a i i B j + ^ I [ x ^ 

x )~| + X2(a,v). Xi —Vi,X>—vs ViVj/J 

(0^a, + a.2^s—1; S^ X, + X.2̂ S + S'— 1 ; 0^v.2^X.2; v, + v.2 ̂  X, + X2 — s) 
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Je tedy 

tl = ®0 

+ + 
KtKt v,v2 « = »„ 

+ , x , + c. , 
Xi — Vi, Xa — Va vi,v2 + l Xi— Vi, X2-

r/X.auX, I XiX. vrv,lvW L XI-VLX.-V, VI+I,Vs 

* 1 
1— Va ViVaJ 

(S^X, + x2^s + S'— 1; O^Vj^X,; 0<v4^X í ; v, + v4£X, + X2 — s) 

Tím jsou podmínky (3) převedeny na (2). 

2 9 3 . B u ď M{x(u, v)} p l o c h a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {x0}. B u ď 
Ma = M[Pr\ a l g e b r a i c k á p l o c h a , j e ž r o v n ě ž o b s a h u j e { x 0 } ; 
n e b u ď v š a k (xo} s i n g u l á r n í p r ó Ma• P l o c h a M{x(u, v)} a a l g e -
b r a i c k á p l o c h a Ma m a j í v b o d ě {x 0 } s - b o d o v ý (1 1) 
s t y k , k d y ž a j e n k d y ž r o v i n o v á f o r m a Pr a p l o c h a M{x(u, v)} 
m a j í v b o d ě {x0} s - b o d o v ý s t y k . 

Vychází ihned ze 2 6 6 a 2 8 9 . 

2 9 4 . B u ď M { x (u , v)}, M{y(u',v')} d v ě p l o c h y t ř í d y r o s p o -
l e č n é m b o d ě {jc0} = {x(uo, Vo)} = {y(«o'> v0')}- B u ď 

V=»j t>' = B'o 
y 3° 

(a. > 0: a, > 0; a, + a., < r: = = 1) 
v 1 _ i 2_ I -r 2= >au„ 3vo ) 

P l o c h y M {*} a Af {y} m ě j t e v {x0} p r á v ě s - b o d o v ý ( 2 < ^ s < r ) 
s t y k . D l e 2 9 1 m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t i , ž e 

(1) *aIa2 = 3'a1aí. (0-^ o, + — 1) 

F o r m a s - h o stupně v du, dv 

(2) 

k d e c j e l i b o v o l n é č í s l o =|= 0, n e n í i d e n t i c k y r o v n a n u l e ; 
n a z ý v á s e f o r m a (s + l ) - b o d o v é h o s t y k u p l o c h A í { x } a M{y} 

v b o d ě {jc0}. B u ď {(* 007 du + JCoi </v)} t e č n a p l o c h y M{jc} 
v b o d ě {xo}. K d y ž b o d {|du, dv\h) j e ^ - n á s o b n ý m ( f i ^ 1) k o ř e n e m 
f o r m y f(du, dv), p r a v í m e , ž e {(x00, Xio du + x 0 i cfv)} j e jW-násobná*) 
p ř í m k a (s + l ) - b o d o v é h o s t y k u p l o c h Af jx} , M{y) v b o d ě {x0}-

*) Místo jednonásobná říkáme jednoduchá. 
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B u ď C k ř i v k a t ř í d y s n a p l o š e Aí{x}, o b s a h u j í c í b o d {x0}. 
K d y ž a j e n k d y ž t e č n a k ř i v k y C v {x0} j e p ř í m k o u ( s - f - ^ - b o -
d o v é h o s t y k u p l o c h M{x} a M{y) v {x0}, e x i s t u j e n a . p l o š e 
M{y) k ř i v k a C', m a j í c í s C (s - f l ) - b o d o v ý s t y k v {x0}-

Snadno se vidí, že definice («-násobné přímky ( s -f- 1)- bodového 
styku ploch M {JC} a M {j;} v {JC0} je nezávislá na volbě parametru (v. 2 3 8 
a 2 4 3 ) . Buď C libovolná křivka třídy s na ploše Aí{x} obsahující bod {x„}. 
Buďte d diferenciály patřící ke křivce C a k bodu {x0}. Dle 2 6 5 je třeba 
nalézti podmínku, kdy C a M{y\ mají ( s -f- l ) -bodový styk v {x0}. Buď C' 
křivka třídy s na ploše M{y) obsahující {x 0 } ; buďte d diferenciály patřící 
ke křivce C a k bodu {x0}- Dle poznámky na konci 2 5 4 můžeme C' 
zvoliti tak, že 

du = Iď, ďu = 34u', ... d"u = o'ď, 
(3) 
w dv = Sv', d2v = 8V, ... ďv = 8"v'. 

Aby C měla ( s + l ) -bodový styk s M{y) v {x0}, je nutné a stačí, aby 
měla v {x0} (s + l)-bodový styk s každou rovinovou formou Pr, která 
má v {x0} ( s + l ) - b o d o v ý styk s M{y\. Bud Pr taková forma; pak 
má býti 
(4) [daSPrX(U, v ) ]u = u = 0. ( 0^a<s ) 

v = v„ 
Dle 2 5 7 je však 

(5) [taSPry(u',v') L = „ . 0 = 0 . (0 

Z (1), (3) a (5) vidíme snadno, že ty rovnice (4), v nichž a < s , jsou 
vždy splněny — což jsme ovšem mohli předvídati — a že ta rovnice (4), 
v níž a — s, jest ekvivalentní s rovnicí 

(6) s [ ^ k l ( ' ) >-«~x«>'-«)du<x d v°~ a ] x "= 
Aby rovnice (6) platila, ať jakkoli zvolíme rovinovou formu Pn mající 
v {x0} ( s + l ) -bodový styk s M{y}, je nutné a stačí — v. 2 5 8 — aby 
existovala čísla a0 , fli, a j taková, že 

a Í o ( « ) a _ X a ' — d u a d v ° ~ a = = a'>y<>" + + a*y<» • 

T o je však zřejmě ekvivalentní s rovnicí f(du, dv) = 0. 
2 9 5 . B u ď M {x (u, v)} p l o c h a t ř í d y r o b s a h u j í c í b o d {*„} = 

= {x(u 0 ,v 0) i - B u ď M[Pr] a l g e b r a i c k á p l o c h a o b s a h u j í c í {*0} 
j a k o n e s i n g u l á r n í b o d . A í {x} a M[Pr\ m ě j t e p r á v ě s - b o d o v ý 

s t y k v {x0}. P a k 

(i) [ď SPrX(U,V)]u=1(i) 
» = »0 
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j e s t f o r m a ( s - f - l ) - b o d o v é h o s t y k u p l o c h y Af{x(u ,v ) } a a l g e -
b r a i c k é p l o c h y AÍ[Pr] v b o d ě {*„}. 

Buď M {y (ď, v')} plocha, která splyne s M [Pr] v okolí bodu {*„} = 
= {yVo,v' 0 )} . Buď 

... < r) 
v ~ v0 t>' = v'o 

Můžeme předpokládati, že 

Označme d diferenciály proměnných u', v' a jejich funkcí. Ježto jest iden-
ticky SP,y(ď,iO = 0, jest též 

(3) rSP ry(u',v', ]„=Uo = 0. 
»=»0 

Dosaďme v levé straně identity (3) 

lu'= du, Vď = ď*u,... l'ď = ďu 

Sv' = dv, 52v' = d'2v,... o'v' = d"v 

a odečtěme od výrazu (1). Vzhledem ke (2) obdržíme identitu 

(4) [dsSPrX(lí,V)]u = ^ = SrPr; £ -ya (J_a )rfUa</vs-a lx00. 
„=„„ L « = ° J 

Buď y pevný ar. bod takový, že (x0o,Xio,Xoi ,y)= 1- Buď 

( 5 ) u = 0 ( « ) ( X a ' > - * ~ y « ' — d u a d V ' ~ a = X m + X | + 1 * + ^ 

z Čehož snadno vidíme^ že 

( 6 ) ř = [ * M . * I 0 . * o i ' a £ 0 ( f ) ( » o . — a - J ' « , . - « ) duadv'~"^ 

Dle 2 7 0 jest 

5 [Pr; x00] xw = S [Pr; x,„] Xoo = S [P,; x0,] xm = 0, S [Pr; y] x0„ + 0, 

takže dle (4), (5) a (6) 

[ďSPr x(«.v)]„^ = c[x00,x10,x1)„a£o (») (xa>í-a-ya„_a)duadv*-*j, 

kde 
c = S \Pr; y] Xoo-
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2 9 6 . B u ď t e A í { x ( u , v ) } , M{y(u',vr)} d v ě p l o c h y t ř í d y r ma-
j í c í v e s p o l e č n é m b o d ě {x0} p r á v ě s - b o d o v ý ( 2 < s < C r — 1 ) 
s t y k . P ř í m k a {p} b u ď j e d n o d u c h o u p ř í m k o u ( s - f l ) - b o d o v é h o 
s t y k u p l o c h A í { x } a M{y\ v b o d ě {JC0}- P a k e x i s t u j í n a Ař{JC} 
k ř i v k y t ř í d y ( s + 1 ) , k t e r é m a j í v {*<,} t e č n u {p} a m a j í v {x0} 
( s - j - 2)-b o d o v ý s ty k s Af {y}. Je-1 i C j e d n a z n i c h , j s o u t y t o k ř i v k y 
c h a r a k t e r i s o v á n y t í m , ž e m a j í v t r o j b o d o v ý s t y k s C-

Dříve než přistoupíme k důkazu tohoto teorému poznamenejme, 
že, n e n í - l i {p} a s y m p t o t i c k o u t e č n o u p l o c h y Af {*} v b o d ě {*<,}, 
lze místo s lov : „Pak existují" atd. říci jednodušeji: E x i s t u j e j e d n a 
a j e n j e d n a r o v i n a {77} t é v l a s t n o s t i , ž e k ř i v k a t ř í d y s - f - 1 n a 
p l o š e M{x\, o b s a h u j í c í b o d {x0} a m a j í c í z d e t e č n u {p}, m á 
v {x0} s p l o c h o u M{y) ( s + 2 ) - b o d o v ý s t y k , k d y ž a j e n k d y ž 
j e j í o s k u l a č n í r o v i n a v {jco} j e s t {?j}. To plyne ze 2 8 3 . 

Užijme předpokladů a označeni ze 2 9 4 . Buď C křivka třídy s -f- 1 
na ploše Af{x}, obsahující {x0}, mající zde tečnu {p} a mající v {JC0} 
(s -+- 2)-bodový styk s M{y}- Označme d diferenciály patřící ke křivce C 
a k bodu {x0}. Buď C' křivka třídy s- j- 1 na ploše Af {y}, obsahující {x 0}; 
označme <í diferenciály patřící ke křivce C a k bodu {*„}• Buď Pr rovi-
nová forma mající v {_x0} (s -f- 2)-bodový styk s M {y}, tedy též s C -
Pak jest 
i.l) V'aSPry(W, v')]tt. = „.0 = O. ( 0£a^s + l) 

«' = "'0 
Volme křivku C' tak, že 

du = iu',ďiu = V u',..., d'+1 u = ž'+> ď, 

'2) dv = Zv', tf2 v = 32 v' ds+1 v = v. 

Má-li C v {x0} ( s + 2)-bodový styk s Af {y}, má týž styk s PT, takže 

(3) [ďx SPr x(u, V)]K,^„,o = 0. (0 £ a £ S + 1) 
»' = »'o 

Od každé rovnice (3) odečtěme příslušnou identitu (1). P r o O < ^ a < s — 1 
obdržíme dle 2 9 4 (1) identitu, pro a = s obdržíme rovnici 

(4) ^ s | p r ; J J f ) < * a , , _ a - y a , . _ a ) ¿«"rfV-"]*«, = 0, 

pro a = 1 obdržíme dle 2 9 4 (1) 

+ ^ aío « 1 " ^ — ' ^ ^ ~ ' " I ] = 
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Víme, že rovníce (4) jest ekvivalentní s rovnicí 

[*00. *.«, *«1. al0 (a) (*a, —a-ya, dv° " " ] = 

jež je splněna, když tečnou křivky C v {x0} jest {p}. Podobně rovnice 
(5) jest ekvivalentní s rovnicí 

+ ^ j C f V ) ( * « . . - « - v . - « > r f « a r f » ' ' ~ 1 ~ a } ] - 0 -

Zřejmě běží pouze o to, určiti — jsou dány diferenciály du, dv — druhé 
diferenciály d2v tak, aby byla splněna rovnice (5). Koeficienty při 
d'U, dJv nejsou však současně rovny nule, jak vychází snadno z předpo-
kladu, že {p} jest j e d n o d u c h á přímka (s -j- l)-bodového styku ploch 
Aí{x} a M{y} v bodě {x0}- Lze tedy rovnici (6) vyhověti; snadno vidíme, 
že, je-li jí vyhověno hodnotami d>u, cPv, jest jí vyhověno také hodnotami 

dsv, když a jen když existuje číslo b takové, že 

8* a = d*a + bdu, 82v = d2v + bdv. 

Teorém nyní vychází snadno ze 2 5 4 (4) a 2 5 5 . 

2 9 7 . B u ď t e M{x(u, v)}, M{y(u,v')} d v ě p l o c h y t ř í d y r, 
m a j í c í v e s p o l e č n é m b o d ě {xo} p r á v ě s - b o d o v ý ( 2 < L s < r — 1 ) 
s t y k . P ř í m k a {p} b u ď n - n á s o b n o u ( / u ^ 2 ) p ř í m k o u ( s -j- l ) - b o -
d o v é h o s t y k u p l o c h Aí{x} a Af{.y} v b o d ě {x0}. K d y ž j e d n a 
z k ř i v e k t ř í d y s T I na p l o š e M{x), o b s a h u j í c í c h {x0} a m a -
j í c í c h z d e t e č n u {p}, má v {jc0} ( s - j - 2 ) - b o d o v ý ( p r á v ě ( s + 1 ) -
b o d o v ý ) s t y k s M{y}, má k a ž d á z t ě c h t o k ř i v e k s t e j n ý s t y k . 

Důkaz je stejný jako ve 2 9 6 , s tím pouze rozdílem, že za před-
pokladu nyní učiněného v rovnici 2 9 6 (6) jsou rovny nule koeficienty 
při d2u a při d2v. 

2 9 8 . B u ď C k ř i v k a t ř í d y 2. B u ď t e M{x(u, v)}, M {y (u', v')} 
d v ě p l o c h y t ř í d y 2, o b s a h u j í c í k ř i v k u C- B u ď {JC0} = {x(«0> v0)} = 
= {y {«'o, v'0)} b o d k ř i v k y C; p l o c h y M{x} a M{y) m ě j t e v {x0} 
d v o j b o d o v ý s t y k . T e č n a k ř i v k y C v {JC0J n e b u ď a s y m p t o -
t i c k o u t e č n o u p l o c h y Aí{x} v {x0}. P l o c h y Af{x} a M {y} m a j í 
v {*<,} t r o j b o d o v ý s t y k , k d y ž a j e n k d y ž m a j í v {x0} t o u ž in-
v o l u c i k o n j u g o v a n ý c h t e č e n . 



d2x dlX 32X 

3U3V Xn ~ 3v2' 

32y 3ly 32y 

3ď2' V,2~ 3u'dv'' 
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Že podmínka je nutná, vychází ihned ze 2 9 1 . Předpokládejme, že 
by M {x} a M {y} měly sice v {x0} touž involuci konjugovaných tečen, 
že však by měly v {x0} právě dvojbodový styk. Buď 

3x dx 32x 32X 32X 

*« = * . * . = du< = ~ , , *« = - = — ( ' « , " ! » = l«0, v0i») 

dy dy 

Můžeme předpokládati, že y 1 = Xi, y-2 = xa• Ježto Aí{x} a M{y) mají 
v {x0} touž involuci konjugovaných tečen, existuje číslo X takové, že 

(1) (x„X!x.2y„) = X (X„ X, X,x„), (x0x, x,y,.2) = X (x„x, x2x12), (x„x, x2y.12) = X (x0x, x2x.2i). 

Z (1) vychází ihned, že 

(2) (x„, x„ x2, Xj! dul + 2 xndudv + x22rfv2) 

je forma trojbodového styku ploch M {x } a M {y} v {x0}- Tečna {p} křivky C 
v {x0 } je však zřejmě přímkou trojbodového styku obou ploch v {x0}-
Dle (2) je tedy {p} asymptotická tečna plochy M {x} v {x0} proti před-
pokladu. 

Regulární p lochy . 

2 9 9 . B u ď Ma x(u, v) (|a, v|* v O) ar. p l o c h a t ř í d y r ^ 2 ; b u ď 

v ) = P r a v í m e , ž e Max j e s t r e g u l á r n í ar . p l o c h a 

k d y ž : 1° j s o u - 1 i | Ui, V i a |u*, v a d v a r ů z n é ar. b o d y z o b o r u [O], 
ar. r o v i n y | ( u i , vi), j s o u l in . n e z á v i s l é ; 2° p r o k a ž d ý 
ar. b o d | a, v |& z [O] j e s t 

(i) 
32x\2 aJx „ . a-x , 

S5 - S? —-. SI — =fc 0. 
\ 3u3v dií1 dv-

P l o c h a M{x(u, v)} (|u,v\ v O) t ř í d y r j > 2 n a z ý v á s e r e g u l á r n í , 
k d y ž ar. p 1 o c h a M a x ( u , v)( !u, v |6) v O) j e s t r e g u l á r n í . R e g u l á r n í 
p l o c h a n e m á p a r a b o l i c k ý c h b o d ů ; t e č n é r o v i n y r e g u l á r n í 
p l o c h y v e d v o u r ů z n ý c h b o d e c h j s o u r ů z n é . 

Že jsme k těmto definicím oprávněni, je zřejmé. Výrok o parabo-
lických bodech vychází ze 2 7 4 a výrok o tečných rovinách je zřejmý. 

3 0 0 . B u d A f { x ( u , v)} ( ¡a, V|» v O) r e g u l á r n í p l o c h a t ř í d y 
2. M n o ž s t v í t e č n ý c h r o v i n {£(a, v)} p l o c h y Af{x} j e d u á l n í 

p l o c h a 9Ji {£ (a, v)} t ř í d y r — 1. P r a v í m e , ž e d u á l n i p l o c h a 
^ { ^ ( " » v ) } ( | a , v|» v O) j e s t a d j u n g o v á n a ku p l o š e A f { x ( a , v)} 

Č e c h , Projektivní diferenciální geometrie. I. 14 
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(\u, v|& v O) a p í š e m e 

9» {4 (a, v)} = Ad], Af { * (u, v)}. 

Dle 2 6 9 můžeme předpokládati, že 

i dx dx\ 
(1 5(H,V)= * - • • - . 

i du 3VJ 
Odtud plyne 

34 ( dx d^x \ f dx 
du 1 dududv) 1 dv du-}' 

í 3X dlx \ 
dv ~~ r du dv1) _ r 3v dv)' 

takže dle 1 0 9 (1) 
( „.ď-xí dx\ 

(3 e — = s e — * — - s e — ; * — , 

\ du) dudv \ du) du1 { dv) 

a tedy dle ( 2 ) a 110 (1) 
(4) i« = r f * — i - * • « x * o, 

(dudv) l\ dudv) du2 dv1J 

3 0 1 . B u ď M{x(u, v)} r e g u l á r n í p l o c h a t ř í d y r>2. B u ď 

(1) 2R{e(u,v)}=Adj.M {x(u,v)}. 

K d y ž 9Jt {£(«, v)} j e s t r e g u l á r n í d u á l n í p l o c h a , j e s t 

(2) M{x(n,v)} = Adi.2Jt{e(u,v)}. 

Vychází ihned ze 3 0 0 (4). 
3 0 2 . B u ď M (u, v)} (|u, v|t v O) r e g u l á r n í p l o c h a t ř í d y 

2. B u ď 
3R {E (u, v)} = Adj. M (u, V)}. 

2Jt{£(u,v)} j e s t r e g u l á r n í d u á l n í p l o c h a , k d y k o l i j e t ř í d y 2; 
z e j m é n a t e d y , k d y k o l i rí>3. 

Snadno se nahlédne, že stačí ukázati, že pro každý ar. bod \u, v»| 
z [O] jest identicky v du, dv-

Sidix = Sxd% 
což plyne z identit 

0 = d (Se dx) = se dlx + Sdx dl 
0 = d (Sxdi) = SxdH + Sdx dl 

3 0 3 . B u ď t e M{x(u, v)}, M{y(u',v')} r e g u l á r n í p l o c h y t ř í d y 
o s p o l e č n é m b o d ě (u0, v0)} = {y(«V v'0)}- B u ď 

Tt {e (u, v)} = Adj. M {x (u, v)}, 
v] ( « > ' ) } = Ad], M{j<(ií',v')}. 
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M a j í - l i p l o c h y Aí{x}, M{y) s - b o d o v ý ( 2 < s < r ) s t y k v {x(u0, v0)}, 
m a j í 9Jt{£}> s - r o v i n o v ý s t y k v {Š(Uo»Vo)}-

Buď 

v = do »'= b'o 
Dle 291 můžeme předpokládati, že 

(1) *a1o, = J'a1o,. (O^a, + 1) 

Dle 2 6 9 můžeme predpokládati, že 

' « " » 4 2 A -

Z (1) vychází ihned, že 

» = »0 »'=»'o 
a že 

= (*oo. *io> ya> »—a í —o) (*ooi *oi >ya + l,«—l-a *a-fl,»—i—a)-

Dle 3 0 0 (4) jest 

« — «O V=Vq 

Zřejmě však ar. rovina napravo ve (3) náleží do Adj. {xoo}. Existují tedy 
čísla a, b, c taková, že 

(4) 
(3ď"av"-1-4).-«', (dď-dv'-1-'")„=„"" 3u + b dv + c5)„=„" 

Ze (2) a (4) vychází dle 292, že v)} a V')} mají s-ro-
vinový styk ve {£(*/, v0)}-

Styk osnov. 

3 0 4 . B u ď # { ( x ( « ) , y(u))} o s n o v a t ř í d y r, o b s a h u j í c í p ř í m k u 
{p0}, k d e Po = (x(Uo), y{u0))- O s n o v a /?{?(v)} má s R{(x(u), y (//))} 
v p ř í m c e {p0} s - p ř í m k o v ý ( l < s < r + l ) s t y k , k d y ž a j e n k d y ž 
o b s a h u j e {p0} a v o k o l í t é t o p ř í m k y s p l y n e s o s n o v o u 

14* 
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# { ( x ' ( v ) , / ( v ) ) } , p ř i č e m ž 

rrfa*'(v)1 fdax(u) I rď t ty'(v)l \d«y{urt 
,n L dva } v r L dua J U = U 0 ' L dva _!,=„ L DUA }«=«,' 

Je zřejmé, že tyto podmínky stačí. Že jsou nutné, je zřejmé, když 
5 = 1 . Můžeme tedy jejich nutnost dokazovati indukcí vzhledem k s . 
Budeme tedy předpokládati, že 1° osnovy 7?{xj>}, R { q } mají s-přímkový 
(1 <s£r+ 1) styk v {/>„}, 2° že jest ? ( v ) = (x , (v), ^ ( v ) ) a 

[daxt (v)1 _rrfttx(t/)1 r < M v ) ] [day(u)-\ 
(2) L dva J » = B „ L dua J U = U ; L dva _ U „0 L dua J U = » 0 ' 

(0 <:; O 5 s — 2) 

Dle důkazu ve 178 a dle 2 0 8 můžeme předpokládati, že 

(3) 

Ze (2) a (3) vychází snadno, že 

-s —1 

«0 
čili 

s—l s — l :S—1 

Odtud vychází ihned, že 

takže existují čísla A,, X.2, fi^ taková, že 

[ď~lx~\ td—íx~\ 

fr f1-1 r ď ^ y l 

Položme nyní 
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<v> = f 1 - - <v> - ( T r i y , <v - "o ) ' " 1^ <")• 

y' <v)=- ^rry - o ' " 1 m + [' - ^Tiy C - v°)s_1] * m-

Ze (2), (3), (4) a (5) vycházejí snadno žádané rovnice (1). 

3 0 5 . B u ď t e R{p(u)}, R{p'(v)} o s n o v y t ř í d y r. B u ď 

p(u) = (*(«), y(u)), p'(y) = (*'(»), y'(v)), 

B u ď 1 B u ď 

(2) x'a — xa , y'a=ya, (0£«s*-i) 

t a k ž e o s n o v y a m a j í s - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e 
{p (íío)}- K d y ž a j e n k d y ž e x i s t u j í č í s 1 a a, ¡3h /?2, yx, y$ t a k o v á, ž e 

( 3 ) * ' . = + + P. + P»yo. 

m a j í o s n o v y 7?{p} a ( s -j- l ) - p ř í m k o v ý s t y k v p ř í m c e | p ( « 0 ) } -
Dle 1 7 9 a 2 0 8 máme pouze ukázati: Když a jen když existují 

čísla a, |9a, yu y2 taková, že platí (3), existují čísla a, b taková, že 
platí 

íďq\ tďp\ f dp 1 
( 4 ) \ďď)^urvaTa+bpi^ 

Dle (1) a (2) lze rovnice (4) uvésti na tvar 

(5) ( x ' , - x„ y„) + (x0, y'3 - y,) = a(x„y,) + a(x, y„) + b (x0y„). 

Jest ihned patrné, že ze (3) plyne (5), klademe-li 

Předpokládejme tedy, že platí (5). Obdržíme snadno 

<x'.— x,, x«> yu) — a (*oi yu. *.). 

(y',-y»> *o. y0) = a(*0. y.,, y,) 
čili 

(*'.-X.- axt, X0, y„) = ly', - ys- ay„ x0, y0) = Or. 

Ježto (x0yo) 4= Op» existují tedy čísla (¡u ylt y2 taková, že platí (3), po-
ložíme-li a = a. 
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