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IV 

S H O D N É , P O D O B N É A A F I N N Í 

T R A N S F O R M A C E 

36. Z O B R A Z E N Í A TRANSFORMACE . Buďtež dány množiny M, tA* 
složené z libovolných prvků. Zobrazením množiny M do množiny M* 
nazýváme jakékoliv pravidlo /, k teré každému prvku x množiny M 
př i řazuje urči tý prvek množiny M*, k te rý označíme /(x) a nazveme 
obrazem p rvku x. Je-l i C jakákoliv část množiny M, nazveme jej ím 
obrazem a označíme /(C) množinu obrazů všech p rvků množiny C. 
Zejména tedy f(M) znamená množinu obrazů všech p rvků celé množiny 
M. Jestliže f{M) = M*, t . j. jestliže každý prvek množiny M* je obra-
zem aspoň jednoho p rvku množiny M, pravíme, že / je zobrazení mno-
žiny M na množinu M*. 

Jsou-li M, M*, M** t ř i množiny, je-lí / zobrazení množiny M do 
množiny M* a je-li g zobrazení množiny M* do množiny M**, označí-
me / o g a nazvemé zobrazením složeným ze zobrazení / a g (v tomto po-
řadí!) to zobrazení množiny M do množiny M**, př í k terém 

A(x) = g[f(x)] 

pro každý prvek x množiny M. Podrpbněj i řečeno, je-lí x libovolný 
prvek množiny M, je-li y = f(x) obraz p rvku x p ř í zobrazení /, je-li 
z = g(y) obraz p rvku y pří zobrazení g, potom z je obraz p rvku x při 
zobrazení / o g. 

Je-li / zobrazení množiny M do množiny M* a je-lí C libovolná část 
množiny M, nazveme parciálním zobrazením omezeným na C a označí-
m e / | C to zobrazení množiny C do množiny M*, pro které každý prvek 
množiny C má týž obraz jako př i zobrazení /. Tedy původní zobrazení / 
a parciální zobrazení <p = / | C se liší pouze t ím, že obraz / (x) je defino-
v á n pro všecky p rvky x množiny M, kdežto obraz <p{x) je definován 
pouze pro t y p rvky množiny M, k teré náležejí do jej í dané částí C; pro 
t a x, pro něž je definován q>(x), je definován t aké f(x) a jest tp(x) = /(x). 
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Budiž / zobrazení množiny fA na množinu fA*. Jestliže dva různé 
prvky xlt x2 množiny M ma j í vždy t aké různé obrazy, pravíme, že / je 
prosté zobrazení množiny tA na množinu tA*. Libovolný prvek y mno-
žiny fA* je t edy obrazem právě jednoho prvku x množiny M; přiřadí-
me-lí p rvku y prvek x, obdržíme zobrazení g množiny M* na množinu 
řA. J e tudíž f(x) = y t ehdy a jenom tehdy, jestliže g(y) = x; při t om 
je x prvek množiny řA, y prvek množiny tA*. Zobrazení g nazveme 
inversním k zobrazení /; zřejmě g je prosté zobrazení množiny fA* 
na množinu tA a zobrazení k němu inversní splyne s původním zo-
brazením /. 

Jestliže každému prvku x dané množiny IA přiřadíme týž prvek x, 
dostaneme prosté zobrazení množiny fA na množinu fA, které nazveme 
identickým zobrazením množiny tA. Je-li / prosté zobrazení množiny tA 
na množinu M* a je-li g inversní zobrazení množiny M* na množinu M, 
potom složené zobrazení / o g je identické zobrazení množiny řA, zobra-
zení g o f pak jest identické zobrazení množiny M*. 

Budiž / libovolné zobrazení množiny M na množinu M*. Je-li y libo-
volný bod množiny/M*, nazveme jeho vzorem pří zobrazení f a ozna-
číme f~l{y) množinu všech těch prvků x množiny fA, jejichž obrazem 
je prvek y, t . j . pro k te ré pla t í / (x) = y. Je-li C* libovolná Část množiny 
M*, nazveme jej ím vzorem a označíme /""1(C*) množinu všech těch 
prvků množiny tA, jejíchž obrazy náležejí do C*. Jestliže / je prosté 
zobrazení množiny Ni na množinu M*, potom pro každý prvek y mno-
žiny M* znamená f—1(y) jediný prvek množiny M, k te rý je obrazem 
prvku y př i zobrazení inversním k zobrazení /. 

Zobrazení množiny fA do téže množiny tA se jmenuje transformace 
množiny řA. Pros té zobrazení množiny tA na celou množinu tA se jme-
nuje regulární transformace množiny fA. Jednoduchým příkladem regu-
lární t ransformace množiny tA jest identické zobrazení množiny fA, 
kterému říkáme také identická transformace množiny fA. Je-li / regu-
lární t ransformace množiny fA, potom také zobrazení inversní k / j e 
regulární t ransformace množiny tA. 

Soustava í> t ransformací množiny tA se nazývá transformační grupa. 
množiny fA, má-lí t y to t ř í vlastností: 

(a) každá t ransformace soustavy <P je regulární; 
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(b) jestliže obě t ransformace /, g náležejí do soustavy 0, potom 
také složená transformace fog náleží do 0; 

(c) jestliže t ransformace / náleží do soustavy 0, potom také transfor-
mace inversní ke transformaci / náleží do soustavy 0. 

Je-lí / libovolná regulární t ransformace množiny M a je-lí g t ransfor-
mace k ní inversní, potom fog jest identická t ransformace množiny M. 
Z toho plyne, že každá transformační grupa množiny M obsahuje iden-
tickou transformaci množiny M. Jednoduchý příklad t ransformační 
g rupy množiny M tvoří její triviální transformační grupa, k terá obsa-
hu je pouze identickou -transformaci množiny M. J i n ý jednoduchý 
příklad t ransformační grupy množiny M dává soustava všech možných 
t ransformací množiny Mé 

Jsou-li 0, W dvě t ransformační grupy množiny M a jestliže každá 
t ransformace náležející do W zároveň náleží do 0, pravíme, že t ransfor-
mačn í grupa W je podgrupou t ransformační grupy 0. 

j g A F I N N Í Z O B R A Z E N Í E U K L E I D O V S K É H O P R O S T O R U . 
Bi^ďtež dány dva eukleidovské prostory Em, E'n a zobrazení / prostoru 
£ m

: d o prostoru E'n. Pravíme, že / je afinní zobrazení, má-li t u to vlast-
nost: 

(37.1) Jsou-li A, B, G t ř i různé body prostoru Em, k teré leží na 
přímce, po tom budto splynou všecky t ř i body f(A), f(B), f(G) nebo 
jsou t y to t ř i body navzájem různé, leží t aké na přímce a dělící poměry 
[víz článek 27, (27.6) a (27.7)] 

(A; C, B)-, (f(A)-, f(C), f(B)) 
jsou si rovny. 

Afinní zobrazení / se jmenuje regulární,, jestliže obrazy f(X), f(Y) 
dvou různých bodů X, Y prostoru Em jsou vždy navzá jem různé; / se 
jmenu j e singulární, jestliže exis tuj í dva různé body A, B prostoru Em, 
jejichž obrazy f(A), f(B) splynou. Speciální př ípad singulárního afinní-
ho zobrazení prostoru Em do prostoru E'n obdržíme, jestliže obrazy všech 
bodů prostoru Em splynou; potom mluvíme o totální singulárním afin-
ním zobrazení prostoru Em do prostoru E'n. 

Každé afinní zobrazení / (regulární nebo singulární) prostoru Em 

do prostoru E^ má především tu to vlastnost : 
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• • VĚTA 37.1. Je-li v prostoru Em bod Z středem dvojice bodů X, Y, potom 
je v prostoru E'n bod f(Z) středem dvojice bodů f(X), f(Y). 

DŮKAZ. TO je zřejmé, je-li X = Y; je-li však X 4= Y, potom X, Y, Z 
jsou t ř í různé body ležící na přímce a podle (37.1) buďto splynou vše-
cky t ř í body f(X), f(Y)., f(Z), načež opět tvrzení je zřejmé, nebo jsou 
body f(X), f(Y), f(Z) navzájem různé a leží na přímce. Potom je však 
podle (27.9) 

(Z; Z, Y) = i (f(X); f(Z), f(Y)) = \ -

a bod f(Z) je s tředem dvojíce f{X), f(Y). 

Stejně jako z věty 18.1 plyne vě ta 18.2, plyne z věty 37.1: 
L VĚTA 37.2. Jestliže v prostoru Em obě dvojice X, Y; X', Y' určují týž 
vektor, potom také v prostoru E'n obě dvojíce f(X), f(Y); f(X'), f(Y') určují 
týž vektor. 

V důsledku vě ty 37.2 můžeme každému vektoru u prostoru Em jedno-
značně přiřadit vektor f(u) prostoru E'n tak , že obrazem kteréhokoliv 
umístění vektoru u je vždy určité umístění vektoru f(u). 

Následující t ř í vě ty jsou zřejmé: 

V Ě T A 3 7 . 3 . / ( o ) = o . 

VĚTA 37.4. Při regulárním afinním zobrazení prostoru Em do prostoru 
E'n pro každý vektor u 4= o prostoru Em je také f(u) 4= o. 

VĚTA 37.5. Při regulárním afinním zobrazení prostoru Em do prostoru 
E,'( pro každé dva vektory u 4= v prostoru £ „ je také f(u) 4= /(v). 

v 
VĚTA 37.4 a 37.5 neplatí pro singulární afínní zobrazení. Ať jíž / je 

regulární či singulární, plat í zřejmě: 
V Ě T A 3 7 . 6 . / ( - u ) = - / ( u ) . 

V Ě T A 3 7 . 7 . f(u + v ) = f(u) + / ( v ) . 

Mimo to plat í pro libovolné reálné číslo a a pro libovolný vektor u 
prostoru £ m : 

V Ě T A 3 7 . 8 . / ( a u ) = a . f(u). 

DŮKAZ. TO je zřejmé pro a = 1 a plyne z vě ty 37.3, jestliže a = 0 
nebo u = o. Budiž t edy u 4= o, 0 4= a 4= 1. Zvolme v prostoru Em body 
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A, B t ak , že B A = u a položme C = A + au, t akže C — A = au; 
t edy /(B) - / ( ¿ ) = f(u), f(G) - / ( ¿ ) = /(au). Jež to u * o, jes t ,4 # 
ježto C = A + au, 0 * a + 1, jest A =# G 4= B. Tedy A, B, C jsou 
t ř i různé body prostoru Em, k teré leží na přímce. Po tom buďto splynou 
všecky t ř í bódy f(A), f(B), f(G), načež je /(u) = o, /(au) = o, tudíž 
skutečně /(au) = a . /(u), nebo jsou f(A), f(B), f(C) t ř i různé body, 
které leží na přímce, načež 

(37.2) (f(A); f(G), f(B)) = (A; C, B). 

Jež to G = A + a(B — A), soudíme ze (37.2) podle (27.8), že f(C) = 
= f(A) + a(f(B) - f(A)), t . j „ že f(C) - f(A) = a(f(B) - f(A)) neboli 
/(au) = a . /(u). 

Z vě t 37.7 a 37.8 plyne: 

VĚTA 37.9. Jestliže v prostoru Em vektor v je lineární kombinací vek-
torů Uj, . . . , uk, potom v prostoru Em vektor /(v) je lineární kombinací vek-
torů, / ( u j , . . . , f(uk), a to s týmiž koeficienty. 

Z vět 37.3, 37.4 a 37.9 plyne dále: 

VĚTA 37.10. Je-li f regulární afinní zobrazení prostoru Emdo prostoru 
En a jsou-li vektory ult ..., uk prostoru Em mezi sebou lineární závislé 
nebo lineární nezávislé, potom platí totéž o vektorech f{ux), ..., f(uk) 
prostoru E'n. 

VĚTA 37.11. Budiž <P; e1; . . . , em> daná lineární soustava souřadnic 
v eukleidovském prostoru Em. V eukleidovském prostoru E'n zvolme libo-
volní bod P' a vektory ..., e'm. Je-li 

(37.3) X = P + x1e1+... + xmem 

libovolný bod prostoru Em, položme 

f ( X ) = P' + xie[+ ... + xme'm. 

Potom je f afinní zobrazení prostoru Em do prostoru E'n. Zobrazení f je 
regulární tehdy a jenom tehdy, jestliže vektory e[, ..., e'^ jsou mezi sebou 
lineární nezávislé. 

DŮKAZ. Buďtež A,B,C t ř í různé body prostoru Em, které leží na 
přímce, takže C = A + t(B — A), kde t = (A\C, B) podle (27.8). 
Je-li A' = f(A), B' = f(B), G' = f(C), verif ikuje se snadno, že je C' = 
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= A' + t(B' - A'); mimo to je zřejmě 0 * t 4= 1. Je-lí A' = B', je 
také C' = A'; je-li však A' 4= B', jsou A', B', C' t ř í různé body, které 
leží na přímce a jest (A'\C', B') = t podle (27.8). Tudíž / je afinní 
zobrazení. Jsou-lí (37.3) a 

Y.= P + y1e1+ ...+ymem 

dva různé body prostoru Em, jest 

f ( Y ) - f ( X ) =(y1-x1)e[+ ... + (y m - xm) e'm. 

Jsou-li vektory e[,...,e'm mezi sebou lineárně nezávislé, je nu tně 
f ( X ) + f(Y), t . j. zobrazení / je regulární. Jsou-lí však vektory eí, . . . , e'm 

mezí sebou lineárně závislé, lze uda t ěísla a1 ( . . . , a m tak , že aspoň jedno 
-z nich je různé od nuly a že axeí + . . . + o,me'm = o. Je-lí potom 

Q = P + a ^ ! + . . . + amem, 

jest Q 4= P , f(Q) = P ' = /(P), t akže zobrazení / je singulární. 

VĚTA 37.12. Každé afinní zobrazení f prostoru Em do prostoru E'n se 
dá vytvořit způsobem popsaným ve vété 37.11, při čemž lineární soustavu 
souřadnic 

(37.4) < P ; e i , . . . , e m > 

v prostoru Em můžeme libovolné zvolit. 

DŮKAZ. Podle vě ty 37.2 můžeme položit EJ = /(E^, . . . , e'm = f(em), 
načež se důkaz dokončí podle vě ty 37.9. 

Z vě t 37.11 a 37.12 plyne 

VĚTA 37.13. Je-li f afinní zobrazení prostoru Em do prostoru E'n, jest 
f(Em) lineární podprostor prostoru E'n, jehož dimense k je <1 m. Při tom 
je k = m tehdy a jenom tehdy, jestliže zobrazení f je regulární. Dále 
pla^í: 

VĚTA 37.14. Afinní zobrazení prostoru Em na prostor E„ existuje tehdy 
a jenom tehdy, jestliže n <Lm. Regulární afinní zobrazení prostoru Em na 
prostor E'n existuje tehdy a jenom tehdy, jestliže n = m. Mimo to je patrné, 
že počet afinních, resp. regulárních afinních zobrazení je nekonečně 
velký, neboť př í dané lineární soustavě souřadnic (37.4) je j istě možné 
ve větě 37.11 zvolit bod P ' nekonečně mnoha způsoby, nehledě na libo-
vůlí ve volbě vektorů e[, ..., e'm. 
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Následující t ř i vě ty jsou zřejmé z definice: 
VĚTA 37.15. Je-li f afinní zobrazení prostoru Emdo prostoru E'na je-li g 

afinní zobrazení prostoru E'n do prostoru E"k, potom f °g je afinní zobrazení 
do E"K. 

VĚTA 37.16. Je-li f regulární afinní zobrazení prostoru Em na prostor 
E'm a je-li g regulární afinní zobrazení prostoru E'm na prostor E'^, potom 
f °g je regulární afinní zobrazení prostoru Em na prostor E^. 

VĚTA 37.17. Je-li f regulární afinní zobrazení prostoru Em na prostor 
E'm a je-li g zobrazení k nSmu inveršní, potom g je regulární afinní zobra-
zení prostoru E'm na prostor Em. 

Buďtež 
( 3 7 . 5 ) - " I . •••, "M", 
( 3 7 . 6 ) 

dvě base prostoru Em. Je-lí nyní / regulární afinní zobrazení prostoru 
Em na prostor E'm, potom podle vě ty 37.9 jsou 

( 3 7 . 5 ' ) / ( « I ) , - . , / ( « » ) ; 

(37.6 ') f ( v 1 ) , . . . , f ( v j 

dvě base prostoru E'm. Z vě ty 37.9 plyne pro determinant přechodu 
definovaný na str . 79: i 

VĚTA 37.18. Je-li f regulární afinní transformace prostoru Em na 
prostor E'm a jsou-li (37.5), (37.6) dvě base prostoru E„ a túdíz (37.5'), 
(37.6') dvě base prostoru Em, je determinant přechodu, od (37.5) ke (37.6) 
roven determinantu přechodu od (37.5') ke (37.6'). 

Z toho plyne, že base (37.5'), (37.6') prostoru Ém jsou souhlasné nebo 
nesouhlasné podle toho, co plat í o basích (37.5), (37.6) prostoru Em. 
Je-lí nyní zvolena určitá orientace prostoru Em, je pa t rné , že existuje 
právě jedna orientace prostoru E'm t ak , že pro každou kladnou basi 
(37.5) prostoru Em je t aké (37.5') k ladná base prostoru E'm. Pravíme 
stručně, že při regulární afinní transformaci prostoru Em na prostor E'm 

přísluší dané orientaci prostoru Em určitá orientace prostoru E'm. 

38. SHODNÁ A PODOBNÁ Z O B R A Z E N Í E U K L E I D O V S K É H O 
PROSTORU. Buďtež dány dva eukleidovské prostory Em, En a zobra-
zení / prostoru Em do prostoru E„. Pravíme, že / je shodné zobrazení 
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prostoru Em do prostoru E'n, jfestliže vzdálenost XY dvou libovolných 
hodů X, Y prostoru Em je rovna vzdálenosti f ( X ) f(Y) jejich obrazů. 

VĚTA 38.1. Budiž f afinní zobrazení prostoru Em do prostoru E'n. 
Zobrazení f je shodné tehdy a jenom tehdy, jestliže skalární součin uv 
libovolných dvou vektorů prostoru Em je roven skalárnímu součinů f(u) . 
- f(v) jejich obrazů. 

DŮKAZ. Jestliže předně zobrazení / je shodné, je zřejmě |/(u)| = 
= |u| pro libovolný vektor u prostoru Em; z toho však plyne podle 
(7.7'), že uv = f(u) . f(v). Obráceně předpokládejme, že t a to pod-
mínka je splněna; pro u = v z ní plyne, že |/(u)| = |u| neboli |/(J3) — 

. — f(A)| = — A|, t . j. f(A) f(B) = ÁB, takže zobrazení / je shodné. 

VĚTA 38.2. Shodné zobrazení prostoru Em je regulární afinní zobrazení 
-prostoru Em na prostor /(Ém). 

DŮKAZ. V článcích 4 až 8 jsme podali geometrické definice, založené 
výhradně na po jmu vzdáleností, pro pojem vektoru, pojem součtu 
vektorů a pojem součinu čísla s vektorem. Z toho plyne snadno, že 
pro / jsou splněna tvrzení vě t 37.2 a 37.9, z čehož plyne, že / se dá vy-
tvoři t způsobem popsaným "ve větě 37.11, takže / je afínnípodle vě ty 
37.12. Ž e / j e r e g u l á r n í , p l y n e ze (3.4) a (3.5). 

Následující dvě vě ty jsou zřejmé z definice: 
VĚTA 38.3. Je-li f shodné zobrazení prostoru Em na prostor E'm & je-li g 

shodné zobrazení prostoru E'm na prostor E^, potom f ° g je shodné zobra-
zení prostoru Em na prostor E!'m. 

VĚTA 38.4. Je-li f shodné zobrazení prostoru Em na prostor E'm a je-li g 
zobrazení k nemu inversní, potom g je shodné zobrazení prostoru E'm na 
prostor Em. 

Z věty 38.1 plyne: 
VĚTA 38.5. Budiž f shodné zobrazení prostoru Em do prostoru E,',. 

Jsou-li v prostoru Em vektory 

"i, • • • . 

orthonormální, potom v prostoru E'n vektory 

f(u,),...,f(uk) 
jsou také orthonormální. 
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Obecně pla t í : 

VĚTA 38.6. Budiž f afinní zobrazení prostoru Em do prostoru E'n 
a budiž IÍJ, . . . , um daná orthonormální base prostoru Em. Jestliže také 

- vektory 

"'l = /(«l), •••»«» = /(um) 

jsou orthonormální, potom f je shodné zobrazení. 

DŮKAZ. J e - l i 

u = x1u1 + . . . + xmum, v = y1u1 + . . . + ymum, 
jest 

/(ii) = x1u'1 + ...+ xmu'm, /(v) = yjUj. + . . . + ymu'm 

a z o r thonormal í ty p lyne 

uv = + . . . + xmym = f(u) . /(v), 

t akže v e t a nás leduje z v ě t y 38.1. 

Zobrazení / pros toru Em do pros toru E'n nazveme podobné, existuje-l í 
k ladné číslo k t a k , že 

(38.1) f ( X ) f(Y) = k . XY 

pro libovolné dva b o d y X, Y p ros toru Em. Číslo k nazveme faktorem 
podobnosti zobrazení / . Z ře jmě pla t í : 

VĚTA 38.7. Podobné zobrazení s faktorem podobnosti rovným jedné je 
shodné zobrazení a obrácené. 

VĚTA 38.8. Budiž f afinní zobrazení prostoru Em do prostoru E'n. 
Zobrazení f je podobné tehdy a jenom tehdy, jestliže existuje kladné číslo k 
tak, že pro libovolné dva vektory u, v prostoru Em platí 

(38.2) f(u).f(v) = k.uv. 

číslo k je potom faktorem podobnosti zobrazení f . 

DŮKAZ. Jest l iže p ředně zobrazení / j e podobné s f ak to rem podob-
nost í A, je z ře jmé |/(u)| = &]u| pro l ibovolný vek to r u pros toru Em; z toho 
p lyne podle (7.7'), že p la t í (38.2). Obráceně, platí-l i (38.2), p ř í čemž 
k > 0, p lyne ze (38.2) p ro u = v, že |/(u)| = ku nebolí \f(Y) - / (X) | = 
= k . \Y - X\, t . j . p la t í (38.1). 
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VĚTA 38.9. Podobné zobrazení f prostoru Em je regulární afinnízobra-
zení prostoru Em na prostor f(Em). 

DŮKAZ. Budiž k fak tor podobností zobrazení /. Zvolme libovolně bod 
P v prostoru Em a def inujme zobrazení g, h prostoru Em na prostor Em 
t ím, že 

g(P + u) = P + ku, h(P + u) = P + I . u 

pro každý vektor u prostoru Em. Podle vě ty 38.8 jsou g, h podobná 

zobrazení Em na Em, jejichž f ak to ry podobnosti jsou: k pro g, -j- pro h. 
k 

Zřejmě složené zobrazení <p = h o / je shodné zobrazení prostoru Em, 
takže podle vě ty 38.2 <p je regulární afinní zobrazení Em na f(Em). Na 
druhé s t raně je zřejmě / = g °<p, takže podle vě ty 37.16 t aké / je regu-
lární afinní zobrazení Em na f(Em). 

Následující dvě věty jsou zřejmé: 

VĚTA 38.10. Je-li f podobné zobrazení prostoru Em na prostor E'm 
s faktorem podobnosti kt a je-li g podobné zobrazení prostoru Ém na prostor 
Em s faktorem podobnosti k2, je fog podobné zobrazení prostoru Em na 
prostor E"m s faktorem podobnosti k1k2. 

VĚTA 38.11. Je-li f podobné zobrazení prostoru Em na prostor E'm s fak-
torem podobnosti k a je-li g zobrazení k němu inversní, potom g je podobné 
zobrazení prostoru E'm na prostor Em s faktorem podobnosti 1 /k. 

39. A F I N N Í TRANSFORMACE. Afinní t ransformace prostoru Em je 
afinní zobrazení Em do Em; regulární afinní transformace prostoru Em je 
regulární afínní zobrazení Em na Em. 

Z vě t 37.16 a 37.17 plyne: 

VĚTA 39.1. Množina všech regulárních afinních transformací prostoru 
Em je transformační grupa. 

Budiž / af ínní ' t ransformace prostoru Em. Je-li 

( 3 9 . 1 ) ULT . . . , um 

libovolná base prostoru Em, existuji čísla an, ..., amm t ak , že 

(39.2) /(ur) = aTlu\ + ... + armum pro l <^r<Lm. 
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Položme 

(39.3) A -

.., a„ 

Z vě ty 29.4 plyne (víz též vě tu 37.11), že A = 0 t ehdy a jenom tehdy , 
jestliže zobrazení / je singulární, t akže pla tnost rovnice A = 0 je ne-
závislá na volbě base (39.1). Snadno však zjistíme, že obecně hodnota, 
de terminantu A je nezávislá na volbě base (39.1), což stačí dokázatí pro 
regulární /. 

Budiž t edy 
(39.4) v1; . . . , vm 

j iná base prostoru Em. Číslo A je de terminant přechodu od base (39.1) 
k basi 

(39.ť) / W , - , / («O; 

máme dokázatí , že A = A', kde A' je de terminant přechodu od base 
(39.4) k basi 

(39.4') f(vi),-.,f(vm). 

Označme D de terminant přechodu od base (39.1) k basí (39.4); na 
konci článku 37 jsme viděli, že D je také determinant přechodu od base 
(39.1') k basí (39.4'). Avšak od base (39.1) můžeme přej í t k basí (39.4') 
buďto tak , že pře jdeme napřed od (39.1) ke (39.4) a potom od (39.4) ke 
(39.4'), nebo tak , že pře jdeme napřed od (39.1) ke (39.1') a potom od 
(39.1') ke (39.4'). Tudíž determinant přechodu od (39.1) ke (39.4') je 
podle vě ty 29.8 roven jednak DA', j ednak AD. J e tudíž DA' = AD 
a ježto D #= 0 podle vě ty 29.6, je A = A'. Tím je dokázáno, že číslo 
(39.3) nezávisí na volbě base (39.1), nýbrž pouze na afínní t ransformací 
/; pravíme, že (39.3) je determinant afinní transformace f . Víme jíž, že 
platí : 

VĚTA 39.2. Determinant afinní transformace f je různý od nuly tehdy 
a jenom tehdy, je-li f regulární. r 

Zřejmá je: 
VĚTA 39.3. Determinant identické transformace je roven jedné. 
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Z vě ty 29.8 plyne: 

VĚTA 39.4. Budtež A2 determinanty afinních transformací f,g 
prostoru Em. Potom je A1A2 determinant afinní transformace f o g. 

VĚTA 39.5. Budiž f regulární afinní transformace prostoru Em s deter-
minantem A a budiž g transformace inversní k f . Potom determinant trans-
formace g je roven A~l. To plyne z vět 39.3 a 39.4, neboť zřejmě / ° <7 je 
identická t ransformace prostoru Em. 

Je-li / regulární afinní t ransformace prostoru Em, potom podle konce 
článku 37 zvolené orientaci prostoru Em přísluší určitá orientace téhož 
prostoru, k terá buďto splyne s orientaci původní nebo je k ní opačná. 
V prvém případě pravíme, že / je přímá afinní transformace prostoru 
Em, ve druhém, že / je nepřímá afinní transformace prostoru Em. Zřejmě 
je t a to definice nezávislá na volbě původní orientace prostoru Em, což 
plyne také snadno z toho, že jak je snadno patrné, platí: 

VĚTA 39.6. Determindnt regulární afinní transformace / je kladný nebo 
záporný podle toho, zda je f přímá 6i nepřímá. 

Afinní t ransformací / prostoru Em nazveme unimodulární, jestliže 
jej í determinant A je roven ± 1; je tedy A = 1 pro přímé unimodulární 
afinní transformace, A = — 1 pro nepřímé unimodulární afinní t rans-
formace. 1 

Velmi jednoduchým zvláštním případem afinní t ransformace je 
translace. To je taková afínní t ransformace / prostoru Em, př í k teré 
obraz f(u) libovolného vektoru u je totožný s původním vektorem u. 
Jsou-li P, Q dva dané body prostoru Em, existuje právě jedna translace / , 
při které f(P) = Q. Neboť ke každému bodu X existuje právě jeden 
vektor v tak , že 

(39.5) X = P + v 

a při uvažované translaci musí býtí 

(39,5') f ( X ) = Q.+ v, 

obráceně je pat rné , že rovníce (39.5), (39.5') definují t rans lac i /p ros toru 
Em. Z definice je zřejmé, že platí : 

VĚTA 39.7. Každá translace prostoru Em je přímá unimodulární 
afinní transformace prostoru Em. 
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Následující vě ta jednak plyne z vět 39.4 a 39.5, jednak je zřejmá: 

VĚTA 39.8. Následující druhy afinních transformací -prostoru Em tvoří 
podgrupy transformační grupy všech regulárních afinních transformací 
prostoru Em: 

(a) množina všech přímých afinních transformací; 
(b) množina všech unimodulárních afinních transformací; 
(c) množina všech přímých unimodulárních afinních transformací-, 
(d) množina všech translací. 

Při tom množina (d) je podgrupou grupy (c), která je opit podgrupou 
jak grupy (b) tak i grupy (a). 

Všimněme si, že zvláštním případem translace je identická transfor-
mace prostoru Em. Translaci různou od identické t ransformace nazveme 
vlastní translací. Definujeme-li samodružný bod S t ransformace / rov-
nicí 

je patrné, že platí: 

VĚTA 39.9. Vlastní translace nemá žádný samodružný bod. 
Zobecnění po jmu samodružného bodu je pojem samodružné množiny. 

Je-li / libovolná t ransformace libovolné množiny M a je-li C část mno-
žiny M, pravíme, že C je samodružná množina, jestliže 

Zřejmě množina, jejíž každý bod je samodružný, je. samodružná 
množina, ale op$k neplat í už proto, že př i t ransformací M na M celá 
množina M je samodružná, ale nemusí existovat žádný samodružný 
bod; příklad podává vě ta 39.9. 

40. I N V O L U T O R N Í A F I N N Í TRANSFORMACE. Zvolme v prostoru 
Em bod S. P ro každý bod X prostoru Em existuje právě jeden vektor 
v t ak , že 

(39.6) m = S, 

(39.6') f(C) = C. 

(40.1) 

Položme 

(40.1') 

X = S + v. 

f ( X ) = S - v 
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a máme definovánu transformaci / prostoru Em s jediným samodruž-
ným bodem S; nazveme f středovou souměrností a bod S středem sou-
měrnosti. Zřejmě / je afinní transformace, k terá libovolnou basi 
u!,..., um převádí v basí — u 1; . . . , — um, takže determinant transfor-
mace / je roven (.— l)1?. Tedy platí : 

V Ě T A 4 0 . 1 . Středová souměrnost prostoru Em je unimodulární afinní 
transformace, která je přímá pro sudé m, nepřímá pro liché m. 

Ze (40.1) a (40.1') plat í : 

V Ě T A 4 0 . 2 . Je-li f středová souměrnost prostoru Em se středem souměr-
nosti S, potom pro každý bod X prostoru Em je bod S středem souměrnosti 
dvojice X, f(X). 

Z definice (40.1), (40.1') je patrné, že jestliže pří středové souměr-
ností / je B = f(A), je t aké A = f(B). Nazveme obecně involutorní 
afinní transformací prostoru Em takovou afinní transformaci / prostoru 
Em, k terá má tu vlastnost, že kdykoli B = f(A), vždy je také A = f(B). 
Identická transformace, jakož í každá středová souměrnost jsou 
tudíž zvláštní př ípady ínvolutorních afinních transformací. Hlavním 
úkolem tohoto článku je určení všech ínvolutorních afínních transfor-
mací. Napřed si dokažme jednoduchou pomocnou větu: 

V Ě T A 4 0 . 3 . Budiž f involutorní afinní transformace a budiž X libovolný 
bod. Je-li Y = f(X), potom střed S dvojice X, Y je samodružný bod při 
transformaci f . Neboť obraz f(S) s tředu dvojíce X, Y je podle věty 37.1 
středem dvojice f(X), f{Y), t . j. dvojíce Y, X, která má týž střed jako' 
dvojice X , Y. 

Budiž nyní / afinní transformace prostoru Em. Označme W / množinu 
všech vektorů u, pro něž f(u) = u; zřejmě Wf je lineární soustava, 
jejíž dimense budiž h. Označme dále WjjT množinu všech vektorů v, pro 
něž /(v) = — v; také WjT je lineární soustava, jejíž dimense budiž k. 
Zřejmě průnik lineárních soustav W^, Wf obsahuje pouze o, takže 
podle článku 24 spojení obou lineárních soustav má dimensí h k. 
Dokážeme však, že toto spojení pro involutorní / je rovné soustavě Vm 

všech vektorů prostoru Em, takže bude 

(40.2) h + k = m. 

s 113 



Neboť budiž w = B A libovolný vektor a budiž w' = f(B) — 
— f(A). Jež to / je invoíutorní, je nejen w' = /(w), nýbrž také w = 
= f(w'). Položíme-li 

U = l(w + w'), v = £(w — w'), 

jest /(u) = u, /(v) = — v, w = u + vt z čehož plyne správnost učině-
ného tvrzení a tedy i správnost vzorce (40.2). 

Jestliže k = 0, jest h = m a máme /(u) = u pro každý vektor u, 
t . j . / je translace a je zřejmé, že / je invoíutorní tehdy a jenom tehdy, 
je-lí / identická transformace. Jestliže h = 0, jest k = m a máme 
/(v) = — v pro každý vektor v; podle vě ty 40.3 existuje aspoň jeden 
samodružný bod; je-lí však S samodružný bod, platí (40.1), (40.1'), t . j . 
/ je středová souměrnost, která, jak víme, je vždy invoíutorní. 

Zbývá případ, že je h > 0, k > 0 a ovšem platí (40.2). Je-li 

(40.3) u1( ...,uh 

base pro 
(40.4) * i , v . , v* 

base pro potom vektory (40.3) a (40.4) dohromady tvoří basí pro 
Vm. Podle vě ty 40.3 má / aspoň jeden samodružný bod. Zvolíme-li sa-
modružný bod P , dostáváme líneární soustavu souřadnic 

(40.5) <P; ult . . . , u^ Vi, . . . , vk). 

Každý bod X má tva r 
(40.6). X = P+ (xlUl + ., . + xhuh) + (ylVl + ... + ykvk), 

(40.6') f ( X ) = P + ( z ^ + . . . + xhuh) - (ylVl + ... + ykvk). 

Obráceně, je-lí (40.5) lineární soustava souřadnic a je-lí t ransformace 
/ definována pomocí (40.6), (40.6'), zřejmě / je ínvolutorní afinní t rans-
formace, jejíž samodružné body vyplní líneární podprostor 

(40.7) { P ; U l , . . . ,u»} 

dimense h. 

41. S H O D N É A P O D O B N É TRANSFORMACE P R O S T O R U Em. 
Shodná nebo podobná transformace prostoru Em je shodné nebo podobné 
zobrazení Em do Em. Podle 38.2 a 38.9 jsou ty to t ransformace zvlášt-
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nimi př ípady regulárních afinních zobrazení. Obráceně je ve větách 
38.1 a 38.8 obsaženo kriterium, k d y regulární afinní t ransformace 
prostoru Em je shodnou nebo podobnou transformací. Podle věty 38.1 
(víz též vě ty 39.7 a 40.1) platí : 

V E T A 4 1 . 1 . Každá translace prostoru Em je přímá shodná transformace 
prostoru Em. 

V Ě T A 4 1 . 2 . Každá středová souměrnost prostoru Em je shodná transfor-
mace prostoru Em, a to přímá pro sudé m, nepřímá pro liché m. 

Dále platí : 

»•VĚTA 4 1 . 3 . Shodná transformace f prostoru Em je unimodulární. 

DŮKAZ. Budiž B orthonormální base prostoru £„, a budiž u l t . . u , „ 
jej í obraz pří /. Determinant t ransformace / je (34.3) a jeho druhá moc-
nina je rovna determinantu (34.7), je tedy rovna jedné, neboť vektory 
ui> • • •> um jsou orthonormální podle věty 38.5. 

Budiž nyní dáno reálné číslo c 4= 0, c =|= 1. Nazveme homothetickou 
transformací prostoru Em s koeficientem homothetie rovným c takovou 
afinní t ransformaci / prostoru Em, pří které 

(41.1) /(u) = c . u 

pro každý vektor u. Zřejmě platí: 

V Ě T A 4 1 . 4 . Středová souměrnost je homothetická transformace s koe-
ficientem homothetie rovným —la obráceně. 

Je-li / homothetická t ransformace s koeficientem homothetie c 
a jsou-li X, Y libovolné dva body, potom podle (41.1) je f(Y) — f ( X ) = 
= c(Y - X) a tudíž 

f[X)W) = M • XY-
7i toho plyne 

V Ě T A 41.5. Homothetická transformace s koeficientem homothetie c je 
podobná transformace s faktorem podobnosti |c|. 

Ze (41.1) plyne snadno: 

V Ě T A 41.6. Je-li f homothetická transformace prostoru Em s koeficien-
tem homothetie c, potom determinant transformace f je roven cm. Při sudém 
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m každá homothetie je přímá podobná transformace, při lichém m je f pří-
má nebo nepřímá podle toho, zda c > O či c < 0. 

V Ě T A 41.7. Homothetická transformace prostoru Em má právě jeden 
samodružný bod. Nazýváme jej středem homothetie. 

DŮKAZ. Budiž q> homothetická t ransformace s koeficientem homo-
the t ie c. Zvolme libovolný bod P a položme Q = <p{P). Pro každý bod 
X existuje právě jeden vektor u t ak , že. 

(41.2) X = P -j- u 
a podle (41.1) je 

( 4 1 . 2 ' ) ? ( X ) = Q + cu. 

Bod X je samodružný t ehdy a jenom. tehdy, jestliže X = <p{X), t . j. 
jestliže P + u = Q + cu neboli (ježto c 4= 1) jestliže 

V Ě T A 41.8. Budiž f podobná transformace prostoru Em s faktorem po-
dobnosti k. Determinant transformace f je roven ± km. P ř i tom ovšem 
pla t í znamení plus nebo mínus podle toho, zda / je př ímá či nepřímá. 

DŮKAZ. Pro k = 1 je nám to známo podle vě ty 41.3 (víz též větu 
38.7); budiž t edy k =|= 1. Zvolme c t ak , že |c] = k; ježto k 4= 1, je zřejmě 
c 4= 1- Zvolme libovolně body P,Q a def inu jme transformaci <p pomocí 
(41.2) á (41.2'). Zřejmě <p je homothetická t ransformace s koeficientem 
homothet ie c; podle vě ty 41.4 je <p podobná t ransformace s faktorem 
podobností k. Je-li y> t ransformace ínversní k <p a je-li g = y> o f , je 
zřejmě ip podobná t ransformace a f ak to rem podobností 1 : k, takže 
podle vě t 38.7 a 38.10 je g shodná transformace, takže determinant 
t ransformace g podle vě ty 41.3 je roven i 1. Na druhé s t raně je zřejmě 
/ = 9° 9 a de terminant t ransformace q> je podle vě ty 41.6 roven cm. 
Podle vě ty 39.4 je tudíž determinant t ransformace / roven ± c m , t . j. 
roven ± km. 

V definicí, (41.1) homothetické t ransformace máme vedle podmínky 
c 4= 0 podmínku c 4= 1, v íme však, že pro c = 1 podmínka (41.1) 
charakter isuje translaci. Jestliže nyní máme dvě t ransformace flt /2 

prostoru Em, př i čemž pro každý vektor ti jest 
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/,(ll) = Cl. u, f2(u) = c 2 . u, 

kde cx 4=. O 4= c2, a položíme-lí g = f1 o /2, je zřejmě 

g(u) = cxc2.u. 

Mimo to, jestliže afinní t ransformace / splňuje podmínku (41.1), kde 
c 4= 0, po tom transformace h ínversní k / splňuje podmínku 

h(u) = — . u. 
c 

Z toho plyne: 

V Ě T A 4 1 . 9 . Všecky translace a homothetické transformace -prostoru Em 

dohromady tvoří transformační grupu, která je podgrupou transformační 
grupy všech podobných transformací prostoru Em. 

Souměrnou transformací prostoru Em nazveme každou involutorní 
afinní transformaci, k terá je zároveň shodnou transformací. Snadno 
určíme všecky takové souměrné transformace. Z vě ty 38.2 plyne, že 
identická transformace a všecky středové souměrnosti patří mezi souměrně 
transformace prostoru Em. Zbývaj í t ransformace / definované rovnicemi 
(40.6), (40.6'), kde h > 0, k > 0, h + k = m. Tu plat í : 

V Ě T A 4 1 . 1 0 . Mají-li W f , W/~ týž význam jako v článku 4 0 , potom 
transformace f definovaná rovnicemi (40.6), (40.6') je shodná (je to t edy 
souměrná transformace) tehdy a jenom tehdy, jestliže lineární soustavy 
W f , jsou navzájem totálně kolmé. 

DŮKAZ. Je-li / shodná transformace, jest f(u). f(v) = uv. Patří-li 
však u do v do W j e f(u) = u, /(v) = — v, takže uv = — uv, 
tedy uv = 0, t . j. lineární soustavy WjT jsou navzájem totá lně 
kolmé. Obráceně předpokládejme, žé lineární soustavy VV ,̂ V/~j7 jsou 
totálně kolmé. Můžeme vektory (40.3) volit orthonormální a rovněž 
i vektory (40.4). Jež to , Wjf jsou totálně kolmé, jsou t aké vektory 

ul, • • •> uft, vlt •• •> vk 

orthonormální a totéž plat í o vektorech 

u i , • • •> uh> — v i • • — 

takže transformace / je shodná podle vě ty 38.6. 
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Budiž / souměrná t ransformace prostoru Em definovaná rovnicemi 
(40.6), (40.6') a označme Q prostor (40.7) jejích samodružných bodů. 
V kra jn ím případě h = m — 1 je Q nadrovínou, / se nazývá nadrovinová 
souměrnost, Q je j í nadrovina souměrnosti. Ve druhém kra jn ím případě 
h = 1 je q přímkou, / se nazývá osová souměrnost, q je j í osa souměrnosti. 
Pro m = 2 oba t y p y splynou. Pro m = 3, h = 2 mluvíme o rovinové 
souměrnosti a o je j í rovině souměrnosti. 

Jsou-li A, B dva různé body, nazýváme nadrovinou souměrnosti 
úsečky AB (pro m = 2 osmi souměrnosti úsečky AB, pro m = 3 rovinou 
souměrnosti úsečky AB) nadrovinu procházející s tředem dvojíce A, B 
kolmo na př ímku AB. Následující dvě užitečné vě ty se da j í snadno 
dokázat : 

V Ě T A 41.11. Jsou-li A, B dva různé body prostoru Em, potom nadrovina 
souměrnosti úsečky AB je množina právě těch bodů prostoru Em, jejichž 
vzdálenost od bodu A je rovna vzdálenosti od bodu B. 

V Ě T A 41.12. Jsou-li A, B dva různé body prostoru Em, potom existuje 
právě jedna nadrovinová souměrnost f prostoru Em, pro kterou je f(A) = 
= B\ nadrovinou souměrnosti transformace f je nadrovina souměrnosti 
úsečky AB. 

Vraťme se k př ípadu obecné souměrné t ransformace / prostoru Em 

definované rovnicemi (40.6) a (40.6') a označme opět Q prostor (40.7). 
Jestliže bod A nenáleží do Q, t . j. není samodružným při /, existuje 
p rávě jeden Eh+ x obsahující jak A t ak i g. V tomto Eh+, leží t aké B = 
= f(A) a snadno se dokáže, že v prostoru Eň+1 je g nadrovinou sou-
měrnost í úsečky AB. 

Poznamenejme ještě, že involutorní afinní t ransformace definovaná 
rovnicemi (40.6), (40.6') má de terminant rovný (— l)1*, je t edy př ímá 
pro sudé k, nepřímá pro liché k; to plat í i v kra jn ích případech k = 0 
(identická transformace) a h = 0 (středová souměrnost). Zejména nad-
rovinová souměrnost (k = 1) je vždy nepřímá shodnost; osová souměr-
nost (h = 1, t edy k = m — 1) je př ímá shodnost pro liché m (zej-
ména t e d y v obyčejném prostoru E3), nepřímá pro sudé m (zejména 
t e d y v rovině). 

/ 
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42. S H O D N É T R A N S F O R M A C E R O V I N Y . B u d i ž d á n a orientovaná 
rovina Ea a v E2 budiž zvolena kladná kartézská soustava souřadnic 

(42.1) <P; e1( e2>. 

VĚTA: 4 2 . 1 . Dvojice vektorů U, v jest orthonormální tehdy a jenom 
tehdy, jestliže existují reálná čísla ult u2 a číslo e = ± 1 tak, že 

(42.2) u = (ult u2), v = (— eu2, eUj), 

(42.3) u{ + ul= 1. 

Při tom dvojice (42.2) tvoří kladnou basi -pro E2 tehdy a jenom tehdy, 
jestliže e = + 1. 

DŮKAZ. Podmínky orthonormálností jsou 

(42.4) |u| = 1, uv = 0, |v| = 1. 

Je-li u = («!, u2), potom prvá podmínka (42.4) je vyjádřena rovnicí 
(42.3). Je-li v = («!, v2), po tom druhá podmínka (42.4) je vyjádřena 
rovnicí ujOx + u2v2 = 0, k terá (ježto u 4= o) znamená, že existuje reál-
né číslo e t ak , že platí druhá rovnice (42.2). Posléze t ře t í podmínka 
(42.4) znamená, že e = ± 1. Podle (42.2) jest 

[uv] «1, «2 
— eu2, eux 

= e{u\ + u\) = e, 

t akže [uv] > 0 pro e = 1, [uv] '< 0 pro e = — 1. Připomeňme si, že 
vektor (—u2 , wx) je orthogonální doplněk vektoru (ult u2) ve smyslu 
článku 35 (víz větu 35.2). 

V Ě T A 42.2. Je-li f shodná transformace roviny, existují reálná čísla 
alt a2, clt c2, e tak, že 

(42.5) c * + 4 = l , e = ± l 

a že obrazem libovolného bodu 

(42.6) X = [xlt x2] 

je bod 

(42.6') f ( X ) = [x[, x'z], 
i 

kde 

(42.7) x[ = c1x1 — c2a;2 + alt x'2 = e ^ ! + CjX2) + a2. 
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Obráceně, jestliže , reálná čísla a1,a2,c1,c2 splňují podmínky (42.5). 
potom rovnice (42.6), (42.6') a (42.7) definují shodnou transformaci ro-
viny, která je přímá pro e = 1, nepřímá pro e = — 1. 

DŮKAZ. P ř i dané kladné kar tézské soustavě souřadnic (42.1) lze 
(42.6) psá t í ve t v a r u 

X = P + x^i + x2e2. 

Je-li f(P) = P + o, kde o = (alt a2), potom podle vě t 38.5 a 38.6 
shodná t ransformace roviny převádí bod X v bod 

(42.8) f ( X ) = P + Xlu + x2v + o, 

kde u, v je libovolná pevně daná orthonormální dvojice vektorů, takže 
lze předpokládati , že platí (42.2), pří čemž je splněno (42.3) a pro pří-
mou / je e = 1, pro nepřímou / je e = — 1. Podle (42.2) a (42.6') lze 
však psá t í (42.8) ve tva ru 

x'i = «í^i — eu^t2 + a\y = w^i + eu1x2 -f- a2 

a stačí položit cx = ult c2 = eu2, abychom přešlí ke tvaru (42.7). 

V Ě T A 4 2 . 3 . Je-li f přímá shodná transformace roviny, takže ve vité 
42.2 je e = 1, potom dvojice reálných čísel (clt c2) z věty 42.2 je nezávislá 
na volbě kladné kartézské soustavy souřadnic (42.1). Při změně orientace 
roviny dvojice (clyc2) přejde ve dvojici (clt —c2). [ 

DŮKAZ. R o v n í c e (42.7) d e f i n u j í o b r a z (42.6') b o d u (42.6) p ř í s h o d n é 
t ransformací /. Je-lí 

(42.9) u = ( t t l> u2) 

libovolný vektor; je tudíž 

(42.9') f(u) = (u[, u2), 

kde 

(42.10) u[ = c1u1 — c2u2, u2 = e(c2Uí + CjU2). 

Je-lí shqdná t ransformace / přímá, jest e = 1, takže .rovnice (42.10) 
ma j í tvar 

(42.11) u[ = Cjíí! — c2u2, u2 = c2u1 + c$i2. 

Pří tom podle (42.5) je 
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(42.5') cf H- c | = 1. 

Ze (42.9), (42.9'), (42.11) a (42.5') plyne jednak 

(42.12) u . /(u) = Ulu[ + u2u'2 = clt 

jednak 

(42.13) [u, /(o)] = 

Avšak skalární součin (42.12) je nezávislý na volbě kartézské soustavy 
souřadnic (42.1), a pokud ta to soustava je kladná, platí totéž o vnějším 
součinu (42.13), k t e r ý podle vě ty 34.7 se znásobí číslem —1 při změně 
orientace roviny. Tím je vše dokázáno. 

Místo dvojíce reálných čísel (cít c2), o které je řeč ve větě (42.3), je 
výhodné zavéstí komplexní číslo 

(42.14) c = <!! + «;„ 

které se jmenuje komplexní míra přímé shodné transformace /. Při 
dané orientaci roviny má tedy komplexní míra (42.14) jednoznačně 
určenou hodnotu. Naprot i tomu při změnč orientace roviny komplexní 
míra c přímé shodné transformace f se podle věty .42.3 náhradí komplex-
ním číslem 

(42.14') c* = c1 — ic2 

komplexně sdruženým s číslem (42.14). 
Absolutní hodnotou komplexního čísla cy -+- ic2rozumíme, jak známo, 

číslo 
K + ic2| = j/c* + c\. 

Komplexní jednotkou nazveme komplexní číslo, jehož absolutní hodnota 
je rovna jedné. Z vě ty 42.2 snadno plyne: 

V Ě T A 42.4. Komplexní míra přímé shodné transformace roviny je kom-
plexní jednotka. Obráceně zvolíme-li libovolně komplexní jednotku jadva 
body P,Q v rovině, existuje právě jedna přímá shodná transformace f 
roviny, při které f(P) = Q a jejíž komplexní míra je rovna j. 

V Ě T A 4 2 . 5 . Jsou-li /', /" dvě přímé shodné transformace roviny, je také 
/' o /" přímá shodná transformace roviny, jejíž komplexní míra je rovna 
součinu komplexních měr transformací /', /". 
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DŮKAZ. B u ď t e ž , i . i „ a . a 
C = Cy + lc2> c = C1 + 1C2 

komplexní míry transformací / ' , /". Z vět 39.4 a 39.6 následuje, že také 
<7 = / ' o /" je přímá shodná transformace roviny E2. Podle věty 42.2 
a podle (42.9').a (42.11) máme 

/'(ei) = {c[, 4 ) , /'(e2) = ( - c2, Cy), 
III , I /v ( " ' " ' II II l\ 
I ^2/ — C2C2, c2Cy -f- CjC2), 

tedy 
(42.15) 9(ei) = (c"cí — CjCÓ, c ^ + c"cá). 

Na druhé stráně, je-lí cx + íc2 komplexní míra transformace g, je podle 
(42.9') a (42.11) 

(42.15') g{ey) = (cl} c2). 

Podle (42.15) a (42.15') je 
a i a i a i . a i Cy = CyCy C.^C^ CJJ = C yC y -J" C yC^ 

neboli 
Cy + ÍC2 = {c[ + ic'2)(c"y +| ÍCG). 

V Ě T A 4 2 . 6 . Přímá shodná transformace roviny s komplexní mírou 
rovnou jedné je translace a obráceně. 

DŮKAZ. / je translace tehdy a jenom tehdy, jestliže f(u) = U pro 
každý vektor ti, tedy podle (42.9), (42.9') a (42.10) tehdy a jenom 
tehdy, jestliže 6 = 1 , 0 ! = 1, c2 = 0 neboli jestliže e = 1, cx -(- íc2 = 1. 

Přímá shodná transformace roviny, jejíž komplexní míra je různá od 
jedné, se jmenuje rotace. Podle věty 42.6 jsou právě dva druhy přímých 
shodných transformací roviny: translace a rotace. 

V Ě T A 42.7. Každá rotace roviny má právě jeden samodružný bod. 
Tento bod se jmenuje střed rotace. 

DŮKAZ. Podle (42.7), kde nyní e = 1, je bod (42.6) samodružný 
tehdy a jenom tehdy, jestliže 

( 4 2 . 1 6 ) — — ~H — CJÍ^J "I- C]3?2 

Rovnice (42.16) lze shrnout v jedinou komplexní rovnici 

(42.16') Xy + íx2 = (Cy + i C2)(Xy + ia;2) + (ay + ia2). 
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Ježto cx + íc2 =t= 1, má (42.16') právě jedno řešení 
a t + i <z2 xx + ix2 = - l- -í—. 

í - (Cl + 1C2) 

V Ě T A 4 2 . 8 . Přímá shodná transformace roviny s komplexní mírou, 
rovnou minus jedné je středová souměrnost a obráceně. Jsou tedy středové 
souměrností v rovině zvláštním případem rotace roviny. 

DŮKAZ. / je středová souměrnost tehdy a jenom tehdy, jestliže 
/(u) = — u pro každý vektor u, tedy podle (42.9), (42.9') a (42.10) 
tehdy a jenom tehdy, jestliže e = l , c x = — 1, ca = 0 neboli e = 1, 
CL + íc2 = — 1. 

V Ě T A 4 2 . 9 . Je-li f nepřímá shodná transformace roviny, existují dva 
orthonormální vektory u, v tak, ze f(u) = u, /(v) = — v. 

DŮKAZ. Rovníce (42.10), ve kterých nyní e = — 1, definuji obraz 
(42.9') vektoru (42.9)*při f . V poněkud jiném označení máme, že pro 

w = (wv w2), f(w) = (w[, w2) 
jest 

w[ = CjW-L — C2W2, — W2 = C2Wx + CjW2 

neboli 

(42.17) w[ — i w'2 = (cx + ic2)(wi + i w2). 

Určeme nyní komplexní číslo + iu2 tak , aby byla splněna komplexní 
rovnice 

(42.18) K + íw2)2 = c2 - íc2. 

J ež to |c t — íc2| = 1, jest + íw2| = 1 neboli 

(42.19) ul + u2
2= 1, 

což lze též psátí 
(«! + íw2)(«i — iw2) = 1. 

Tudíž 
u, + iw2 W, + i u, 

W, — 1 U~ = ; —-z = 
(WX + 1M2)2 CJ — 1C2 

Jež to však |cj + ic2| = 1, je (cj — ic^c^ + íc2) = 1, takže 

(42.20) ux — íw2 = (cx + ÍC2)(M! + íu2). 
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Znásobíme-li obě s t rany číslem i, dostaneme ještě 

(42.20') u2 + iUl = (<?! + i c , ) ( - Ma + í«i). 
Položíme-li 

( 4 2 . 2 1 ) u = (uv u2), v = ( - u2, Uj) 

a p o r o v n á m e - l i (42.20), (42 .20 ' ) s e (42.17) , d o s t a n e m e , že f(u) = u. 
/(v) = — v. M i m o t o p o d l e (42.19) a (42.21) j e ]u| = 1, ]v| = 1, uv = 0. 

K e konci článku 41 jsme si povšimli m. j. toho, že mezi nepřímé shod-
né transformace roviny patří zejména všecky osové souměrnosti v rovině. 
Je-li / t aková osová souměrnost a p její osa souměrnosti, je zřejmě 
každý bod př ímky p samodružný pří / a obráceně každý pří / samo-
družný bod leží na p. Obráceně platí : 

V Ě T A 4 2 . 1 0 . Jestliže nepřímá shodná transformace f roviny má aspoň 
jeden samodružný bod P, potom f je osová souměrnost. 

DŮKAZ. Podle vě ty 42.9 lze určit orthonormální vektory u, v tak , že 
/(o) = u, /(v) = — v. Jež to f(P) = P, vídíme, že pro libovolný bod 

Tedy / je osová souměrnost s osou v přímce {P; u). 

43. P Ř Í M É P O D O B N É TRANSFORMACE ROVINY. J ako v článku 
42 budiž dána orientovaná rovina E2 a v ní k ladná kartézská soustava 
s o u ř a d n i c (42.1). 

V Ě T A 4 3 . 1 . Je-li f podobná transformace roviny, existují reálná čísla 
fljj G)2) Cjj C2, s tak, zc 

X = P -f XjU + x2v 
jest 

f ( X ) = P + xju - x2v. 

( 4 3 . 1 ) e = ± 1. |ci| + |c2| > 0 
a že obrazem libovolného bodu 

X = [x1; x2] 

f ( X ) = [x'u x'2], 

( 4 3 . 3 ) x[ 
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Obrácení, jestliže reálná čísla au a2, clt c2, e splňují podmínky (43.1), 
potom rovnice (43.2), (43.2') a (43.3) definují podobnou transformaci 
roviny, jejímž faktorem podobnosti je číslo 

(43.4) k = |/cf + c\ 

a která je přímá pró e = 1, nepřímá pro e = — 1. 

DŮKAZ. Budiž g homothetie roviny se středem P a s koeficientem 
homothetie rovným faktoru podobností k dané podobné transformace 
/; budiž h homothetie roviny s týmž středem P a s koeficientem homo-
thetie rovným 1 : k. Budiž cp = h o /; ježto zřejmě g, h, jsou navzájem 
inversní, je / = g o y. Podle vět 38.7, 38.10 a 41.5 je <p shodná transfor-
mace roviny, podle vět 39.4 a 41.6 je q> přímá nebo nepřímá stejně 
jako /. Obrazem bodu (43.2) pří g je bod 

(43.5) [fccj, kx2}. 

Jež to f=g ocp, je obraz (43.2') bodu (43.2) pří / totožný s obrazem 
bodu (43.5) př í 99; tudíž podle věty 42.2 existují reálná čísla av a2, ylt y2 

t ak , že 

(43.6) y\ + y! = 1 
a že 

x\ = 7j . kxt — y2 . kx2 + alt x'2 = e(y2 . kxx + yx . kx2) + a2, 

př í čemž e = 1, je-li / přímá, e = — 1, je-li / nepřímá. Položíme-li 
c t = y.Jc, c2 = y2k, dostaneme (43.3) a (43.4). 

Obráceně, jestliže obrazem bodu (43.2) při / je bod (43.2'), pro k terý 
plat í (43.3), při čemž je splněno (43.1), definujme k pomocí (43.4) a 
určeme yx, y2 t ak , že cx = ky±, c2 = ky2, takže podle (43.4) platí 
(43.6). Označme <p transformaci, která bod (43.2) převádí v bod [x\, x'0], 
kde 

x[ = yxxt — y2x2 alt xl = e(y2^i + 71^2) + 

Podle věty 42.2 je q> shodná transformace roviny, přímá pro e = 1, 
nepřímá pro e = — 1. Zřejmě však f = g <xp, jestliže opět g je homo-
thetie roviny se středem P a s koeficientem homothetie rovným k, 
takže podle vět 38.7, 38.10 a 41.5 / je podobná transformace s faktorem 
podobností k, k te rá podle vět 39.4 a 41.6 je přímá nebo nepřímá stejně 
jako cp, t . j. je přímá pro e = 1, nepřímá pro e = — 1. 
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V Ě T A 43.2. Je-li f přímá podobná transformace roviny, takže ve větě 
43.1 je e = 1, potom dvojice reálných čísel (c,, c2) z věty 43.1 je nezávislá 
na volbě kladné kartézské soustavy souřadnic (42.1). Při změně orientace 
roviny dvojice (cv c2) přejde ve dvojici (c1; — c2). Ta to vě ta se odvodí 
z vě ty 43.1 stejně jako jsme odvodili vě tu 42.3 z v ě t y 42.2. Místo dvojí-
ce reálných čísel (clt c2) zavedeme opět komplexní Číslo 

(43.7) c = C l + ic„ 

které zase nazveme komplexní měrou př ímé podobné transformace /. 
Zřejmě platí : 

V Ě T A 4 3 . 3 . Je-li c komplexní míra přímé podobné transformace ro-
viny, potom |c| je. její faktor podobnosti. 

Z vě ty 43.1 snadno plyne: 

V Ě T A 4 3 . 4 . Zvolíme-li libovolně komplexní číslo c 4= 0 a dva body P, Q 
v rovině, existuje právě jedna přímá podobná transformace\f roviny, při 
které f(P) = Q a jejíž komplexní míra je rovna c. 

V Ě T A 4 3 . 5 . Jsou-li /', /" dvě přímé podobné transformace roviny, je 
také f o /" přímá podobná transformace roviny, jejíž komplexní míra je 
rovna součinu komplexních měr transformací / ' , /". Tato věta se odvodí 
z vě ty 43.1 s te jně jako jsme odvodili větu 42.5 z vě ty 42.2. 

V Ě T A 4 3 . 6 . Každá přímá podobná transformace roviny, která není 
translací, má právě jeden samodružný bod, k terý se jmenuje střed 
podobnosti. Důkaz je s te jný jako u vě ty 42.7. 

V Ě T A 4 3 . 7 . Je-li f přímá podobná transformace roviny s faktorem po-
dobnosti k #= 1 a středem podobnosti P, jest f = g °q>, při čemž g je homo-
thetie se středem Pas koeficientem k, <p je rotace se středem P. Důkaz je 
obsažen v začátku důkazu vě ty 43.1. Jež to P je nyní samodružný bod, 
je q> rotace se středem P. 

44. S H O D N É TRANSFORMACE P R O S T O R U Em P R l LIBOVOL-
NÉM m. V článku 36 jsme definovali t ransformací f ° g množiny M 
složenou ze dvou transformací f , g téže množiny. Obecněji můžeme 
definovat transformaci 

(44.1) fi° •' • ° f k 
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složenou, z libovolného počtů k transformaci flt . . f k pomocí rekurent-
ního vzorce 

Pro k = 1 (44.1) znamená prostě /. P ro skládání transformací zřejmě 
plat í asociativní zákon. V tomto článku dokážeme mimo jiné, že každá 
shodná transformace prostoru Em se dá vytvoři t skládáním nadrovíno-
vých souměrností. Je-li g libovolná nadrovina, označíme v tomto 
článku symbolem 

tu nadrovínovou souměrnost prostoru Em, jejíž nadrovínou souměr-
ností je nadrovina g. 

V Ě T A 44.1. Budiž f taková shodná transformace, že existuje nadrovina 
Q, jejíž každý bod je samodružný při f . Potom budto f je identická transfor-
mace nebo f je nadrovinová souměrnost (44.2). 

DŮKAZ. Předpokládejme, že existuje bod, k terý není samodružný 
při /. Je-li A kterýkoli takový bod, máme dokázati , že jeho obraz B je 
zároveň jeho obrazem při (44.2), t . j. [viz též větu 41.12], že g je nad-
rovina souměrnosti úsečky AB. Označme P pa tu kolmice na nadrovinu', 
Q vedenou bodem A. Podle článků 33 P je ten bod nadroviny Q, jehož 
vzdálenost od bodu A je nejmenší; ježto všechny body nadroviny Q jsou 
samodružné, jéžto B = f(A) a ježto vzdálenosti se nemění při transfor-
maci /, je P t aké ten bod nadroviny Q, jehož vzdálenost od bodu B je 
nejmenší, t . j. P je pa t a kolmice na nadrovinu g vedené bodem B. Jsou 
t edy obě př ímky PA, PB kolmé na g a musí tudíž splynout, t . j. 
př ímka AB je kolmá na nadrovinu g. Mimo to je AP = BP, takže P 
je střed dvojice A, B. Tudíž g je nadrovina souměrnosti úsečky AB, 
což jsme měli dokázat . 

V Ě T A 44.2. Jestliže shodná transformace f prostoru Em má více než 
jeden samodružný bod, potom množina všech samodružných bodů je lineár-
ní podprostor. 

DŮKAZ. Zvolme samodružný bod P. Je-lí X samodružný bod a je-li 

fl á • • • ° fk + 1 = ( f l ° • • • ° fk) ° fl k+ 1-

(44.2) 

(44.3) X = P + U, 
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je zřejmě f(u) = u. Obráceně, je-li /(u) = u, je (44.3) samodružný bod. 
Označme W množinu těch vektorů ti, pro něž f(u) = u. Z vě t 37.7 a 
37.8 plyne snadno, že W je (zřejmě netriviální) líneární soustava; mno-
žinou všech samodružných bodů je zřejmě líneární podprostor {P; W}. 

V Ě T A 44.3. Budiž f shodná transformace prostoru Em. Potom existuje 
nadrovina Q tak, že 

( 4 4 . 4 ) / = s(g) O <p, 

při čemž <p je shodná transformace prostoru Em, která má aspoň jeden 
samodružný bod. MaSLi f sama samodružný bod P, lze volit cp tak, aby 
existovala přímka samodružných bodů pro cp obsahující bod P. Exist,uje-li 
lineární podprostor Eň (1 <1 A m — 2), jehož všecky body jsou samo-
družné pro f , lze volit <p tak, aby existoval EA+1 složený z bodů samodruž-
ných pro <p a obsahující daný Eh jako část. 

DŮKAZ. Věta je sice správná i pro případ, že / je identická transfor-
mace, ale důkaz provedeme pouze pro ten případ, že existuje bod A, 
jehož obraz B = f(A) je různý od A. Budiž Q nadrovina souměrnosti 
úsečky AB. Je-li X samodružný bod pro /, je zřejmě AX = BX, takže 
X leží v g podle vě ty 41.11. Položme 

(44.5) <p = fos(e). 

Jež to S(Q) je ínvolutorní t ransformacej odvodí se snadno ze (44.5), 
že plat í (44.4). Je-li bod X samodružný pro /, leží X v g a je tudíž 
samodružný i pro s(p) a t edy podle (44.5) také pro <j>. Mimo to je však 
podle vě ty 41.12také bod A samodružný pro <p, čímž je vše dokázáno, 
všímneme-lí sí vě ty 44.2. 

V Ě T A 4 4 . 4 . Každou shodnou transformaci f prostoru Em lze napsati ve 
tvaru 

přičemž je k^ m + 1. Má-li f samodružný bod, lze předpokládati k^m. 
Existuje-li lineární podprostor Eh (1 h m — 1), jehož všechny body 
jsou samodružné, lze předpokládati k ^ m — h. 

DŮKAZ. Identickou transformací lze napsa t ve tvaru O S(Q) př i 
libovolné volbě nadrovíny Q. Tento př ípad je v dalším vyloučen. Exis-
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tuje-li liileánií podprostor Em~ x složený ze samodražných bodů, je naše 
vě ta správná podle vě ty 44.1. Předpokládáme-lí však, že naše věta je 
správná za předpokladu, že exis tuje Eh+1 (1 <1 h <1 m — 2) složený ze 
samodružnýeh bodů, plyne z vě ty 44.3, že zůstane správná i za předpo-
kladu, že existuje Eh složený ze samodružnýeh bodů. Z toho plyne 
indukcí, že věta je správná za předpokladu, že existuje více než jeden 
samodružný bod (víz vě tu 44.2). Novým užitím věty 44.3 plyne potom, 
že naše věta je správná i v případě jediného samodružného bodu 
a další užití věty 44.3 vede posléze ke správností naší ve ty í pro případ, 
že neexistuje samodružný bod. Z provedeného důkazu je patrné, že je 
správný ještě tento dodatek: 

V Ě T A 4 4 . 5 . Jestliže f není identická transformace, ale má aspoň jeden 
samodružný bod, zůstane víta 44.4 v platnosti, připojíme-li požadavek, 
aby nadroviny q u ..., gk procházely všemi samodružnými body. 

Všimneme si př ípadu m = 3 obyčejného prostoru. Každá shodná 
transformace / prostoru E3 Se dá podle vě ty 44.4 složit z nejvýše čtyř 
7-ovinových souměrností a má-li / aspoň jeden samodružný bod, dá se / 
složit z nejvýše tří rovinových souměrností, př í čemž podle vě ty 44.5 lze 
docíliti toho, aby příslušné roviny souměrnosti obsahovaly každý sa-
modružný bod. Nyní rovinová souměrnost je nepřímá shodná transfor-
mace a z vě ty 39.4 (víz též vě tu 39.6) soudíme snadno, že totéž platí 
i o t ransformací složené ze t ř í rovinových souměrností. Tudíž každá 
shodná přímá transformace f obyčejného prostoru E3, která má samodružný 
bod P, se dá psát ve tvaru 

f = S { Q Í ) O S ( Q 2 ) , 

/ 

při čemž roviny Qx, Q2 obě procházejí bodem P. To plat í í v .případě iden-
tické transformace, ve k terém je = Q2. J inak je však + g2 a obě 
roviny glt Q2, majíce společný bod P, se protnou v přímce p. Každý bod 
př ímky p je samodružný jak př í s(gj) t ak í př í S(Q2) a tudíž také při /. Na 
druhé straně plyne z vět 44.1 a 44.2, že př ímka p vyčerpává celou mno-
žinu samodružnýeh bodů. Nazveme-lí rotací v prostoru E3 přímou shod-
nou transformaci / prostoru £3, k terá není identickou a má aspoň jeden 
samodružný bod, vidíme, že množina samodružnýeh bodů rotace 
v prostoru E3 je př ímka, k terá se nazývá osa rotace. 
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45. A F I N N Í A METRICKÁ GEOMETRIE E U K L E I D O V S K É H O 
PROSTORU. V kapitole I jsme provedli studium prostoru Em vycháze-
jíce od pojmu vzdálenosti dvou bodů. Na tento pojem vzdálenosti jsme 
převedli řadu dalších základních pojmů, zejména pojem vektoru, 
pojem sčítání vektorů, pojem součinu čísla s vektorem a pojem skalár-
ního součinu dvou vektorů. Jelikož ty to pojmy jsou definovatelné po-
mocí pouhého pojmu vzdálenosti, je patrné, že to jsou pojmy inva-
riantní při shodných transformacích, neboť shodné transformace byly 
právě definovány tou vlastností, že vzdálenost dvou bodů se při nich 
nemění. Shodné transformace jsou však zvláštními případy regulárních 
afinních transformací a ukazuje se, že velká řada námi studovaných 
pojmů jsou pojmy invariantní při všech regulárních afinních transfor-
macích, netoliko pří transformacích shodných. 

Studium takových pojmů v prostoru Em, které jsou invariantní při 
regulárních afínních transformacích tvoří t . zv. afinní geometrii prosto-
ru Em. Skoro celý obsah naší kapitoly I I I náleží do afinní geometrie 
prostoru Em. Naproti tomu studium takových pojmů v prostoru E,„, 
které nejsou invariantní pří všech regulárních afinních transforma-
cích, nýbrž pouze př i shodných transformacích, tvoří t . zv. metrickou 
geometrii prostoru Em. Celý obsah naší kapitoly V náleží do metrické 
geometrie prostoru Em. , 

Základnímí pojmy afínní geometrie prostoru Em jsou pojem vektoru. 
pojem sčítání vektorů a pojem součinu čísla s vektorem. Na ty to zá-
kladní pojmy jsme převáděli všecky ostatní pojmy z afínní geometrie 
prostoru Em. P ř i studiu afínní geometrie jsme užívali obecných lineár-
ních soustav souřadnic, protože pojem takových soustav souřadnic je 
invariantní pří všech regulárních afinních transformacích. V metrické 
geometrií přistupuje k uvedeným základním pojmům jako další ještě 
pojem skalárního součinu dvou vektorů a při studiu metrické geometrie 
je výhodné užívat kartézských soustav souřadnic, ve kterých má ska-
lární součin zvláště jednoduchý tvar . 

Do afínní geometrie řadíme také studium těch pojmů, které jsou 
invariantní pouze pří přímých afínních transformacích. Nejdůležitější 
z takových pojmů je pojem orientace eukleidovského prostoru. Po-
dobně řadíme do metrické geometrie také studium těch pojmů, které 
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jsou invariantní pouze pří př ímých shodných transformacích. Sem 
pat ř í zejména v obyčejném prostoru pojem vnějšího součinu tř í vek-
torů a pojem vektorového součinu dvou vektorů. Ve skutečnosti je 
ovšem pojem vnějšího součinu tř í vektorů v E , a obecněji pojem vněj-
šího součinů m vektorů v Em invariantní nejen pří přímých shodných 
transformacích, nýbrž při všech přímých unimodulárních afinních 
transformacích a dá se tudíž jeho s tudium řadi t do afinní geometrie. 
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