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II, INTEGRÁLY Z RACIONÁLNÍCH FUNKCÍ. 

DEFINICE ELEMENTÁRNÍCH FUNKCÍ 
PRO KOMPLEXNÍ HODNOTY ARGUMENTU. 

11. Rozklad racionální funkce ve zlomky částečné. Buď dána 
racionální funkce proměnné x 

P(x) 
Q(x)' 

k d e P (x) = A0X«> + /Ij.v'"—1 + • • • + Am_, X + Am. 
Q(x) = B0x" + BlX'-' + • • • + B„_, x+Bn. 

O polynomech P(x) a Q(x) učiníme předpoklad snadno splni-
telný, že nemají společné míry. Jestliže m > n , můžeme děliti P(x) 
mnohočlenem Q(x) a dělení budeme prováděti tak dlouho, až 
stupeň zbytku nepřevyšuje n. Dostaneme tak vztah 

P(x) = P(x) Q(x)+ />,(*), (l) 

kde podíl p(A-) = a„jc"'—n + aiJC»'—1 H 1- Um—h—i .v 
a zbytek Pl(x) = A\x--i-\ \-A'„-t x + A'„; 

daný zlomek obdrží pak tvar 

(2) 
Q(x) , U Ť Q W 

Převeden je tedy v případě, že m > n , daný zlomek na součet 
polynomu a zlomku, kde stupeň čitatele nepřevyšu je stupeň jme-
novatele. Zároveň jest patrno, že v novém zlomku čitatel a jme-
novatel, nemají společné míry. Zlomok ten můžeme pak dále roz-
kládati, známe-li kořeny rovnice Q(JC)=0. Mějž rovnice Q(JC)=<) 
kořen b /J-násobný. Pak lze psáti 

Q(x) = (x-b)S Q,(x), > 0 

kde tedy Q,(b) í 0 a zároveň 0 (3) 

se zřetelem ku předpokladu, že Pt(x) a Q(x) nemaj í společné míry. 
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Dosaďme do zlomku P1(x)/Q(x) 

Tím dostaneme 
, , 1 1 

•v = i> + • y = . • 
1 y x — b 

1\{ x)_ l\(x) __ 4 + Í L ""P'(*+Í) 
Q (X) 

Ježto CM*) je stupně n—(i, jest yn~1Q^b+ ^ mnohočlen 

obsahuj íc í toliko členy s mocninami proměnné y o kladných moc-
nitelích a j e vzhledem k (3) stupně n—¡i. Ze stejných příčin jes t 

y"P1(b +—j mnohočlen ři-tého stupně. Zavedeme-li pro tyto 

mnohočleny označení 
yn p , ( í , + I j = p-^y), y n - i Q , ( f , + V ) = Q\(y). 

jest P1(x)=l\(y) 

Q W (Mí/) 

Užijeme-li však na tento zlomek výsledku (2) svrchu odvo-
zeného, obdržíme provedše dělení P t(y) : Qi(y), až dospějeme ke 
zby tku o stupni ne větším než n — fi, 

Q(x) Q, (y) Q,(y) 
kde 

Pi(y)= a'0i/,, + a',i/.J-<H 

a kde stupeň polynomu P2(i/) nepřevyšu je n — (i, stupeň to mnoho-
členu Qx(y). Vrátíme-li se v rovnici (4) opět ku proměnné x, máme 
konečně po jednoduché úpravě 

P , ( x ) = a'„ a', 
q(x) (x - by ^ (.V - by-• x—1> Q , ( X ) ' 

Dospěli jsme tak ke zlomku Pi(x)/Ql(x), ve kterém stupeň 
čitatele nepřevyšuje stupeň jmenovatele a kde stupeň jmenovatele 
jest n—Jmenovatel Q1(x) neobsahuje j iž kořenového činitele 
(x — V f , k te rý byl v původním jmenovatel i Q{x). Má-li dále Q(x) 
kořen c y-násobný, obsahuje Q^JC) kořenový činitel (x — c)7 a lze 
opět psáti Qt(x) = (x — c)'<Qj(x) a užiti na zlomek P2(x)/Qi(x) téže 
metody j a k o svrchu na Pl(x)/Q(x). Takovýmto způsobem pokra-
čuj íce do jdeme konečně ke zlomku, ve kterém stupeň jmenovatele 
i čitatele bude rovný nule a k terý j e tudíž na x nezávislý (kon-
stanta). 

Petr, Integrální počet, 2. v. 2 
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Tím získáváme pro daný zlomek P(x)/Q(x), jehož jmenovatel 
jest Q(x) = B0(x-bf (x-c)y(x-d)i...; p + y + ó+ .. , = n, kde 
kořenoví činitelé x— b, JC — c, x—d,.. .jsou vesměs různi, rozklad 
tvaru 

Q ^ = P W + P. ( " + P. + P, + • • • + kon.1. 

anebo obšírněji psáno (při čemž konst. značíme am—n) 

^ , — a " x m ~'" + B l X m ~ n ~ 1 H I- am _ „ _ , x + a,„ - „ + (5) 

, a'« , a . , , 1 

^(x-b)? (x-by-1 x —b 
a o , a i . a 

(x — c)v (x — c)V— l X -f- c 

, ar"o a" ' t i 
(x-ďy> (x — x-d 

+ 

Při tom jsou čísla dg, fljv« • fl/n — n —1» a jak snadno patrno, též 
a,„~ n vesměs rovna nule, když m<Cn. 

Rovněž jest snadno patrno, že a'0, a"0, a ' " 0 , . . . nemohou býti 
rovna nule; neboť kdyby na př. a'„ bylo rovno nule, nemohli 
bychom, sloučivše pravou s t ranu rovnice (5) v j ed iný zlomek, 
obdržeti zlomek, jehož jmenovatel by byl děli telný (x — by a záro-
veň nesoudělný s čitatelem. 

12. Pro čísla a'0, a\, a't, . . ., a"0, a'\, . . ., a'"0. . . . můžeme si 
z jedna t i jednoduchým způsobem vztahy, které maj í zvláště při 
obecných vyšetřováních důležitost. Abychom stanovili na př . a0', 
a\, a'i,. . . a',j_i, násobíme obě s t rany rovnice (5) (x — b)1, p ř i čemž 
klademe j a k o svrchu Q(x) = (x — b)1 Qi(x). Dostaneme vztah, pí-
šeme-li na pravé straně členy v řádku druhém na prvé místo 
a sloučíme-li ostatní členy v j ed iný zlomek, 
P(x) r,R(x) 

Q . ( * ) = a ' ° + ^ ~ h ) + Ů ' ' ( X ~ b ) ' " V - 1 ( v ~ b y 1 ~ ' + ( x ~ b ) Q,(x) 
Tu jest ihned patrno, že a„' stanovíme, když v této rovnici 

k lademe x= b; a z pak obdržíme, když obe strany A-kráte deri-
v u j e m e podle x a potom učiníme x = b. 

Tak máme 

ldxl Q,(x)J v= b 
což lze také psáti 

L Q (x) J Umx = b /! [dx>- Q(x) J lim, x — b 

ť — --*. ' . > I 
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Rovněž jes t pro /» < y 

L Q(x) J lini .V = C /( ! [dxl< Q(.V) J/M, .V=< 
atd. 

Z těchto výsledků jest jasno, že koeficienty a,', a,", a/" . . . 
a tudíž i koeficienty ai jsou čísla jednoznačně stanovená. Ať k roz-
kladu (Ť) dospějeme jakoukoli cestou, vždy přijdeme k témuž 
výrazu. Výrok tento dokáže ostatně snadno čtenář bez pomoci 
rovnic (6) důkazem nepřímým, vycházeje z předpokladu, že by 
existovala dvě různá vy jád řen í tvaru (5) pro danou racionální 
funkc i . 

13. Zvláště jednoduchý tvar nabýva j í vzorce odvozené pro 
rozklad racionální funkce ve zlomky částečné, když kořeny rov-
nice Q(x) = 0 jsou vesměs jednoduché. Označíine-li j e a l5 a2,... ct„ 
a je- l i s tupeň čitatele P(x) menší než n, jest 

P(X) = C, + C2 CN 
Q(x) * — řt, X — «2 X — (In 

kde podle (6) P(ail) 
C k — -

Q'<«*) 
8 t C ( l y P(X) = P(a,) _ J _ />(«,) 1 _ />(,,„) 1 

Q(x) Q'(<h)x — n, Q'(«a) x - (i, Q'(a„) x - «» ' 

Rovněž užitečnou nám bude v následuj ícím formule pro roz-
klad ve z lomky částečné v tom případě, že kořeny jmenovate le 
j sou vesměs dvojnásobné. Označme j e opět a,, ô  . . . a„ a jme-
novatele k vůli větší jasnosti Q*(x); nechť pak zase stupeň čita-
tele jest menší než stupeň jmenovatele 2n. Pak podle předchá-
zej ícího můžeme psáti rozklad ve tvaru 

/'(*) = C, + D, + + D2 + . .. + 

Q'(x) (x —fi,)8 x — it, (x — a2)a x —fl, 
C" +

 D" (8) 
(x — (in)1 X — íín 

kde 
Ck = . Dk _ /»(«*) Q'(ak) - P(<tk) Q"(«k) 

Q"(«*) QM(«*) 
j a k snadným počtem podle (6) můžeme vypočísti. 

14. K praktickému výpočtu koeficientů při rozkladu racio-
nální funkce ve zlomky částečné můžeme použiti j ednak for-
mulí (6) (po př ípadě vzorce (7), když kořeny rovnice Q(x) = 0 
jsou jednoduché), j ednak metody neurčitých součinitelů známým 
způsobem. Konečně, což v případech poněkud složitějších jes t 
ne j účelnější, můžeme koeficienty a, a , a " , . . . vesměs urči t i dě-

2* 
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lením, j akož vlastně bylo j iž ukázáno. Tak koeficienty a0, a\ ... 
a\i-1 mnohočlenu Pi(y) v (4) vyplývaj í výpočtem ft členů v podílu 
P M - Q i ( y ) , i - j- v podílu 

*»-><*(>+ 1 ) 

V tomto podílu rozvinutém podle klesaj ících mocností pro-
měnné y j e tedy vypočísti koeficienty mocnin y \ . . .y, což 
jes t však totéž j ako vypočísti v podílu 

M l + J ) ( 9 ) 
Qib + t) 

počítaném podle stoupajících mocností proměnné t koef ic ienty 
mocnin t~',+2,... t~l. Místo podílu (9) ošak postačí 
brati D úoahu podíl p^ ^ 

Q(b+t) 

neboť oba podíly liší se podle (2) toliko o p(b + t) a tedy toli 
ko 

ve členech obsahujících mocniny t s kladnýpii exponenty . Při 
tomto dělení, jel ikož běží o výpočet toliko /? členů podílu, po-
stačí o čitateli i jmenooateli ozíti ¡i členů s nejniisími mocni-
nami t. 

PŘÍKLAD. Provésti jest rozklad v částečné zlomky racionální funkce 
X8 — X 5 — x < + x ' - f 1 
(x — 1)» x s(x« + 1)! 

Dostaneme výsledek tvaru 
x» — x ' — x * + x ' + l _ a'e a', a'2 , a \ , u" ± , 
( x — l ) ' x ' ( x ! + l ) ' ( x — l ) a (x —1)' x — 1 XJ X 

+ + + *o(IV> + l±(_'y> . 
(x — i)1 x — i (x -f- i)1 x -f- i 

K výpočtu čísel a0', a / , a, ' klademe x = 1 + t a ponechávaj íce v čitateli 
i jmenovatel i tři členy s nejnižšími mocninami, stanovíme tři č leny podílu. 
1 jes t 

x8 — x s — x * + x * - f 1 _ 1 - H + 13<'H __ 1 _ 3 9 
( j c - 1 ) ' X ! ( ^ + 1 ) ! _ 4 < » + 1 6 / 4 + 2 8 / 5 H ~ 4t> 41* 21 

tudíž 
a„' = i , a , ' = ř -

K určení čísel a0", a" není t řeba zaváděti nové proměnné, postačí pro-
vésti dělení daným zlomkem naznačené podle stoupajících mocnin a vyčísliti 
p rvé dva č leny: 

x8— x*— x ^ + x ^ + l _ _ 1 - f • • • 1 3 
(x— l ) » x ' ( * 2 + l ) ' ~~ — x> + 3 x s + - • x> x 

a 0 " = - l , a , " = — 3. -
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Konečně klademe x = i-\-t-, tu změní se daný zlomek vc 

— / — (5 + 2ť )H _ 1 + i 4 + 3/ 
(8 + 8/) ť + (24 — 48/) /• H 16/! 16/ 

í e t l>' 14- / 4 + 3/ 
um — — TJX j 

+ • 

16 16 

a poněvadž koeficienty daného zlomku jsou reálné, jsou hodnoty pro 
a[ f komplexně sdružené s hodnotami a'"0, a"'i Jest tudíž 

a (IV) = _ , a(IV) - - 4 l - J l . 
16 1 16 

Rozklad dané funkce ve zlomky částečné jest tak úplně proveden. 

15. Výsledky, které byly odvozeny pro rozklad racionální 
funkce ve zlomky částečné, jsou platný, ať j e j í koeficienty jsou 
čísla reálná nebo komplexní. V následuj ícím budeme po jedná-
vati o integraci racionálních funkcí s reálnými koeficienty; z té 
příčiny j e třeba vyšetřovati, j aké důsledky bude mí ti předpo-
klad, k t e rý učiníme, že koeficienty racionální funkce clané jsou 
reálné. Tu, j a k známo, rovnice Q(x) = 0 může míti kořeny kom-
p l exn í : je-li však jeden kořen komplexní, jest zároveň j e j í m 
kořenem hodnota komplexně sdružená; jsou pak oba kořeny téže 
násobnosti. Buďtež takové dva kořeny p + qi, p — qi, oba k-ná-
sobné; část j im příslušná v součtu zlomků částečných dáva j í -
cím danou racionální funkci [podle (5)] bude. míti tvar 

(x — p — qi)* (x — p — qQk-1 x — p — qi 
c' c'. 

_| c " -| C l 1 b - — 
(a- — p + <70* (v — p + qi)k~1 x —p + qi 

(10) 

Nejprve jest patrno, že cx jes t komplexně sdruženo s c{. 
Neboť změníme-li i v — i, P(x)/Q(x) se nezmění: v součtu zlomků 
částečných mění se (x — p — qi)'• v (x — p + qi)A, poněvadž však 
rozklad jest jednoznačný, musí při té záměně přej i t i ci v cx 
(a naopak). Jelikož v (10) prvý a d ruhý řádek jsou výrazy na-
vzá jem komplexně sdružené, jest součet j ich zlomek o koefici-
entech reálných. Utvoříme-Ii jej , obdržíme výraz tvaru 

C . + . + + C J A - — , ( R ) 

l ( -v -p) 2 + <Z!|* 

kterémuž snadno (na př. postupným dělením) můžeme dáti tvar 
m„x + n„ nnx + tji , mk_, x -f i ^ 

I ( x - p y + qv K x - p ) * + > l * - ( x - p y + q* w 

obsahující konstanty vesměs reálné. 
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Můžeme tudíž vysloviti tuto výslednou vě tu : Dána-li jest ra-
cionální funkcc P(x)/Q(x) s reálnými koeficienty, můžeme, zná-
me-li kořeny rovnice Q(x)= 0, ji psáti jako součet racionální 
funkce celistvé a zlomků tvaru 

A Mx + N 
, ^ • ( I I ) 

( x - a ) ? \(x-p)'+qr 
kde A, M, N, p, q jsou konstanty reálné, kteréž jednoznačně jsou 
stanoveny, a to operacemi racionálními. 

16. Podle věty o rozkladu funkce racionální postačí k inte-
graci racionálních funkcí provésti integraci zlomků (11). A tu 
jest ne jp rve f Adx = A 

J(x — a)e (p— 1) (x — a ) e -
* A dx 

C; 

/ - A log i x — a 4- C, x — a 

r (MX + N) dx _ r M (x — p) dx í (N + Mp 
J [(* - pY + qr ~ J í(x - pV+ qy J |(x - Py • 

Mp) dx 

Pro první z integrálů pravé strany učiníme substituci (x— p) 2 + 
\-q* = u, 2(x — p)dx = du, čímž obdržíme 

r M(x — p)dx _ M rdu _ _ M 1 , _ 
J l(x-p)'+qr~ 2 J u«~ 2 (a—l)ud ~ 1 ~ 

M 1 
= — 5 + C pro o + l . 02) 
= \M log u + C — iM log |(x — pY + qs | + C pro o = 1. 

Integrál druhý zjednodušíme substitucí x — p = qt, dx/dt = q, 
odkudž vyplývá r ^ , r f ^x =_Í 

Pro o = 1 máme bezprostředně 

k 
dx 1 i i \ ri 1 i X — p . r , 

— are tg i + C = - a r e tg + C, (x — p)4 + q* <? <1 <1 

= —:— are tg —? 1- C' 
q * x - p 

takže zbývá vypočísti integrály 
. dt 

•li ! + i y 
pro a celé a větší než í. Výpočet h jest v tomto př ípadě pohodlný 
pomocí formule redukční. In tegru jeme h částečnou integrací (odst. 
7) volíce t _ 2 a t 

u = , o= 1; n = i. u= ; 
(.e + iy 
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i m a m e 
J ď + i y ( / s + i ) d J o m 

«di 
+1)"+' 

= j - ... + 2aí(ít + i } d t " r dt r«l±i)dt_2af 
J o * + ! ) " + ' J( (íi+t)d j(ti+i)a+' J (t2+iy+i 

ť e d y + 

1 ť , 2 « — 1 . + 0 > a ( 1 4 ) 

Z této rovnice snadno v y p l ý v a j í pos tupně hodnoty in tegrá lů 
li, 1, . . . Na př . 

/ < i 1 * , / , = - h - a r c t g f , 
2 (ť2 —J— 1) 2 

t . 3 ť .3.1 
/, = are tg t, 

4 ( ť 2 + l ) a 4 . 2 ť 2 - f l 4 . 2 
7 = 1 t . 5 ť_ 5 . 3 J , 5 . 3 . 1 

6 ' (<*+1)3 6 .4 (ť2 + l)2 6 . 4 . 2 P + l 6 . 4 . 2 a r C ť g ' ' 

atd.; by lo b y snadno napsati obecnou formul i p ro Sloučíme-li 
na j e j í p ravé s t raně členy racionální , dostáváme pro 1Ó v ý r a z 
tVar" tP(H + (2a - 3) (2o -

(<2 + l ) " - ' ( 2 o - 2 ) ( 2 a — 4 ) . . . 4 . 2 

při čemž (t*) j es t polynom v tl stupně a—2. 

PŘÍKLAD l. f x ' — x * - x , + x l + ± d X i Rozklad dané funkce racionální 
J (x — 1)' x2 (x2 + l) s 

je již proveden v odst. 14. Sloučíme-li členy komplexně sdružené, máme 

x»— x>— x « + x 2 + 1 _ 1 3^ 9 _ 
(x — l ) ' x 2 ( x 2 + l)2 _ 4(x—1)» 4(x — l)2 2(x — 1) 

Tedy 

_ 1 _ 3 . x + 1 2x - 1 
x2 * 4(x2 + l)2 4 (*• + !)' 

r * - * + d x = 1 _ — ? — + 

J (x — l ) ' x s (x2 + l)2 8(x — l)2 4(x — 1) 

+ | I o g ( x - l ) + l - 3 l o g x - Q
 1 + * 4 -

* 8(x» + l) 8(x2 + l) 

+ | are tg x — i log (x2 + 1 ) -f J are tg x + C = 

b X ~ ? ' 1 h + 3 * o g ( x - l ) - 3 l o g x -8(x — l)2 [8(x2 + l) 

- i l o g ( x 2 + l) + í a r c t g x + C. 
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1 f x- d. 
~ J ( X ' - X -

PfiÍKLAD 2. Abychom vypočetli 
c2 dx 

upravíme ne jp rve zlomek na předepsaný tvar. Dostáváme snadno 
X* x~ — x -f- 1 . x— 1 _ 

(x ž — x + (JC- — JC + l)2 (x2 — x + 1 ) 2 _ 

_ 1 J x—i 
~ X1 — x - f l (x2 — x - f l ) 5 

Čísla p, q jsou tu , ^ , tedy i = — — a máme ne jprve podle (12) a (13)' 

f x—1 dx — f _ 1 f ^ dx 
+ 1)' 

2 x'- — x + i 3 V 3 

__ i 1 _ 1 2x — I 2 2x —1 
~~ ~ 2 - x + 1 6 x2 - x + 1 3 ^ 3 UTC < g 1/3 

Připočteme-li ještě 
dx 2 , 2x — 1 

dostáváme 1 ^ 1 4 :>x—1 
J = — h - „ - are tg ,. • 

3 ^ - J C + 1 ^ 3 V 3 | 3 

POZNÁMKA. Někdy může býti počet podstatně usnadněn tím,, 
že se integrál z racionálního zlomku napřed vhodnou substitucí 
z jednoduší . Takový případ nastává na pr., když jmenovatel raci-
onálního zlomku obsahuje toliko dva různé kořenové činitele,, 
j a k j iž v odst. 8, př. 6 bylo ukázáno. Jiné takové př ík lady jsou 

/
x-dx r dx 

ax>+b' J x(ax> První z obou integrálů převádí se substitucí x* = t na integrál 
dí 

at.+ b' 
d r u h ý pak substitucí x* = u na integrál 

du 

• h 

W' di 
J u(au-, + b) 

17. Podle předcházej ícího jest patrno, že integrál z dané racio-
nální funkce P(x)/Q(x) je součet 

1. racionální funkce proměnné x, 
2. členů tvaru 

A log (.v — a), A log |(x — py - f <j2|. A are tg p-
1 
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Racionální část v integrálu z P(x)/Q(x) t enkrá te a j enom 
tenkrá te úplně odpadá, když stupeň čitatele P(x) j es t menší než 
stupeň jmenovatele Q(.v) a když zároveň rovnice Q(x) = 0 nemá 
kořenů mnohonásobných (při předpokladu, že P(x) a Q(x) nema j í 
společné míry). Zároveň jest jasno, že, píšeme-li racionální část 
in tegrálu z dané racionální funkce j a k o zlomek, j e h o jmenovate l 
má jenom takové kořenové faktory, k terými jes t děli telno také 
Q(x). avšak ve stupni vyšším nežli prvním; násobnost j e j i c h jes t 
pak o jednotku menší nežli u Q(x). 

Ylá-li Q(x) mnohonásobné fak tory kořenové, lze, j a k známo, 
prostřednictvím racionálních operací psáti Q(JC) ve tvaru 

Q (x) = X, X? X * . . . Xrr. Xí polynom v x. i—l, 2, . . . r, 

kde X,-' obsahuje všecky kořenové činitele odpovídaj ící kořenům 
ť-násobným. Mají tedy podle takto voleného označení rovnice 
Aj=() , X2 = 0,... Ar = 0 vesměs jednoduché kořeny a žádné dva 
z polynomů Xlt X, . . . X, nemaj í společné míry (závislé na x). 

Podle okolností svrchu vytčených j e tedy racionální část in-
tegrálu z racionální funkce zlomek tvaru 

v v 2 ^ r _ , ' í ( v) mnohočlen v x , 
í . A , . . . Ar 

členy pak transcendentní v integrálu tom (pod 2 uvedené) j sou 
integrálem z výrazu tvaru 

v ^ ^ ~v ' í (x) mnohočlen v x, 
A , . A O . • . AR 

kde stupeň V(x) jest menší než stupeň součinu X1 . X^ ... Xr. Mů-
žeme tedy psáti 

Je-li stupeň P(x) menší než stupeň Q(x), můžeme také stupeň 
U(x) pokládati za menší než stupeň s výrazu X 2 X 3

8 . . . Xr
r >: je- l i 

pak stupeň čitatele P(x) větší o /*>() než stupeň jmenovate le Q(.v), 
j e stupeň U(x) o fi+ 1 větší než s ( j a k vyplývá opět snadno z roz-
kladu ve zlomky částečné). V tomto př ípadě však se zřetelem 
k lomu, že k prvému členu rovnice (16) můžeme přičítali libo-
volnou konstantu (integrační), můžeme a budeme předpokládat i , 
že součinitel při x* vU(x) jest roven nule. Koeficienty polynomů 
U(x) a V(x) jsou pak jednoznačně stanoveny, j akž vyplývá z ob-
dobné vlastnosti při rozkladu racionální funkce ve z lomky částeč-
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né. Rovnice (16) jest (podle definice integrálu) ekvivalentní rovnici 
P(x) _ d I l!(x) \ + V(x) 
Q(x) dx\X2 Xa*. . . X f / ' X , X , . . . X r 

Aby tato rovnice byla platna při daném P(x) a Q(x) ident icky 
(t. j . př i každém x), jes t nutno a postačí, aby pro koef ic ienty 
polynomů U(x), V(x) byla splněna řada rovnic l ineárních, k te ré 
dostaneme, odstraníme-li z rovnice zlomky a srovnáme-Ii na obou 
stranách koeficienty s te jných mocnin proměnné x. Jelikož pak 
ty polynomy jsou polynomy úplně (jednoznačně) stanovené, víme 
napřed, že ony lineární rovnice pro koeficienty polynomů U(x), 
a V(x) jsou j i s tě řešitelný a že maj í toliko jed iné řešení. Tak 
jes t patrno, že polynomy U(x) a F(JC) lze si z jednat i operacemi 
racionálními; ze jména netřeba k j ich výpočtu řešiti rovnice A,•=(). 

/ P(x) 
dx lze, má-li roonice Q(x) = 0 

Q(x) 
kořeny mnohonásobné, oyjádřiti pomocí operací racionálních 

/
pT^j 

—- - dx, kde Q(x) dělí 
Q(x), nemá ošak již kořenů mnohonásobných.*) 

/ X 2 

( * dx se dá vyjndř i t i j ako součet 
f — = -(x) + ÍZ(x2 dx 

kde [/(x) = / l 0 x a + ./4,xH F ( x ) = B 0 x » - | Z rovnice té plyne derivo-
Váním _ f ( x ) V\X) , ť(xl 

(x> + iy (x 4 + i)1 x j + i x 4 + i 

Násobíme-li (*«-}- 1)» a kladeine-li x4 = — 1, dostáváme 

x'= + 4A<,x'+4A,x + 4A,— 4A,xt. 

Tato rovnice má býti splněna pro všecky čtyři kořeny rovnice x 4 = — 1 
a tedy, poněvadž jes t třetího s tupně v x, musí býti splněna identicky, t. j . 

A0=i, A, = 0, A, — 0, A, = 0. 

Dosazením těchto hodnot do hořejšího vztahu z jednáme si snadno, že 
F(x) = 4 x ' a tak 

f _ }x> , r x*dx 
J ( x ' + l ) ! ~ x « + l J x * + ť 

*) Hermite podal k snazšímu výpočtu racionální části daného integrálu 
zvláštní metodu redukční. J e j í výklad na jde čtenář ve článku Ed. Weyra, 
Časopis, r. XI, str. 125. Viz ostatně též v následujícím odst. 35, kde příslušné 
redukční vzorce jsou odvozeny pro případ ještě obecnější. 



18. Několik obecnějších příkladů pro integraci racionálních funkcí. 
PŘÍKLAD 1. Vyjádření integrálu 

dx 
J ax s-s + bx + c 

závisí na hodnotě výrazu (diskriminantu jmenovatele) 
D = b* — 4 ac 

a to dostáváme snadným počtem, 
2 2ax-\-b 

a) když D < 0, J = y - _ = a r c t g - y = = + k; 

1 , I 2ax + b — ]/B I 
b) když D > 0 , j = w . l o t \ - — ^ \ + k ; 

c) když D = 0, J = J-— + k. 
ax-\-ib 

Obecněji jest pro D < 0 

d) f Mx+N dx = — log ax' + bx + c\ + (-iM— + N)J + k. 
J ax' + bx + c 2a a 

PŘÍKLAD 2. Abychom vypočetli integrál 

h dx 
ax*+bx' + c 

při b1 — 4 a c < 0 , provedeme nejprve rozklad jmenovatele v reálné činitele. 
Jest (budiž a > 0 a tedy i c > 0 ) 

ax* +bxt+c = (ax* + 2\ač x* + c) — (2Vač — b) x1 = 

= (l/a x! + % x + Tc) (Va x' - % x + Ve), 
kde ói = 2Vac — b jest kladné číslo; píšeme-li ještě <5, = 2] /ac-\-b a vykoná-
me-li rozklad ve zlomky částečné (na př. metodou neurčitých součinitelů), 
máme po snadné úpravě (sloučením členů obsahujících are tg) podle (d) pří-
kladu předcházejícího 

dx _ 1 Va x ' + j / ó j x+yC _ 
a x « + b x ' + e 4 ^ ° g \ a x« — ýó", x + Vč h 

_ J _ a r c tg x +k 
2 Vcd, Va x1 — Ve 

I ; 

Podobně dostaneme (též z rovnice právě odvozené substitucí x = l 'x') 

x'<fx 1 Vax ' + V^ x + V č _ 
ax» -f bx ' + c ~ 4VaňV ° g Va x ! - Vó, x + fc ~ 

' („ V í * ,k 

PŘÍKLAD 3. Derivováním obou stran snadno se dokáže rovnost 

h (Ax>+Bx+C)dx _lQs ax- + bx + <L + k< ( + ) 

(ax1 + bx + c) (a'x* + b'x + c') a'x* + b'x+ c> 

je-li Ax*+Bx+C=(ab' — a'b)x'+2(ac' — a'c)x + (bc'—b'c). Forma Ax* + 
+ Bxy-\- Cy* (je-li A = ab'—a'b, B = ..., C = ...) jest, j ak známo, funkcionální 
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determinant forem ax--\-bxy-\-cya'x'-{-b'xy-\-c'y* podle proměnných x, y 
( D P 213). Z rovnice ( + ) odvodí snadno čtenář, že, mají-l i ax s + b x + c, a ' x s + 
+ b ' x + c ' společný kořenový činitel x —«, Ax*-\- Bx -\-C j es t děli telno kva-
drá tem loho kořenového činitele; t. j . diskriminant B'—4AC j es t děl i telný re-
sul tantem R polynomů a x ' + ř>x+c, a 'x '+Z>'x + c'; jel ikož pak resul tant dvou 
polynomů druhého stupně jest druhého Stupně v koeficientech každého z těch 
polynomů, můžeme dokonce psáti (disponujíce numerickým činitelem v R) 

R=B' — 4AC. 
Pomocí vztahu ( + ) , dále pomocí rovnice dáva j íc í v př ík ladu prvém J ( jež 

lze psáti s te jně j a k o integrál na levé straně rovnice ( + ) , předpokládáme-l i , 
že , 4 x s + B x + C = a ' x , + í>'x + c') a konečně pomocí rovnice dávaj íc í J', jež 
vzniká z J, dosadíme-li a',b',c' za a,b,c, odvodíme za předpokladu, že R 4= 0, 
řešením tří rovnic lineárních hodnotu integrálu 

(2Ix! + « x + © ) dx h = pJ+p'J'+qK, 

/ A'" " ^ ^ 

(ax! + bx + c) (a'xJ + b'x + c') 

kde K j e integrál v (-|-), p, p', q jsou konstanty závislé na a, b, c; a', b', cf; 
91, © ( n a posledních třech l ineárně); p,p',q jeví se při řešení j a k o zlomky, 
j ichž jmenovate l jes t právě R. 

PŘIKLAD 4. Př i integrálu 
xm 1 

• 2 cos q> xn +1 

stanovíme ne jp rve kořeny jmenovatele. Kvadrat ická rovnice 
g! — 2 cos y . ¿ + 1 = 0 

ma kořeny*) c o s ^ s j n ^ = ci<r, Cos <p — 1 sin cp = c~'V; 
tudíž rovnice x 2 n 2 cos g, x» + 1 = 0 

má za kořeny n-té odmocniny těchto čísel, t. j . kořeny j e j í jsou 
aak, a - ' ř t - * ; k = 0, 1, 2 n — 1, 

kde 2ni 
1— — 

a = e " , a = 
Je tedy podle odst. 13, když mš,2n, a zároveň cos 7- ¿0, 

x " " - ' — " v ' / A k |- A ~ k 

X2II — 2cos<jpx" + l k = o \ x ~ a a k x — a 1 (i * 

při čemž jest a m _ a ({km a - ™ + „ n - k „ , 
Ak = ; A_k== _ . 

ři (a" — a — ") 11 (a" — a — ") 
Sloučením komplexně sdružených členů dostáváme po jednoduché úpravě 

xm— 1 _ « - ' ( " 2x — (aa* + a ~ ' « ~ * ) 

1 o L k x ' - - ( a n k + a - ' « - * ) x + 1 xín — 2 COS ff . x" + 1 k_0 

+ B'k 1 
1J x ! — (ank + a - 1 « - * ) x + I 

*) O významu rovnice 
cos <p + i sin rp = eif, . . . . . . 

viz odst. 18c. V př ík ladě 3 téhož odst. naznačeno j e též stručně, j a k počítati 
v obořu komplexních čísel m-té odmocniny z daného čísla, resp. z 1. 
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k d e ^ ¿ i '"~" a h " — « — '» + « o—/" 1 

k 2 / 1 (a" — a — ") 

¿¡m — li ((hn -(- u — ni + « (i — tm 

2 « (a" — a - " ) 
Integrací vyplývá ihned 

/

r m - 1 n— 1 T 
_ d x = 2 B t l o g ( j c ' - ( a r t * + a - ' a - * ) * + l ) + 

• 2 cos tp x" + 1 

2x — (aa* + a « 

Není snad t řeba ani zvláště vytýkati, že 

+ 2B'k i are tg 
— i (art* - I-'«-*) J' 

Bk,B'ki, aru + a - 1 « - * , í (a«* — a ~ ' « - * ) 
jsou čísla vesměs reá lná ; zvláště pak jest 

I I , 1 R, 9> + 2FC.T . , , . r> • 9 + 2kn aa*-|- a—'a — = 2 cos — , — i (aa* — a — 1«—*) = 2 sin J 
/i M 

18a. Zavedení komplexních čísel za koeficienty racionálních 
funkcí. Integrace racionálních funkcí podstatně se z jednoduší , 
připustíme-li pro j e j i ch koeficienty také komplexní čísla. Racio-
nální funkci proměnné x o komplexních koeficientech lze, j a k 
známo, vždy převésti na součet dvou racionálních funkc í s reál-
nými koeficienty, při čemž druhá z funkcí jest násobena imagi-
nárn í jednotkou i. Na př.za předpokladu, že a, b j sou čísla reálná 
(i j es t v následuj íc ím vždy jednotka imaginární , pro k te rou 
is = — 1), jest 

1 t x — a . . b 
(a) = = h i 

x — (a + bi) (x — a) — bi (x — u)2+b* (x — a)' + b! 

Obecně lze psáti pro racionální funci R(x) proměnné x s kom-
plexními koeficienty rovnost 
(b) R(x) = M(x) + i N(x), 

kde M(x), N(x) j sou racionální funkce proměnné x s koef ic ienty 
reálnými. Odtud nás leduje (neodvisle proměnná x, j akož i číslo 
h jsou stále čísla reálná): 

R(x + h) — R(x) _ M(x + li) — M(x) N(x + h) — N(x) 
li ~ h h 

Provedeme-li na pravé straně naznačené operace, krá t í se h a tudíž 
i na levé straně lze kráti t i h (což ostatně předem jes t jasno, neboť 
pro počítání s čísly komplexními platí se zřetelem k čtyřem zá-
kladním operacím aritmetickým tatáž pravidla, jako pro po-
čítání s čísly reálnými). Po zkrácení vzniknou na pravé s t raně 
spoji té funkce proměnné h v okolí bodu /i = 0 ; klademe-li tedyr 

po zkrácení v rovnici napsané h = 0, vznikne z ní vztah tvaru 
(c) R,W = MAx) + iN1(x). 
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při čemž patrně zároveň 
(cl) M,(x) - lim M { x + h ) ~ - Af'(jr), Nl(x)=N'(x), 

h = o h 
a budeme také značití /?I(JC) = /?'(JC) a nazývati R'(x) derivací ra-
cionální funkce R(x) s komplexními koeficienty podle (reálné)) 
proměnné x. Tuto derivaci, jak z předcházejícího patrno, mů-
žeme počítati stejně, (podle týchž pravidel) jako derivaci přii 
funkci rac. s koeficienty reálnými*)-, ze jména pak jest 

<e> [ 1 1 = 
L ( x - ( a + fcí)H (* — (a + b í ) ) m + 1 

Pojmenujeme-l i obdobně výraz 
f M(x) dx + i jN(x) dx 

j akož to integrál racionální funkce R(x) s komplexními koefi-
cienty, značíce j e j znakem 

Jfí(x) dx=jM(x) dx + i jN(x) dx, 

máme v důsledku rovnic (c), (d), (b) ihned 

Jh\ (x) dx a n e b f R'(x) dx=f M'(x) dx + i "(x)dx = M(x) + i N(x) + k = R(x)+k, 

tedy i tomto případě jsou integrace a diferenciace operace in-
versní. 

Definicí derivace a integrálu funkce racionální s komplex-
ními koeficienty není zaveden v podstatě nový po jem; ve sku-
tečnosti ta derivace a integrál jsou derivace a integrály dvou 
racionálních funkcí s reálnými koeficienty. Tyto dvě funkce 
j sou sice sloučeny znaménkem sčítání; tím však, že d ruhá jest 
současně při tom násobena imaginární jednotkou i (s níž při 
integraci a derivování se počítá j ako s konstantou), zůstávaj í 
při reálné proměnné vždy od sebe odlišeny a rovněž tak při 
derivování a integraci j ich derivace a integrály. 

Pro integrály z funkcí racionálních o komplexních koefi-
cientech zůstávají v platnosti základní metody (odst. 5, odst. 7, 
<S. 9), při čemž ovšem j e třeba j ednak poznamenati, že substituce 
nové proměnné smí se prováděti jenom taková, aby reálné pro-
měnné (staré) odpovídala zase reálná proměnná (nová), jednak, 
že derivaci podle parametru lze prováděti jenom, je-l i parametr 
ten reálný. Nebof derivace i integrace jest v předcházej ícím 
def inována pouze pro reálné proměnné. 

*) Nebof jest z definice patrno, že derivaci funkce rac. s koinpl. koef. R(x) 
dostaneme, dosadíme-li do výrazu (R(x-{-h)-R(x))/h, když jsme dříve krátili h, 
za h = 0, s tejně jakoby koeficienty dané funkce byla čísla reálná. 
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Že však zavedení derivace, resp. integrálu může nám pod-
s ta tně ulehčiti náš úkol vyhledati integrál racionální funkce 
s koef ic ienty reálnými, vyplývá z této úvahy. Jest se zřetelem 
k (e) . ^ 

J(x~-( 

« též f (a'—b'i) dx = _ 1 a' — b'i 

J (x —(a- bi))'" 4-1 _ m ( X _ ( A + /„))«< 

tedv. sčítáme-li obě rovnice. 

(a' + b'i) dx _ _ i_ a' + b'i 
• (a + bi))m+1 ~~ m (x — (a + bi))"> 

m > 0 

f ( — 
(a'+b'i) + a' b'i v = 

\(x— (a + b/))"^1 (x —(a —¿>l))'^+,/ 
_ _ J _ a'+b'i \ a' — b'j_ 

~ m (x — (a + bi))'" m (x - (a + bi))"' 

čímž jest dan jedn ím rázem integrál racionální funkce reálné 
a ' + b'i a' — b'i 

(x — (a + bi))»> + ' (x — (a — bi))'" +1 

opět ve tvaru reálné funkce racionální a není vůbec třeba uvá-
děti výraz (10) n e j p r v e na tvar (r) potom na (s) a užívati reku-
rentn ího vzorce odvozeného svrchu pro integrál I. 

DODATEK. Definice obecné komplexní funkce, jejího diferen-
ciálu a integrálu. V předcházejícím jsme definovali racionálnou 
komplexní funci (reálné) proměnné x. Definice tato se beze změny 
rozšiřuje na libooolné funkce jedné i několika proměnných. 
Tak jsou-li M(x), N(x), resp. P(x, y,...), Q(jf, y,...) funkce j edné 
proměnné reálné x, resp. několika reálných proměnných x, y.. . ., 
8,11 j' R(x) = M(x) + I N(x) . S(x, y,.. .)= P(x, y,...) i Q (x, y,...) 

komplexní funkce jedné (reálné), resp. několika (reálných) pro-
měnných. Mají-li M(x), N(x) derivace, resp. P(x, y,...), Q(x,y,...) 
totální diferenciály, říkáme, ze R(x) — jakožto komplexní funkce 
reálné proměnné x — má derivaci podle x a ze S(x, y, . . .) — 
jakožto komplexní funkce reálných proměnných — má totální 
diferenciál, jež definujeme rovnicemi 

("{ = R'(x) = M'(x) + 1 ,V'(x) , dS(x. y. ...) = dP(x, 1 / , . . . ) + idQ(x, y,...). 
dx 

Obcjobně stanoví se integrál z komplexní funkce reálné proměn-
né x rovnicí r r r 

J R(x) dx =J M(x) dx + if N(x) dx, 

mající ovšem význam jenom pro ty intervaly proměnné x. v nichž 
funkcím M(x), N(x) přísluší integrál. 
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18b. Definice logaritmu pro komplexní hodnoty argumentu. 
Avšak i pro integraci výrazů (a) můžeme, zavedením nového 
pojmu, podati výsledky ve tvaru zjednodušeném, účelném i pro 
prak t ické použití. Z definice integrálu komplexní funkce reálné 
proměnné plyne 

f dx _ = r (x + a)dx _ . b r dx = 

J x + (a + bi) J (X + a)1 + />' J ¡X + + b'-

= log |(jc + a ) ! + b ! | -f- í are tg + konst.. (g) 
2 ** ~i " 

kde konst. j es t přirozeně v obecném případě číslem komplexním 
(neboť i integrál v reálné části i v imaginárně části můžeme 
zvětšiti o integrační konstantu). 

Pokusím se podati definici logaritmu čísla komplexního tak, 
abychom pravou stranu rovnice mohli psáti ve tvaru 

log [* + (a + b i)| = log |(* + a) + b /]. 

K tomu jest vhodno připomenouti , že každému číslu komplex-
nímu A + Bi od nuly různému lze dá ti tvar 

A Bi — r(cos (p + í sin <p), (h) 

kde A, B, j akož i r, <p jsou čísla reálná a r > 0 . Mezi A, B, r, <p jsou 
očividně tyto vz tahy: 

, 4 = r c o s m , B = r sin ip, r = l ' y l 2 - f B I , cos w — , sin m = --j--— : (k) 

r s lu j e absolutní hodnota čísla A + Bi a značívá se též znakem 
| A+Bi \, <p s lu j e amplituda čísla y4 + Bi.*) Budeme j i vyznačo-
vati pomocí symbolu ampl a psáti 

ip = ampl (A + B i) aneb též (p = ampl (A, B). 

Rovnice dávaj íc í ampli tudu neurčuj í j i jednoznačně; různá 
určení j e j í liší se o celistvý násobek čísla 2n. Jedno z těch určení 
stanovíme jednoznačně pomocí vedlejších podmínek, příslušné 
ampli tudě budeme říkati hlavní amplituda patřící k číslu A + Bi 

*) Čísla r, (p maj í jednoduchý geometrický význam, zobruzujeine-li číslo 
komplexní známým způsobem. Tu se číslo .1 + Bi jzobrazujeme bodem |.1,B| 
v rovině o dvou pravoúhlých osách: ose čísel A (ose čísel reálných) a ose čísel 
Bi (ose čísel ryy.e imaginárných) V důsledku toho zobrazování užíváme často 
výraz „bod"A-\-Bi inísto „číslo" A Bi; rovněž užíváme pojmenování horní 
půlrooina p ro tu část roviny koinpl. čísel ve které 6 ^ 0 , pruoá půlrooina (ve 
které .1 ¿ 0 ) , záporná část reálné osy (na níž jsou body, pro něž . 1 < 0, B = 0) 
atd. Při tomto zobrazování jest r vzdálenost bodu A-\-Bi=\A,B\ od bodu 
0 = [0,0|, rp pak jest úhel, který polopaprsek směřující od 0 k . l - | - / i / svírá 
s kladným směrem reálné osy. 
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a označovat i j i budeme symbolem ampl. Pro hlavní ampl i tudu 
budeme pak požadovati 

— .T < a m p l ( A + B i) < ; .T, (/) 

kterýmižto podmínkami a rovnicemi (k) jest ampl i tuda jedno-
značně určena. Ostatní ampli tudy patřící k číslu A + Bi j sou 
dány výrazem rp = ampl (A + Bi) + 2kn, kde k probíhá všecka 
čísla celá (kladná i záporná). Pro ampli tudu vyplývá dále z rov-
nic (k) B 

tgfjp = —, 
A 

jes t tedy úzká souvislost mezi are tg B/A a ampl (A + Bi). Zvláště 
pak jsou mezi hlavní amplitudou a are tg tyto vztahy 

u 
ampl (A + Bi) = are tg - , je-li A > 0 (/') 

A 

= a r t t g A + j \ je-li A<oítí=° 
A l- . -r \ B < 0 . 

Vztahy tyto vyplýva j í ihned, uvědomíme-li si, že are tg * jes t 
úhel, jehožto tangenta jest x a k te rý jest obsažen v intervalu 
( — N a základě vztahu mezi ampl a are tg lze rovnici (g) 
psáti ve tvaru 

dx 
( , , - = log } (•*" + + + ť ampl [(JC + a) + bi] + k 

x + (a + bi) 

a jes t rovnice takto upravená v širším ještě interviilu p la tna 
než (g), k te rá vztahovala se pouze na intervaly proměnné x ne-
obsahuj íc í bod — a. 

Z výrazu pro integrál tak docíleného lze j iž snadno odvo-
diti tvar pro log (A+Bi), má-li výraz, jemuž integrál se rovná, 
býti log [(* + a) + bij. 

Definujeme 
log (A + B i) = log y > + í f 2 + i. ampl (A + B i). (I) 

Avšak ampl i tuda čísla komplexního není určena jednoznačně, 
není tedy i touto rovnicí log (A + Bi) určen jednoznačně, nýbrž 
jest nekonečné množství hodnot, jež touto rovnicí logari tmu čísla 
kompl. p ř i suzujeme. Známe-li jednu z nich, všecky ostatní do-
staneme, když k ní přidáváme různé násobky celistvé čísla 2ni. 
t. j . čísla 2kni , kde k = 0 , + 1. ± 2 . . . . Jest však účelno pro další 
vyšetřování z toho nekonečného množství hodnot pro log (A + Bi) 
vybrat i j ednu , j íž ř íkat i budeme hlavní hodnota logaritmu čísla 

Petr, Integrální potrl , 2. v. 3 
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A + Bi a značití log (A + fíi). Definována pak bude ( jednoznačně) 
ta hlavní hodnota rovnicí 

log (A + Bi) = log ) > : + B ! + i ainpí (A + B i). (!') 

Je-li však číslo C dáno jako číslo reálné, kladné, j a k o jest tomu 
př i ^ / T + f í ' v rovnici právě napsané, bude značiti již log C, 
jako dosud, reálný logaritmus čísla C a jest tedy v tomto pří-
padě log C = log C. 

Tím j sme docílili, že lze psáti 
dx h : log (x + ít) + koilst.. (lil) 

x + « 
ať jest a j akéko l i číslo komplexní . Vztah ten však zůstává v plat-
nosti i když a jest číslo reálné a může tu x + a býti k ladné 
i záporné. V y j á d ř e n í integrálu z racionální funkce rozložené ve 
z lomky částečné jes t vždy i tenkráte , má-li jmenovate l kořenové 
činitele komplexní , velmi j ednoduché a pro výpočet integrálu 
mnohem pohodlnějš í než metoda nepoužívaj íc í čísel komplexních. 

Tuk nu pí. v př. 1. běží mimo jiné o výpočet integrálu z výruzu 
_ 1 + i I _ I — i 1_ _ 4 + 3/ 1 _ 4 — 3/ 1 

16 (x—i)! 16 (x + i)2 16 x — i 16 x + i 

Avšak 1 -4-if dx 4 + 3i f dx , 1 + / 1 4 + 3 / . , .. . , 
— | — — | = + - log (x — i) + k. 

16 J (x — i)1 16 J x — i lb x —i 16 
Integrál ze zbývajících dvou členů jest výraz komplexně sdružený k výrazu 
právč nupsunéinu. I je tedy integrál z (/) roven dvojnásobné reálné části 
posledního výrazu u tudíž jest 

' ---—- - 1 log (x2 + 1) - 3 are- tg - - + k', 
8 x ! + l 4 8 x 

což souhlasí v podstatě s výsledkem uvedeným v odst. 16. 

Na základě definice logaritmu čísla komplexního lze též 
psáti . jsou-li r. <p reálná a r >• 0 

log |r (cos ip + i sin (jp)| = log r + i (ip 2A-.i). k celé. (1"') 
Máme-li dvě čísla komplexní 

z, = r, (cos ipi + i sin ,), z2 = r4 (cos / sinqp,). 
pak jes t pro součin j ich podle Moivreovy věty*) 

/., '• > = r. r2 (cos (fp, + <jp,) + i sin (y, + (p,)). (n) 
1 jest tedy n e j p r v e : Absolutní hodnota součinu dvou (nebo i více) 
komplexních čísel jest rovna součinu absolutních hodnot jedno-

*) Mmorenna oěta nám praví, že 
(cos tpt + i sin ip,) (cos (p, + i sin tp.,) = cos (tpl + ip.,) + i sin (ip, + qp.,) 

a vyplývá roznásobením a použitím adičnícli formulí pro funkce cos a sin. 
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tli PIJ cli činitelů. Amplituda součinu doou komplexních čísel jest 
rouna součtu amplitud jednotlivých činitelů. 

P r o logaritmus pak komplexního čísla vyplývá z výrazu pro 
součin dvou komplexních čísel a z (I'") tento vztah 

log (z, z , ) = log (r, r , ) + 1(9), + <p>)+ 2 kni = (log r , + 1" qp,)+(log r , + iq>t) + 2kiT-i 
(neboť pro reálná kladná čísla /vr. , , jest log (r, r,) = log r, -f- log rs) 

a t e d y log (z, z2) = logz, + logz, + 2k'.ii. k' celé. (11) 

což jest základní funkcionální relace pro logaritmus komplex-
ního čísla, j a k j sme j e j v předcházej ícím definovali . Číslo celé k' 
můžeme vždy v relaci té klásti rovné nule, lze-li ampl i tudu aspoň 
j ednoho ze tří čísel z t. z2, z1.zi v rovnici té se vyskytu j íc ích 
libovolně si vybrat i z nekonečného množství ampli tud tomu číslu 
příslušících (a o celistvé násobky 2ni se lišících). 

S te jně snadno, j a k o byla odvozena funkcionální relace pro 
logaritmus, lze odvoditi i funkcionální relace pro j iné elemen-
tární funkce komplexní proměnné v následuj íc ím zaváděné 
a následkem toho bude odvození těch funkcionálních relací po-
necháno j ako cvičení (v nichž budou relace ty uvedeny) čtenáři 
k podrobnému provedení. Všechny ty funkcionální relace sou-
visí velmi úzce s funkcionální relací pro logaritmus, jsouce 
j e j í m téměř bezprostředním důsledkem. 

Funkcionální relaci pro logz viz př. 1 ve cvičení odst. 18c. 
POZNÁMKA 1. Je-li bod \A0, B0\ různý od bodu [0,0], pak ampli-

tuda čísla A0 + B0i — značíme ji ampl (A0 + B0i) — jest , nehledě 
ovšem k násobku čísla 2n, stanovena: zvolme si pro ni některou 
určitou hodnotu. Zvolíme-li dále kladné číslo c tak, aby bod [0, ()| 
nebyl v okolí O (A0, B0: e),*) jest pro všechny body \A, B] toho 
okolí požadavkem, aby 

ainpl (A + B i) - ampl ( A , + B„i) < ,-T, 
ampl (A + Bi) stanovena jednoznačně, a to očividně jakožto funkce 
spojitá bodu {A, B\. Neboť jest patrně rozdíl ampl (A + Bi) — 
— ampl (A0 + B0i) buď rovný are tg B/A — are tg B0/A0 aneb, jsou-li 
body v tom okolí, p ro něž A = 0 (anebo j inak, prochází-li tím 
okolím přímka ^4=0) . jest rovný are cotg A/B—are cotg A0/B0. 
Jest však ampli tuda tak stanovená i funkcí bodu [A, B] maj íc í 
totální diferenciál . Neboť jest (v důsledku toho. j a k j sme vy j á -

*) Okolí tu a dále v této části používané jest čtvercem se středem v[^l„B,|; 
viz DP 177, kde je podáno přesné jeho vymezení. 

i* 
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dřil i p rávě rozdíl ampli tud pomocí rozdílu are tg, resp. are cotg): 

w 1 i A _L - »> Adtí-BdA d a m p l (A + i B ) = 
A'+B' 

Z úvahy té však nás leduje , že i log(^4 + ifi) v okolí každého 
bodu různého od [0,0| (stanovíme-li vhodně, j a k bylo naznačeno. 
ampl( j4 + iB) p ro body toho okolí) jest funkcí komplexní bodu 
[A, B], v níž reálná i imaginárná část jsou funkce spojité, mající 
totální diferenciály. Má tedy i log {A + iB) — tak stanovený — 
jakož to komplexní funkce dvou reálných proměnných totální 
diferenciál (viz dodatek k odst. 18a), pro ně jž lze psáti 

d log (A + iB) = d log y^+B* + id ampl (A + i B) 

_AdA+ BdB ^ . A d B - B d A 
A*+B* A'+B' 

(A-iB)dA + i(A — iB)dB _ dA + idB 
A + iB 

Specielně jes t p la tný tento výsledek pro log(^4 + ifí) v okolí 
každého bodu neležícího ná záporné části osy čísel A. Pro body 
na záporné části osy čísel reálných jes t 6 = 0, yí < 0 a není 
v okolí takovýchto bodů log ( A + iB) — podle definice ampl i tudy 
př i hlavní hodnotě logaritmu — funkcí spoji tou bodu ¡A. Bj. 
Jest totiž na základě definice 

l i m log (A + Bi) = log .1 | 
H = o > 1 <" o fl "> 0 
l i m log (A — Bi) = log A — 2.-ti | 

H = 0 f 
Co největš í obor, pro k t e r ý log (A + Bi) jes t funkce spojitá bodu 
A + Bi= \A, B], obdržíme z roviny komplexní proměnné tím, že 
j i „rozřízneme" podél záporné části osy A a stanovíme, že bod 
A + Bi, měně v rovině čísel kompl. svoji polohu, nepřekročí 
učiněný řez; na řez pak sám smí dospěti toliko z horní půl-
roviny (z půlroviny B > 0) anebo kratčej i vy j ád řeno : bod A + Bi 
smí dospěti toliko na horní o k r a j (břeh) řezu. 

Kdybychom definici funkce log (A + Bi) pozměnili v tom 
smyslu, že na dolním břehu řezu nabývá týchž hodnot, j ako na 
horním zmenšených o 2ni, vznikla by funkce spojitá bodu A +Bi, 
k te rý př i změně své polohy nesmí ovšem i nyní překročit i uči-
něný řez, má-Ii změna funkční hodnoty býti spojitá, kde však 
bod A + Bi může zau ja t i polohu na horním i dolním břehu řezu. 
Podél řezu ma j í hodnoty funkce tak upravené na obou březích 
rozdíl konstantní rovný 2m. Ovšem hodnota funkce získané jest 
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v hodě A, kde A < 0, dána dvojznačně a jednoznačně pouze 
tenkráte , známe-li na kterém břehu řezu bod A jes t . 

POZNÁMKA 2. Volíme-li v každém bodě \A, B] daného spoji-
tého oboru dvojrozměrného j ednu hodnotu pro log (/1 + iB)— 
stanovíce jednoznačně ampl (A + iB) v každém tom bodě [A, B\ 
— avšak tak, aby log(v4 + iB) byla komplexní funkcí spojitou*) 
obou proměnných v každém bodě oboru, říkáme, že j sme v da-
ném spoj i tém oboru polili jednu větev funkce log (A + iB). Podle 
předcházej íc í poznámky jest taková volba vždy možná v každém 
uzavřeném okolí bodu \A0, B0J, v němž neleží bod [0,0]. Rovněž 
funkce log (A + iB) jest takovou větví pro celou rovinu rozříz-
nutou podél záporné osy A (v tomto př ípadě jsou body, p ro něž 
1<10, 6 = 0, hraničními body oboru a ohraničuj í především půl 

půlroviny B X ) , k níž — podle definice log(y4 + i B ) — p ř i n á l e ž í 
s vý j imkou ovšem bodu [0,0]: jsou však také zároveň hranič-
ními body polovice druhé půlroviny B < 0 ) . 

Z definice funkce log (A + iB) následuje , že dvě různé větve 
stanovené pro týž obor maj í ve všech bodech oboru rozdíl kon-
stantní a rovný celočíselnému násobku čísla 2ni. 

Dále nás leduje , že každá větev log (A + iB) má v každém bodě 
oboru, pro k te rý jest stanovena, totální diferenciál a všechny 
větve v jednom bodě týž totální diferenciál. 

Stejně definovaný pojem větve budeme používati i při ostat-
ních funkcích mnohoznačných v následujících odst. zaváděných. 

PŘÍKLAD 1. Jest f G', (x) + 
J G\(x)+)G2(X) 

pro každý interval neobsahující bodx 0 , pro nějž zároveň G,(x0)^0, Gi(x0) = 0, 
Jest to j ednak důsledek vztahu ( + ) , j ednak zevšeobecnění př. 4, odst. 8. Pro 
intervaly, v nichž jes t bod lze psáti s tejnou relaci, nahradíme-li na pravé 
s t raně hlavní hodnotu logaritmu j inou větví té funkce. 

PŘÍKLAD 2. Vyloučíme-li pro jednoduchost hodnoty b,= 0, b1 = 0, pak 
z rovnice 

/ * + ( * , + b, i) + f x + (a 3 + b, i) ~ ~ / [ x + ( a , + M + x + ( a T + b , f j ] ^ 
následuje ihned vztah 

í ^ l x + ( a l + M l + log 1* + (a 2 + M l = 
= T o g {\x + (a, + M l • I* + ( a

2 + M l } + 
Návod. K vyčíslení integrálu na pravé straně se použi je — po sečtení 

obou zlomků v h rana té závorce se vyskytuj íc ích — výsledku př. 1. 

*) T. j. funkcí komplexní, j e j íž reálná i imaginárná část jsou spoj i té 
funkce. 

'dx=loe\G1(x) + iGí(x)\ + k 
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V jaký cli intervalech jest získaný vztah při téže hodnotě konstanty k 
pla tný? Stanovte hodnotu konstanty k, p ředpokláda j í ce funkcionální vztah 
pro logari tmus p ř i reálné proměnné a odvoďte tak funkcionální vztah pro log 
při proměnné komplexní . 

PŘÍKLAD 3. Jestliže R(x) j e racionální fuukce proměnné x a známe-li 

Íntegriíl fR(x)dx = ^ x h 

pak z rovnice této substitucí x=ax', kde a jes t reálná konstanta, nás leduje 
ihned (čárku u A- vynecháváme) 

1. x) a dx = (p(a . x). 

Vztah ten však jest platný, ať jest a jakékol iv číslo komplexní. (Tvrzení 
to postačí dokázati pro nej jednodušší funkce, na něž lze R(x) rozkladem ve 
zlomky částečné převésti, na př. na výraz (x— i t )~ ' ; / ce lé , k ladné; pro tento 
výraz jes t však tvrzení to v důsledku podaných definicí téměř samozřejmé.) 

PŘIKLAD 4. Tvrzení př íkladu předešlého lze rozšířiti i pro substituci 
x=r(x'), kde r(x) jest racionální funkce proměnné x s koeficienty komplex-
ními. Neboť j ednak derivování funkcí racionálních s koeficienty komplexními 
podle (reálné) proměnné lze prováděti podle týchž pravidel j a k o derivování 
racionální funkce s koeficienty reálnými, j e d n a k jes t ihned 

Mx)dx = j— (r(x) _ ft) + konsti 

• i - « J r(x) — a 
dle pr. 1. J ' ' , 

PŘÍKLAD 5. Dokažte (pomocí rozkladu ve zlomky částečné) vztah 
x m r l d x

 = _ 1 v Á 2 k + o - , - ( .•"+<2*+'> 
xn+eai í,-m)a/ 2* > n \og\x - e' „ ). 1 ne \ n> k = 0 

Odvoďte na podkladě tohoto výsledku integrál 3. př . odst. 18! 
18c. Definice funkce exponenciální a funkcí goniometrických 

pro komplexní hodnoty argumentu. Současně s definicí logaritmu 
komplexních čísel (logaritmu komplexní proměnné) podám defi-
nici i j iných elementárních funkcí — souvisících s logaritmem — 
pro komplexní proměnnou. V oboru reálných čísel (reálných 
proměnných) jes t funkce exponenciální inversní funkcí k loga-
ri tmické funkci . Na tomto podkladě rozšíříme význam exponen-
ciální funkce i pro komplexní proměnné a stanovíme: Je-li 

log(A + iB) = x + iy, 
za předpokladu, že A. B. x, y jsou čísla reálná, jest 

gx+iy = A + i B. 

Avšak podle definice logaritmu čísla komplexního A + íB jest, 
klademe-li A + íB = r (cos q> + isin p), kde r, <p jsou rovněž čísla 
reálná a r > 0 , x = log r a y = 'p-\-2kn (kde k jest celé) a tedy 
r = ex, *p = y — 2kn a A + iB = ex (cos y + i sin y), čímž rovnice 
definující funkci exponenciální pro komplexní hodnoty argu-
mentu se mění v rovnici 

ex+'y = ex (cos y-\- i sin .v). (p) 
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Z (p) nás ledu je při x = i) rovnost (Eulerova) 
pí.» = c o s y - ) - i s i 11 y (q) 

<i tedy též podle (p) e*+n/ = ?•*•.<»». 
Z definice dané nás ledu je — komplexní číslo x + iy ozna-

číme krá tce z, kladouce z = x + iy— že exponenciální funkce 
komplexní proměnné z jest funkce pro každé z jednoznačně 
definovaná. Jest dále funkce periodická o periodě 2ni (neboť na-
bývá téže hodnoty pro x + i(y + 2n) j a k o pro x+iy), t. j . jes t 
pláten vztah ez+2ni — ez, 
Funkcionální relace pro e2 a j iné vlastnosti této funkce viz ve 
cvič., př. 5, 6, 8, 9, 11. 

Jest dále z(q). klademe-li tam — y místo y, 
e— 'y = cos y — i sin y 

t e d v ew+e—v 'e>s—e->a 
cos y = — • sin y = ^ • (r) 

Rovnice tyto jsou dosud platný pouze pro y reálné (neboť dosa-
vádní definice funkcí goniometrických vz tahuje se pouze k re-
álným proměnným.) Stanooíme-li však, rozšiřujíce tak definici 
funkcí goniometrických pro hodnoty komplexní, že zůstávají 
platný, i když y nabývá hodnot komplexních, obdržíme (místo y 
dosadíme do rovnic těch z = x + iy a na pravé s traně použi-
j eme (p)): 

cos z = ^ (ey + e~y) cos x— ^ (ev—e~v) sin x = Cli y . cos .*•—íSli y . sin x. 

sin z = -I- (ey-f- e—y) sin x + *-(ey — c~f) cos x = Cli y . sin JC —|— i Sil y . cos x. 

Stejně def inu j í se pro komplexní hodnoty proměnné i funkce 
hyperbolické. Po snadném počtu tu dostáváme 

Cli z = cos i z , Sh z = — i s in í z. 
Odtud jest patrno, že mezi funkcemi goniometrickými a hyper-
bolickými není v oboru komplexní proměnné podstatného rozdílu. 

Cvičení. 
1. Dokažte, že pro log z jest platna funkcionální relace 

log z, + log •/.,_ = log (z, z.,) + • 
i 2.TÍ 
\ ° ' 
[ — 2 .-TI 

při čemž na pravé straně jest voliti tu ze tří hodnot 2.TÍ, 0 , —2.TÍ, která do-
h r o m a d y ^ imaginární části výrazu log (z, z,) dává imaginární část součtu 
l<»g Zi + log z2-

2. Ukažte, že log (x + í(/) jest komplexní funkce proměnných x, y, j e j íž 
reálná část jest na kruhu o rovnici x! + y'2=R1 konstantní a rovna log R 
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Imaginární část j e j í jest konstantní na polopaprscích z počátku souřadnic vy-
cházejících a rovna i<p, kde <p jest úhel, k te rý polopaprsek ten svírá s osou X, 
tak volený, aby — .T < Y < RR. 

3. Je-li m celistvé, jest 
log (z™) + 2IC.TÍ = m log z a n e b log z = ^ (log (zm) + 2ÁT.TÍ), 

kde fc jes t číslo celé závislé od toho, k terá z nekonečně mnohých určení logu-
ri tmů v rovnici vypsané se vyskytuj íc ích si volíme. (Plyne z funkcionální re-
lace pro logari tmus; viz př. predell.) 1 

5a. Dosadíme-li v druhé rovnici př ík ladu předch. z"' místo z, obdržíme, 
je-li m celé i 

log z m = — (log z + 2JL-TÍ). 
i m i 

Při tom jsme kladli (z") = z, t. j . pokládal i j sme i při z komplexním z za 
číslo, jež mkrá t samo sebou násobeno dává z. Pro toto číslo dostáváme v dů-
sledku poslední rovnice (v oboru čísel komplexních) celkem m různých hodnot,, 
j ež označíme ro„, ro,,..rom_1 Hodnoty ty jsou jednoznačně stanoveny jich 
logaritmy, pro něž dostáváme vztahy 

log mr = (log z + 2wí) 2k'ni , r = 0 , 1 , 2 m — i. 

k' j es t libovolné číslo celé (nemající vliv na stanovení čísla TOr). Mezi čísly 
RO„, TO, jsou relace ¡rni 

m — m Š > ~ r = 0,1, 2 m — 1. 
mr = ro0e , 

Specielně, je-li z = l, jest iu0 — 1 a dostáváme pro m různých m-tých odmoc-
nin z 1 tyto hodnoty: 2ni 

i, a, «*, . . . ., «">-», kde <i = em . 

4. log (— 1) = ni, log i = ^ .-TI. log (—/) = — X ni. 

5. ez' . <ř- = P
z i + z 2 . (Použije se formule Moivreovy; viz pozn. pod čarou 

na str. 34.) 
JII ni 

6. e2"' = i, eni = — 1, e2 = i, e~ 2 = —i. (Viz př. 4.) 

7. cos (z, z,) = cos z, cos z s — sin z, sin z, , 
sin (z, + z2) = sin z, cos z2 + sin zt cos z , , 

Ch (z, -)- z2) = Ch z, . Ch z2 + Sh z, Sh z 2 . 
Sh (zj + z2) = Sh z t Ch z\ Sh z2 Ch z, , 

cos2 z sin2 z = 1 , Ch 2 z — Sh2 z = 1; 
vy.šetřte periodicitu funkcí goniometrických a hyperbolických a odvoďte další 
vztahy shodné se vztahy vám známými pro p ř ípad , že z , , z2 jsou čísla reálná 

8. Ukažte, že dosadíte-li do cos y-\-i sin y = e<n za cos y, sin y známé 
mocninné řady v y, výraz získaný bude týž, j a k o kdybyste do mocninného 
rozvoje pro ex dosadili iy za x. T. j . pro e>9 j es t platný tento rozvoj 
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Poněvadž pak pro mocninné řady v u a o dávaj íc í e", e°. platí identicky (t. j . 
;iť jes t u, d jakékoliv) 

, . u + o . (u + D)S . e" . e» = i -f T l___T '_(_.... 

• i " 1 j
 = = = 1 + + + + + + 

l ! 2! 3! 

= 1 + n + 2 ! + 3 ! + - - " 
Zevrubnějš í výklad o řadách nekonečných s komplexními č leny viz 

v odst. 18h a násl. 
9. Ukažte, že rovnice ez = e"+<"' t enkrá t a jenoin tenkráte jes t splněna, 

kt'y? •/. = a-\- bi + 2kjri . a, b reálné. 
10. Vyšetř te (obdobně j ako v př. předch.), pro která z jsou splněny rovnice 

<i) cos •/. == cos (a + b i), •/) Cli z = Ch (a + b i), 
p) sin z = sin (a + bi). ň) Sh z = Sh (a + bi). 

11. Dokažte, že rovnice 
cx+iy = ex ( c o s y _)_ i s i „ y) ? log ( r ( c o s qp _(_ i siii (p)) = log r + i ip + 2k.-ri, 

dále rovnice def inuj íc í cos (x-\-iy) jež vesměs byly zavedeny za před-
pokladu, že x, y, r. (p jsou čísla reálná (r > 0), jsou platný i tenkráte , když 
x.y,r,(p j sou libovolná čísla komplexní . 

18d. Funkce cyklometrické pro komplexní argumenty. In-
versní funkce k funkcím goniometric kým a hyperbol ickým v oboru 
čísel komplexních se př i rozeně v podstatě své neliší (stejně j a k o 
funkce goniometrické a hyperbol ické samy) a lze j e oboj í pře-
vésti snadno na funkci logari tmickou. 

Z rovnice sin z=ro aneb obšírněj i 
(e'z—e~'z) = n> nás leduje řešením podle c'z vztah e'z = iio + Vl—IU- (o) 

2 i 
a tedy pro z, j ež budeme poj ímat i jakožto are sin m, 

z = a r c s i n / D = v log (im +. 1 — m - ) . (p) 

V této rovnici ne jp rve urč i tým způsobem de f inu jeme d ruhou 
odmocninu z čísla komplexního tam se vyskytu j íc í ; s tanovíme 
ve shodě s pozdějš ím ustanovením, že reálná část d ruhé odmoc-
niny z čísla komplexního jest ¡>0, je-li pak ta reálná část rovna 
nule, že imaginární část (nehledě ovšem k činiteli i) jes t kladná.*) 

Označíme-li ta z, k terá z rovnice ip) plynou, vezmeme-li v ní 
z n a m é n k o + . značkou z', volíme-li pak znaménko—, značkou z", 
J e s t <>>v = im + — m- , e'z"= iio — j i —w- a tedy *'<*'+»"> = — 1, 

takže (viz cvičení k předch. odstavci př. 6 a 9) z' + z" = n + 2k'n. 

*) Viz př. 1 ve cvičení k odst. 18m, kde vy jádřena } ' 'x+í .y . 
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Z toho (a z mnohoznačnosti funkce log při kompl. hodnotách 
argumentu) pak jest patrno, že, je-li z j ednou hodnotou funkce 
are sin z dané rovnicí (p), všecky ostatní jsou dány výrazy 

Z + 2A.-.-T , .T — z + 2fc.T . í . = 0 , ± 1 , ± 2 . ± 3 

Abychom z nekonečného množství hodnot pro tuto funkci vy-
jmut i j ednu , j iž označíme are sin rv a již nazveme hlavní hod-
notou (větví) funkce are sin m, budeme požadovati : 

Reálná část oýrazu arcsinřt> jest v intervalu ( — ± n ) . 
Jestliže však reálná část Jest rovna bud anebo —\n, budeme 
ještě požadooati, aby imaginárná část oýrazu a re sin iv (bez či-
nitele i) byla, je-li od nuly různá, protivného znaménka. Anebo, 
— ve značkách matematických — označíme-li reálnou část kom-
plexního čísla z znakem íR (z), imaginárnou část bez činitele 
i znakem z), budiž stanoveno 
— J-t S (are sin ro)SJ.T; jestliže však íW(arcsin M) = ± \ RC, + 3(arcsin ID) ¿1 0. 

Čtenář snadno dokáže, že a r c s in ro jest dáno tímto analy-
tickým výrazem . 1 

are sin W= log(i'w + \ 1 — ID'1). (Q) 
i 

Pro aresin (a rovněž tak pro are c os a s malou změnou i pro 
are tg , . . .) čísel, které již napřed jsou dána jako čísla reálná in-
tervalu (—1, 1), budeme však i nadále užívati označení dosavád-
ního; t. j . je-li a dáno j a k o číslo reálné intervalu (—1, 1). jest 
a res in a číslo intervalu (—\n, \n), are sin a = are sin a. 

Zcela obdobně j ako ares in rv, d e f inu j í se funkce are-cos. 
a re tg. Není třeba, abych obšírněj i věc vykládal , a postačí, když 
uvedu hlavní hodnoty těch funkcí a j ich vy jád řen í pomocí loga-
ritmu. Jest j 

are cos ID = — log (ID -)- 1VT— IV-), (r) 
i 

• —-. 1 . 1 + ÍID 1 . Í — ID 
are tg w = . log --' — log — • (s) 

2f I — i/w 2i 1 + ID 
Pro tyto funkce jest 

0 ^ 9í (are cos ID) 51 .T , — ^ < 9i(arc tg ID) ^ 

a ocitáme se ve shodě s definicemi D P 94 danými v případě, 
že m j e číslo reálné. 

POZNÁMKA 1. Výrazy pro ares in z, are cos z lze odvodili 
j ednoduše j i , než svrchu bylo pro are sin z podáno. Je-li na př. 
cos z = m, jest s i n z = + V l — n)s a tedy 

piz = cos z -)- i sin z =m±_i V 1 — ID-, t. j. are cos ID = 7 log (ID +. 1V1 — ro-). 
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/ UA I GA , . 
(/•) / , = „ — a r ť tg í , - + 

POZNÁMKA 2. Jsou to právě funkce cyklometrické a funkce 
logaritmická, j ichž rozšíření pro komplexní hodnoty neodvisle 
proměnné při vyjadřování neurčitých integrálů jest spojeno se 
značným zjednodušením a zevšeobecněním vzorců. Tak na př. 
podle př. 2, odst. 8 jest vztah 

dx 1 , ax 
ax'+b \'ab ]/ab 

platný pouze pro ab> 0. Avšak je-li ab <10, můžeme nyní do 
vzorce toho dosaditi ]/ab = i]T—ab a obdržíme podle (s) zavádě-
jíce hned hlavní větev 

1 —iax 1 ax — V— 
i\-ab a F C t g ý^ab ' 2 y-ab l ° g + 

t. j . dostaneme z integrálního vzorce (A) vzorec uvedený na cit. 
místě pro případ, že ab < 0. 

Jiný příklad užitečnosti zmíněného rozšíření vysvitne z ná-
sledujícího př íkladu. Jest 

/
dx C dx 

ý7z^ = arcsinx + ^ J y ^ - i = log x+]/x'-í +k>. 
V obou integrálech se vysky tu j e za znaménkem integračním 
druhá odmocnina dvou funkcí až na znaménko shodných; funkce 
však, j imž integrály dané jsou rovny, zdaj í se na prvý pohled 
zcela různého druhu . Ale podle (p) jest ^ log i = ~ j : 

log i -(- logi V x* — 1 i = log (ix + i V-v1—l) = i are si ii x: x reálné a > l . 

Tedy v oboru čísel komplexních i funkce vy jadřu j í c í oba inte-
grály da j í se psáti ve tvarech skoro shodných, jež rovněž se 
liší, nehledíme-li k integrační konstantě, toliko faktorem i. 

Cvičení. 
1. Buďte/ zdůvodněny definice inversních íunkcí ke cotg, Sli,Cli,Tli,Ctli 

(jich oprávněnost a účelnost) 

( 1 , 1 + i'w I 1 , í — w 
urc cotg iv = • .T— log . = - - . T — l o g 

2 2/ I — im 2 2i p i tv 

u rgSh / t>= 1 are si n ím. arg Ch řt> = i are cos/» 
í 

argTli rv = are tg iro. argČth ro = argŤh • 

2. Mezi cyklometrickými funkcemi komplexního argumentu jsou obdobné 
relace funkcionální j ako mezi cyklometrickými funkcemi reálné proměnné. 
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Zejména jest - , — , , —• - ro + TO'" 
arc- tg TO + are tg to' = are tg O 

1—TOTO' ^ 

arc sin m + are sin ro' buď = arc sin (roV 1 — m'"- + re»']/1 — m-) 
aneb = _+rr — arc sin (re>V 1 — roM + »»'Ví — ro1). 

arc- tg TO + are tg ID' = are tg 

Důkaz prvé z těchto dvou relací jest snadný, plyne bezprostředně z rovnice (s). 
Dru-há z nich následuje rovněž bezprostředně téměř ze (q), uváží-Ii se, že jest 

Při tom jest ovšem nutno vycházeti z funkcionální relace pro logaritmus. 
(Cvičení k 18c, příklad 1.) 

3. Budiž dokázáno, že rovnice platná pro A > 0. 

/Ostane v platnosti, dosadíme-li za .4 číslo komplexní a bi (a na pravé straně 
místo are tg píšeme are tg). Návod: Provede se rozklad ve zlomky částečné, 
pak použije se rovnice (m) z odst. 18b a konečně rovnice (s) v 18d. 

18e. Obecná exponenciální funkce a mocnina v oboru kom-
plexních čísel. Jsou-li a, x čísla reálná a a zároveň kladné, jest 
p la tný vztah = 
Jsou-li A, z čísla komplexní, užíváme pojmenování mocnina i pro 
symbol A2, j enž jest definován obdobnou rovnicí (A 0) 
(1) Az = e2 log-d; A mocněnec, z mocnitel (exponent). 

Jí jest symbolu Az přisouzeno nekonečně mnoho hodnot, nebof 
log A má v oboru čísel komplexních nekonečné množství hodnot 
lišících se o celistvý násobek čísla 2ni*) Mezi těmi hodnotami 
vybereme si opět jednu, t. zv. hlavní hodnotu mocniny Az, k terá 
vyplyne z rovnice def inuj íc í Az, klademe-li v ní místo log A 
j e h o hlavní hodnotu. Označení a definice té hlavní hodnoty 
jest dána rovnicí = "s^. 
Je-li však A dáno jakožto číslo reálné, kladné, bude značití**) 
již Az hlavní hodnotu té funkce (i při komplexním z): bude tedy 
Az při reálném kladném A funkcí jednoznačně stanovenou. Stejně 
j a k o ostatní e lementární funkce jest i Az v oboru komplexních 
čísel def inováno tak, že j e to číslo komplexní, jehožto reálná 
i i inaginárná část j sou reálné funkce reálných čísel (proměnných) 
určuj íc ích čísla komplexní z, A. Klademe-li z=x+iy, log A = 

*) Je-li z číslo reálné racionálně jest mezi hodnotami, jež definicí jsou 
symbolu A2 přiřazeny, jenom konečný počet rázných (v důsledku okolnosti, 
že exponenciální funkce jest periodická s periodou 2.ii). 

**) Pokud ovšem není jiné stanovení zvláště výslovně zavedeno. 

identicky 
(,m V í— m" + ro'V 1 — m1)! + (Ví — m1 V"t — ro" — mm')' = 1. 
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= log a + ia, kde x, y, a, a jsou čísla reálná, — při tom a > 0 
a a v intervalu (— n + 0, n) — jest po dosazení do rovnice defi-
nuj íc í hlavní hodnotu v důsledku vztahů odst. 18c 

uxe—y" |cos (ax + y log a ) + i sin (ttx + y log a)| 

a obecněj i A*—A* . e--k"y[cos2knx-\-isin 2knx\. 

PŘIKLAD 1. Dokažte, že, jsou-li a, b číslu reálná, kladná, z , , z t , z číslu 
komplexní, platný jsou relace 

a*i. az» ' azi+z* , (azi)z* = azi , az . t>z = (aby. 
Vyšetřte, zda a za jakých podmínek lze rozšířiti platnost těchto relací, i když 
v nich zavedete za a, b čísla komplexní A, B.' Zvláště pak vyšetřte, zda rov-
nice ty zůstávají v platnosti pro hlavní hodnoty příslušných mocnin, u paT<, 
zavedete-li na jedné straně těch rovnic nějaké jiné určení (větev) příslušné 
mocniny (než hlavní hodnotu), zda na druhé straně lze voliti určení příslušné 
mocniny (příslušných mocnin) tak, aby reluce zůstala správná. 

PŘÍKLAD 2. Jest (k označení viz poznámku 3.) 

[A = ' 1/Í ' 
kde e = — 1, je-li A číslo záporné reálné, jinak f = 

POZNÁMKA 1. Funkce Az tudefinovaná jest funkcí závislou 
na dvou veličinách komplexních, j ednak na A, j e d n a k na z. 
je-l i A pevně dáno a z veličiua proměnná, s lu j e A* obecná 
exponenciální funkce při základu A. Zvolíme-li v rovnici (1) 
funkci tu def inuj íc í také log A pevně (volíce j edno z nekonečně 
mnohých určení toho logaritmu), jest A* funkcí v celé rovině 
jednoznačně definovanou a spojitou proměnné z. 

jestliže naopak jes t A veličina proměnná a z pevně dáno, 
jest Az obecnou mocninou proměnné veličiny A povýšené na 
exponent komplexní z. Abychom se přiblížili obvyklému ozna-
čení, zaměníme A a z navzá jem a budeme pak opět poklácUiti A 
za pevné, z za proměnnou. Obecná mocnina proměnné z na e.v-
ponent A jest dána vztahem 

XA = Í,A LOEZ = LOGZ + 2/U-JI; K CELÉ 

jest to funkce mající , není-li A číslem reálným racionálným, pro 
každé z různé od nu ly nekonečné množství hodnot lišících se 
různými hodnotami veličiny k. Zvolíme-li si v rovnici právě na-
psané k pevně, dostaneme j ednu větev té funkce, k terážto jest 
funkcí spojitou proměnné komplexní z s vý j imkou bodů z=x-\- iy. 
pro něž J ř^O, y = 0. 

POZNÁMKA 2. Rovnice j a k o na př. log z, + log z4 = log (zt z..), 
Az . AZi = AZ<+Z1 pro př ípad, že z„ z2, A jsou čísla komplexní , jsou 
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j akýms i novým druhem rovnic: neboť veličiny v nich se vy-
sky tu j íc í nejsou určeny jednoznačně. Zpravidla se rovnicím 
toho d ruhu př ikládá tento význam: Dosadíme-li na levou stranu 
těch rovnic některá libovolně zvolená určení veličin (veličiny) 
tain se vyskytuj íc ích , pak vždy exis tu j í (existuje) určení veličin 
(veličiny) na pravé straně se vyskytuj íc ích taková, že, dosadí-
me-li také na pravou s t ranu tato určení, rovnost obyčejná tak 
vznikající jest splněna. V tomto smyslu rovnice log z, + log zt = 
= log (z1 z2) jest správná: rovnice však A2'. AZJ = AZ' + Z1 neplatna.*) 
Naproti tomu i rovnice log (z, z2) = log z, + log z, i rovnice Az,+z' = 
A2'. A2- jsou platný. V důsledku toho označujeme rovnost logz t + 
+ log z2 = log (zj z2) jakožto úplnou : rovnost pak Az, + 2- = AZi. A2', 
oe které nelze zaměniti obě strany navzájem, za neúplnou. 

POZNÁMKA 3. Jestliže exponent mocniny jest číslo racionálně, 
užívá se často znaménka odmocninového. V tomto př ípadě zna-
čiti bude } A vždy hlavní hodnotu výrazu A?I, ať jest A číslo re-
álné či komplexní . Jsme-li pak v oboru čísel reálných, značiti 

n i 
bude J/'^ reálnou hodnotu výrazu A", která "jest nad to při n 
•sudém (v tomto případě jest / l ^ O ) kladna ( ^ 0). „ 

V každém j iném př ípadě bude nutno význam symbolu ]/A 
zvláště stanovití. 

18f. Elementární funkce transcendentní . Funkce v předchá-
zejících odstavcích definované i pro komplexní proměnnou z, 
t. j . funkce 

logz. cos / . si ii z. tgz. cotg z, Cli z. Sli z. are c-os/, are sin z. arc tgz , Á z A 

s luj í e lementární funkce transcendentní . Všecky tyto funkce 
jsou, je-li z = x + iy. v podstatě komplexní funkce dvou reál-
ných proměnných x, y: platna pak jes t pro ně jedna důležitá 
věta. Odvoďme ji na př. pro e2. Z rovnice (p). odst. 18c násle-
d u j e ihned 

= cx (cos y + i sin y) = V = ex (— sin ij -f- i cos y) = ie* 
S.v Si/ 

a tedy pro totální diferenciál funkce ez 

de* = dx-\- dy = ez (dx -+- idy) , t. j . de* = ezdz. 
dx ůy 

Při tom jest ovšem dz = clx + idy. l^ze-li psáti totální diferen-
ciál komplexní funkce /(z) = f(x+ iy) dvou reálných proměnných 
x,y ve tvaru df(z) = g(z)(dx+idy) aneb df(z)=g(z)dz 

*) Viz př íklad 1 tohoto odst. 
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pro všecka z = x + iy jistého oboru proměnné z (aneb proměn-
ných x, y), pak říkáme, že funkce f(z) komplexní proměnné z má 
v oboru tom derivaci podle z rovnou g(z). Derivaci tu značíme f'(z), 

kladouce tedy g(z) = f'(z), a jest zároveň = f'(z). —— = if'(z). 
(Viz DP. 194. rovn.Ul.)) S-7 

Vlčí ledy ez derivaci v každém bodě roviny komplexní pro-
měnné z a jest (ez)' = e'. V poznámce 1. odst. 18b dokázáno pó-
í l o l ) , , ř 11 / i • » dx + idij dx t . w I d log (x 4- IU) = — — a led v (log x) = 

x + i i) v- ' 

pro všechna z neležící na záporné části osy reálných částí: má 
tedy i log z a rovněž i větve funkce log z j inak def inované de-
rivaci. Obdobné výsledky lze docílili i pro ostatní e lementární 
funkce. Můžeme však při tomto odvozování často s prospěchem 
použiti obecných vět pro derivaci, které v nás leduj íc ím si od-
vodíme. 

1. Nechť jest m = F(z) funkcí proměnné kompl. z. maj íc í de-
rivaci F'(z): z = x + iy pak nechť jest dále (komplexní) funkcí 
další komplexní proměnné t, t. j . nechť z = <p(t) a nechť i tato 
funkce má derivaci <p'(t). Jest tedy ro — prostřednictvím pro-
měnné z — funkcí proměnné t (ludíž (.z v. funkcí funkce). Z před-
pokladu nás leduje 

dm = F'(x)dx . dx = y'(t)dt. odkud?. (Dl' 197. rovu. (lib)) drv = F'(x) (p'(t) dt 

má tedy iv, pokládáme-li ji. jak naznačeno, za funkci proměnné t, 
derivaci podle t a derivace ta jest rovna F'(z)<p'(t). Tato věta nám 
dává pravidlo pro derivování funkce funkce, jež jest shodné 
s pravidlem užívaným při proměnných reálných. Při odvozování 
jesl mlčky předpokládáno, že z i t nacházejí se v oborech, ve 
kterých derivace předpokládané exis tuj í . 

2. Nechť f(z) a <p(z) jsou funkce k sobě inversní, j a k o na př. 
sin z a a r c s inz . Pak jest pro všecka z j is tého oboru identicky 
z = f(<f(z)). P ředpokláde jme dále, že pro všecka z toho oboru 
jest 'f(z) funkcí spoji tou a že příslušné hodnoty <p(z) nacházej í se 
v oboru proměnné 'p(z). v něinž/(<p) mé derivaci podle <p rovnou f'(<p). 
Pak z rovnice z = f(f>(z)) nás leduje (podle předcházející úvahy) 

dz = f'(9(x))d<p . t. j. d,p = — ; je-li f>(q(xj) -i 0, 

t. j . funkce f(z) má derivaci podle z, jež jest rovna l/f'((p(z)), což 
opět shoduje se s pravidlem pro derivování inversní funkce při 
proměnné reálné známým z diferenciálního počtu. 
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3. Je-li m = F(zi, z2 , . . . .) funkcí někol ika proměnných kom-
plexních zi = x1+iy1, zt = x2+1*1/2,.... maj íc í derivaci podle 
každé z těchto proměnných, pak podle předcházej íc ího ex is tu j í 
částečné diferenciály (DP, 205) funkce rv podle jednot l ivých pro-
měnných z1; z2 . . . . (t. j . ex is tu j í částečné diferenciály té funkce 
podle jednot l ivých párů [JC,, i /J , [JC2, yt\ . . . . veličin proměnných 
reálných). Částečné ty diferenciály označíme (zavádějíce symbol 
pro částečnou derivaci podle proměnné komplexní) 

*Fdzt . Vdz. 
Ř>Z, Ď Z , 

Jsou-li však derivace ve výrazech těchto se vysky tu j í c í vesměs 
funkce spoji té proměnných z15 z2, . . . . v j is tém oboru Si-, pak exi-
s tu j e v Si i totální diferenciál (t. j . diferenciál podle všech pro-
měnných v úvahu přicházejících) 

dw = d F r f z , + </*, + • • • • 
0Zi dz., 

(DP, 204). Jestliže dále ẑ  = fp^t), za = <pt(t),..., kde funkce <px, <JP2, — 

j sou funkce maj íc í derivace g>\, <p't, . . . . pro všecka t oboru a>. 
ve kterémžto oboru zx, z 2 . . . . n abýva j í právě hodnot oboru Si. 
pak ro j akož to funkce proměnné t má derivaci podle této pro-
měnné (stejně j a k o v př ípadu 1., viz DP 207). Neboť pak jest 
dzi = <Pi(t) dt,. ... a derivace zmíněná jes t 

dio SF , , i)F , f A i 
= r p ' , « ) + 9>'3(0H 

dl dz, OZj 
(Pravidlo o derivování funkce funkcí.) Pravidlo tak získané se 
shodu je s pravidlem pla tným při derivování funkce funkcí 
v oboru reálných proměnných, j a k o zvláštní p ř ípady pravidla 
odvozeného lze uvésti pravidla pro derivování součtu, součinu 
a podílu dvou funkcí . 

PŘIKLAD 1. Jest stanovití derivaci mocniny zA. Jest 
z A = eAWí a tedy podle 1. ( v A ) ' = eA 10(52 . (A l o g z ) ' = A z ^ - l 

PŘÍKLAD 2. Derivace arcsin z = rv se vypočte jakožto derivace inversní 
funkce k funkci z = sin/u. Jest podle 2. 

(aresin z ) ' = -— = (NB. Proč vzato u odmocniny znaménko + ?) 
cos w ]/1 — z

! 7 

PŘÍKLAD 3. Ukažte, že elementární funkce transcendentní maj í deri-
vace a di ferenciály všech řádů. Tak na př. postupné diferenciály funkce 
exponenciální jsou 

dez= e*.dz , d1 z = e* . dz1 , d3z = e* . dza, 

Obecně má /.-ty diferenciál e lementární funkce transcendentní tvar 
z) = / W ( z ) d z 1 = /<*)(z) (dx + idy)1. 
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Výsledek tento jest platný očividně i pro funkce, které z e lementárních tran.s-
cendent vznikly operacemi racionálny mi. inversí a jakožto funkce funkcí . 
Pokud ovšem funkce takto vznikající jsou jednoznačně def inovány a jsou 
v př ís lušných oborech spojitý. 

18h. Nekonečné řady, jichž členové jsou čísla komplexní. 
Nekonečná rada , , . 

m, + h>, + /ua + (i) 
kde Wh=Uk + idl. k=l. 2. 3, . . . . a u*, n* jsou čísla reálná, 
vzniká formálně sčítáním dvou řad nekonečných s reá lnými 
t-Ieny + + (2) 

"i + » s + ".i + C) 

když j sme dříve druhou z těchto řad násobili imaginární j ed-
notkou. Říkáme pak, že řada (1) jes t konvergentní a má součet 
U + Vi, jsou-li řady (2) a (5) konvergentní a maj í - l i zároveň 
součty U a V. Není-li aspoň j edna z řad (2), (3) konvergentní , 
říkáme, že řada (1) není konvergentní , aneb, že jes t d ivergentní . 

Jestliže nekonečná řada z kladných členů 
n>, + w , ' + /»>, + (4) 

konverguje , konverguj í i řada (2) i řada (3) a to obě absolutně, 
nebof | n>k | = V u 2 * + o2k a tedy 

| llk I ̂  I I U k | | Dk | ̂  | IDk | 

a naopak, konvergují-I i (2) a (3) absolutně, konvergu je i řada (4) : 

my pak říkáme, že i' (1) konverguje absolutně a jest z před-
cházejícího patrno, že nutná a postačující podmínka, aby (1) 
konvergovala absolutně, jest. aby řada (4), řada to k ladných 
čísel, konvergovala. 

Jsou-li Uk a Dk funkce jedné nebo i více proměnných a kon-
verguj í-l i (2) a (3) s te jnoměrně v j istém oboru těch proměnných, 
pak říkáme, že i (1) konve rgu je s te jnoměrně v tom oboru. Z před-
cházejícího jest rovněž patrno, že postačující (nikoliv však nutná) 
podmínka, aby řada (1), kde ii>k jsou komplexní funkce proměn-
ných x, y, ... . , konvergovala s te jnoměrně v oboru jest , aby 
v tom oboru s te jnoměrně konvergovala řada (4). 

18k. Řady potenční komplexní proměnné, je- l i a<), • • • 
řada čísel komplexních (o nekonečném počtu členů) a z = x-\- iy, 
s l u Í e a . + « ,* + «,*• + (5) 

(nekonečná) řada potenční proměnné z. Budiž k vůli stručnosti 
| ak | = Ak, | z | = Z. Pak jes t řada 

Am+A, Z + A27> + (6) 

Petr, Integrální počet, 2. v. 4 
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řadou potenční reálné (kladné) proměnné Z. Na základě vět před-
cházej ícího odstavce odvodí čtenář snadno tyto věty: Označí-
me-li" R poloměr konvergence řady (6) — viz DP 142 — pak : 

1. Rada (5) konverguje absolutně pro všecka z, j ichž abs. 
hodnota jest menší než R a d ive rgu je pro všecka z, kde z > R. 
(V tomto posledním případě nejsou členové řady (6) svrchu 
ohraničeni a tudíž i členové řady (5) v absolutních hodnotách). 

2. Rada (5) konverguje s te jnoměrně pro všecka z, při nichž 
| z ; < li', kde R' jest číslo kladné menší než R. 

Číslo R sluje též poloměr konoergence řady (5) a ta z, pro 
něž nastáoú absolutní konoergence řady (5), vyplňují vnitřek 
kruhu se středem v počátku a s poloměrem R. 

Ř a d a a , + 2 a 2 z - f 3 a3 z ! + 4 a< z3 + (7) 

má týž poloměr konvergence j a k o řada (5) (viz DP, 144). Ozna-
číme-li f(z) součet řady (5), když \z \ < R, jes t součet řady (7) pro 
uvedená z derivací funkce f(z). Nebof je-l i \z\< R, lze udati číslo 
(položené mezi z ' a R) lakové, že z ' R' R: avšak pro všecka 
| z | < R' konverguje řada (7) s t e jnoměrně : tedy jest pro z j < R 

Ď/(z) 
V = a 1 + 2 a , z + 3a3z í + 4a1z i '4-
ĎX 

e/00 
= ía, + 2 í"a2 z + 3 í'a3 z! -f- 4 ia4 zs + 

d</ 

a tedy df[z) = &f dx+ dy = (a ,+ 2a,z + 3a3 z! + ) (dx+ idy). 
Ď-V Ďl/ 

Má tedy vskutku řada potenční proměnné z pro všecka z uvnitř 
kruhu konvergenčního se nacházející derivaci podle z, která 
jest dána radou (7). 

181. Rozvoj elementárních funkcí komplexní proměnné z 
v řady mocninné. Elementární funkce transcendentní da j í se 
v důsledku toho, j ak byly def inovány, rozvinouti v řady moc-
ninné postupuj ící podle mocnin x, y, je-l i z = x + iy, j a k čtenář 
snadno na základě definic těch funkcí dokáže. Koeficienty těch 
(a i j iných) rozvojů mocninných lze vypočítati pomocí formule 
Taylorovy (DP, str. 326, rovn.(B)). Tak kdybychom chtěli rozvi-
nouti funkci f(a + £), kde £ = a a =b + ic (při čemž 
b, c jsou číslfi reálná), kladli bychom podle té formule 

+ V = + 
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(dkf)„ značí tu k-iý diferenciál funkce f(z) v hodě z = a, v něm/, 
za př í růs tky proměnných x, y voleny hodnoty (místo obvyk-
lých dx, dy). Avšak podle př. 5., odst. 18f jest 

(dkf)a = A(%) (s + iv)k = ^ (a) £*,' 

takže rozvoj Taylorův se mění v rozvoj 

= + ® £» + (8) 

Při tom jest /(z) funkce elementární transe. Muže však to býti 
i funkce, která z elementární t ranscendentní vznikne operacemi 
racionálnými, po případě ješ tě operacemi spočívajícími j e d n a k 
v inversi, jednak ve tvoření funkce funkcí, má-li j enom f(z) 
v hodě a derivaci a dovedeme-li j inak zdůvodniti, ž e / ( a + f ) se 
dá rozvinouti v řadu potenční proměnných rj. Výsledná řada (8) 
jest řada mocninná jedné proměnné, avšak komplexní, t. j . pro-
měnné £ = Š + Ke zdůvodnění toho, že /" (a+ř) lze rozvinouti 
v řadu mocninnou proměnných TJ, postačí známé věty dife-
renciálního počtu (DP 216, 253). Když jsme odvodili rozvoj v (8), 
o kterém jest nám dosud jenom známo, že jest platný pouze pro 
dosti malou | zbývá nám vyšetřit i obor proměnné t, — pokud 
možno největší — pro k t e rý rovnice (8) jest platna. V následu-
jícím jednoduchém př ík ladě naznačím, j a k možno postupovati . 

PŘÍKLAD. Jest odvoditi rozvoj pro log (1 -f- i). Kdyby t bylo reálné, 
měli bychom rozvoj 

log (l + í ) = [ - f + f (9) 

platný v intervalu ( — 1 + 0 , 1 ) . Užijeme-li (8) na log ( l + £ ) , kde tedy a = 1, 
dostaneme pro f(á), f'{u), f"(&) ...... . tytéž hodnoty, af jest £ reálné nebo 
komplexní a tedy rozvoj (8) se v tomto zvláštním př ípadě r eduku je na (9). 
Běží tedy jenom o to, vyšetři t i obor komplexní proměnné í, ve k terém jest 
platna rovnice (9). Postupovati při tom můžeme takto: Pravá s t rana má vý-
znam, když j £ < 1, a nemá význam, je-li ; > 1. Pro všecka jichž ' < 1, 
jest derivace pravé strany l / l + £ (viz odstavec předch). Derivace levé s t rany 
v tomtéž oboru jest rovněž 1/1 + Jest tedy rozdíl levé a pravé s t rany pro f, 
jichž f < 1, konstanta (DP 202, př. I), ta konstanta však jest nula, nebof, 
je-li ! * ; < 1 a t reálné, rozdíl levé a pravé s t rany jes t nula. Jest tudíž (9) 
plátno pro všecka C uvnitř kruhu konvergenčního pravé strany položená, 
t. j , pro všecka t. j ichž í | < 1. 

18m. Neurčitý integrál z funkce komplexní proměnné. P rávě 
tak j ako jsme definovali neurči tý integrál ( f u n k c i primitivní) 
k funkci proměnné reálné, lze definovati též neurčitý integrál 

4* 
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(funkci prim.) k funkci proměnné komplexní. Zavedeme si při 
loni i s te jné označení a bude zejména rovnice 

F(/.) = J f ( z ) (I/. v oboru £i proměnné z 

nám říkati . že F(z) má v oboru Q derivaci rovnou /(z) anebo 
— což jest totéž — že F(z) jakožto komplexní funkce dvou reál-
ných proměnných x, y (je-li ovšem z = x-\-iy) má totální dife-
renciál v £1 rovný /(z)dz = /(z) (dx + idy). Podstatné při tom jest 
udání oboru ¿2, ve kterém vztah vypsaný jest platný. Na př. 

= log (z — «) + konst. 

v oboru, k te rý vznikne z roviny XY, rozřízneme-li j i podél polo-
paprsku vycházej ícího z bodu a a rovnoběžného se záporným 
směrem osy X. V oboru tak vzniklém má log (z — a.) -f- konst. všady 
derivaci rovnou l/(z—a) s výj imkou bodů položených na řezu. 
hraničních to bodů oboru, ve kterýchž bodech jest log (z—a) 
funkcí nespojitou.*) 

Pro počítání neurčitých integrálů z elementárních transcen-
dent a potenčních řad, jakož i z funkcí, které z těchto dvou 
skupin vznikly racionálnými operacemi, inversí, jakožto funkce 
funkcí , p la tna jsou tatáž pravidla, která odvozena byla v od-
stavcích 5., 6., 7., 8. pro funkce reálné. Nebof věty, o které se 
odvození pravidel těch opíralo, jsou beze změny platný i pro 
funkce komplexní proměnné. Avšak i metoda derivace podle 
pa ramet ru se dá snadno pro komplexní proměnné rozšířiti, j ak 
čtenář bez nejmenší potíže se může přesvědčiti, užívaje známých 
vět počtu differenciálního. 

Cvičení. 
1. V předcházejících odstavcích jsme definovali elementární funkce čísla 

y. = x i y, kde x, y jsou čísla reálná. V některých případech provedli jsme 
vyjádření těch funkcí explicitně pomocí x, y. Tak na př. jest e* = ex cos y + 

ieA"sin i/. Proveerte toto vyjádření i v jiných případech; zvláště pak do-
kažte vztahy: 

v . v + í . v = V H ^ + V ^ + F ) + i v v r ^ K v ^ y » ) , 

— 4 i i i Í + v'— i + l / ' + i ) 1 — w i í + + are tg(.v+i.y) = n r c t g — L » 4 Jfl + 0 — uY 

*) Avšak i v těchto bodech bychom mohli připustiti existenci derivace, 
kdybychom je přibírali k horní půlrovině roviny XF (t. j. půlrovině, pro jejíž 
body jest y > 0) a pojem derivace obdobně rozšířili jako při reálných pro-
měnných se stalo zavedením derivací zleva a zprava. 
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¡ ^ ¡ ¿ ( * + / < , ) = o r c c o t g + ' log 
2x 4 . v ' + ( l + .v)! 

are sin (A- + 1t/) = are sin h Vi (x ! + y' - f 1 j — j / i + 

+ i log [Vi (.v! + V " + O + VJ + ť Vs (*' + y* ~ i ) + fM 

are cos (A- + i y) = are cos e V i (x ! -f- y' -f- t) — + 

+ ¿log [ V j ( x » + > + i j ' + y j - ť i / j + y ^ l . 

Při tom jest T = ± 1. ¿ ' = ± 1 , takže KV. ťy jsou, čísla k ladná ; je-li y = 0, 
jest v prvé rovnici f ' = l ; ve vztazích pro aresin, are cos jes t f ' = ± i v pří-
padě, že y = 0, takové, že f 'x jest záporné. Dále jest při toin 

^ = = + 

Náood. Abychom vypočetli na př. aresin [x-\-iy), k lademe j e j rovný 
u -f- iu. Z toho x - | - i y = —íi(e'"e—" — e—'" eu); z této rovnice pak př i rovnáním 
části reálné a imaginárné získáváme dvě rovnice, z nichž nás ledu je svrchu 
uvedená hodnota. Míti na paměti, že na př. y x ' = í x . Můžeme všuk také vý-
razy podané ještě jednodušej i odvoditi, a to z rovnic dávaj íc ích př ís lušné 
funkce pomocí logaritmu, j ako na př. z rovnice (q) odst. 18d. 

2. Dokažte, že 
are sin (A- + iy) are cos (x + iy) = • - JT, are tg (x + iy) -(- are cotg (x + iy) —• 

(Hlavní hodnota funkce are cotg z nechť jest definována tak, aby j e j í reálná 
čásf byla v intervalu (0, a—0)). 

3. Výrazy pro aretg a aresin v př. 1. uvedené lze psáti též ve tvaru 
1 2_x _ , j , x ' + ( ! + . ¥ ) ' , are tg (x + iy) = are tg + log ; ^ • je-li x s + y' < í 
2 i— ( x ' + i / 8 ) 4 x (1 y) 

1 i I j 2x . i . x ! - f - ( l + j/)! . .. . , , . , 
2 2 1 —(x !-)- i / !) 4 x -f- (1 y) 

are sin (x + iy) = are sin (5 -f- i log \o + ť Vo! —TJ, 
kde t a ť má význam vytčený v př. 1. s dodatkem, že t = l, je-l i x = 0, a kde 

rt = { IV(*> l) ! + y* - V ( F - r í j n p y . | , 

« = l- IV(X + 1)' + |>* + V{x -Y)r+yi\. 
Lze ovšem též psáti 

are sin ( x + iy) = are sin A + 1 a r g Cli o, 
are cos (x + i y) = are cos ň — i ť . arg Ch o. 

Tu jes t arg Ch x inversní (reálná) funkce ku hyperbol ické funkci Ch 
definovaná jednoznačně požadavkem a r g C l i x ^ O . Při tom ovšem reá lné 
číslo x jes t 1. 

4. Ukažte, že čísla ň a o příkladu 3 hoví podmínkám ' <5 1 < 1, o Sg 1. 
Rovněž, 

ze argument při aresin resp. are cos na pravé straně rovnic př . 1 jes t 
v abs. hod. 1. 
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5. Průběh funkce are tg (x + iy). Kružnice o rovnici x1 + í/! + 2/.x—1 = 0, 
probíha j íc í body [0, 1], [0, — 1], rozpadá se těmito body ve dva oblouky, jež 
jsou různé velikosti, je-li /.-f-0. Na ol>ou obloucích jes t reálná část funkce 
a re tg (x + iy) konstantní . Na oblouku menším jes t reá lná část rovna výrazu 
Varctgl / / . , na větším pak } .ie + i are tg 1//., kde t = — sign/.. Jak jes t tomu 
na k ruhu o rovnici x1-\-y1—1=0? 

Na kružnici o rovnici x ' -f- y1 — 2py -f- í = 0, maj íc í střed na ose Y a pro-
t ínaj íc í ve dvou bodech osu Y tak, že tyto dva body odděluj í body (0, 1), 
(0,—1) harmonicky, jest imaginárná část funkce a re tg (x-|- iy) konstantní 
a rovna 

1 l o g / t + 1 — - - iTrcTTg ' , ř í s l ° r e ó l l l é ' 1 i e s t 

4 ,«—1 2i /i v abs. hodn. > 1. 

Na části osy Y vymezené vztahy x = 0, y > 1, j akož i na části x = 0, .(/< — 1, 
nabývá reálná část funkce are tg (x ť y) hodnoty 

Funkce a r c t g ( x + i'i/) jest funkce spoji tá v celé rovině XY s vý j imkou 
bodů splňuj ících buď podmínky x = 0, y 1 aneb podmínky x = 0, y<> — 1. 
Př i tom jes t imaginárná část v bodech |0, 1|, |0, —1| nekonečnou, j inde všude 
spoj i tou; reálná část má pak diskontinuitu pouze na svrchu uvedených čá-
stech osy Y, takže při překročení těchto částí z pravé pňlroviny (půlroviny 
k ladných x) do levé, reálná část náhle klesne o ÍT. Aneb přesněj i vy jádřeno 
(význam označení viz DP, 71), 

í í^tg" (0 + 0 + iy) — aretg (0 - 0 + iy) = - f .t; ; y \ > 1. 

Budeme v důsledku toho říkati , že are tg (x -f- iy) jesí spojitou (komplexní) 
funkcí bodu [x, y\ o celé roDině X F opatřené řezy vycházejícími z bodu |0, 1| 
— resp. z bodu |0, — 1| — a jdoucími podél osy Y oe směru kladném — resp, 
záporném — do nekonečna. Podél řezů pak má funkce ta diskontinuitu kon-
stantní v absolutní hodnotě rovnou . T a v bodech |0, 1|, (0, —1| jest nekonečná. 

6. Ukažte, že systémy kruhů v předch. př. se vyskytuj íc ích o rovnicích 

x ! + y1 + 2/.x — 1 = 0 , x ! + y' — 2/iy - f 1 = 0 

(při čemž rovnice různých kruhů prvého systému vznikaj í , dáváme-li v prvé 
rovnici pa ramet ru A postupně různé hodnoty intervalu (—oo, oo) a obdobně 
rovnice různých kruhů druhého systému vznika j í z druhé rovnice, volíme-li 
za /.t různé hodnoty, pro něž ¡/i| > 1) jsou dva systémy kř ivek orthogonálních.' 
t. j . že každý kruh prvého systému protíná každý kruh druhého systému 
v pravém úhlu. 

7. Průběh funkce aresin (X-(-Í'I/). Vezmeme v úvahu elipsy a hyperboly 
o společných ohniskách v bodech [1,0], |—t, 0|. Elipsy a hyperboly ty tvoří 
dva systémy křivek k sobě orthogonálních. Tak z př. 3 nás leduje : Na každé 
větvi hyperboly o ohniskách [1, 0], [—1, 0] jest reálná č á s t ' f u n k c e aresin 
(x-}-ii/) konstantní a rovna t are sin ó, kde ó jes t hlavní poloosa té hyper-
boly a i = sign x. Na úsečce osy X vymezené vztahy y = 0, x ^ 1 (resp. vztahy 
y = 0, x ^ — 1 ) , kteréžto dvě úsečky lze pokládati za větve limitního případu 
hyperboly o ohniskách vytčených (a poloose hlavní rovné 1) nabývá reálná 
část a res in (x -(- i y) hodnoty e a r c s i n l = + irr. 

Na každé polovici elipsy o ohniskách |1,0), | — 1, 0| a rozpůlené osou X, 
jest imaginárná část funkce a res in (x + iy) konstantní a rovna í . ť a r g C h o , 
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kde a j es t hlavní (velká) poloosa té elipsy a e ' = s i g n y. Na úsečce spoju j íc í 
body [1,0], |— 1,0|, kteroužto úsečku (dvojmo branou) lze pokláduti za limitní 
případ elips o daných ohniskách, jest imaginárná část are sin (x- |- íy) rovna 0 
( = i V u r g C h 1). 

Funkce are sin (x iy) jes t spojitou funkcí proměnných |x, ¿/| na celé 
rovině X Y rozříznuté však na úsečkách (l,oo), (—1,—oo) osy X. Při přechodu 
těchto úseček mění se nespojitě imaginárná část oné funkce a jest , je-li x! > l, 

lim are sin (x + í y) — lim are sin (x -]- iy) = 2 í a r g C h ; x 
y = + o y = - o 

8. Ukažte, že 
1 . n / j ,, f . i — a r e s i n z , je-li iH(z) Ss 0 
. log(z( — Kl — zt)=\ — . 
i ( — .T — a r c s i n z , je-li :H(z) < 0. 

9. Rozšiřte větu Cuuchyovu o násobení řud absolutně konvergentních 
(DP, 56) i pro případ řad se členy komplexními, absolutně konvergentních. 

Náood. Rozšířenou větu lze pojímuti j ako snadný důsledek věty (DP, 56) 
a vět odst. 18 h. 

Odvoďte z věty rozšířené pravidlo o násobení řad potenčníeh komplexní 
proměnné a s komplexními koeficienty. 

10. Dokažte pro jz < 1 rozvoje 
z , 1 /.' , 1. > z* . 

are sin z = H • • + 
1 2 3 2 . 4 5 

z z z z 
- are tg z = :—|- 1-b 1 3 5 7 

Náood. Oba tyto rozvoje lze dokázati touž cestou, k terou rozvoj loga-
ritmický byl odvozen v textu. Rozvoj pro-are íg z vyplývá nad to ješ tě z vy-
jádřen í a r c t g z pomocí logari tmu (rovnice (d) v 18d). 

11. Dokažte rozvoj binomický 

( T + r ) ^ = l + ( ^ ) z + ( ^ ) z ! + (m) 

pro komplexní proměnnou z a zároveň při komplexním A. 
Náood. Označíme-li pravou stranu poslední rovnice ID, levou pak RVi, do-

staneme snadno tyto vztahy 

(1 -4- z) = Aro , (1 -4- z) — i = Aw, ; tedy ID, . dm = m . dm, a tudíž d í ^ ) = 0 
dz dz \rviJ 

a to pro všecka z, pro něž , z ; < 1, odkudž a z okolnosti, že ID = M, p ro Z = 0, 
nás leduje snadno, že pro \ z < 1 jest w = rv,, 

12. Odvoďte z (m) příkl . předcházejícílio rozvoje pro ( 1 z ) A . log r (1 -\-z), 
kde r jes t celé číslo. Tak jes t na př. stále pro • z ; < 1 

d + ^ . l o g d + z + + + + * 
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( 7 + 2 ? • r o ť ( i + « ) = 2 1 1 ( í ) + r d - í ) + • • ' ' + 

+ + . . . . + - ! l z * 
^ ( A - l ) ( A - 2 ) ^ (A-fc + 2) M - J t + l)J ' 

Návod. Nás leduje z (m) postupným der ivováním podle yt; při tom jest 
ovšem oprávněnost derivování náležitě zdůvodniti . 

13. Platnost rozvojů docílených pro všecka z uvnitř kruhu konvergenč-
nílio dá se často v jednoduchých případech rozšířiti 9koro na všecka z polo-
žená na obvodě kruhu konvergenčního a to pomocí věty Ábelovy (DP, 148). 
Při tom klademe z = r(cos <r + i sin (p), čímž se daný rozvoj potenční kom-
plexní proměnné z změní v potenční rozvoj proměnné reálné (u kladné) r a my 
můžeme při pevném <f vyšetřovati, používaj íce p rávě věty Ábelovy, limitu 
toho rozvoje pro lim r = K, kde li j e poloměr konvergence dané potenční řady 
v z (a tudíž i odvozené z ní potenční řady v r). Tím získáváme j ako důsledek 
věty Ábelovy při reálných proměnných větu Ábelovu pro řady potenční kom-
plexní p roměnné : Budiž 

P(z) = a„-)- ai z + a,z1 -(- • • • • pro z : < / / 

kde řada potenční má poloměr konvergence K, a nechť jest z„ bod na obvodu 
kruhu konvergenčního (tedy ] z„ = R). Pak je-li řada nekonečná 

+ ai z„ + a, z„ !- | 
konvergentní a má součet s, jest 

lim P(z) = s; 
z — Zo 

z jest při limitním procesu položeno na úsečce spojuj íc í počátek a bod z0. 

14. V důsledku uvedené právě věty Ábelovy jest 

j — . , v z z1 . za pro všecka z, pro něž 
i o g ( i - t - z ; _ - . ; z | ^ 1, 

s vyloučením z = —1. (DP 51). 

15. Ukažte, že z rozvoje pro logaritmus (předčil, příkl.) nás leduje ihned 
— porovnáme-li reálné i imuginárné části obou stran, kladouce současně 
z = r (cos <p + i sin y), 

1 rcosro r1 cos 2w r* cos3<p 
2 log (1 + r ' + 2r cos p) = ^ H - - ? -

. j r s i n ^ rsinqp r* sin 2<p r> sin 3«jp 
1 + rcosfP 1 2 3 

pro všecka k ladná r < 1. Je-li pak r = l, pak jest pro platnost těchto vztahů 
nutno a postačitelno, aby q> bylo v intervalu (— .t + 0, .I — 0). Vztahy ty pro 
r= 1 lze psáti ve tvaru 

log (2 cos <jp) = 1 cos 9 cos 2 f + — cos 3 <p — • • 
2 1 2 3 
1 1 • 1 • o , i • , o V = 7 s i n V sin 2 ijp -| sin 3 <p — • < i 2 3 

—*<<P<-
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16. Dokažte rovnice 

log (2 sin q>) = -J- cos q> + — cos 2 (p + cos 3 ip H • 

' ( t — 9 ) = j sin r/> + ' sin 2 <p + ý sin 3 <p -\ 

0 < <p < 2-T 

7 log cotg1 ^ w —- ' cos tp + ' cos 3 y + Ý cos 5 q H 
4 J I 3 5 

i i . 
-T = — slil + — sin 3 (p -F- — sin 5 <p -+- , . . . 

0 < F < -T 

1 1 
— .7 = C O S (p ^ cos 3 ip -f- ý cos 5 'f — 

~ log cotg' — | = J sin 9 — y sin 3 + ^ sin 5 <jp 

•T .T 
— <'P< 2 2 

Náood. Prvé dva vztahy následují snadno ze vztahů posledních před-
cházejícího příkl. Druhé dva vztahy lze odvoditi z řady pro log (l + z/l — z) 
na podkladě věty Ábelovy. Poslední dva vztahy pak opět př ímo z předchá-
zejících dvou. 
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