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IV. INTEGRÁLY Z NÉKTERtCH FUNKCÍ TRANS-
CENDENTNÍCH. 

46. V následuj ících odstavcích zabývati se budeme některými 
obecnějšími př ípady integrálů z funkcí t ranscendentních a to 
hlavně těmi, jež se da j í převésti na integrály racionálních funkc í 
a tudíž v ukončeném tvaru pomocí elementárních t ranscendent 
vyjádř i t i . 

Na prvém místě vezmeme v úvahu integrály tvaru 

I 'R (cos x, sin x) dx, 

kde R(u, d) jes t racionální funkcí proměnných u, o. Při těchto 
integrálech vždy vede k cíli substituce 

ze které 
t g w o 

1 — V- 21 dx í t dx 
COS X =—. , Slil X = , = 1 , 1 + r 1 + dt 2 cos2 J x dt l + ť ! 

Te<Iy fíi(cos x, sin x) dx = 2 ( li {--—', dí , 
J J \l + í* t + flí+r-

čímž převeden daný integrál na integrál racionální funkce z t, 
následkem čehož jest patrno, že daný integrál vždy lze vy-
jádř i t i pomocí členů obsahujících : 

1. Racionální funkci výrazu tg | j r . 
2. Výrazy tvaru <4 log (tg ix— a), kde A, a mohou nabývat i 

hodnot komplexních. 
POZNÁMKA. Místo substituce (a) lze někdy účelněj i (viz př . 2. 

v odst. 50.) užiti substituce tg-V(R — x) = t, R = \n lišící se však 
od (a) jenom nepodstatně. 

47. Má-li R(cos JC, sin x) zvláštní tvar , lze často udati -sub-
stituci jednodušší . Tak ze jména: 
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a) Jestliže R(u,o) = R(—u,—o), postačí k t ransformaci in-
tegrálu J « ( c o s x , sin JC) dx substituce 

tg JC = ť, (b) 
dx 1 £ *t 
— = , J COS X = Sin X = Í7=f—- f = + l 

JR (cos x, si n x) dx = f R (r,—;—, „ . ) —• 
dt 

i - H ! ' 

Změníme-li v posledním integrálu u j / l + /2 znaménko, funkce 
za integračním znaménkem následkem předpokládané vlastnosti 
funkce R(u, o) se nezmění, odkudž j e patrno, že výraz za zna-
ménkem integračním se r e d u k u j e na racionální funkci pro-
měnné t. 

¡i) V integrálech, jež lze uvésti na tvar 

Jr(cos x) sin x dx, Jr(sin x) cos x dx, 

kde r(u) jest racionální funkce u, lze užiti substituce 
cos x = i resp. sin x = I, (c) 

kterými se r eduku j í ihned na integrály 
—jr(t) dt resp. Jr(t)dt. 

POZNÁMKA. Substituce tu použité lze použiti, i když R(u,o) 
jes t libovolná racionální funkce proměnných u, o. Pak ovšem 
integrál substitucí vznikající jes t integrál Ábelův přís lušný buď 
k y i + / a (při subtituci (b)) aneb k J / I ^ i 2 (při substituci (c)). 

Rovněž substituce (a) odst. předcházej ícího lze použiti i ten-
kráte , když R(u,o) není funkcí racionální proměnných u, D, nýbrž 
obecněji algebraickou funkcí těch proměnných; pak substitucí 
použitou vzniká integrál Ábelův. 

48. Integrály tvaru 
jR (<?*) dx, J'R (eax) dx, (d) 

kde R(£) jes t racionální funkce f, p řeváděj í se substitucí ex= £ 
resp. e a v = ! ihned na integrály 

M - •:-/<<• 
49. Používáme-li funkcí exponenciálních def inovaných i pro 

komplexní hodnoty argumentu, jest 
2 cos x = e'x + e~ix, 2i sin x = eix — e~'x 

a můžeme i integrály odst. 46 zahrnouti mezi integrály tvaru (d), 
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t. j . mezi integrály z funkce R(eax), kde a = i. Jestliže však (obec-
něji) a jes t číslo komplexní — pišme, abychom to zdůraznili , bi 
místo a (při čemž však nevy luču jeme případ, že bi j e s t reálné) — 
můžeme při počítání integrálů (d) postupovati takto: 

P ředpok láde jme ne jp rve k vůli z jednodušení výkladu, že 
racionální funkce R(z) má jmenovatele, jehož nulové body — 
pokud jsou různý od nuly — jsou vesměs jednonásobné. Pak 
lze R(z) vy jádř i t i jakožto součet členů 

^ » . . v -

anebo též členů 
A'kiZ + l k , B\, Bjz>, B_j,yrJ', 

z — fe* 

kde A'k = Ak(i£k)~i. Čísla jsou právě nulové body jmenovate le 
různé od nuly. Klademe-li tedy £*=e , 6 a*— tudíž ibat = log — 
a z = e'bx, jes t 
(A) R(eibx) = 2 A'k cotg ib(x-nk)+B'. + E(C, cos blx + D, sin blx). -

k i 

Členy tohoto výrazu lze snadno integrovati podle reálné pro-
měnné JC; jes t na př. (odst. 18b, př. 1) 

cotg b (x — dx = ~ log sin -^-b (x — ak) + konst., 

tiebof derivace p ravé s t rany počítá "se podle týchž pravidel p ř i 
komplexních b, a*, j a k o při reálných b, a 

Má-li jmenovate l racionální funkce R(z) nulové body mnoho-
násobné, přistoupí v (A) ješ tě členy tvaru 

A(?DX [cotg \b(x -«t)], 

kde Dx jes t symbol vyznačuj ící derivaci podle proměnné x. In-
tegrace takovýchto členů jest bezprostřední. 

Vztah (A) nám předs tavu je rozklad funkce R(e'bx) v jedno-
duché p rvky a jes t obdobný rozkladu funkce racionální ve 
zlomky částečné, jehožto ostatně jest důsledkem. 

50.- PŘÍKLAD 1. Propočí tejme na základě uvedeného integrál 

dx 

h a cos * -f- b sin x + c 

Zavedeme-li proměnnou i, dostáváme 

dt 
l+2bt + c+a 

Petr, Integrální počet, 2. v. 

r * = 2 f 
J a cos x + b sin x + c J (c — a) tl-
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Avšak (odst. 18) 
x f d t 

2 Ma' + b ' - c t l 0 e 

» / 

(c — a)t*+2bt + c + a 

(c — a)t + b—\a' + b*—7' 
(c — a) < + b+Va'+b' — c• 

když a ' - f b « — c ' > 0 ; 

dl = 1 (c —a)< + b 
(c - a) ť + 2bt + c + a _ \cl— a* — F* ar°tg 1/c7— a' — b«' 

když c ! — a1 — b ! > 0; 
dt 1 , . 

• a) f + 2bt + c + a (c — a) t + b 
když c s— a ' — b1 = 0. 

Tak jes t f dx 
a cos JC + b sin x + c 

_ 1 I ( c - a ) tg j x + | 
V a ^ + F - c ' ° g | ( c — a) tg i x + b + V a ^ 6 ' — c ' ! + 

pro a ! -f- b* — c' > 0, 
2 (c — a ) t g i * + í> . . 

= W ^ ^ a I C t g U - a ^ - l S + * p r ° + 

= - ( c - a ) t g | x + b + fc P r ° 

Jako zvláštní případ vyplývá z předcházejícího pro r % 1 

C (1 — rl)dx „ , li — r \ , , 
/ — \ — ; = 2 are tg ——- tg 1 x + konst. 

J 1 + 2r cos x + r* \ i + r I 
Odčítáme-li tuto rovnici od rovnice očividně platné 

1 + 2r cos x + r ' , . . , — — dx = x + konst., 

(a) 

1 + 2r cos x -f- r' 
obdržíme vztah 

/ 2 c o s x + 2r , x 2 , | l - r , . \ , , 
! dx= — — are tg - - tg i x + konst., 

l + 2 r c o s x + r * r r \ i - | _ r / 
j ehož pozděj i použijeme. 

PŘÍKLAD 2. V integrálu 

<i>) 

h 

• 4 4 - B s i n x , . . . 
— 1 dx, b ' — 4ac < 0 

a + b sin x c sin' x 
použi jeme substi tuce (viz pozn. k odst. 46) 

, R - x , , 2d< 1— ť 
tg =t, dx = -—, sin x = — - • 

e 2 1 - H ' 1 - H * 
čímž se daný integrál změní na integrál 

(A+B) + (A-B)ť 

- / Í (a+b + c) + 2(a-c)t* + (a-b + c)tt 

k t e r ý vypočten v odst. 18, př . 2. 

dt. 
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PŘIKLAD 3. Používajíce substituce (b) odst. 47 máme ihned 

J=f ^ = / • — - ! _ . 
J a sin* * b sin x cos x -j- c cos1 jc J ať bt + c 

čímž dostaneme (používaj íce odst. 18, př íkl . 1) — klaďme D = b' — 4ac — 

2 2a tg JC + fc , . 
J = f ^ D a T c t e ] / — p + p ro D < 0, 

-VDl°e2atlx + b + VĎ + k D > ° ' 

atgx + ^b 

PŘÍKLAD 4. Integrál f dx 

+ k D = 0. 

h a-j-bex 

se změní substitucí e v = t na integrál 

f dl = J_[dt_b^ f dt = l p I 
J t(a + bt)~ a j t a j a + bt a °6a + bí + 

a <erfy r J 

Ja + be* a a + bex 

PŘllKLAD 5. Integrály tvaru jsiořxcos^x dx.*) Integrál 

^*sin2m+1 JC cos" xdx m celé, 

se přemění ihned substitucí c o s x = o na integrál 

—ji 1 — D')m D" do, 

jenž se lehce vypočte, je-li m kladné. Na př. 

jsin6xdx = — cos x + I cos* JC — I cos5x + k. 

Podobně lze stanovití 
jcos2m + 1 x sin"Jxdx, m celé kladné. 

Konečně integrál 
/ sin"1 x cos" x dx, 

kde m + n jes t záporné a sudé, m-\-n = — 2 p, se přemění substitucí t g x = o 
ihned na integrál r 

Jo'"(l + o'y-1do. 

Na př. 
f d x = f p > d o = ÍDt + k = itg'x + k. J cos s x J 

*) In tegrá ly tyto souvisí úzce s integrály binomickými (odst. 20, 21). 
Obra ty tu vykládané by ly již v podstatě vyloženy v citovaných odstavcích. 
Viz pozn. 1 a 2 odst. 20 a odst. 21. 

9* 
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V ostatních případech lze pro výpočet integrálů 

jsin™ x cos" x dx 

užiti formulí redukčních následujících, jež čtenář (používaje při př ímém od-
vození integrace per partes a vztahu sin1 x + cos* * = 1) snadno dokáže. 

f . sin»'—i* cos"+ijf . m — t C . „ , „ , 
1) I sinm x cos" * = :— I sin'"—3xcos"+2xdx. 

J n + 1 ^ n + t j 
s in m + 1 x cos"—i x . n— l i . , „ , , 

2) = I s i n m + 2 x c o s " — 2 x a x . 
m + 1 m + 1 J 

s i n " 1 - ! x cos"+i x . m — l i . „ , 
3) = 1 I sin'" — 2 x cos" x dx. 

m + n m -f-rij 
s i i ^ ' + ' x cos"—1 x , i i — 1 C . . 

4) = . 1 .— | sin"1 x c o s " — i x d x , 
m + n m-\-nJ 

s i n m + 1 x c o s " + I x . m + re + 2 f . , „ „ , 
5) = ! — I sinm + 2 x c o s " x a x . 

m + 1 / m + 1 J 
.. s i n m + ' x cos"+ 1 x . m + n + 2 / * . . 
6) = — | sin™x c o s n + 2 x a x . 

n + 1 ^ n + 1 J 

Použitím těchto formulí lze převésti každý integrál tvaru 

Jsin™ x cos" x dx, 
kde man j sou celá čísla, zejména integrál nespadající do speciálních tvarů 
svrchu řešených, na integrály 

fdx f dx í dX f dx 

J ' J cos x J sin x J s i n x c o s x 
j ichž výpočet jes t snadný. 

Užiji těchto formulí redukčních ve dvou speciálních případech, jež nám 
budou pozděj i užitečný. Nejprve, abych vyjádř i l integrál ze s in2 nx. Pro 
tento integrál máme v důsledku vzorce 3: 

/ s i n 2 n x d x = — sin2"—>x cosx + — / s in 2 "—*xdx . (!) 
2n 2n J 

Opětným použitím této relace dostaneme (n celé, kladné) 

/
s i n « " x d x = cnx — (— sinsn—2x + — - sin2"—*x + 

\2n 2n (2n — 2) 
. (2n — l)(2n — 3) . . . « , , (2n — l)(2n — 3 ) . . . 3 \ . . 

+ — — sin4"—8x + — sin xcos x + konst. 
2n(2n — 2)(2ii — 4) 2n (2n — 2)(2n — 4 ) . . . 2 / 

Při tom jes t 1 . 3 . 5 (2n— 1) / -
C n = 5 — 1 

2 . 4 . 6 . . . . 2n 

Zavedeme-li ješ tě k vůlí stručnosti polynom 

3 3 . 5 T 3 . 5 . . . . (2n — 1) ' 
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lze dáti výsledku dosaženému tvar 

j s in*" x dx = Cnx — Cn cos x sin .v . gn (sin -Jí). 

Obdobné, použiváme-li vzorce 1., máme 

/
sin2" x 1 sin2"— i x 2n — 1 f sin2"— *x ^ 

c o s 2 " + ' x 2n cos2"x 2n J cos2"—>x 
V rovnici této jsou, nehledé k protivným znaménkům na pravé straně, titíž 
numeričtí součinitelé jako v ( ! ) . Opětným je j ím použitím dostaneme (použí-
váme-li opětně výrazu gn(i) a znaku Cn) 

f d x = ( - 1)» + !)"+• o ^ gn(- tg 'x). 
J c o s 8 " + 1 x J COS X COS X (!!) 

Konečně z rovnice (!), píšeine-li v ní 2n—1 místo 2n, dostaneme za předpo-
kladu, že n je celé, kladné 

I 

\ I2n 2) 
sin2"—'xdx = —I sin2"—2x 4- — - sin2"—*x + 

2n — 1 (2n — t)(2n — 3) 
. 2 / 1 - 2 2 « - 4 • „ . , , (2/1 — 2) [2n — 4) . . . . 2 \ . . 

+ — * s i n 2 " - *x H h z — cos x + konst. 
(2n — 1)(2n — 3)(2h — 5) (2/t—l)(2n —3). . . 3 . 1 / 

51. Další dosti obecný př ípad integrálů z funkcí transcen-
dentních, jež se da j í snadno vypočítati pomocí e lementárních 
transcendent, jest dán výrazem 

j P ( x , e"x, e.ix, . . . sin ax, cos ax, sin bx, . ..) dx. 

Při tom P značí mnohočlen (racionální celistvou funkci) v zá-
vorce vyznačených argumentů. 

Tu ne j jednoduše j i dospějeme k výsledku, nahrad íme- l i 
funkce goniometrické pomocí exponenciely (užívajíce formul í 
Kulérových, odst. 18c). Jest na př. 

gaix — (>—uix QUÍX -L- C—aix 
s i n a x = ! cos a . v = - — • 

21 2 

Provedeme-li tuto náhradu, změní se integrál daný na součet 
integrálů tvaru f „ Ax 

J x e dx, 

kde v obecném případě jest číslo A komplexní a kde n j es t celé 
0. Integrál tento však pomocí integrace per par tes př ipoušt í 

j ednoduchou formuli redukční (stejnou, ať jest A reálné či kom-
plexní) a lze j e j snadno vypočítati. 

P Ř Í K L A D 1. Jest 

Je»* c o s bxdx = ~ j[e(«+W)* + <><*—M>*] dx = y 
1 e{a + bi)x 1 e(a — bi)x 

. +k = 
2 a-\-bi 2 a — bi 

( a c o s bx-\-b s i n b x ) e*x 

a ' + b2 - f k (viz příkl . 2, odst. 7). 
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Obdobně jes t 

sin bxdx = — e{a+bi)x _ i e("-bi)x _ (a sin bx — b cos bx) e»* 
2i a + bi 2i a - bi a ! + í>* 

P Ř Í K L A D 2. Jest vypočítati 

J= I e*x s in ' x cos' * dx. 

Tu jes t 1 
s i n 8 * cos»x = — — (e'x — e~ix)'(eijr+ e~¡x)* = 

— — - [esu -j- g—tix e3ix _(_ g—sí.r — o (ei* -(- e~'*)] — 

= — (cos 5x + cos 3x — 2 cos X). 

I = — / c«* cos 5* cfx — — I eax cos 3x dx 4- — I eax cos x dx = 
J 2 V 2*J 2 v 

e«* (5 sin 5x + a cos 5JC) _ e«*(3 sin 3x + a cos 3*) , ea v(sin x + a cos x) . ^ 
~~ 16 (a»+ 25) 16(a8 + 9) 8 ( a » + l ) + 

52. In tegrá ly tvaru 
jfí(x)logxdx, x > 0 (a) 

kde jes t racionální funkce proměnné da j í se převésti 
rozkladem /ř(jc) na zlomky částečné na ty to integrály 

/ x"i log x dx, | log 
J (x — a)" 

in n ě 0. 

Integrál p rvý se vypočítá ihned integrací per par tes (odst. 7), 
pro integrál d ruhý dostáváme integrací částečnou, jestliže n > 1. 

f 1(}g — d x = t o g * , L_ f ^ r 

J (x — a)" (re — l)(x — a)n — 1 ;i — 1 J x ( x — a ) " " 1 ' 

čímž integrál převeden na integrál z racionální funkce. Výsledek 
tento jest platný, af jest a číslo reálné nebo komplexní. 

Integrál f log , d x {b) 
J x — a 

nelze vy jádř i l i elementárními funkcemi; můžeme j e j však vy-
jádř i t i řadou mocninnou (potenční). Budiž ne jp rve a reálné 
k ladné a předpokládejme, že x jest v intervalu (0, a). Pak jest 

1 1 X x' x' 
= , . • • • • Ir) 

x — a a a ' a ' a* 
K řadě této dovedeme sestrojiti funkci primitivní tím, že utvo-
říme řadu mocninnou, j e j í ž členové jsou primitivní funkce 
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k členům řady(c). A s te jně sestroj íme primitivní funkci k řadě (c) 
násobené log x. I jest*) 

f^ZTidx = - Í f l o e x d x - Í f x l o g x d x - Í f * ' logxdx 

= k' + log x . log (a - x ) + il> , 

kde iř(*) = - + - , + *SH 
T x jt 1 o- 3* 

Vyjádři l i j sme tedy integrál (b) pomocí funkce tp(x) a funkc í 
logaritmických za předpokladu ovšem, že a jest číslo reálné 
kladné a x v intervalu (0, a). Avšak, když a jest komplexní , pak 
^ ^ a ) P ' ' e d p o k l a d u ' že x jes t v (0, a|)) se stane komplexní 

funkcí reálné proměnné x, při čemž reálná i imaginární část 
jsou dány řadou potenční proměnné x. Čtenář pak snadno 
dokáže, že i v tomto případě (a komplexní) derivace získané 
funkce (komplexní) jest dána funkcí logje/(jf—a), čímž pro in-
terval (0, |a|) jes t vy j ád řen integrál (b). 

S transcendentou tp(x), k terá se v některých spisech nazývá 
dilogaritmus a značí někdy znakem dl x a j iž lze vy jád ř i t i in-
tegrálem J\og(i-x)dx 

volíme-li integrační konstantu tak, aby integrál byl roven nule 
pro X = 0 ( jak čtenář na základě rozvoje logaritmického snadno 
dokáže), zabývali se Euler, Legendre a Abel.**) 

53. Zcela obdobně lze vyšetřovati i integrály 

I'R(x) e-v dx, Jl{(x)cosx dx, j/i(x) sin x dx. 

• 1 tyto in tegrály dáva j í podnět — úplně obdobně j a k o in-
tegrál (a) — k zavedení nových funkcí, jež j ednak jsou vlast-
ností jednoduchých a snadno př ís tupny k vyšetřování ana ly -

*) Integrací částečnou (odst. 7) máme ihned 

f xn log * dx = - L - x" + 1 log x - — x " + 1 + kr 
J " + 1 (n + iy 

Konstanta k, by la volena při integraci jednotl ivých členů řady rovna nule . 
**) Viz Abel, Oěuvres , t. II, str. 189 a násl., kde čtenář n a j d e odvození 

různých je j ích vlastností. 
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t ickému, j ednak se vyskytu j í v aplikacích analyse na j iné větve 
matemat iky . Jsou to funkce 

v oboru čísel komplexních spolu ostatně úzce souvisící. První 
z těchto funkcí dá se substitucí ex = f převésti na funkci danou 
integrálem 

jež při vhodné volbě integrační konstanty s lu je logaritmus in-
tegrál. Obdobně vedou d ruhé dva integrály k funkcím kosinus 
integrál , sinus integrál. 

P o j e m integrálu nám umožňu je zavádění nových funkcí 
v neomezeném množství. V předcházej íc ím byl vzat zřetel j enom 
k p ř ípadům zcela jednoduchým. Matematika se zabývá ovšem 
jenom takovými z těch funkcí , j ichž se vyžadu je k řešení úkolu 
j í předkládaných anebo jež podstatně souvisí s rozšířením a zdo-
konalením vědy. V následujícím opětovně se budeme zabývati 
funkcemi, k jichž zavedení dal pojem integrálu podnět. 
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