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CESTA K VEDENI

E. Cech:

CO JE A NAC JE
vrY$§Sl MATEMATIKA?

Tuto otdzku si polozZil
jist¢ mnohy 2z &tendfh a
byla Jisté mnohokrate zod-
povidéne. uditelem na stfed-
ni Skole.

Pfedni nd8 matematik
ukazuje Sirokym vykladem,
jaké 1vahy se provddéji
v t. zv. vyB3{ matematice, a
vysvétluje &tendfri zdkladni
vécl: pojemn limity funkce,
co je derivace a co je inte-
gral. Tyto tfi zdkladni po-
jmy pftibliZuje &tendfi néa-
zorné, vychdzeje z malych
poznatkd o elementdrni al-
gebfe a geometrii, které
jsou kvintinovi b&Zné.

Aplikace limity, derivace,
integrilu na typickych dlo-
hdch, s kterymi se takfka
denné v Zivotd setkdvame,
odpovidaji étendfi na dru-
hou ¢&ast poloZené otdzky.

A mnohd cviCeni s TFeSe-
nim dopliiuji Zivé véty au-
torovy, které se vam budou
zdat, jako by byly pronéi-
Seny s Gplnou samozfejmo-
stf.
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UvoD

1. Pojem funkece. Jeden z ne]duleiitéjél'ch pojmu v mate-
matice viibec je pojem funkce. Rikdme, Ze jedna veli¢ina j je
funkef veli¢iny druhé, kdyZ je prvni velidina urc1tym Zpi-
sobem zavislé na veliding druhé; to znamens, Ze kdyz
zndme hodnotu veliéiny 'druhé, muzZeme si vypoéltat hod-
notu veli¢iny prvé. Na pf. obvod &tverce mizeme vypocitat,
zndme-li délku s{',ra.ny, tedy obvod é&tverce je funkel délky
strany. Pocet je velmi ]ednoduchy, znamend-li ¢ délku
strany a o obvod, jest -

0=4%.a;

pii tom musime oviem délku strany i obvod vyjédrit ve
stejné jednotce, na pf. 1 cm. Také obsah étverce je funkei
délky strany; znamené-li p obsah a a zase delku strany, jest
p = a . a neboli
p=a?%

musime ovSem jednotku . délky a jednotku plofnou volit
souhlasné, na pi. 1 cm a ¥ cm?® To jsou piiklady na funkce
jedné proménné, t. j. v-kaZdém pfikladé se vyskytujf
jen dvé veli¢iny, z nichZ ]edna. je funkei druhé. Jsou také
funkce dvou proménnych; piiklad takové funkce ndm
poskytuje zndma Pythagorova véta, podle niZ lze poditati
délku piepony pravoﬁhlého trojﬁheln.ika, zndme-li délky
obou odvésen. Délka piepony je funkei délek obou odvésen,
tedy funkef dvou proménnych, a Pythagorova, véta iikd,
jak se tato funkce po¢itéd. Znamenaji-li pismena a, b délky
obou odvésen a ¢ délku pfepony, jest

c= Va2 -+ b2.
V této kniZce budeme studovati pouze funkce jedné promén-
né. Ostatné se vSech vysledki o funkcich jedné proménné
dd uZit na funkce dvou proménnych. Viimdme-li si totiZ
na pf. jen téch pravodhlych trojihelnikd, u kterych m4
odvésna b urfitou numerickon hednotu, tieba b = 2, je
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prepona ¢ funkei jedné proménné, toti odvésny a;. jest
c= Va" + 4.

2. PFim4 Gmé&rnost. Jest mnoho typu funkei a v této
kniZce budeme studovat oviem jen ty nejjednodussi. Zaéne-
me jednim velmi elementdrnim, ale dileZitym typem z4-
vislosti; je to zndma primd umérnost. Abychom méli
zcela uréity pifklad na mysli, dejme tomu, Ze auto jede po
rovné silnici rychlosti 45 km za hodinu. Dréha, kterou auto
ujede za uréitou dobu, zivisi na této dobé neboli je funkei
této doby. Volice minutu za jednotku éasu a 1km za
jednotku délky, muZeme si sestavit tabulku:

doba | 10 | 20 | 30 | 40.] 50 | 60 | 70
dréha || 74 | 15 | 224 | 30 | 373 | 45 | 524

Tabulku tuto mohli bychom libovolné roziifit. Zakonitost
takové zdvislosti se dd vyslovit riznymi zplsoby. Zvolime
si ten, ktery je vhodny pro. daldi nase dvahy; pomér obou
veli¢in, tedy zlomek

driha

doba

je ve vSech piipadech stejny:

Rikdme, Ze ten pomér je st4ly neboli Ze je to konstanta.
Pii pf{mé imérnosti pomér obou velié¢in je kon-
stanta. Oznaéime-li si dobu pfsmenem ¢ a drahu pismenem s,
je
8 3
t 4
neboli
s=4.t



Jiny piiklad piimé dumérnosti mame v zdvislosti obvodu
kruznice na jejim poloméru. Kolikrdt je vétsi polomér,
tolikrat je vétsi obvod. Proto pomér obvoedu k poloméru je
u viech kruZnic stdly, je to konstanta. Polovina této kon-
stanty je zndmé Ludolfovo ¢islo m = 3,14159...; v této
kni%ce se dovite, jak snadno se miZe pomoci vy38i matema-
tiky pocitati &islo = na velky potet mist. Znamend-li r
polomér a o obvod kruZnice, je )
i =2n
r
neboli
o = 2nr.
Uvedeme si je5té jeden velmi dilezity pifklad pi{mé
umérnosti. Zvolme si néjaky ostry tGhel ¢ X0Z = «.
/

B,

8,
!
I
i
I
|
A

I
I
1
’ 4: A, . A
Obr. 1.

Zvolime-li si na rameni OX ihlu & bod 4 a vztyéime-l

v ném kolmici k OX, protne tato kolmice druhé rameno 0Z

vhlu & v bodé B. Tim vznikne pravouhly trojihelnik OAB

s pravym vhlem pfi vrcholu A. JelikoZz poloha bodu A na

rameni OX 1hlu « je libovolnd, miZeme si takovych pravo-

“hlych trojihelniku OA B myslit nekoneéné mnoho. V obr. 1
je vyznaceno pét moznych poloh, které jsou rozliSeny indexy.

Vsecky ty pravouhlé trojuhelnfky jsou si podobné; proto

pomér



AB

04
je konstanta, jejiZ velikost je uréena dhlem x. Jak vétdina
z vis vi, fikdme této konstanté tangens thlu & a znaéime
ji tgx. Je tedy ’

— =1, Xy
0A g
neboli

4B = 04 .tga.
Délka tdsecky AB je piimo umeérnd délce usecky OA.

3. Pravoiihlé soufadnice. Ke kénei minulého odstavee
jeme si pripomnéli z trigonometrie pojem tangenty. Mimo
tento pojem nebudeme v této kniice potiebovat z trigono-
metrie uZ nic. Zato se Castéji zde setkime se zéklady ana-
lytické geometrie; ale také tu si zopakujeme vZecko znovu,
tim spile, Ze nebudeme potiebovat nic slozitého, nybrz
pouze ty nejjednodusif véci. Je to pfedeviim pojem pravo-
uhlych soufadnic bodu v roviné, ktery si zppakujeme
v tomto odstavci. Musime si zvolit uréity bod g, ktery se
jmenuje pocédtek. Poéitkem si vedeme ,,vodorovnou
primku, které se fikd osa z. Je zvykem narysovat si také
»8vislou“*). piimku prochdzejici poc¢étkem, které se ikd
osa y. [Ale osa y u% neni tak dileZitd jako osa za mohli
bychom se bez ni obejit.] Kromé toho si potfebujeme
jeSté zvolit uréditou jednotku délky, abychom mohli vy-
jadfovat délky nepojmenovanymi éfsly.

V&imnéme si nyni v obr. 2 tfeba bodu A. Abychom do-
stali jeho soufadnice, spustime s ného kolmici na osu x;
pata této kolmice je v obr. 2 oznadena 4,. Bod 4 m4a dvé
soufadnice = a y, pri Cem?Z jest

*) V nasledujicim slovy vodorovna pfi.mka rozumime

bFimkll, kterd mé smér Fddku; pFimku k ni kolmou jmenu-
jeme svisld pfimka.
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I=—2ﬁo, y::m, ‘

tedy podle méritka k obrazci pfipojeného x =4, y = 3.
Piseme struéné 4 = (4; 3); to tedy znameh4, Ze prvni sou-
fadnice bodu A m4a hodnotu 4 a druhd hodnotu 3. Je viak
velmi dileZité, Ze se pri uréovani soufadmic bodu wuZivd
urditych znaménkovych pravidel, kterd zni takto: Sou-

y
6
A
£ ;
T ; X .
F 0 E 4, o
0D u ; 0 )
Y i p .
H 2
4 L
8 3
4
Obr. 2. !

fadnice z se bere kladné jen tehdy, kdyZ bod 4, padne na-
pravo od podatku neboli kdyZ bod A lezf napravo od osy y;
kdyZ bod A4, padne nalevo od pot¢atku neboli kdyZ bod 4
lezi naleve od osy Y bereme soufadnici z zdporné; zbyva
piipad, kdy bod 4, je v podatku, t. j. kdy bod A leif na
ose ¥; tu je oviem z = 0. Soufadnice y se bere kladné jen
tehdy, kdyZ bod 4 je nahofe nad osou z; je-li bod 4 dole
pod osou z, bereme soufadnici y ziaporné; lezi-li konetné
bod A na ose z, je oviem y = 0.

V3ecky mo#né znaménkové pifpady jsou zachyceny v obr.
2, kazdy jednim piikladem; jest



A=(43), B=(2—4), C=(—31), D= (—2—2),
E=(30), F=(—40), 6=(0;4), H=(0;—2),

0= (0;0).

Vratme se k bodu 4 = (4;3). V obr. 2 je narysovin
pravouihly trojihelnik OAq,4; délky odvésen tohoto troj-
dhelnika jsou soufadnice bodu A4 ‘a délka pfepony je vzds-
lenost bodu A od poédtku. Tedy je podle Pythagorovy véty

Od= + =+ 4 (3-1)

(3:1) je vzorec pro vzdélenost bodu od pocdtku. Méli jsme
sice pfi jeho odvozeni na mysli bod, jehoZz obé soufadnice
x & y jsou Gisla kladnd; ale vzorec oviem plati, i kdyZ né-
kterd soufadnice je zdpornd nebo kdyz jsou obé zdporné,
nebot druhd mocnina 22 je nezdvislé na znameni éisla z
[na pf. (—4)2 = 42 = 16] a stejné y>. Vzorec (3-1) plati
také, kdyz = nebo y je rovné nule. Na pf. u bodd £ a F
je ¥ = 0, a vzddlenost od poédtku je zfejmé rovna absolutni
hodnoté éisla z.*)

4. Zmé&na podatku. V obr.

3 mime vyznaceny tfi body

0, 0%, A. Povaiujeme-li O za

¥ podétek soufadnic, mé bod

0" x O* dvé soufadnice, které si
O 124 oznacime a, b; pfistejném po-
‘b i ¢dtku m4 také bod 4 dvé sou-
a . J radnice, které si oznacime
0 _'Y'_;—' z, y. MiZeme si vak zavésti
jeSté druhou soustavu sou-

Obr. 3. fadnou, v které je po¢dtkem
bod O*; ve druhé soustaveé

bude miti bod 4 zase dvé soufadnice, ale jiné neZ diive;

*) KdyZ z neni zdporné, pak absolutni hodnota &isla =
je &islo z samo; kdy% z je zdporné, pak absolutn{ hodnota
&isla = se liSf od &fsla z pouze znamenim. Absolutni hodnotu
¢sla x znadime |z |; na pf. {3 | =3, |—4| =4, |[0]|=0.
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oznacéime si je z*, y*. V obr. 3 jsou vyznaceny vSecky
soufadnice a, b, z, y, z*, y*. Z obrazce je patrné, Ze

* _.
¥ = y—b. @D

Obr. 3 pfedstavuje oviem pouze jednu znaménkovou moZ-
nost, ale vzorce (4-1) jsou ve viech pFipadech spravné. Nejna-
zorndji se o tom presv&déime, kdy? si pfedstavime promén-
nou soustavu soufadnie, jejiZ poddtek putuje z polohy O
do polohy O* po lomené t4fe OPO* (viz obr. 3). Tato zmé&na
soufadnicové soustavy se déje ve dvou krocic¢h; pFi prvém kroku
putuje potdtek vodorovnd z polohy O do polohy P, pfi druhém
kroku putuje poéétek svisle z polohy P do polohy O*. P¥i prvém
kroku zlstdavé druhd soufadnice-libovolného bodu nezménéna
& méni se pouze prvni soufadnice; p¥i kladném @ tato soufad-
nice zfejm& stale klesd, & to od hodnoty z do hodnoty z* =
= z— a; p¥i zdporném a naopak tato soufadnice stélé stoupé,
a to zase od hodnoty z do hodnoty z* = = -—a (kterd pravé
pfi zdporném a je v&t8i neZ z). P¥i druhém kroku zistévé
nao pak prvni soufadnice nezm&néna a méni se pouze druhs
soufadnice; pfi kladném b tato soufadnice zfejmé stéle klesa,
a to od hodnoty y do hodnoty y* = y — b; p¥i zdporném b
naopak tato soufadnice stdle stoupé, a to zase od hodnoty ¥
do hodnoty y* = y — b (kterd je pfi ziporném b v&t&{ neZ y).
Proto jsou vzorce (2) spra,vné at jiZ jeou &fsla a, b kladné é&i
zdpornd. Samozfejmé jsou sprivné také, kdyZ a nebo b je,
rovné nule; je-li a = 0, odpadne prvy krok je-lli b =0, od-
padne druhy krok.

Kdy% kombinujeme vzorec (4-1) se vzorcem (3-1), dospé-
jeme k vyrazu )

+ Viz—ap +@—o2 (4-2)
pro vzdélenost bodu (a;b) od bodu (z; y). Nebot v nové
soustavé soufadnic, v které bod (a;b) je potdtkem, bude
podle vzorce (4-1) miti bod (z; y¥) nové soufadnice z— a,
y— b, které dosadime do vzorce (3-1).

5. Nékteré geometrické pFibuznostl. Geometrickou DFi-
buznosti rozumime pra.vxd.lo, které kaZdému bodu A ptifadi
urdity novy bod A4’, zvany obraz bodu A. V tomto odstaveci
si krétce promluvime o tfech velmi jednoduchych geometric-

kych pfibuznostech. Budeme si tyto pFibuznosti definovati
analyticky, t. j. tak, e uddme pravidlo, podle n8hoZ se ze
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soufadnic z, y libovolného bodu 4 vypoétou soufadnice z’, y*
jeho obrazu A’.

Prvni pfiklad. Analytické pravullo znf

T =z, y =—y.

To je patrné pieklopeni kolem osy z nebo, jak se také Fikd,
osova soumérnost, u které osa z je osou soumérnosti.
KaZdy bod na ose z splyne se svym obrazem; body nad osou z
maji obrazy pod osou z; body pod osou x maji obrazy nad
osou .

Druhy pfiklad. Analytické pravidlo zni

=—z ¥y =uy.

To je patrn& pfeklopeni kolem osy y neboli osové soumé&rnost,
u které osa y je osou soumé&rnosti. Ka¥dy bod na ose y splyne
se svym obrazem; body napravo od osy y maji obrazy nalevo
od osy y; body nalevo od osy y maji obrazy napravo od osy y.

Treti pFiklad. Analytické pravidlo zni

T =—0z, 9y =—y.

To je stfedové soumé&rnost, pii které je podatek stfedem
soumérnosti. Poéitek O splyne se svym obrazem; je-li 4 libo-
volny jiny bod, leZi jeho obraz A’ na p¥imce OA tak, %e bod O
je pravé uprostfed mezi body A, A’. Abychom z bodu 4 =

= (z; y) dostali jeho obraz A’ = (— z; — y), musime zménit
znameni obou soufadnic; to maZeme provésti tak, Ze nejdfive
zménime znamenf p¥i z a potom p¥i. ¥; to znamenéa geometmcky,
%e bod A’ dostaneme tim, Ze napfed pfeklopime bod A4 kolem
osy y a potom bod, ktery takto dostaneme, pfeklopime kolem
osy z. MiZeme také provésti zmény znameni v obraceném po-
fadku, tedy napfed pieklopit kolem osy z a potom kolem osy y.

6. P¥imky prochazejiei pofatkem. Vratme se k obr. 1.
Piimka OX je v ném vodorovnd a proto ji budeme povaZo-
vat za osu z; pobitkem bude oviem v obrazci vyznaéeny
bod O. Je-li B = (z; y) L llbovolnv bod na rameni OZ thlu
x = < XOZ, jest z = OA, y = RB. Vime, e  POmer y : z ==

= @B : 04 je konstanta; tato konstanta je tg «, ale pro
struénost ji oznaéme k, piSme tedy

k= tga. (61)
Tedy pro viecky nade body B = (z; y) je splnéna rovnice
Y == kx. (6-2)
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Ty body B, kterych jsme si dosud vsimali, leZi na piimce OZ,
ale nevyplni celou piimku OZ. Chceme-li dostati celou
piimku OZ, musime ji prodlouZit za bod O, t. j. k bodim

= (z; y) musime jeté pfipojit body C, které dostaneme
z bodi B pomoci stfedové soumérnosti o sttedu 0. Z odst. 5
vime, Ze C = (— z;—- y). ProtoZe

% =

a protoZe soufadnice z, y bodu B vyhovuji rovnici (6-2),
vyhovuji téZe rovnici také soufadnice bodu C. Protoie
samozfejmé i soufadnice bodu O rovnici (2) vyhovuji. méme
vysledek, Ze pro kazdy bod (z; y) pfimky OZ je splnéna
rovnice (6-2). Jiné body uZ rovnici (6-2) vyhovovat ne-
mohou. Nebot' je-li din bod (z; y), ktery rovnici (6-2) vy-
hovuje, uvazme, Ze jisté je na primce OZ bod, jehoZ prvni
souradnice se rovna danému éislu z; druhd soufadnice toho
bodu se viak podle toho, co u% vime, d4 poéitat pomaci
rovnice (6-2) a mus{ se tedy rovnat danému é&islu ¢, t. j. obé
dand éisla 2, y jsou soufadnicemi jistého bodu piimky OZ,
neboli dany bod (z; y) leZi na piimce OZ. Proto¥e tedy sou-
fadnice kaZdého bodu piimky OZ vyhovuji rovnici (6-2)
a protoZe také kazdy bod, jehoZ soufadnice rovnici.(6-2) vy-
hovuji, leZi na pfimce OZ, f{kédme, Ze (6-2) je Tovnice

fimky OZ. Abychom mohli v uréitém pifpadé rovnici (6-2)
an%ﬁibujeme pouze znit ¢islo k, které se jmenuje
smérnice pifmky OZ. Vime, Ze se smérnice k poéitd ze
vzorce (6-1), v kterém « znamend uhel pfimky OZ s osou z.

Ale ]edné vé&ci si musime vdimnout! Je-li ddn poéatek O
a oviem i vodorovna osa z a je-li dén ostry uhel o, existuji

v_roving dvé pFimky, kte:é prochgzeji pgf@&kgm a,_sviraji
s osou z uhel a. V obr. 4 je ta z nich, kterou jsme se dosud

zabyvali, vytaZena pln& a oznadena p, a druhé je vyfarkovéna
a oznalena p’. Z piimky p vznikne pfimka p’ pFeklopenfm
kolem osy z. Je-li D bod soumé&rné sdruZeny s bodem B =
= (z; y) vzhledem k ose z, vime z odst. 5, Ze D = (z; — ¥).
ProtoZe rovnice ptimky p je y = kz, je patrng

y=—kz
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rovnice pHimky p’. Smérnici pFirnky p’ rozumime zédporné &islo
— k. Tedy smérnice je kladna, kdyZ probihajice pfimku zleva
doprava, probfhéme ji zdola nahoru neboli kdyZ vétsimu =z
odpovidé vét8i y, a smérnice je zdpornd, kdyZ probihajice pfim-
ku zleva doprava, probihdme ji shora doli neboli kdyZ vétdimu x
odpovidéd mensi y.
MiZeme tedy Fici, Ze
pii kaZdé volbd ¢isla k,
nevyjimajic &isla zépor-
na, znamens (6-2) rovnici
uréité pfimky jdouci po-
éatkem. To plati i pro
k=0, nebot y =0 je
X_ zFejm& rovnice osy z.
M4 kaZd4 pfmka jdouci
poddtkem rovmici tvaru
(6-2)? Kladné odpovéd by
byla ukvapené; ke svislé
< pHimee jdouci poéitkem,
NN t. j. k ose y, nedosp&jeme
~ z rovnice (6-2) pfi Zedné
N volbé ¢isla k. To je oviem
samozfejmé: vedeme-li
poddtkem p¥Hmku p ve
smdéru jiném ne% svislém,
je na pFimce p ke kaidému z uréity bod, jehoZ prvéd soufad-
nice je rovna z, & rovnice (6-2) udédvé pravd pfedpis, podle
n&hoZ se ze soufadnice z poéitd soufadnice y; naproti tomu
je u v8ech bodi na ose y soufadnice'z rovna nule, takZe
neexistuje pfedpis, podle n&hoZ by se soufadnice y poéitala
ze soufadnice z.

Aby rovnice (6-1) mé&la vieobecnou platnost, ¢inime nasledu-
jici znaménkové dohody. M&jme libovolnou p¥imku p a oznaé-
me & tihel této pFimky s osou z. Je-li pfimka p svisld, je « vthel
pravy; Fikdme, %o pFimka p neméd smérnici a symbolu tg «
neddvame Z4dny numericky vyznam, Je-li pfimka p vodo-
rovna, je « = 0 a8 tga = 0. Je-lii koneénd pfimka p kosd
k ose z, tedy « tihel ostry, dame tihlu « znamen{ plus nebo mi-
nus podle toho. zda probihajice p zleva doprava, probihdéme
ji zdola nahoru, & shora dold. Stejné znameni jako & mé
také tg «. Potom plati vzorec (1) prosmdrnici pfimky p, neni-li
oviem p svisla. PFi tom nemusj pfimka p prochézeti poédtkem.
P¥imky mezi sebou rovnob&#né maji stejné sm&rnice (nejsoutli
svislé). Smérnice pfimky zistane beze zmé&ny, zménime-li po-
ddtek soufadnic.
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7. Rovnice pFimky. Dosud jsme mluvili pouze o pi{m-
kach jdoucich po¢dtkem. Necht nyni p je libovolna pim-
ka. Je-li p svisld, maji viecky jeji body stejnou soufadnici z;
je-li @ numerickd hodnota soutadnice z, le#i také obrdcené
kazdy bod (@, y) na piimce p; proto je z = a rovnice
piimky p. Neni-li pfimka p svisld, m4 urcitou smérnici k
(viz konec odst. 6). .

P,

[23

’ 8,

—

X
/32/
2

C,

— 8,
0
G

< "Obr. 5

Primka p protne pak osu y v uréitém bodé C. Soufadnice x
bodu C'je rovna nule; soufadnici y bodu C si oznadme I,
takze C = (0;1). MiaZe byti I == 0 nebo [ > 0 nebo I << 0;
je-li I = 0, prochdzi p poéitkem O; je-li I > 0, leZ{ bod C
nad bodem O, a je-li I << 0, lezi bod C pod bodem 0. Vzda-
lenost OC' je ve viech pfipadech rovna éislu |7 {. (V obr. 5
je I >0 u primky p,, I < 0 u piimky p,.)

Rovnici pifmky p si miZeme odvoditi takto. Vedme
potitkem O rovnobézku p, s piimkou p. Piimky » a p,
maji stejnou smérnici k. Ke kafdému &slu z méme 'na
piimce p bod B a na piimce p, bod B, s prvnf soufadnici
rovoou z. Druhou soufadnici oznaéme y u bodu B, y, u bo-
du B, takie B= (z;y), B,= V pripadé 1 >0
leZi (viz obr. 3) bod B ve vzdé.lenostl }/ nad bodem B,, v pii-
padé ! < 0 lezi bod B ve vzdilenosti || pod bodem B,;
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proto je v obou pifpadech y = y, + (a to plati oviem
iv pfipadé ! = 0, nebot potom B splyne s By). My vSak
zndme rovnici pifmky p,, t. j. vime, Ze y, = kz. Protoze
Y= +1 jest

y=kx +1 (7-1)
Tedy pro ka%dy bod (zx;y) pfimky p plati rovnice (7-1).
ProtoZe je na piimce p ke kaZdému éisha x urdity bod (z; y),
a protoZe (7-1) je predpis, jimZ z éisla x poéitame é&islo y,
vidime, Ze rovnice (7-1) je splnéna jen tehdy, kdyZz bod
(z; y) lez{ na pfimce p. Proto je (7-1) rovnice piimky
Ostatné miZeme jeSté fici uréitéji: KdyZ bod (x; y) nelezi
na primce p, leZi budto nad pfimkou p nebo pod ni. Ziejmé
je v prvém pripadé

y>kx +1
a ve druhém '

y << kx +1

Obricené budtez ddna dvé libovolnd éisla k a I. Pak
miZeme napsati rovnici (7-1). Na ose ¥ si sestrojl'ne bod
C' = (0; ). Déle uréeme hel x z rovnice

tgo =k, (7-2)

pii ¢emZ se fidfme znaménkovym pravidlem vysvétlenym
v odst. 6. Vedeme-li si bodem C piimku p, kterd tvofi
s osou z thel x (pozor na znameni thlu «!), je patrné (7-1)
rovnici piimky p.

Rovnice (7-1), v které k a l jsou uréitd dand éfsla, davé
predpis, jimZ ke kaidému éislu z miZeme poditati urcité
éfslo y, t. j. rovnice (7-1) definuje funkeci y proménné x.
Funkce takového tvaru se jmenuje linedrni funkce.¥)

Promluvme si jet& o této geometrické Jlbze. Danym bodem
A = (a; b) je vedena piimka p dandho sméru; jak zni rovnice

*) Urdit&ji se Fikdvé linedrni celistvé funkee; linedrni
4 funkce mé tar y — 228
lomené funkce ma ry= oz - d

&isla ‘(¢ % 0).

kde a, b, ¢, d jsou dang

14



piimky p? Je-li pfimka p svisla, je Zddané rovmice z = a.
Vylouéime-li tento pfipad, ma pfimka p urditou smérnici %,
.kterou poéitéme ze vzorce (7-2). Prochézi-li pfimka p podéit-
kem, je jeji rovnice y = kx. Neprochazi-li pfimka p poéatkem,
miiZeme si poéétek posunouti do bodu 4. Ozna&ime-li si hvéz-
di¢kou soufadnice v posunuté soustavé, jest y* = kz* rovnice
piimky p v posunuté soustavé. Tedy podle (4%) rovnice pfim-
ky p v pivodni soustavé je

y—b=1Fk(z—a) (7-3)

Rovnici (7-3) bychom mohli uvésti na tvag (7-1), kde ! = b — ka.
Muazeme vSak také pséati rovnici (7-3) ve tvaru
y—b
z—a
pFi Sem% oviem vlastng vyluGujeme jeden bod pFimky p, totiZ
bod 4 = (a; b), nebot leva strana rovnice (7-4) je bezvyznamné
pro z = a. ‘
Jak znf rovnice pimky p, kterd spojuje bod A4 = (a;b)
'8 bodem P = (zy; y5)? (Dané body A a P budtef mezi sebou
razné.) Jé-li z, = a, je pmmka. p svislé a jeji rovnice je z = a.
Vyloudime-li tento pfipad, mé pFimka p_rovmici tvaru (7-3),
kde si oviem smérnici k¥ musime vypoéitati. To je lehké, nebot
v kaZdém bod§& (=3 y) pfimky p, mimo bod 4, musi platiti
vztah (7-4), zejména v bod& P. Tedy pfimka p ma rovniei (7-3),
do které je nutno dosaditi

=k, (7-4)

k= %b (7-5)

Tg—a

-
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DERIVACE

8. Grafické znazorn&ni funkee. Se slovem funkce jsme
se sezndmili uZ v odst. 1. Je-li ddna néjakd funkce jedné
proménné, oznacme si pismenem z hodnoty, kterych nabyvs
ta proménnd (podrobnéji se fikdvd, %e z je nezdvisle pro-
ménnd), a pismenem y hodnoty, kterych nabyvd funkce.
NasSe funkce tedy je pravidlo, podle ného% se k hodnoté
zvolené pro z dd poditati pislu$nd hodnota pro y, co% si
vyjadifme symbolicky takto:

y = f(@). (8-1)
Nyni si miZeme zavésti v roviné soustavu pravoihlych
soufadnic a zndzorniti si ka¥dy par sobé piisluinych hodnot
z a ¥y = f(x) bodem (z; y). Tim dostaneme &4ru (viz obr. 6),
které se fikd graf nadi funkce. Riznym funkeim patii
oviem rizné grafy. Vieobecné lze o grafu funkce, kters pti-
fazuje kaZdé hodnoté z jedinou hodnotu y, Fici pouze

Obr. 6.

tolik, Ze Zddnd rovnobéika s osou y jej nemuZe protnout
ve vice ne% jednom bodé. Jsou funkee tak sloZité, Ze jejich
graf se ned4 narysovat, ba Ze je skoro nemozné si jej pred-
stavit. Ale v jednoduchych pripadech se dd graf funkce
snadno narysovat a je pro svou nazornost velmi dobrou
pomickou pfti studiu funkce.

- Uvedme si nékolik vlastnosti funkei, které se daji na
grafu dobfe pozorovat. Rikame, Ze funkce f(x) stdle roste,
kdyZ vétdimu zx odpovidd vidy vétsi y, a e funkce f(x)
stdle klesd, kdyz vétdimu x odpovidd vidy mensi y.
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Kdy? graf rostouci funkce probthdme od levé strany k pravé,
jdeme stdle zdola nahoru; probihdme-li graf klesajici funkce
od le?®. strany k pravé, jdeme stdle shora dohi. Funkce
graficky zndzornénd v obr. 6 sice nenf ani rostouci ani klesa-
jicf funkce, ale existuji tii éisla a,, a,, a; (pti Cemz je a, <<
< ay < ag), kterd maji tuto vlastnost: Omezime-li se na
ty hodnoty nezdvisle proménné z, pro néz

1] jest z < ay,
(2] jest a, < = a soucasné z < a,,

(3] jest @, < x a soucasnd z < ay,
[4] jest a4 S z,

pak funkce
roste . . f[1] nebo [3],
klesé} v pripadé {[2] nebo [4].

Takové spustavy hodnot proménné z, které jsou definovény
nékterou z podmfnek [1], [2], [3] a [4], se jmenujiintervaly,
Hodnoty stanovené podminkou [2] tvofi interval [a,, a,],
do néhoz éitdme hodnoty a,, a, samy; o ostatnich hodnotéch
z intervalu [a,, a,] ftkdme, Ze jsou uvnitf intervalu; éisla
a,, a, tvoif meze intervalu (a, je doln{ mez, ay je hornf
mez). Podobné znamend [a,, a;] interval uréeny podmin-
kou [3]. Hodnoty stanovené podminkou [4] tvofi interval
[as, ©], ktery m4 dolnf mez a,; viecky ostatn{ hodnoty
intervalu [aj, 0] jsou uvnitt intervalu a hornf mez ne-
existuje; to m4d byti prdvé naznafeno symbolem oo, ktery
je zvykem ¢fsti slovem ,,nekoneéno‘“. Hodnoty stanovené
podminkou [1] tvoif interval [— oo, @], ktery mé horni
mez a,; viecky ostatni hodnoty intervalu [— oo, a,] jsou
uvnitl intervalu a dolni mez neexistuje; to m4 byti praveé
naznadeno symbolem — oo, ktery je zvykem ¢&fsti slovy
,»»,minus nekoneéno*‘. Po zavedeni této terminologie miZeme
tedy Hei, %e funkce zn4zdrnénd nasim grafem roste v inter-
valech [— o0, a,], [a,, a,] a klesd v intervalech [a,,a,],
[ag, o©]. Takové rozdéleni na nékolik intervald, v nichZ
funkece stiidavé roste a klesd, je mo#né u vétsiny jedno-
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duchych funkei. Uréeni takovych intervali je pryy dule!‘ﬂ_:y
krok ke studiu funkee a v této kniZce poznéte na

kladii, jak se takové uréovani pomoci vy#sf atlky
provadi.

/- 9, Spojitost. Jind velmi dileZitd vlastnost funkee je 8po-
jitost. Zvolme si uréitou hodotu proménné z a oznadme
ji a; ddle oznadme b hodnotu f(a), které nabyvé funkce pro
z = a. Na grafu odpovidéd uéinéné volbé bod A4 = (a;b)
(viz obr. 7a). Rikédme, Ze nade funkce je pro ¢ =: a spojmta,
kdy% v takovyeh &fslech
z, které se mélo 1lidi ad
_ ¢islag, je hodnota funk-
" ce f(z) nejvyS jen milo
_x rignd od b, tedy kdyZ
ty body grafu, které.od-
povidaji hodnotdm =z
Obr. 7a. blizkym k a, le%f blizko
bodu A. Rikime, Ze
f(z) je spojité funkce, kdyZ je spojits pro kazdé z, pro
které je vibec definovédna. MiaZeme také fici, #¢ funkce
f(z)'je spojit, kdyz k piiblifnému vypodtu hod-
noty funkce staéf zndti pfibli*nouw hodnotu pro-
ménné z. Z tohoto vykladu spojitosti je ziejmé, prot¢ jsou
pravé spojité funkce pro aplikace nesmfrné dileZité. Nebot
vedkeré méfeni je moZné pouge pfiblizné, a proto je mélo
moZnosti praktického uZiti takovych funkei, u kterych ami
k pfibliZnému vypoétu hodnoty f(z) nepostadf, znéme-li
pouze priblizné.

Proto se budeme v této kni¥ce obirati pouze spojitymi
funkcemi, ale napfed si pfece jen uddme velmi jednoduchy
prklad funkee, kterd neni viude spojité. Hodnota této funkce
v &isle z je dédna takto: Je-li z &islo celé, pak je &islo f(z)
rovné x; neni-li &islo = celé, pak f(z) znamenéd nejv&tEf z oce-
lych &isel menﬁfeh ne¥ z. Na pf.

3) L3, f(—2) = —2, [(34) = % (—28) =—3.
18



Qést grafu, funkce f(z),vidime v obr. 8. Cely graf se aklada
z né&konetnd mnoha vodorovnych usedek, ale z kaZdé vsedky
patki do cgarfu pouze jefi levy krajni bod, kde¥to pravé

Nrajnt body si' musfmié odmyslit. Kdy? &slo a neni celé, pak
—
2 -1 0 i b .«
I
o
y Voo
s Obr. 8.

funkee f(x) je pro £ = a spojité, nebot pro x blizké k a je f(z)
netoliko blizké &islu f(@), nybrZ dokonce p¥fesnd rovné &islu f(a).
Ale kdy?Z é&islo a je cel§, pak funkce f(z) neni pro = = a speojité.
Budi na pF. a = 3. Cisla ST

o 2,9; 2,09; 2,999; 2,9999; ...
86 bli%{ vice a vice hodnot¥ 3, ale funkece f(z) mé ve viech
t&ch é&islech spoleénou hodnotu 2, adkoli f(3) = 3.

10. Pojem derivace. MuZeme také ici, %e funkee f(z),
kterd pro z = ¢ nabyvéd hodnoty b, je pro x = a spojita,
df-li se v blizkosti hodnoty ¥ = a nahraditi konstantou b,
t. j. tou jednoduchou funkeci, ktersd pro viecka z nabyva
téZze hodnoty b. [Graf té konstanty je vodorovnd piimka
vedend bodem A = (a;b).] Idea, aproximovati néjakou
?m.kci v blizkosti uréité hodnoty z = a néjakou jednodussi
unkef, je jednou ze zdkladnich ideji vyssi matematiky.
Zejména duleZitd je aproximace pomoci linedrni funkce

y=kx +1. . (10-1)
Z odst. 7 vime, Ze linedrni funkce jsou totoZné s témi
funkcemi, jejichz grafy jsou primky. [Svisli piimka nenf
oviem grafem Z4dné funkee.] T .

V obr. 7b vidime piedev&im znovu graf funkee f(z), ktery
byl v obr. 7a, jakoZ i bod A = (a, b) kde b = f(a). Vedle

A
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toho jsou v obr. 7b narysoviny tii pHmky p,, #,, p, jdouci
bodem A. Obecné si mysleme vedenu bodem A piimku p,
jejiZz smérnice se rovnd libovolné zvolenému éfslu k. Vime,
%e rovnice piimky p jest ' -
y=0b+4k(z—a). (10-2)
Kdy%z z je blizké éislu a, je hodnota y, kterou vypoéteme
z rovnice (10-2), blizkd hodnoté b, které y nabyvé pro z = a.
Stejné také hodnota y = f(z), odpovidajici funkei f(z) zn4-
zornéné v obr. 7b, je
pro z blizké éislu a blizks
¢slu b. Tedy i graf funk-
ce f(z) i piimka’ p jsou
pro x blizké &islu a bliz-
~ ko bodu 4, tedy také
X navzijem blizké. Jak
blizké, to zdvisi na volbé
smérnice k. V obr. 7b
Obr. 7b. . se v blizkosti bodu A4
piimka p, mnohem tés-
néji plfimykd ke grafu funkce f(x) neili piimky p, a p,.
KdyzZ lze vésti bodem A grafu pHmku p, tak, Ze se tato
pifmka v blizkosti bodu 4 ke grafu tésnéji primyk4 neZli
kterdkoli jind pfimka vedend bodem A, ¥ikd se této priimce
tedéna grafu v bodé 4. Teéna muZe byti také svisld; vylou-
éfme-li tento vyjimeény pifpad, m4 teéna uréitou smérnici
k, a tato smérnice se nazyvd derivace funkce f(z) v &isle
z = a. Pojem derivace je jeden z nejdileZitéjsich pojmu
vy matematiky.
Zvolime-li si na grafu funkce f(z) vedle bodu 4 = (a; b),
kde b = f(a), jeité jeden bod P = (z;y), kde y = f(x),
miizeme oba body spojiti piimkou. Vime, %e smérnice této

piimky je
y—b _ fa)—fla) 103)

z—a z—a
M4-li graf v bodé A uréitou teénu p,, je pro z blizké k a
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spojnice AP blizkd k p,, a proto je také smérnice (10-3)
piimky AP blizkd smérnici piimky p,, t. j. derivaci k,
funkce f(z) v &isle £ = a. Tedy funkce f(x) md pro z=a
derivaci rovnou éislu %, kdyZ pro z rizné od a, ale blizké
¢éislu a, je podil (10-3) ptiblizné rovny &islu &, Je zvykem
nazyvati rozdil —a priristkem nezivisle proménné
a rozdil f(z) — f(a) pfiristkem funkce; tyto ,,pHrastky*
ovSem nemus{ byti kladné. Casto se pfiristek nezdvisle pro-
meénné znadi pismenem k, tedy

h=x—a, x=a +h; .~ (10-4)
piirastek funkce je pak f(a + k) — f(a) a podil (10-3) je
fla +h)—fla) .
h

Kdy% z.probibé éisla blizkd éfslu a, probfhd % ¢isla blizkd
nule a obrdcené.
U linedrnf funkee (10-1) je

fo—i@ _,

r—a

(10-5)

” N

t. j. piirastek funkce je (nehledé na piipad k¥ = 0) pifmo
umérny piirustku nezdvisle’ proménné. Derivace linedrni.
funkce je konstanta k, t. j. linedrni funkce m4 v kaidém
&isle @ stejnou derivaci, rovnou éfslu £, ¢. j. rovnou smérnici
piimky, kterd je grafem funkce. U jinych funkei je pomér
(10-3) zavisly na =z, tak¥e pifristek funkce nenf piiristku
nezdvisle proménné presné primo Gmérny, nybrz pouze pri-
blizné, ale tim presnéji, ¢im tésnéji omezime proménnou z
do blizkosti hodnoty a. Na tom se zakldd4 na pf. interpolace
pri logaritmovéan{, na kterou se vétSina z vids pamatuje ze
stfedni Skoly. V pétimistnych logaritmickych tabulkich
jsou pfimo udény pouze logaritmy &tyrcifernych ¢&isel; loga-
ritmy péticifernych éfsel se z nich poéftaji na zdkladé pied-
pokladu, Ze priristek logaritmu je piimo umérny pfirustku
¢isla. Tento pfedpoklad neni sice pfesné sprivny, ale je
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splnén s dostatednou pribliznostf{. Na éem tu zdleZi, je po-
mérn4 velikost pfiristku nezdvisle proménné. Zménime-li
pétou cifru ¢isla, je pomérnd zména tim vétsf, ¢{m mensf
je ¢islo, tedy ¢im menSf je prvni cifra; nejvétdi pomérnd
zména nastane, kdyZ prvé dvé cifry jsou 10 a tfetf cifra je
mald. Proto jsou na pf. ve Valouchovych logaritmickych
tabulkdch logaritmy péticifernych ¢isel 10 000 aZ 11 009
piimo udény.

11. Funkee y = ¥2. Abychom si pojem derivace dobte
ujasnili, probereme si jej na dvou pifkladech. Poéneme
funkef y = 2. Graf této funkce je naznacen v obr. 9; je to
t. zv. parabola. Jest
| (—ap =2
y t. j. nade funkce nabyvé stejné
hodnoty v éfsle — z jako v disle
z. Takovd funkce se jmeruje
funkce sudd; graf sudé funkce
je sdm k sobé soumérny vzhle-
dem k ose y.

Pro z=-a nabyvd nafe funkce
hodnoty b= a?. Hodnota funkce
v ¢isle @ + h je

(@ + h)* = a® + 2ah + h?
tedy pifristku % nezdvisle proménné odpovidd prirastek
funkce ) -

(@ +h)*—a? = 2ah +h2=h.(2a + k).
Je-li A blizké nule, je také pifrustek funkce blizky nule;
naSe funkce je viude spojitd, coZz odpovidd tomu, Ze cely
graf je jedind souvisld édra.

b

U

[ X SO
1]

-

[ A

I
o 1
Obr. 9.

Pomér prirastku funkce k pi'irﬁstku nez4visle proménné je
(@ +hp—a?

= Y
3 2a 1+ h;



kdyZz h se bHif nule, blfZf se tento pomér é&fslu 2a. Tedy
derivace funkce y = z®véisle z = ase rovnd éislu2a.

Bodem A = (a, a?) nasf paraboly si vedme pfimku o smér-
nici k. Na parabole jest

y= 2%
na primece jest
“y=a*+k(z—a);
tedy rozdil R mezi soutadnici ¥ bodu na parabole a soufad-
nicf ¥ bodu na piimece pfi daném =z je
R=a2*—a*—k(z—a)=(z—a)(z +a—k).

KdyZ se z blizf hodnoté a, bli3{ se obé poradnice y téfe
hodnoté a? a jejich rozdil R se bliZf nule. Ale jak rychle se
R blizi nule, to zdvis{ na volbé smérnice k. Abychom to
zkoumali, viimneme si podilu

R
T—a

—zda—k=h 4 (2a—k); (11-1)

pii z blizkém ¢éislu @ je ten podil pfibliZzné roven 2¢ — k.
Je-li & + 2a, je rozdil R pfibliZné Wmérny piiristku h =
= z— a. Je-li vBak smérnice k rovna derivaci 2a, pak je
podil (11-1) pfi z blizkém éislu @ pFibliZné rovny nule, t. j.
nejen %e je R blizké nule, nybrZ je mnohem bliZ4{ nule, nez
je z— a. To pravé znamend, Ze piimka se smérnici k = 2a
se v blizkosti bodu A mnohem tésnéji primykd k parabole
neZ ostatnf naSe pfimky. Tedy 2a je smérnice te¢ny paraboly
v bodé A. :

MiZeme si v&c¢ zndzorniti jinak. Znamené-li z stranu &tverce,
znamené z* obsah &tverce. Je-li £ o milo v3tsi ne a, miame
situaci znézornénou v obr. 10. PFrustek funkce je zné-
zorndn pésem, ktery se sklddd ze dvou obdélniku. KdyZ
jeden z nich pfemistime, jak je v obrazei naznadeno Sipkou,
bude pfiristek plochy &tverce (tedy pFiristek funkce) znazor-
nén obdélnikem se zdkladnou 2a + k a vyskou k, tedy obsahem
h (2a + h). Tedy pomér piristku funkce k pfirtstku nezdvisle
proménné je 2a + k, coZz pFi mensim a mensim & je &im déle
tim pfesndji 2a. Ke stejnému vysledku dojdeme, i kdyZ od
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hodnoty a strany &tverce pfejdeme k hodnotd o médlo mené{,
tedy pFi zdporném h.

Jestd jiné dilefité zndzornéni! Dejme tomu, Ze se bod po-
hybuje po ose y tak, Ze v &ase ¢ = 0 je v polétku a Ze v &ase ¢

h{
a
%—_}*
a h
Obr. 10.

pFijde do polohy (0; ¢2). [Kladné &&st osy ¥ necht radsji tento-
krate sméfuje dolt.] V dobd od okamZiku ¢ = a k okamZiku
t = a + h pfejde né3 bod z polohy (0; a?) do polohy (0; (a + h)?)
a urazi drahu

(@ + h):—a? = h(2a + h).

Stejnou dréhu by urazil, kdyby se pohyboval rovnomé&rnou
rychlosti
(@ + h)—a?
h

Proto ¥ikdme &islu 2a + & prim&rné rychlost pohybu v do-
b& od okamZiku ¢ = @ do okamZiku ¢t = a 4+ h. Je-li & blizké
nule, je tato primé&rnd rychlost p¥FibliZnd rovna 2a; proto

o, £6 2a je okamZitd rychlost pohybu v &ase ¢ = a.
V %4dném sebe kratsim &asovém intervalu nenf nés pohyb
pfesnd rovnomdrny, ale ve velmi malém &asovém intervalu
obsahujicim okamZik ¢ = a se dé velmi dobfe aproximovat
rovnom&mym pohybem s rychlosti 2a.

= 2a + h.

12. Funkee y = % Graf této funkce je naznaden

v obr. 11; je to t. zv. hyperbola. Jest
1 1

—_—— —

-— Z
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t.j., zméni-lise pouze znameni nezdvisle proménné z, zméni
také hodnota funkce pouze znameni. Takovd funkce se
jmenuje funkce lich4; graf liché funkce je stredové sou-
mérny (poédtek O je stiedem soumérnosti). Pro z == 0 neni
nafe funkce definovéna; kdy% je = kladné a velmi malé,
jsou hodnoty funkce

kladné a velmi veliké; y
kdyZz je = zdporné a

velmi malé, jsou hod-

noty funkce zdporné a

velmi veliké. KdyZ je « 1

kladné a velmi velké, — 7
jsou "hodnoty funkce
kladné a velmi malé;
kdyZ je x zdporné a
velmi velké, jsou hod-
noty funkce zéporné a
velmi malé. Celkem mu- Obr. 11.

Zeme Fici, Ze ve velké

vzddlenosti od poéétku se graf naif funkce tésné primykéd
jednak k ose z, jednak k ose y; pravime, Ze osa x a osa ¥

jsou asymptoty na$i hyperboly.
Pro z=a (kde @ & 0) nabyvéd naSe funkce hodnoty

b= -i—. Hodnota funkce pro z=a +h je ;; piirist-

a--h
ku h nezédvisle proménné odpovidd piristek funkce
1 1 h ]
a+h a  a(@+h)

Je-li & blizké nule, je také piirtistek funkce blizky nule;
nade funkce je vdude spojitd, kde je definovdna (t. j. pro
viecka z mimo nulu).

Pomér pifrastku funkce k piiristku nezdvisle proménné

__1
ala +h)
— 5

je



kdyZ se & bliz{ nule, blf#{ se tento pomér éislu — %. Tedy

1
derivace funkce y = -7 ¢isle z = a se rovn4 ¢éislu

1

a“ .
\ 13. Pojem limity. V odst. 10 jsme se seznimili s pojmem
derivace ndzornym zpisobem na zdkladé grafu. Bude uZi-
teéné, kdyZ si nyn{ vyslovime definici derivace v pfesném
znéni. Provedeme to tak, Ze si zavedeme obecnéjsi pojem,
ktery m4 v celé vy&sf matematice centrdlni postaveni a jehoZ
jednfm zvliStnim pipadem je pojem derivace. Je to pojem
limity.

Necht je ddn néjaky interval J a néjaké ¢&islo a uvnitd
intervalu J. Dile budi? ddna néjakd funkce

y=F(z) (13-1).

definovand pro viecka z z intervalu J, a% snad na hodnotu
z = a, v které F(z) definovdna byti nemusi. Kone¢né budiz
déno cislo ¢c. Pak fkdme, Ze ¢iglo ¢ je limita funkce F(z)
pi/"o z blizic{ se &islu a, a pfieme ([

lim F(z) = A\ (13-2)

kdyz plat{ toto: Chceme-li dosdhnouti toho, aby
viecky hodnoty funkce F(z) zustédvaly v libovolné
pFedepsané blizkosti ¢isla ¢, staéi omeziti promén-
nou z (riznou od a) do dostatend malé blizkosti
¢isla a. Touz véc vyjadiujeme nejéastéji timto zpisobem,
ktery je zvld5té pro sloZitéjsi wlohy velmi vhodny, ale na
ktery je dobfe si zvyknout hned v zaddtcich studia wy3sf
matematiky: Je-li ddno libovolné kladné cislo e,
existuje kladné é&islo & takové, Ze -

O<|z—a|<d=>|Flr)—c|<e. (13-3)
Pii tom = je logickd znadka, kterd znamens, Ze z toho, co

26



je psino pfed ni vlevo, ndsleduje to, co je psdno za ni
vpravo.

* Pojem derivace je zvlastnim pifpadem pojmu limity.
Zrejmé totiZ lze Fci toto: Ze funkce f(z) m4 pro z=a
derivaci rovnou ¢éislu ¢, to znamend, %e jest

i @ —f@) _

i —— (13-4)
Také pojem spojitosti je zvldstnfm pi{padem pojmu

limity: Ze funkce f(z) je pro x=a spojit4, to zna-
meng
lim f(z) = f(a). (13:5)
—a

14. Nerovnostl. P¥i dtakazech ve vySSi matematice se sbdle
vyskytujf nerovnosti. Proto si v tomto odstavci probereme ntg’-
jednodusdi v&ty o nerovnostech. Vyjdeme od pojmu &isel klad-
nych a zdpornych. Jak je vim zndmo, plati pro tento pojem
nasledujicf &tyFi véty:

1. Cislo 0 neni ani kladné ani zéporné.

II. KdyZ% a je &islo rtizné od nuly, pak budto je a
kladnéa —a zdporné, nebo je —a kladné a a zdporné.
Z4dné &islo neni soudasnd kladné i zdporné.

III. Jsou-li a,b kladné &isle, je také @ + b kladné
¢islo.

IV. Jsou-li a, b kladnd &isla, je také ab kladné &islo.

Nyni miZeme definovati: Pravime, Ze &islo a je v&tS8i neZ
&slo b a piSeme a > b, kdy% &islo ¢ — b je kladné. Pravime,
Ze &islo a je mensi neZ &islo b a piSeme a < b, kdyZ &islo a — b
je zdporné. Volime-li v této definici b = 0, vidime, Ze a > 0
znamené, Ze a je kladné, ¢ < 0 znamend, Ze a je zdporné.

Na zdklad® vét I aZ IV a pravé zavedené definice miZeme
snadno dokézati Fadu jednoduchych vé&t.

V. Jsou-li a,b libovolnd dané &isla, plati pfesnd
jeden z t¥i pfipadti a =05, a > b, a < b.

Nebot @ = b znamend a — b = 0, @ > b znamen4, Ze a — b
je kladné, a < b znamend, %e a —b jeo zéaporné.

VI. Jelia>b, je b<a a obrédcend.

Nebot @ > b znamen4, e @ — b je kladné, b < @ znamen4,
e b —a = — (a — b) je zdporné.

VII. KdyZa> b, b> ¢, paka>c [Mistoa>bd b>c
se obyfejnd piSe strudnéji a > b > c.]
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Nebot a—b>0, b—ec> 0; jefto a—c = (a—b) +
+ (b —¢), jest @ —c¢ > 0 podle III.

VIII. Kdy%Z a > b, pak a + ¢> b + ¢. [,,V nerovnosti je
dovoleno na okou stranich pFidisti totéZ &islo.*]

Nebot (¢ +¢)— (b +¢)=a—b> 0.

IX. Kdy2a>b,c>d, paka+c¢c> b 4+ d. [,,Nerovnosti
je dovoleno sé&itat.]

JeZto a > b, podle VIII je a +e¢> b + ¢, Jeito c>d
‘podle VIIL je ¢ + b > d + b neboli b + ¢ > b + d. Tedy
a+c>b+c,b+c>b+dtakiea+c>b+dpodleVI

X. Kdy% a> b, ¢ > 0,"pak dc > be. [,,V nerovnosti
dovoleno na.sol:lt obé strany tymZ k]adn m &islemn. ‘]

Nebot a —b > 0, ¢ > 0, tak¥e je (@a—bd)ec >0,
t. j. ac—be > 0.

XI.Kdy%fa>b 2>0,c> d >0, pa.kac > bd. [,,Nerovnosti
mezi neza.pornyml Sisly je dovoleno nasobit. “]

Podle VII je @ > 0, ¢ > 0, tedy ac > 0 podle IV; je-li budto
b=0 nebo d =0, je bd = 0,* tak¥e ac > bd. Necht tedy
b>0,d>0. JeZto a > b, ¢ > 0, je ac > bc podle X; jeZto
c>d, b>0, ]ecb>dbpodleX t. j. be > bd; Jeitoac>bc,
be > bd, je ac > bd podle VIL.

XII. Kdy% @ > b, pak —b > —a.

Nebot ¢a — b > 0, 'takZe —b—(—a)=a—b>0.

XII1. 1> 0.

To oviem vime; ale je zdbavné si to formaln& odvoditi z pfed-
chézejicich v&t. Je¥to 1 & 0, podle II je budto 1 > 0 nebo
—1>0;je¥to 1.1 =1, (—1).(—1) =1, podle IV je jisté
1>0.

XIV. Kdy% e > 0, pak % > 0.
Jist& je ;l 3= 0. Kdyby nebylo Ti > 0, bylo by —Tl; >0

podle II; podle IV by bylo — 1 =a. —% > 0; je¥to viak

také 1 > 0 podle XIII, je — 1 > 0 nemo#né podle II.

XV. Kdy2 a>b> 0, pak—;->%>0.

Podle VII je a > 0, takie% > 0 podle XIV. Podle IV je
ab > 0, takZe % > 0 podle XIV. JeZto a > b, jea—b> 0.

Jest 1 1 a—b

b a ab

=(a—b)'a,_lb
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> 0, getedy——i> 0 podle IV, t. j.

Jeitoa—b>0 B

1 1
57
Dalsi dileZité vity se tykaji absolutni hodnoty (viz pozn.
&arou na str. 8).

XVI. Jest |ab| =1al.]b].

To je zfejmé, kdyZ budto a = 0 neba b = 0, nebot obs
strany jsou pak rovné nule. Necht tedy a 3 0, b + 0. Z¥ejms
je |a| = &a, uréime-li ¢, = 4 1 tak, aby bylo ¢a > 0. Po-
dobnd je | b | = &b, urdime-li &, = + 1 tak, aby bylo &b > 0.
Podle IV je e6,.ab = ga .60 > 0; mimo to je ge = 4+ 1.
Tedy je |ab | = ¢, ab'—ea, e,b— la].|b].

? ab

XVII. Jest|a+b| |a|+|b|
Jesta < |a|,b < |b [, tak¥fe a + b < |a{ + | b| (viz VIII
a8 IX). Déale jest —a < |a|, —b <X |b|, tak¥ie —a—b <
Zla|4+1b]|. Tedy je |a+b|<|a]|+ |b|, nebot &islo
|a + b | ebudtorovnééfslua+bneboro 6 &islu — a — b.
XVIII Jest |[a|—|b |l_<_la:]:b|S|a|+|b|
Je¥to |b|=|—b|, stadi si vBimati horniho znameni.
ProtoZe |a + b | < |a| + | b | podle XVII, sta&i dokézati, %e
[la|—|b]| < la+b] (14-1)

V XVII smime misto a, b dosaditi @ + b, — b. Tim vznikne
lalSla+b|+]—0b]

la| <la+b]+ 0] .
Z toho nésleduje podle VIII, %e

neboli

la|—1b|Z|a+b] (14-2)
Avﬁal]: ve (14°2) smime zFejmd$ vyméniti pismena a, b. Tedy
je také

|[bl—lal £ la+b]| (14-3)
Je¥to &islo | |a|— | b || je rovné jednomu z obou &fsel |a | —

—|bl, |b|—|a|, plyne (14-1) ze (14-2) & (14-3).

v 16. Jednoduché vety o limitéeh. V tomto odstavei si
dokédZeme nékolik skoro ziejmych vét o limitéch funkei.

I. Jeli lim F(z)=c¢ a jeli ¥ konstanta, jest
2—4a
lim kF(z)=k.c.
G



Pfipad & = 0 je tak zfejmy, Ze ﬁj nechdme stranou. Necht
tedy k & 0. Zvolme &fslo ¢ > 0. Mdme dokdzati, %e existuje
éislo 6 > 0 takové, Ze

0<iz—a|<é=>|kF(z)—ke|<e (15-1)
—£_ Pak je ¢, kladné &slo. Jefto lim F(z) = ¢,
| k I . ’ z—a
existuje &islo 6, > 0 takové, Ze

0<|z—al<d = |Fz)—c|<e. (152)
Aviak |k F(z)—ke|= |k|.|F(@)—c|, &= |k]. Tedy
z nerovnosti | P(z) —c¢| < & plyne (viz X v odst 14),

| k F(z) —kc| < &. PoloZime-li tedy & = 4,, plyne (15-1)
z (15-2).

II. Je-li lim Fl(x) =c¢, hm Fz(x) = C,, jest lim [Fl(a:) +

+ Fy(2)] = ¢, + 2%
Zvolme ¢&jslo & > 0. Méme dokdzati, Ze existuje &fslo § > 0
takové, Ze

0<|z—a| <= |[F(z) + Fy(z)] —( + ) | <& (153)

Zvolme si dvd kladna &isla ¢, a &, tak, aby bylo ¢ + & < .
ProtoZe lim F,(z) = ¢,, existuje &slo 8, > 0 takové, Ze
2->a

PoloZme ¢, =

O<|z—a| <6, =>|Fiz)—c,| < &. (15-4)
Proto¥e lim Fy(z) = c,, existuje &islo 8, > 0 takové, Ze
z—a

O<|z—a|<8=>|Fylx)—c,y| <& (15-5)

Nyni zvolme &islo 6 > 0 tak, aby bylo i é < 6, i6< é; Jo-li
0<]:|:—-a|<6]epl‘ednéo<|z—a< & za druhé
0<|z—a|< &, Tedy podle (15-4) a (15-5) je | Fy(z) —¢, | <
< &, | Fa(z) — €5 | < &, takZe podle IX v odst. 14 je | Fy(z) —
— |+ | Fo(z)—cy| < & + & Podle XVII v odst. 14 je
viak | [Fy(z) + Fy(@)] — (0 + o3) | < | Fy(®@) — ¢, | + | Fa(z)—
— ¢y |. Mimo to je & + & < e. Tedy podle VII v odst. 14 je
| [Fl(:c) + Fy(z)]—(c; +¢5) ) < & - im je sprévnost vztahu
(16-3) dokézana.

III. Je-li im Fy(z) = ¢,, lim Fy(z) = c,, jest lim [Fy(z) —
>—a z—a 2

— Fy(z)] == ¢, — ¢y
Podle I je totiZ lim [— F,(z)] = — ¢,, tak¥e stadi uiti II
z—a

8 funkef — Fy(z) misto funkce Fy(z).
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IV. Je-li lim Fy(z) = ¢, lim Fy(z) = ¢,, jest lim [F(z) .
' z—a ; z—>a .

r—a
Fy(z)] = ¢1c. ’
Zvolme &slo £ > 0. Mdme dokdzati, Ze existuje éislo §>0
takové, Ze

O0<|z—a| < d=|Fix) Fy(x) —ciey| < &. (156)
Zvolme si dvé kladn4 &fsla o, & o, tak, aby bylo a, + a5 < &.
Déle si zvolme nejprve &islo & > 0 tak, aby bylo |¢, | & < o,

& potomn &islo & > 0 tak, aby bylo (] ¢; | + £) €3 < &;. ProtoZe
lxm Fl(z) = ¢,, eXistuje "Sslo 4, > 0 takové, Ze plati (15-4).

Protoie lim Fy(z) = ¢,, existuje &islo 4, > 0 takové, Ze platf

z—>a -
(15-5). Nyni zvolme &islo § > 0 tak, aby byloi § < §,i & < &,.
Necht nynf plati 0 < |z —a | < é. Pak je pfednd 0 < |z —
—a | < 4, takZe podle (15:4) je | Fy(z) —¢, | < &. Podle X
a XVI v odst. 14 je |e¢; Fy(z)-~cie3| S |cyl e ProtoZe
[ s ] & < &, jo tedy

Jea[Fy(z) —ei]] < oy (15-7)
podle VII v odst. 14. Déle je Fy(x) = ¢; + [Fy(x) — ¢,], takZe
[Fyz) | < el + & (15-8)

podle VII a XVII v odst. 14. Za druhé je viak jest8 0 <
<|z—a| <4, takie podle (15:5) je |Fy(z)—cy| < &
Tedy podle (15-8) a podle XI a XVI v odst. 14 je | Fy(z).
t [F,(z)—c,] | < (leyt + &) egs jetto (ley | + &) e < oy, jo

y

| Fy(2) . [Fy@) — 3] | < o, (159)

ProtoZe

Fy(z) Fyo(x) — ¢163 = €3 [Fi(z) — 1] + Fy(z) [Fy(z) — ¢5),
nasleduje z (15-7) a (15-9) podle VII a XVII v odst. 14, Ze

| Fy(z) Fo() — 165 | < &y + 5. Protoe o, + a3 < ¢, jo spré.v-
nost vztahu (15-6) dokézdna.
1

V. JellhmF(a:)—c a jelie +0, ]esthmF(l) e

Zvolme élslo € > 0. Mdme dokézati, Ze existuje &islo § > 0
takové, Z%e
1

1
0<|z—a|<6=>lm——

~|<e (16°10)
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Zvolme si kladné ¢&islo ¢ tak, aby bylo pfedng

g < ick (15-11)
a za druhé
g<ilel (15-12)

Z (15°12) nésleduje podle VIII v odst. 14, %e & — |¢| <—13 ¢!,
tak¥e podle XII v odst. 14 jest

le|l—ea>4lcl (15-18)
JeZto lim F(z) = ¢, existuje &islo 8, > 0 takové, Ze
—a
O<|z—a|<d=>|Flz)—c|<g (1514)

Necht nyni plati 0 < |z —a | < §,. Jefto ¢ = [F(z) —c] —
— F(z), podle XVII v odst. 14 je |c| S| F(z)—ec| +
+ | —F(z)|=|F(z)—c| + | F(z)|. Podle (15-14) & podle
VIII v odst. 14 je viak | F(z)—c | + | F(z) | < | F(z) | + &,
tekfe |c| < | F(z)| + & podle VII v odst. 14. Tedy |c| —
— ¢ < | F(z) | podle VIII v odst. 14. Podle (15-13) je vSak
také 1lc|<|c|—e¢g, takie |F(z)|>%|c| podle VII
v odst. 14. Jeito ¢ 0, je {c| > 0. Tedy |c|.|F(z)| >
> 3 |ci® = I, takde |c F(z)| > 4c*® podle XVI v odst. 14.
Z XV v odst. 14 nésleduje nyni

1 1
m < ;E’i (15-15)
Z (15-14) a (15-15) plyne podle XI a XVI v odst. 14
F(x) —¢ & .
cFar | < (15-16)
Aviak - 7
1 1 . (z) —c .
F(z) ¢ ¢ F(x) (15-17)
a mimo to plyne z (15-°11) podle X v odst. 14, %e
5 .
R (15:18)
Z (15-18), (15:17) & (15-18) plyne podle VII v odst. 14, %e
RENE
F(x) ¢ &

Tim je dokézéno, Ze vztaeh (15-10) je sprévny, volime-li § = &,.
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VI. Je-li lim F,(x) = ¢;, lim Fy(z) = ¢, a jeli ¢, &+ 0,
z—a z—a

Fi(z) o b,
e Fy(x) 0

Nebot podle V je hm

jest hm

-1
F a( ) ¢
v které oviem misto funkce Fy(z) vezmeme funkei

Vime, %e kdy%

, taklo stad{ uZiti véty IV,
_1 .
Fy(x)
lim F(z) = Fl(a), (15-19)
z—a

je funkce F(zx) pro z = a spojitd a Ze také obrdcené plati
(15-19), je-li funkce F(x) pro z = a spojitd. Proto z pred-
chézejicich vét o limitdch plynou ibned ndsledujici véty
o spojitosti:

VII. Je-li f(z) spojitd funkce a je-li k konstanta,
je také k f(z) spojitd funkece.

VIII. Jsou-li f,(z) a f,(x) spojité funkce, jsou také

h(@) + (@), (@) — ha(@), fu(2) fola), )

fz(x)_
spojité funkce.

Prvnd tfi z funkei (15-20) jsou definovdny pro viecky ty
hodnoty proménné z, v kterych jsou definovdny obé funkce
fi(z) & fy(z). Posledni z funkei (15-20) je vEak definovéna
pouze ty z naznafenych hodnot proménné x, pro né% je
mimo to f,(z) & 0.

Souvislost mezi pojmem derivace a pojmem spojitosti je
vyjddfena nisledujici jednoduchou vétou

IX. M4-li funkce f(z) pro = a derivaci, je tato
funkce pro z =a spojits.

Nebot podle pfedpokladu existuje limita
lim /(z)—f(a) = p

N z—+a r—a

(15-20)
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mimo to je ziejmé lim (x— a) = 0, takZe podle IV jest
~ r—a

lim [f(z) — f(a)] = 0, a to znamen4, %e funkce f(x) je pro

z—a

x = a spojité.

Véta IX se nedd obrétit; ze spojitosti funkce nemi-
feme soudit na existenci derivace. Jednoduchym piikladem
je funkee f(x) = | z |. Tato funkce je viude spojité, ale pro

"z =0 nem4 derivaci, nebot podfl
Hz)— (0) _ |__-’5_| (15-21)

z—0 z
je pro kladné z rovny 1, pro zéporné z rovny —- 1, takZe
neexistuje uréitd hodnota, které by se podil (15-21) blizil,
kdyZ se x blizi nule. To je také patrné z grafu funkece
(obr. 12), ktery se sklddd ze dvou polopfimek, jez tvoif
pravy ihel s vrcholem v poéstku, takle v potdtku neexistuje
ke grafu teéna.

Obr. 12.

16. Derivovini soudtu a soulinu. Hodnotu derivace
funkce f(x) pro z = a znaéime casto f'(a). Pfi tom hod-
nota a je libovolnd, a proto muZeme také psdti z misto a,
t. j. z funkce f(z) dostaneme derivovdnim novou funkei,
kterou znaéime f'(z). V odst. 10 jsme poznali, jak se deri-
vuje linedrn{ funkce; muZeme si to zapsati ve tvaru

(kz + 1) = k. (16-1)
Z odst. 11 si poznamenejme pravidlo
(z?) = 22 ¢ (16-2)
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a z odst. 12 pravidlo
(_l_) = — L (16-3)

x2

platné pouze pro z + 0; tuto vyhradu si nemusime ani za-
znamen4vati, protoZe pro # = 0 jsou obé strany v (16-3)
bezvyznamné.

Z vét o limitdch, které byly odvozeny v odst. 15, p'lynou
jednoduché, ale dileZitd pravidla pro derivovéni.

I. M4.li funkece f(x) pro z=a derivaci a jeli k
konstanta, méd také funkce k f(z) pro z = a derivaci,
kterd se poéitd podle pravidla’

k- (@) =k f(2). (164)
/(z) /(a)

z—a

pak podle I v odst. 15 je
i £ 1(2)— k fla)

z—a r—a

Nebot je-li
t’(a)) Y

= k.[f(a)

II. Maji-li funkcefl(x) a fy(x) obé pro z = a derivaci,
maji také funkce f(z) + fy(z), fi(x)— f,(x) pro x=a
derivaci, kterd se poéitd podle pravidla

(h(2) + 1(2)) = f1(2) + ['4(2), (16-5)
[h(z) — fa(@)] = f'y(z) — ['3(2)- (16-6)
Nebot' je-li
lim fl(x;: il(a) 1), hm fz("’) fz(a') = [,
pak podle II a IIT v odst. 15 je
i 2 & W) @ L B0y 4 ),
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Pravidlo (16-6) je oviem dusledek pravidel (16-4) a (16-5),
z nichZ plyne také obecnéj’f pravidlo
[k f1(2) + ko fo(2)) = Ky f1(2) + Ko f'o(2).
Pravidlo (16-5) snadno zobecnime ne vétsf poéet séitancu
s tfmto vysledkem: soudéet dvou nebo vice funkei
derivujeme tak, Ze derivujeme kaidého séitance
zvl4ist a jednotlivé vysledky sedteme.

II1. Maji-li funkce f,(z) & fy(z) pro z=a derivaci,
m4d také funkece fi(2). fy(x) pro 2 = a derivaci, kterd
se poéitd podle pravidla

() - fo(x)) = fol=) . folx) + fi() . Folz).} (16:T)

Podle predpokladu je

m/l(z) fl(a) = /@), lmlz( ) fo(a)

o —a = f'y(a).

Podle IX v odst. 15 je lim fz(a:) = fz(a), takZe podle IV
v odst. 15 je

lim [/ (x) . M] f1ia) . foa);
mimo to je podle I v odst. 15 -
lim [f @ . M] - (@) - [0
JeZto
hi(z) fo(x) — fi(a) fo(a) = fy( )fl(z) fi(a) +
z—a —a
+ h@) /z(fv) {:(a)

plyne ze II v odst. 15

lim SO Z WO LD _ 1 0) fa) + @) ot

¢m% je dikaz pravidla (16-7) dokonéen.
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‘Kdy% v (16-1) volime k = 0, dostaneme jednoduché pra-
vidlo: Derivace konstanty je rovna nule. Zndme-li
toto pravidlo, dostaneme z pravidla (16-7) jako zvldstni
piipad pravidlo (16-4), volice za jeden z obou éiniteld kon-
stantu.

Pravidlo (16-7) je nejlépe si pamatovati ve slovnim znéni:
Derivace souéinu dvou funkei je souéet dvou ¢ésti;
kazdd z obou é4st{ je souéin, ktery vznikne z pu-
vodniho souéinu tim, Ze se jeden faktor derivuje
a druby opide.

Kdyz v (16-1) zvolime k = 1, I = 0, dostaneme pravidlo
' (z) = 1. (16-8)
Z (16-8) dostaneme podle pravidla (16-7)
() =(z.2) =1.2+x.1= 2z,

coZ neni nic jiného nez (16-2). Dal$im uZivdnim pravidla
(16-7) dostaneme postupné
(@3) = (22 .2) =22 .z + 2% .1 = 3a?,
(%) = (23.2) = 32% .2 + 2%.1 = 423,
(2% = (x*.2) = 42%. z 2.1 = 52* atd,,
obecné
(") =mn.a"=L (16-9)

Podobné dostaneme z (16-3) postupné

AL AV U T Y R A .
(;)—(; —)——;; PR (—;)——;a’

x
1y (1 1y 2 1 1 ( 1\ 3
P R R -
1Y 1 1Y 3 1 1 1 4
(a)= P ;)——;Z'#;»'(—? =— @
obecné (i):_ n (16:10)
xn an+l
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Protofe z—" znamen4 toté% jako %, muYeme (16-10) také

psati ve tvaru
(") = (—mn).a"1,

coZ znamend, %e pravidlo (16-9), pivodné odvozené pro
kladné celé n, zustavd v platnosti i pro zdporné celé n=.
Samozfejmé musime pii zdporném = vylouéiti hodnotu
z=0.

17. Derivace sloZené funkee. V predchozich odstavcich
jsme znacili nezdvisle proménnou pismenem z; muZeme
v8ak také uiiti jakéhokoli jiného pismene. Tato samoziejma
poznimka je uZitetnd u t. zv. slozenych funkci. Budtez
dény dvé funkce jedné proménné: funkce f(f) proménné i
a funkce @(z) proménné z; miZeme z nich sestaviti novou
funkci F(x) proménné z tim, %e do funkee f(¢) dosadime
t = @(z), tedy

F(z) = flp(=)]; (17-1)
takto vznikld funkce F(z) se jmenuje sloZzend funkce.

Nejsou-li funkce f(¢) a @(x) definovdny pro viecky hod-
noty nezdvisle proménné, nemus{ byti ani F(x) definovdna
pro viecka . Zvolme uréitou hodnotu a; aby byla funkce
F(z) definovdna pro = = a, musi byti predeviim funkce
@(z) definovéna pro z = a, ale to nestaci; je-li

b = p(a), (17-2)
mus{ byti jeSté f(t) definovédna pro ¢t = b a pak jest
F(a) = f(b). (17-3)

Necht' plati (17-1) a (17-2); necht funkce ¢(z) je defino-
védna pro viecka x blizk4 éislu @; necht funkee [(t) je defi-
novéna pro viecka ¢ blizké éislu b; mimo to necht je funkce
¢(z) spojitd pro x = a. Pak je funkce F(z) definovédna pro
viecka z blizkd éislu a. Plati-li je§té ddle, Ze funkce f(t) je
spojitd pro ¢t = b, je funkce F(z) spojitd pro = = a.
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Sprédvnost uéindnych tvrzeni je skoro samozfejmé; podrobny
dikaz probihd takto: Existuje kladné &islo « takové, Ze ¢(zx)
je definovéna pro vSecka z, pro n&Z plati | z — @ | < ; existuje
kladné é&islo g takové, Ze f(t) je definovdna pro vSecka t, pro
néZ platf |[t—b| < B. ProtoZe je funkce ¢(z) spojitd pro
z = a, existuje kladné é&islo y takové, Ze

lz—a| <y = |p@)—egla)| < B;

mii¥eme pfedpokléddati y < . Je-linyni | z—a | < 9, je hod-
nota funkce ¢(z) v tomto = definovéna a jest | p(z) —b | < B
[viz (17-2)], takZe f(t) je definovéna pro ¢ = @(z); tudi¥ F(z)
je definovdna v naSem z. Nyni pFipojime pfedpokled, Ze f(¢)
je spojitd pro t = b & zvolime kladné &islo &. Méme dokdzati,
Ze existuje kiadné &islo & takové, Ze funkce F(x) je definovéna
pro viecka z takové, Ze |z —a | < d a e | F(z) — F(a) | < ¢
pro viecka gato z. ProtoZe je funkece f(f) spojitd pro ¢t = b,
existuje kladné Zislo ¢ takové, %e ¢ < f§ & %e

lt—bl<e= |/} —fB)]| <e (17-4)

ProtoZe je funkce ¢(x) spojitd pro £ = a, existuje kladné &islo &
takové, %e d < y a %e

jz—a| < d = |px)—9pla)| <o (17-5)

gtoie é < y, je funkce F{(z) definovéna pro viecka =, pro

Jz—a| < b Jelli|z—al| < 4, je | p(x) —b| < o podle

(17-2) a (17-5), tak¥e | F(z)— F(a)| < & podle (17-1), (17-3)

8 (17-4).

Mé-li funkce ¢(z) derivaci proz = a a m4d-li funkce
J(t) derivaci pro ¢t = b [viz (17-2)], m4 sloZend funkce
F(z) derivaci pro x=a a tato derivace se pocitd
podle pravidla

F'(z) = flo(2)] - ¢'(2), (17-6)

F'(a) = f®).¢'(a). (17:7)

Abychom dokézali sprdynost vztahu (17-7), oznadme si jako
obvykc{e pkirtstek proménné z pismenem h. Podle pfedpokladu
se podil

t. j. plati

ola + M) — gla) 17:8)

bliZi &islu ¢’(a), bli%i-li se h nule. Ma4me dokézati, Ze se podil
F(a + h) — F(a)

5 (17-9)
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bliZi ¥slu f(b) . p(a), bliZi-li se h nule. PoloZme
k= gla + h) — pla); (17-10)

podle (17:2) fje g(a + k) =b + &, tak¥e podle (17-1) je
Fla + h) = (b k) a tedy [viz (17-3)]

F(a + k) — F(a) = }(b + k) — Kb). (17-11)
Podle (17-10) a (17-11) muZeme psati podil (17-9) ve tvaru
o+ B —/0) glat Mol (17-12)

ProtoZe ma funkece ¢(z) v &isle a derivaci, je pro £ = a spojité
(viz IX v odst.). Tedy ze (17-10) plyne, %e kdy% se k bliZf nule,
také & se bliZi nule, a protoZe funkce f(¢) mé pro ¢t = b derivaci,
bli%i se prvy faktor v (17-12) &islu f’(b). Druhy faktar v (17-12)
se viak bliZi &islu ¢’(a), tak¥e se cely souédin (17-12) bli% &islu
f(b) . 9’(a). ProtoZ%e se soudin (17-12) rovné podilu (17-9), byli
bychom s dikazem vztahu (17-7) hotovi.

Ve skutednosti je vBak v postupu prévs provedeném chybitke,
a bude poudné, kdyZ si ji nyni vyslovné vytkneme a potom
snadno napravime. Ze funkce @(x) mé pro z = a derivaci, to
oviem znamend, %o se podil (17-8) bliZ{ &islu ¢'(a), bliZi-li se h
nule. Tak to bylo také vysSe Feleno. Ale nesmime zapominati,
%e se h musi bliZit nule tak, aby nikdy nebylo nule p¥esné
rovné, nebot pro h = 0 neméa podil (17-8) vibec smyslu.
Dokézati mame, Ze se podil (17-9) bliZi &islu f'(b) . ¢’(a), bliZi-li
se h nule zase tak, aby nikdy nebylo nule pfesnd rovné.
Jako prostfedek k diikazu mame vedle toho, co bylo uZ feéeno
o podilu (17-8), jest& ten fakt, Ze se podil

fto + B — 1) 1713)

bliZ{ &islu f'(b), bliZi-li se k nule tek, aby nikdy nebylo nule
pfesnd rovné. Podil (17-13) se ndm vyskytl jako prvy faktor
soudinu (17-12). P¥i tom jsme za k dosazovali podle (17-10)
a pfesvédéEili jsme se, Ze se k politané ze (17-10) bliZi nule,
bli%i-li se h nule. Ale na& jsme zapomnsli, jest, Ze k poéitané
ze (17-10) miZe byti rovné nule (je-li k blizké nule a rtizné od
nuly). V tom je pravd chyba nafeho dikazu. Abychom tu
chybu napravili, zavedeme si pomocnou velidinu 2z pomocf
rovnice

Mo+ 10 pey =2 (17:14)
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tato velifina z je tedy funkeci prom&nné %k, definovanou dosud
pouze pro k % 0 [a pFi tom jen pro ta k, pro n&% je ¢&islo
J(b + k) definovéno; ale na tom mnoho nezéle%i, protoZe &fslo
f(d + k) je jistd definovéno pro vBecka &k dosti blizké nule
a jen takova k budeme pot¥ebovati]. Z rovnice (17-14) si vy-

pocteme
f(b + k) — f(b) = [f'(b) + 2] . k. (17-15)

Rovnice (17-15) plati ovBem pro vSecka ta k, pro néZ plati
rovnice (17-14); ale rovnice (17-15) je spréavné i pro k = 0,
at uZ ddme v tomto pfipadd veliding z jakoukoli hodnotu.
Dohodné&me se, %o pro k = 0 bude také z = 0. ProtoZe funkce
f(t) mé pro t = b derivaci f'(b), vychéazi ze (17:14), %e se z bliii
nule, bli%i-li se &k nule tak, aby nikdy nebylo nule pfesn& rovné.
Protojg viak pro k = 0 je z = 0, bliZi se veli¢ina z nule do-
koncefg~tehdy, kdyZ se bli#i k nule jakymkoli zphsobem (t. j.
i tal ¥e k miZe nabyti také hodnoty nula). Nyn{ u¥ snadno
dikaz dokon&fme. Necht se % bliZi nule tak, aby nikdy nebylo
nule pFesnd rovné. Za k si dosadme vyraz (17-10); pak se k
jisté bude bliZiti nule. ProtoZe je z uréitd funkce promé&nné k
a protoZe jeme za k dosadili vyraz zdvisly na h, bude po do-
sazen{ z zaviseti na h. Z toho, co bylo Feeno, ply'ne, %e kdyZ
se h bliZi nule, nejsouc samo nule rovné, bliZi se také z nule,
pfi ¢emZ muiZe z nabyti i hodnoty nula. Podle (17-10), (17-11)
a (17-15) je viak
Fla + h)— Fla a+ k) — pla

Kdy# se A bliZi nule (p¥i ¢emZ h < 0), bliZi se v (17-16) napravo

prvy fektor &slu /(b a druhy é&islu ¢’(a), takZe se podil (17-9)
bliZi &slu f'(b) . ¢’(a) a s dikazem jsme hotovi, tentokrat do-
opravdy.

. 18. Derivace moecniny; derivace podilu. KdyZ v pravé
odvozeném vzorei pro derivaci sloZené funkee f[@(z)] volime
f(t) = t* a kdy% si pfipomeneme z odst. 16 vzorec (i) =
= nt"—1, dostaneme vzorec pro derivaci mocniny*)
(A = {2 . f(2); (18-1)
pfi kladném n plati tento vzorec pro viecka z, v nichZ
existuje derivace f'(z); pfi zdporném n musime mimo to

pi‘ed%léd&ti f(x) 0. Pro n =—1 zni vzorec (18:1)
*) vzorci'je pséno f misto @; na tom oviem nezdleZi.

41



1Y f(2)
—_— = — ] 18'2
[fm] [f@F (154
coz je vzorec pro derivaci pfevricené hodnoty funkece.
Protoze

,’1(3) _
o =y |
a protoZe umime derivovati sou¢in dvou funkef, ziskdvame
déle vzorec pro derivaci podilu-- ~- ..
h(z) '= f1(=) /z(x)—fl‘(f).f's(x) e, (18:3)
fa(x) T ¥

[fo(z)* Q
platny pro ta =z, v nich% existuji ob& derivace f'(z), ¥ s(<)
a jest fy(z) += 0.

19. Inversni funkee. BudiZ definovédna v néjakém inter-
valu J spojitd funkce

¥ = f(2). (19-1)

Zvolme dvé ¢&isla ay, a, z intervalu J a poloime b, = f(a,),

Cl/\cl G I
AL :\/E '

(] I

il i i  fra
NS R

11 1 | |

Ly I ] ! X
ac, ¢ ¢ a,

Obr. 13.

f(as). Pfedpoklddejme, Ze je by < b, a zvolme si ne]aké

b=
é lo d tak, Ze

b<d<hb 19-2)
Ty body (z; y), pro néz platf y = d, tvoii vodorovnotipiim-
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ku p (viz obr. (13)]. Z (19-2) nésleduje, Ze bod 4, = (a,; b,)
leZf pod piimkou p a bod A, = (a,; b,) nad pfimkou p.
Protoze je funkce (19-1) spojitd, tvoii jeji graf jedinou
souvislou édru; tato éira spojuje bod 4, pod pi{mkou p
8 bodem A, nad piimkou p. Ndzor ukazuje, Ze mezi body
A, a A, musi byti na grafu aspon jeden bod C, ktery lezi
také na piimce p. Tomuto bodu C odpovidd é&islo ¢, které
lezi mezi ¢&isly a,,a, a v kterém funkce f(x) nabyvd hod-
noty d. Takovych bodi C miZe byti oviem také vice;
na pf. v obr. 13 mame tii takové body C, jimZ odpovidaji
thi ¢isla c.

Tim jsme dospéli k to-
muto vysledku: Nabu- y
de-li spojitd funkce
vnéjakém intervalu ,
J hodnot b, a b,, pti
cemZ b < b, a jeli
b, < d < b, nabude
tato funkce v inter-
valu J hodnoty d
(jednou nebo vicekrat). 0
Z toho nisleduje dile,
%Ze hodnoty, kterych
spojitd funkce na-
bude v intervalu J, tvofi interval, nenili ta
funkce konstanta. (Konstahta nabyv4 oviem jen jediné
hodnoty.) K tomuto.vysledku jsme byli vedeni ndzorem;
v Dodatku je udédn pfesny dikaz nezivisly na ndzoru. _

Nyni predpoklddejme o funkei (19-1) nejen, Ze je v inter-
valu J spojitd, nybrz jesté také, Ze v intervalu J stile roste.
Hodnoty, kterych funkee (19-1) v intervalu J nabude, tvoii
interval K. Ka’dému ¢&islu @ z intervalu J pfifazuje funkce
(19-1) zcela ur¢ité &islo b z intervalu K tak, Ze

b = f(a)- (19-3)
Ale nyni miZeme tvrditi také obrdcené, ze ka¥dému &fslu b

Olee e
x

Obr. 14.

o 43



z intervalu K pfirazuje funkee (19-1) zcela uréité éisloa
z intervalu J tak, Ze plati (19-1) (viz obr. 14). Nebot jsou-li
a,, @, dvé rizné ¢éfsla z intervalu J a je-li na pf. a, < a,,
musf byti f(a,) < f(a,), protoZe (19-1) je rostouci funkece,
takZe nemizZe byti soucasné f(a,) = b, f(a,) = b. K danému
¢islu @ najdeme &islo b, protneme-li graf funkece (19-1) svi-
slou pi{mkou o rovnici £ = a; k danému ¢&islu b najdeme
¢islo a, protneme-li graf funkce (19-1) vodorovnou pfimkou
o rovnici y = b.

Je-li tedy (19-1) spojitd rostouci funkce v intervalu J, je
netoliko proménnd y uréitou funkef proménné z, nybrZ
také z lze povaZovati za funkci proménné y, t. j. miZeme
psdti

z = g(y), (19-4)

pii éemi vztah (19-4) ]e ekvivalentni se vztahem (19-1).
Funkce (19-4) se nazyvéd inversnf funkce k funkei (19-1).

-- Z nézoru je patrné, Ze soudasnsd s funkei (19-1) teké inversni
funkce (19-4) je spojitd rostouci funkce. MiZeme si to
ostatng také formélnd dokézati. Jsou-li nejprve b,, by dv¥ &isla
z intervalu K a je-li na p¥. b, < by, jest @(b,) < @(by); nebot
necht g(b,) = a,, 'P(ba) = ay; pak je by = fay), by = f(a,); kdyby
bylo @, = a,, bylo by b = b;; kdyby bylo a3 < @, bylo by
b, < b, nebot f(z) je rostouci funkce; protoZe oboje je ne-
moZné, musi byti ¢, < a,, t. j. p(b;) < @(by). Tim je dokdzéno,
%e @(y) je rostouci funkee v intervalu K. Déle si zvolme v inter-
valu K uréité &islo b a dokaZme, %e je funkce (19-4) pro ¥y = b
spojité. Pro urditost si provedeme tento dikaz za pfedpokladu,
%o ¢islo b leZf uvnit¥ intervalu K. Je-li a = ¢(b) [takZe také
plati (19-3)), uvédomime si snadno, Ze é&islo a leZf uvnit#
intervalu J. Je-li déno kladné &islo ¢, mZeme si zvoliti v inter-
valu J ¢&isla a,, a, tak, Ze jest

a—e< g <a<a<a-+e (19:5)

PoloZme b, = f(a,), by = /(a,) Zieojmé b, < b < b,, takie existuje
kladné &islo 6 takové,

b1<b—6<b<b+6<b,. (19-6)
Nyni plati
ly-—bl<d=|py)—obd)| <&

&im% je spojitost funkce ¢(y) pro y.= b dokézéna. Nebot
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necht |y—b| < 4. Pak je b—d < y< b + 6, takZe podle
(19-6) je b, < y < by.- ProtoZe ¢(y) je rostouci funkce, je
?(b1) < @(y) < @(by) neboli a; < @(y) < a,, takie podle (19-5)
je a (—-)e < @ply)<a+¢e neboli |ply)—eb)| <e, nebot
a = @
Predpoklddejme nyni, %e v &isle a, které leZi uvnitt inter-
valu J, m4 naSe funkce (19-1) derivaci, Ze tedy
(&) — fa)
Aim B2 ). .
i B = 1@ 197
ProtoZe f(x) je rostouci funkce, maji ve zlomku, ktery je
nalevo v (19-7), ¢itatel a jmenovatel stile stejné znameni,
t. j. ten zlomek je stdle kladny. Takovy zlomek se zfejmé
nemuZe bliZit zdpornému &islu. Tedy je f(a) = 0. Pied-
poklédejme, Ze jest f'(a) + O, tedy Ze jest (@) > 0. Podle V
v odst. 15 je pak
T—a 1
lim . 19-8
@ — @ 7@ (199
Ale kdy% se &islo z blizi &fslu a, bliZi se bod (z, y) na grafu
funkce (19-1) bodu (a, b) a proménnd y = f(x) se bliii hod-
noté b. Obricené, kdy% se y bliZi ¢islu b, bliZi se bod (x; y)
na grafu funkce (19-1) bodu (a;b) a proménni z = ¢(y)
se bliZ{ hodnoté b. Proto lze vztah (19-8) psiti také
nPN—e®) 1
(19-9)
Y l—>b ?/ —b / (a‘)
a to znamend, %e funkce (19-4) inversni k funkei (19-1) ma
pro y = b, kde b = f(a), derivaci rovnou prevricené hod-
noté derivace f'(a) (za ptedpokladu, Ze derivace f'(a) existuje
a nenf rovna nule).

Formalni dikaz vztahu (19-9) probihéd asi takto. Zvolme
&slo ¢ > 0. Mame dokézati, e existuje &slo § > 0 takové, Ze

__qz(y;:z:(b) ”1) <e  (1910)

Podle (19-8) existuje &islo o« > 0 takové, Ze

ly—b|<d=>
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r—a 1
— ' —_— . 19-11
| & a| <o = If(-'l’) @ @ < & (19-11)

ProtoZe funkce (19-4) je pro ¥y = b spojité, existuje &islo § > 0
takové, Ze
ly—b| < déd=|oly)—ob)| <« (19-12)

Toto é&islo 6 mé vlastnost (19:10). Nebot je-li |y —b| < 4,
podle (19-12) jo | p(y) —a | < a, jefto a = @(b). Tedy podle
(19°11) je

py)—a 1
e —f@ @] <°

a to se m&lo pravé dokézati, nebot a = @(b), b = f(a), ¥y =
= flp(y)]-

Pravidla o derivovani inversni funkce, které jsme prévé

odvodili, uZijeme v této kni¥ce na jediném piikladé. Budiz

Yy = z" (19-13)

kde » znamend urdité celé kladné ¢islo a = probih4 interval J

viech kladnych é&sel. (19-13) uréuje spojitou rostouci funkei
a inversni funkce je

n

z=y. (19-14)

Vime, Ze funkce (19-13) m4 derivaci na"—!; pro kladné z

je tato derivace kladnd, a proto mé funkce (19-14) derivaci

na =1 n @ n y
Misto y miZeme na konec zase psiti z a zapsati si novy
vzorec pro derivovdni odmocniny

Jar =~
platny pro kaZdé kladné =z.

Je-li nyni dédno libovolné t. zv. raciondlni &islo 7,
t. j. zlomek

:L‘

-3

(19-15)

b I
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m
Y = e=—>
n
kde m a n jsou &isla celd, pfi éemZ muzeme predpoklddati
n > 0, je vim zndmo, Ze pfi kladném z se definuje mocnina
z' 8 exponentem r takto:

n
2 = (Jzym. (19-16)
Derivaci funkce z* miZeme pocitati, spojime-li privé od-
vozeny vzorec (19-14) se vzorcem (18-1). Dostaneme takto
n n n
(2" = [( Vz)mr =m. (Jom1. (Jfay =

IVn: m * 2 L om P
—m(]/:o:)"'—1 =—2z " .g" =—z"

n r n n

neboli

(a7) = ra’—1. (19-17)
Pro cely exponent r byl vzoree (19:17) odvozen jiZ v odst. 16;
nyn{ vidime, Ze (pfi kladném z) plati tento vzorec i tehdy,
kdy% exponent je lomeny (a m4é jakékoli znament).

20. Vyevik v derivovani. Podle pravidel, s nimi% jsme
s¢ sezndmili v odst. 16 aZ 19, miZeme derivovati mnoho
jednoduchych funkef. Nyni je tfeba, abyste se v tom cviéili.
Zejména vzorce pro derivaci sloZené funkce budete bez né-
mahy uZivati teprve, aZ si provedete fadu pifkladi.,

Pifklad 1. Derivujte funkei f(z) = (2 — 3z)2.

PoloZime y = 2 — 3x; pak je f(z) = y3, tedy f'(z) = 2yy’;
je¥to ¥y = —3, jest f(z) = — 6y = 6. (3z — 2).

Piiklad 2. Derivujte funkei Vz‘ + 1.
PoloZime y = z* + 1; pak je /(:z:) = y‘} tedy J(x) =4y %. ¥’

jeito y’ = 423, jest f'(x) = 22°.
Vx‘ + 1

Nékdy je tieba uiiti vzorce pro derivaci sloféné funkce
dvakrit.
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Piiklad 3. Derivujte funkei f(z) = |/ 3+ V= + 1.

Polofime y=2* + 1, z=3 + V;, pak je f(z) = VZ tedy
flzy=1%. 1, z’; déle je z' = }. y_* .y, tedy f(z) =
y z

= — ——=2—; jJefto Yy = 2z, je f(x) = 5 v=—7=
£ Tz 2 Vy -1z
1

_2V2:3+1.V3+V:v“+1

Pravidlu pro derivovéni podflu [viz (18:3)] se miuZeme
nékdy vyhnout.

Piiklad 4. Derivujte funkei f(x) =

x

z*
(z + 1)

Podle pravidla o derivovéni podilu je ET
Faf= 2. (z+1)2—22.2+1) _(@+1) [2z(@ A 1) —20%
(= + 1t (z+1)4

2:1:\

CER
MuaZeme vSak také pséti f(z) = 2. (z + 1)—? a uZiti pravidla
pro derivovéni soudinu

fe=2z.z+1)?+z. [—2z+ 1) =(z+ 1),

.[21(5+ l)__222]=(x+ l)_’.2z=m-

Cviteni.*) Ve cvitenich 20°1 a% 20°'45 mdate poka?dé po-
&itati derivaci dané funkce.

2001, @®— 7z + 6. 2002, 224 —92*+6. 20'3. 3z1°—6z% 4 2.

5 g
20'4. |=. . 20'5. V=2 20'6. }=°.
20°7. z%. 20°8. 9. 2009, z'%.
: 1 1
2010, 55 2010 2012,
20°13. (1 — z)2. 20'14.(1 + zp.  20015.(1 — ).

20°16. (1 — 2z)°. 200 17. (3= + 2)4. 20-18. (2 — 5z)8.
*) Readht cvident jsou uvedena na konci kniZky.
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2049."’”2“. 2020 2. 2020, 2.
2022 2 202555 " apos —i—"
20-25.—_—2- 2026, 32— 2. 2M7( T
2028, ‘2_’32 2020, S22 4 2y 20 \—,‘%"

2030, (1— 2% 2032, (1— a2, 20°33. (1 — a?)%.
efgl;u V. (2°+32% 20:35. (2 +2) (=—1)%. 20°36. (-+2)* (2—1).

,20-3&]/41 + 5, 20°38. )5z —4. 20-39. V2z T
S~ 1 1
26040, ———. 204l.——. 2042
“Veaz 5 V5z—34 - 1‘,1_%

2043, () 20, /== 2045 o

21. VySetfeni prib&hu funkce\. Necht funkce f(z) m4
v intervalu J viude derivaci; budteZ a,b dvé éisla
z intervalu J (¢ <<b). Pak existuje (asponn jedno)
¢islo £ takové, e a << &£ < b a'fe

j(6)— f(a) = f'(§) . (b—a). (21-1)

Piesny dikaz této véty bude poddn v Dodatku. Nyni si
pouze uvédomime jeji ndzorny obsah a potom si uvedeme
nékolik disledki.

Je-li ¢ = f(a), d = f(b), pak jsou A = (a;c), B= (b,d)
dva body grafu funkce f(z) (viz obr. 15). Smérnice pfimky p,
kterd spojuje body A, B, je podle (7-5) rovna podflu

1(b) — f(a)
b—ad -

Plati-li (21-1), je tato smérnice rovna f'(£), t. j. je rovna

smeranteony-t‘VToT_’Eche grafu, ktery prisluéf hodnoté
x = & Tedy ndzorny obsah nadi véty je prosté tento:
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Jsou-li 4, B dva razné body grafu funkece f(z), pak
lezi mezi nimi na grafu aspon jeden bod, v kterém
je teéna grafu rovmobéind se spojnici AB.

Vime, Ze derivace kon-
stanty je rovna nule
g P identicky (t. j. pro kazdé
)
|
|
I

t

z). Obracené budi% da-
na v néjakém inter-
A valuJ funkce f(x), je-
jiz derivace je iden-
tickyrovnanule.Pak

I
|
i

ll>, je tato funkce kon-

stanta. Nebot necht

Obr. 15. a,b jsou dvé libovolnd

¢isla z intervalu J a

necht na pt. ¢ < b; mdme dokdzati, Ze je f(a) = f(b). To

plyne z (21-1), nebot za nadich predpokladi musi byti

f(& =o.

Mai-li funkce f(z) v néjakém intervalu J v8ude
derivaci a jeli tato derivace uvniti intervalu J
stdle kladnd, pak funkce f(z) roste v intervalu J.
Jsou-li a, b dvé ¢&isla z intervalu J a je-li @ < b, pak plyne
z (21-1), Ze f(a) < f(b), nebot’ ¢islo-f'(§) je kladné.

Ma4-li funkce f(z) v néjakém intervalu J viude
derivaci a je-li tato derivace uvnitf intervalu J
stdle zapornd, pak funkce f(z) klesd v intervalu J.
To plyne zase ihned z (21-1).

Poznatky, které jsme priavé ziskali, umoznuji v jedno-
duchych ptipadech velmi pohodiné stanoviti pribéh dané
funkce f(x). Vypocteme si derivaci f'(z) a najdeme kofeny
rovnice f'(x) = 0, t. j. uréime si ty hodnoty nezavisle pro-
ménné, v nichZ mé funkce f(x) derivaci rovnou nule. Téchto
hodnot je v obyéejnych pifpadech koneény pocet. Tyto
hodnoty rozdéli obor nezavisle proménné na intervaly, pfi
¢emZz funkce f(r) ma uvniti kazdého takového.in-
tervalu J vSude derivaci, kter4 tam neni nikde.

[+]

N
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rovna nule. V Dodatku bude pfesné dokizano, Ze deri-
vace [(x) je nutné uvniti takového intervalu J
budto stile kladnd nebo stdle zaporni. Mdme tedy
obor nezdvisle proménné x rozdélen na koneény podet
intervala J, pfi ¢emZ v ka?dém intervalu J funkce f(z)
budto stéle roste nebo stile klesi. Protoze hodnoty, kterych
funkce f(x) nabude v jednotlivém intervalu J, tvoii interval
(viz odst. 19), ziskdvdme takto prehled o viech hodnotsich,
kterych funkce f(z) nabyvé.

Zv14its dasto se za,_]lmé,me ot.zv. maxima a minima
funkee f(z). Rikéme, Ze funkce f(z) md v &isle @ maximum,
je-li hodnota f(a) vétdi neZ hodnoty, kterych nabyvd f(z)
v ¢islech z blizkych &islu a, ale riznych od a, tedy existuje-li
éislo € > 0 takové, ie

O0<|z—al|<e= flz) < f(a).
Rikime, %e funkce f(x) m4 v &isle @ minimum, je-li hodnota
f(a) mensi neZ hodnoty, kterych nabyvi f(x) v ¢islech z
blizkych ¢islu @, ale raznych od a, tedy existuje-li ¢islo
e > 0 takové, Ze

O0<|lz—a| <e = flx) > fla)

Je patrné, Ze pri stanovenf priubéhu funkce f(x), jak bylo
vySe vyliéeno, obdriime také viecka maxima a minima:

Nebot' uvniti intervalu J, v némi funkce f(z) stile roste
nebo v némZ stile klesd, zfejmé nemize byti ani Zddné-
maximum ani Zddné minimum funkce f(z). ‘Tedy jako
maxima a minima piichdzej{ v Gvahu pouze ta ¢&isla, v nich%
m4 funkce f(z) derivaci rovnou nule. Takové ¢islo a ostatné
nemusi byti ani maximem ani minimem funkce f(z). To
lze ukdzati jednoduchym pi{kladem f(x) = z3. Tato funkce
je.definovéna pro viecka za mé viude derivaci f'(z) = 3.
Tato derivace je rovna nule v &isle £ = 0 a jinde je viude
kladnd. Proto funkce f(x) roste i v intervalu [— o0, 0]
i v intervalu [0, 0], tak%e roste viude a némd ani maxima
ani minima. Déle nesmime zapomirat na moZny ptipad, Z¢
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v nékterém C¢isle neexistuje derivace f'(z); takové ¢islo
miuZe docela dobfe byti maximem nebo minimem funkce f(z).
To lze ukdzati piikladem f(z) = | = | (viz obr. 12 na str. 34);
tato funkce md zfejmé minimum v éisle z = 0, v némz
derivace f’(x) neexistuje.

Piiklad 1. DokaZte, Ze rovnice 25— 1523 +3 = 0 m4
tii kofeny, po jednom v kaZdém z tif intervala [— 4, — 3],
[0, 1], [3, 4]-

Budeme vys8etfovati prib&h funkce f(z) = z% — 1623 + 3.
Jest f'(z) = 528 — 452 = b2* . (x — 3) . (= + 3) Je tedy de-
rivace soutinem t¥i faktord, z nichZ prvy je stéle kladny mimo
z = 0, druhy je kladny pro = > 3, zdporny pro # < 3 a rovny
nule pro = = 3, tfeti je kladny pro z > — 3, zdporny pro z <
< — 3 arovny nule pro £ = — 3. Tedy je f(z) = 0 pro = = 0,
z=3, z=—3, déle }(£) > 0 pro x < —3 & pro = > 3,
konedné f(z) < 0 pro — 3 < z < 3, = ¥ 0. Proto funkce f(x)
roste v intervalech [— ®, — 3], [3, o] a klesé v intervalu
[— 3, 3]. Jest f(— 3) = 165, f(3) = — 159, takfe kdy% z pro-
bihé interval [— 3, 3], probth4 f(z) interval [— 159, 165].
Abychom czjistili, jakych hodnot nabyva f(z), probihé-li z
interval [— 0, — 3] nebo interval [3, ], uvaZme, %e pro
z + 0 se d& f(z) pséti ve tvaru

flz) = (1 —%+ ,)- (21-2)

Je-li &islo |z | velmi veliké, je zdvorka ve (21-2) pfibliZné
rovna jedné, tak¥e f(z) je p¥ibliZn& rovna z%; tedy é&islo | f(z) |
je velmi veliké. JelikoZ funkce f(z) v intervalu [3, o] roste,
vidime, %e jeji hodnoty vyplni cely interval [/(3), ] =
= [— 159, o]. Podobn¥, kdyZ z probfh4 interval [— oo, — 3],
vyplni hodnoty f(z) cely interval [— w0, 165]. Celkovy vysle-
dek tedy je:

v intervalu [— o, — 3] funkce f(x) roste a nabude véech
hodnot z intervalu [— ‘o, 165];

v intervalu [— 3, 3] funkce f(a:) klesé a nabude vSech hodnot
z intervalu [— 159, 165];

v intervalu [3, uo] funkce f(z) roste & nabude vSech hodnot
z intérvalu [— 159, oo].

Tim je dokﬁzé.no, %o funkee f(x) mé maximum v é&isle z =
= —3 a minimum v &sle z = 3 & e nemé jinych maxim
& minim. Déle je tim dokédzdno, Ze rovnice f(z) = 0 mé t¥i
kofeny, po jednom v kaZdém z tfi intervalt [— w, — 3],
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[— 3, 3], [3, ©]. Abychom tyto koFfeny bliZe uréili, stadi vedle
jiz vypoétenych hodnot

f(—3) = 165, f(3) = — 159
jedté si vypoditati hodnoty
f(—4) = —86l, {(0) = 3, {(1) = —11, f(4) = 67.

Interval [— 3, 3] se &fsly £ = 0 a £ = 1 rozd8li na t¥i intervaly
[— 3, 0], [0, 1], [1, 3]; protoZe funkce f(x) v intervalu [— 3, 3]
klesa, klesd tim spi8 v intervalu [0, 1]; protoZe f(0) > O,
f(1) < 0, nabude f(z) hodnoty 0 v jednom &fsle z z intervalu
[0, 1], t. j. ten koFen rovmice f(z) = 0, ktery je v. intervalu
[— 3, 3], musi byti v intervalu [0, 1]. Podobng vidime, Ze ten
kofen, ktery je v intervalu [— oo, — 3], musi byti v intervalu
[— 4, — 3] a Ze ten koFen, ktery je v intervalu [3, c0], musf
byti v intervalu [3, 4].
Piiklad 2. Uréete priubéh funkce

4 1

= — 4+ — 21-

@)= —+1— (21-3)
Pro £ = 0 & pro z = 1 neni nade funkce definovana. Viude

jinde mé derivaeci

on 4 1 oz —4(1—2P

o)==+ 0=z~ —Fa—2zp
Podle zndmého vzorce a? — b® = (a + b) (a —b) jest

22 —4 (1 —=z)2 = [::—}—2(1—:1:)][4:—2(1—::)]—
=(2—z)(3z—2)

(2—2)(z—1)

o) =3 = —ap

Ze (21-3) plyne snadno, %e se f(z) bliZi nule, roste-li | z | nade
viecky meze. Déle je ze (21-3) patrné, Ze | f(x) | roste nade
viecky meze, bliZi-li se z n&které z obou hodnot z = 0 nebo
z = 1. Nyni uZ si snadno ziskdme p¥ehled o hodnotéch, kterych
nabyvé funkce f(x). Musime postupné zkoumat prﬁbéh fu.nkce
fz) v intervalech.

['_ @, 0]’ [0 i]t [i’ l]r [l 2]' [2 w]

Uvnitf intervalu [-— o, 0] je f(x) < 0 podle (21-4), tak¥e f(z)
klesé; z toho, co vime o chovani funkce f(z), bliZi-li se = nule
nebo roste-li | ¢ | nade vSecky meze, vychézi, Ze hodnoty funkce

takZe
(21-4)
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Obr. 16.

vyplni vnitfek intervalu [— co, 0]. Uvnitf intervalu [0, $] je
f(x) < 0 podle (21-4), takZe f(x) klesé; bliZi-li se,z nule, roste
| /(z) | nade v8ecky meze; mimo to je f(§) = 9; proto hodnoty
funkce vyplni interval [9, «]. Uvnitf intervalu [§, 1]je f'(z) > 0
podle (21-4), takZe f(z) roste; bliZi-li se z &islu 1, roste | f(z) |
nade viecky meze; jeito f(}) = 9, hodnoty funkece vypini
interval [9, c]. Uvnitf intervalu [1, 2] je f/(z) > 0 podle (21-4),
takZe f(z) roste; bliZf-li se z &islu 1, roste | f(z) | nade viecky
meze; mimo to je f(2).= 1; proto hodnoty funkce vyplni
interval [— o, 1]. Uvnitf intervalu [2, ] je f(z) < 0 podle
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(21-4), tak¥e f(x) klesa; roste-li z nade vSecky meze, bliZi se
Hzx) nule; protoZe f(2) = 1, vypini hodnoty funkce vnitfek
intervalu [0, 1].

Celkovy prib&h funkce f(x) je nejlépe patrny z jejiho grafu
(v.obr. 16). V &isle £ = § mé f(z) minimum; v éisle x=2 mé
f(x) maximum; jinych maxim a minim funkee f(x) nema.
Graf m4 t¥i asymptoty; osu z, osu ¥ a svislou pfimku s rovniei
z = 1. Pomoci grafu snadno pFehlédneme, jakych hodnot
funkce f(z) nabyva. Ka%dé hodnoty v&tsi neZ 9 nabude f(x)
dvakrét, jednou uvnit¥ intervalu [0, 3], po druhé uvnit¥ inter-
valu [, 1]; hodnoty 9 nabude f(z) pouze jednou, a to v &isle
z = }; hodnot uvnmit¥ intervalu [1, 9] funkce f(x) vibec me-
nabyvé; hodnoty 1 nabude funkce f(z) pouze jednou, a to
v &isle z = 2. Také hodnoty 0 nabude f(x) pouze jednou; ze.
(21-3) se snadno vypolte, %e¢ f(4) = 0. KaZdé hodnoty uvnit¥
intervalu [0, 1] nabude f(z) dvakrat, jednou uvnitf intervalu
(4, 2], po druhé uvnitf intervalu [2, ©]; kaZdé hodnoty uvnitf
intervalu [— oo, 0] nabude f(x) dvakrét, jednou uvnitf¥ inter-
valu [— w, 0], po druhé uvnit¥ intervalu [1, £].

Cviéeni. 21'l. DokaZte, Ze funkee f(z) = (z — 1) (z + 2)
nabude kaZdé hodnoty uvnitf intervalu [0, 4] v tf¥ech rdznych
dislech z, a kaZdé hodnoty uvnit¥ intervalu [— o, 0] nebo
uvnitf intervalu [4, ©] jen jednou; hodnot 0 a 4 nabude f(x)
kedé dvakrat.

#2212, DokaZte, ¥e rovnice 21%® — 322 — 36z + 10 =0 mé
joslen: zaporny kofen a dva kladné; u ka¥dého kofenu urlete,
s kterymi dvdma celymi &isly leZi.

"flm DokaZte, Ze funkce f(z) = 3z4 — 42% 4 1 nabude kaZdé
Kladné hodnoty ve dvou ghznych &islech .

. 7. = (= — 1 )
21°4. Vysetfete prib&h funkce f(z)' “Z® {3z 73
. d
215, VySetiete prab&h funkce f(z) = (x—1) (x—3)P
r—3

21-6. Vyéeti"ete. pribgh funkee f(r) = ——-
‘ YT+

21'7. Doka%te, ¥e funkce f(x) = (r —a,)? + (z —a,)? + ...

. + {z —a,)? nabude své nejmensi hodnoty v é&isle z =

a, + a, + s +.an

n

Ot
Ot



21'8. Doka¥te, ¥e funkce f(z) = %

moZnych hodnot, je-li ¢ uvnit¥ intervalu [0, 1], kdeZto pro ¢

mimo interval [0, 1] existuje interval.J délky 4Vc (c—1)
takovy, Ze f(z) nabyv4 pravé téch hodnot, které nejsou uvnitf J.

nabyva vsech

22. Ulohy vedouci na maxima a minima funkee.
Existuje fada zajimavych dloh, u kterych si musime napied
sestavit funkei f(z), nacez je tloha feSena uréenim pribéhu
této funkece.

Piiklad 1. DokaZte, Ze ze viech pravodhlych trojihel-
niki, u nich je soudet délky piepony a délky jedné odvésny
roven dané délce, mé nejvétsi plodny obsah takovy troj-
dhelnik, u néhoZ jmenované dvé strany sviraji dhel 60°.

Dany soudet miZeme zvolit za jednotku délky. Pak bude
. z+y=1, (22-1)
znamena-li £ délku pfepony & y délku jedné odv&sny. Délka
druhé odvésny je podle Pythagorovy véty Jz® — y2. Dvojné-
sobny obsah trojthelntka je tedy v .}z*F— ¥%, co% je podle
(22:1) rovné

flmy=1—2).YF—(1—2)2 =(1—=z) 22— 1. (222)

Vzhledem ke svému geometrickému vyznamu musi byti &islo z
jednak mensi neZ 1, jednak vétSi neZ y = 1 — z, t. j. z musi
byti uvnit¥ intervalu [}, 1]. Podle (22-2) je )

: 11—z - 2— 3z
() = — J2z —1 = .

@ +V2:n—l Y2z —1
Pro}<z<$jef(z)>0,pro} <z<ljef(x) < 0. Proto
H(z) roste v intervalu [}, §] a klesda v intervalu [}, 1], takZe
f(x) nabude své nejvétsi hodnoty pro z = }. Podle (22-1) viak
je £ =  tehdy a jenom tehdy, kdyZ = = 2y a z elementérni
geometrie je znamo, e je z = 2y tehdy a jen tehdy, kdyZ pFe-
pons a odvésna délky y sviraji thel 60°. Maximalni obsah je
roven :

13-
2 3 6 V§'
Piiklad 2. Budiza >0, 6 >0, C = (a; b). Bodem (' si
mysleme vedeny piimky p tak, aby protly osu z napravo
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od poddtku a osu y nad poditkem; jinak je poloha piimky p
libovolnd. Pro kafdou pi'lpustnou polohu piimky p oznad-
me P jeji prisecik s osou z a Q j ]e]l prusecfk 8 osou ¥. Do-

kaZte, Ze nejmens{ hodnota vyrazu OP P+ 0Q je (Va, + V—)2
a Ze nejmend{ hodnota vyrazu OP.0Q j je 4ab.

Pfimka p neni svisldé a mé tedy urditou smérnici. Z nézoru
]e patrné, Ze tato smérnice musi byti zdépornd; oznalme si
Ji —¢. Rovnice pfimky p zni (viz odst 7)

y—b—t(z—a) (22-3)
Bod P dostaneme, poloZime-li ¥y = 0 ve (22:3), takZe

P= (a + Tb'; o). (22-4)

Bod @ dostaneme, poloZime-li £ = 0 ve (22-3), tak¥e

. Q@ = (055 + ar). (22-5)
Je¥to pro £ > 0 je

a+—f—>0, b+ at >0,
vidime, Ze promé&nné t neni podrobena jiné podmince ne%
t > 0, co¥ je ostatnd z ndzoru patrné. Podle (22-4) a (22-5) je
= bia

OP =— , 0Q=b+at,
takZe
-0_1".+O_Q-=f1(t)=%+a+b+at,
0F.0Q = f,t) = “’*_ﬂ) =L: + 2ab +-a?t.
Jest pFedné
b
1'1(” = ""t_g + a,

5 -
takZe f,(2) <O pro 0 <t < -Z— a f,(¢) > 0 pro t>
Z toho nésleduje, %e nejmensi hodnota funkce f,(t) je

) P Lda+b+a z=a+2VaT+b=(Va—+V5-)'-
h a Vb G

a
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2
Jest za druhé f'z_(t) _ _3_2 T a

7 b ’ b
takZe f'4(t) < 0 pro 0 < ¢ <Tz- a f'5(t) > 0 pro t > = Z toho
nasleduje, Ze nejménéi hodnota funkce fy(¢) je

b 2
e

Z provedené diskgse v!chézi, ¥e OP + O_Q_ nabude své nej-
mensi hodnoty (‘V a+ Vb)’ pro jedinou polohu pHmky p a Ze
nabude kaZdé hodnoty v&tsf nez (Ja + V), a to pti dvoji

poloze p¥imky p. Docela stejnd nabude OP . OQ své nejmensi
- hodnoty 4ab pro jedinou polohu pfimky p, a kazdé hodnoty
v&tsi neZz 4ab nabude p¥i dvoji poloze pFimky p.

Piiklad 3. Teéna elipsy pirotind osy v bodech P a Q.
DokaiZte, Ze nejmensi hodnota vyrazu PQ se rovné soudtu
obou poloos elipsy. .

PFi této viloze potfebujeme trochu vice znalosti z analytické
geometrie, neZ jsme si v prvych odstaveich této kniZky zopako-
vali. Jsou-li osy elipsy totoZné s osami z a y (coZ ovSem muaZeme
predpoklédati) a jsou-li @, b délky obou poloos, pak musime
pfedn& vé&di&ti, Ze rovnmice elipsy zni

A i A R ~ .
(;) + (?) =1. (22-6)
Je-li (zy; ) libovolny bod na elipse, musime déle v&ddti, Ze
rovnice teény elipsy v bod& (z,; y,) zni

b +M= . . (22-7)

Ziejmd se muZeme omeziti na ty body (z,; y,) nadi elipsy,
pro né& plati z, > 0, y, > 0. Bod P dostaneme, poloZime-li
y = 0 ve (22:7), tak¥e
2
P = (a_; 0)-
To
'Bod Q dostaneme, poloZime-li 2 = 0 ve (22-7), tak¥e

Q=(0;%-



Podle vzorce (4-2) je

_ at b
2 = —
PQ* = T2 + Yo 2
ProtoZe bod (zy; y) le%i na elipse, je vyhovéno rovnici (22-6),
dosadime-li z = zg, ¥ = s proto je

P@—ﬂW—z,(ﬂ
__at b? a?b?
SRt tea

1——%
a

Proménna z, je omezena na vnitfek intervalu [0, a]. Derivo-
védnim dostaneme

’ _ 2a4 2d’b’z _

/ (zo) = -2—‘21:—03- M)—S - .

= g et — e (@ — ) =
2a

= m [b(l!u2 T—a (az —_ Zoz)] [ba:o’ —a (a’ — :l'ro')],

takZe derivace mé stejné znameni jako
bz — a (a2 — z42) = (a + b) xyt — ad.

Je tudi¥ f/(z,) < 0 uvnitk intervalu [o, a VaLer ] a f(z) > 0

uvnitf in{ervalu [al/

a
a+b

, ], tak¥e f(z,) nabude své nej-

mensi hodnoty pro z, = a ‘ﬁl—, . Tato nejmensgi hodnota je
a at a%b?
l/ = - 2
f(a a+b) . a + . R a (@ + b)*.
. —— at—a?. ——
a+b a 4+ b

Jetto PQ* = f(z,), je a + b nejmensi moZné hodnota vyrazu
PQ. Mimo to plyne z provedené diskuse, Ze [za pfedpokladu
Ty > 0, yo > 0] PQ nabude své nejmensi hodnoty a + b pro

jedinou polohu te&ny, a %e¢ PQ nabude kaZdé hodnoty v&tsi
neZz a + b, a’to p¥i dvoji poloze tedny.
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Cvideni. 22|. Ze viech obdélnikii daného obsahu urdete
ten, ktery mé nejkratsi dhlopiicku.

22'2. Mezi viemi plo-
chami sloZenymi ze &tvrt-
kruhu a obdélnika, jak
je naznaéeno v obr. 17,
a majicimi obvod dané
velikosti, urdete takovou,
Obr. 17. jejiz obsah je nejvé&tsi.

122-3. Dv® cesty se kFiZuji kolmo; auto jedoueci po jedné
z nich rychlosti{ 60 km za hodinu projiZdi kFiZovatkou v dob$,
kdy druhé auto, jedouei po druhé cestd smérem ke kfiZovatce
rychlosti 45 lkim za hodinu, je od k¥ifovatky 30 km vzdéleno.
Najd&te posici obou aut v tom okamf#iku, kdy si jsou nej-
bliZe.

224, Zvolte dv® kladnd &isla se soudtem 40 tak, aby soudet
jejich é&tvercti byl co nejmensi.

. 22'5. Najdéte dv& kladna &isla tek, aby jejich rozdil byl
100 a aby rozdil mezi &tvercem v&tSiho a p&tindsobkem &tverce
menstho byl co nejvatsi. .
22'6. Doka¥te, Ze ze vSech rovnoramennych trojahelnik
daného obvodu m4é rovnostranny trojihelnik nejvdtdi obsah.
22:'7. Do kruZnice poloméru r je vepsan obdélnik. Jakou
hodnotu miZ%e miti obvod obdélnika?
22:8. Je dén obdélnik M. Jaksé je nejvdtdi mo¥nd hodnota
lo(bsal,‘l}u obdélnika, jehoZ strany prochéazeji vrcholy obdélni-
a M?
+ 22'9, Do dané koule jsou vepsany rotadni vélce. DokaZte,
Ze nejvétsi moZny objem vélce je asi 0,5773krat objem koule.
22°10. Mezi rotadnimi valei, jejichZ celkovy povrch je pFe-
depsén, najdéte takovy, jehoZ objem je nejvstsi.
22'11. Do dané koule jsou vepsany rota®ni vélce. Jakd je
nejvétsi moZnd velikost pla&td valce?

22'12. Do danébo pravotihlého
trojihelnika jsou” vepsény obdél-
niky tak, jak je naznadeno v obr.
18. Najd&te nejvétéi moZny obsah
obdélnika; vydSetfete také, jakych
hodnot midZe nabyti obvod obdél-

Obr. 18. nika.
2213, Necht C, p, P, @ maji ty% vyznam jako v pfikladé 2
(str. 56). Najdéte nejmensi moZnou hodnotu délky PQ.
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22:14. Ze v8ech pravouhlych trojihelnikt daného ploﬁného
obsahu uréete ten, ktery mé nejmensi obvod.

2215, Obdéinikovy kus ple-
chu mé rozméry 60 cm, 28 cm;
1 v rozich se odfiznou ¢&tverce
| (viz obr. 19) a zbytek se ohne
|
|

tak, %e vznikne oteviend kra;
bice; jak velké musi byti stra-
na odFfznutych &tvercl, aby
objem krabice byl co nejv&tsi?

Obr. 19.
22:16. Které misto mezi dv&ma sydtelnymi zdroji je nej-
slabdji osv&tleno, je-li intensita jednoho osmkré.t vétSi neZ
intensita druhého?
?22 17. Kus drétu délky a se ma roziiznouti na dv& &4sti,
ichZ se ohne prva do tvaru &tverce a druhé do tvaru kruhu;
na kterém mist® se mé rozkiznuti provésti, aby soudet obsahu
&tverce a obsahu kruhu byl co nejmensi?



INTEGRAL

¥ 23. Pojem integralu. Poznali jsme na fadé piiklada
uZitetnost pojmu derivace. Nyni se obritime ke studiu
jiného neméné dulezitého pojmu z nauky o funkeich, totiz
pojmu integréilu.

* BudiZ ddna v néjakém intervalu [a, b] spojitd funkce
f(x); predpoklidejme prozatim, Ze v3ecky hodnoty funkce
f(z) jsou kladné. Integrdlem funkce f(z) od ¢ do b
rozumime obsah plochy, omezené grafem funkce

f(z), svislymi piimkami z=a, x=5b a osou z; p¥i-
klad takové plochy je vyznaéen v obr. 20. Abychom ob-
sah té plochy pftiblizné vypoéetli, nahradime si ji jinou
plochou, kterd se od ni jen nepatrné lisf, ale jejiZ obsah se dé
pohodlné poéitati. Za tim tcelem si rozdélime interval [a, b]
na velky poéet n malych intervalt

(ao, a,], [@y. G5], - -+, [@n—1, an], (23-1)

kde !
=0y <, <8< ...<Ap_y;<ap=2=b. (23-2)
[V obr. 20 je voleno n = 4, tedy pomérné mald hodnota,
aby byl obrazec zfetelny.] V kaZzdém z intervali (23-1) si
zvolime uréité éislo: &fslo & v intervalu [a, a;), ¢islo &,
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v intervalu [a,,a,], ..., éislo &, v intervalu [a,—,, a,]-
[V obr. 20 je kazdé z téchto ¢isel uvniti piisludného inter-
valu, ale to neni nutné.] Primkami
T=0a,Z=4ay, ..., T =% Ap—,

se rozdéli plocha, o jejiz obsah ndm bézi, na uzké pruhy,
a z ndzoru je patrné, Ze muZeme priblizné nahraditi kazdy
ten pruh obdélnikem, pii éemz vyska prvého obdélnika je
f(&,), vygka druhého je f(£,) atd. Viecky tyto obdélniky
dohtomady tvori plochu (vysrafovanou v abr. 20), jejiz
obsah je piiblizné takovy jako obsah piavodni plochy.
Protoze obsah obdélnika je soudin vySky a zdkladny, je
obsah Srafované plochy roven é&islu

S = I(El) N (a’l_ao) +/(E2) . (02'—01) + e + (23_3)
+ f(gn) c(ap— an—l)-
Tedy je na8 integral piiblizné rovny soudtu (23-3), oviem za
ptedpokladu, Ze v3ecky diference

O — 0y, Gy— @y, ..., 0y — Ay, (23-4)

jsou dosti malé. Integral funkce f(z) od a do b znacdime
symbolem

b
af f(z) dz: (23-3)

éisla @, b se jmenuji meze integrédlu; a je dolni mez,
b je hornf mez.

Znak (23-5) pfipomina svym tvarem souet (23-3). Znadka f
vznikla z pismene S, tedy ze zaditeniho _pismene slova summa
{soudet). Symbol f(z)dz pfipomini svym tvarem jednotlivé
stitance v soudtu (23-3): d je zatateéni pismeno slova diference
a kaZdy séitanec ve (23-3) je souéin, jeho¥ prvy faktor je hod-
nota funkce f(z) v urditém &isle z, a druhy je diference mezi
dvéma hodnotami nezavisle promé&nné z.

€

Geometrickd uvaha, kterou jsme privé provedli, vede
k aritmetické definici integralu, kterou si nyni hodlame
vysloviti. O funkei f(z) budeme predpoklddati pouze, Ze



je spojitd; predpoklad, Ze vSecky hodnoty funkece f(z)
jsou kladné, byl vy$e uéinén pouze proto, aby mél integral
jednoduchy geometricky vyznam; pro aritmetickou definici
je tento predpoklad zbyteény a proto jej opustime.

Nechtéjice vyslovovati definici integrdlu jedinym ne-
prehlednédlouhym souvétim, poéneme tim, Ze nazveme vy-
tvofujicim souétem kaidy soudet tvaru (23-3). Je-li
ddna funkce f(z) a interval [a, b], je téch vytvofujicich
soucti jeSté nekoneéné mnoho. Abychom dostali urdcity
vytvorujici soucet, musime si ptedné zvoliti ¢isla a,, a,, ...
«osyGg—y (v libovolném koneéném poctu) tak, aby platily
nerovnosti (23-2), a za druhé si musfme zvolit jesté éisla
&, &, ... Eny po jednom v kazdém z intervalu (23-1); je-li
tato dvoji volba provedena, mdme uréity vytvofujici sou-
Get (23:3). Vytvotujicf soulty jsou, jak je jiZ z vy&e feeného
patrné, aproximacemi integrilu; ale oviem neni kazd4 apro-
ximace stejné dobra. Na éem zdleii, jest, jak dlouhé jsou
intervaly (23-1), t. j. jak velké jsou diference (23-4); dobra
aproximace se dd oéekdvat pouze, jsou-li vBecky diference
(23-4) malé. Proto si nazveme normou vytvorujictho souctu
(23-3) nejvétsi ze vSech diferenci (23-4); je-li tedy &
kladné cislo, pak vyrok, Ze vytvoiujici soudet (23-3) md
normu mensf neZ 4, znamend, e viecky diference (23-4)
jsou mensi neZ 4. Po této piipravé miZeme aritmetickou
definici integrdlu vysloviti uZ velmi struéné. Integral
spojité funkce f(x) od a do b, znadeny symbolem
(23-5), je ¢islo, které mé ndsledujici vlastnost. Je-li
dédno libovolné kladné ¢isloe, existuje kladné é&islo
é takové, Ze plati nerovnost

]
|8— fi(x)dzl < e (23-6)

pro viecky vytvofujici souéty S, jejichZ norma je
mensi ne §:

Integrdl je tedy limita, rozumime-li obecné limitou é&islo,
pro které meni pifmo ddn presny zpisob jeho vypoctu,
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nybrz misto toho zpisob, jak je poéitati priblizné, pfi ¢emz

je tento zplisob tak pruZny, %e lze podle ného provésti pocet

tak, aby byla chyba mens{ neZ libovolné predepsané kladné

¢éislo. Pod tuto obecnou definici limity spadaji oviem také

limity tvaru lim F(z) definované v-odst. 13. Mezi onémi
z—a

limitami na jedné strané a integrilem na druhé strané je
velmi podstatny rozdil; hodnota hmlty lim F(x) zdvisf pouze

na hodnotdch, kterych funkce F(x) na.byva v libovolné malé
piedepsané blizkosti éfsla x = a, kdeZto hodnota integrélu
z4visf podstatné na pribéhu funkce v celém intervalu [a, b).

V nadem dosavadnim vykladu o integrélu je velmi pod-
statnd mezera; je totiz nutné, aby se piesné dokézalo, Ze
pii libovolné dané spojité funkei f(z) v intervalu [a, b]
opravdu existuje éislo (23-5) vyhovujicf podmince nazna-
¢ené nerovnosti (23-6). Tento ditkaz bude proveden v Do-
datku.

: 24, Jednoduché véty o integralu. Je.li pfedeviim
f(z) = ¢ konstanta, jsou zfejmé vSecky vytvofujiei soudty
rovné ¢islu ¢ (b— a), takZe
- .\
fc de = c (b— a). (24-1)

I. Je-li f(z) spojitd funkce v intervalu (a, b] a je-li
¢ konstanta, ]est

b
fc f(x)dz =¢ ff(a:.) dz

Nebot kdyZ p¥i urdité volb¥ Sisel
a],r a], ey a 'n—1° Ep 5;, ey E (24-2)

jsou § a S* vytvoFujici soudty patfiei po Fad® funkei f(x)
a funkei ¢ f(z), jo zfojm& §* = ¢S.

I1. Jsou-li fi(z) a fy(2) spojité funkce v intervalu
[a, b], jest
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b b b .
f [fi(z) + fo(x)] dz = f fy(z) dz + f fa(z) d=,

f [fy(2) — fo(2)] dz = f fy(2) de— f /,(z) dz.

Nebot kdyZ pFi urdité volbd &isel (24-2) jsou S,, Sy, § a S*
vytvotujici soutty patfici po Fadd funkeim f\(z), fo(z), Hi(z) +
+ fi2), fi{z) — fa(z), je zFejmd S = 8; + S, S* =8, —S,.

Prévé vyslovené véty I a IT o integrdlu jsou zcela obdobné
vétdm I a IT o derivaci (viz odst. 16). T. zv. integralni
potet by byl mnohem jednodusdi, kdyby existovala také
véta o integrdlu obdobnd vété III o derivaci z odst. 16; ale
nenf Z4dného vzorce, podle n¢ho# by se dal poditati integrdl

b
I/x(z) fo(z) dz,
a

zndme-li hodnoty integrali

b b
af’l(z) dx’ affg(z) dz.

III. Budi? a < b < ¢. Je-li f(z) spojité funkece v in-
tervalu [a,c], jest

[ b e
Ji@) dz = [f(z) dz + [H(z) da. (243)
ProtoZe funkce f(z) je spojité v intervalu [a, ¢c), je zfejmd
také spojitd v intervalu [a, b] i v intervalu [b, ¢]. Dikaz vztahu
(24-3) provedeme nep¥imo, t. j. u¥inime pfedpoklad, Ze tento
vztah je nesprévny, a ukdZeme, %e tento pFedpoklad vede
k nemoZnému disledku. Neplati-li vztah (24- 3), exxstu]e &slo
€ > 0 takové, Ze

b c
| ff(:z:) dz—f/(z)d:c—f/(z) da:l > 3e.

éPodl«a definice mtegrélu existujf klaad.mi &sla 8, 8y, J, tako-
v
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b e
|Sl—f/(a:)da:| < g IS,—f/(z)da:l <e,|S,—f/(:c)dzl<s,
- a b a

jsou-li Sy, Sy, S vytvoFujici soutty patiici po fadé intervalim
[a, b], [b, ¢], [a, c] s normou mensi neZ §, u prvého, mensi neZ
8y u druhého a mensi ne¥ d, u t¥etiho. Zvolme &islo é > 0 tak,
aby bylo mensi neZ kaZdé z &isel &;, 8,, §,. Je-li S; vytvoFujici
soudet patfici intervalu [a, b], je-li S, vytvoFujici soudet patfici
intervalu [b, ¢] & jsou-li normy obou men&i neZ §, je zfejmé
8, + 8, vytvofujici soudet pat¥ict intervalu [a, c] & ta.ké jeho
norma Je mensi ne% 4. Proto je

Isl_ff(’)dil <e |Sa—f/(=)dz| <e
: a b .

| [{@)dz — (8 + 8y) | < &
]

ProtoZe pak absolutni hodnota soultu je nejvys rovna souétu
absaolutnich hodnot s&itancé (viz odst. 14, XVII), jest
b . [ e
|18, — [ (=) d=] + [S,— [H=z)d=z] + [[f(z) dz— (S, + Sy |<3e,
a . b a

neboli R
e [
| [#2)dz — [f(z)dz — [f(z)d=| < 3¢
a a b

a to je prdvd nemoZné.

IV. Jeli f(z) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a jeli f(x) = 0 pro kaidé ¢&islo z z intervalu [a, b],
jest

b
ff(.'c) dz > 0.

Nebot pro kaldy vytvoi‘ujici soudet S zfejms platf nerovnost
8§20

V. Jsou li fi(x), fo(z) spojité funkce v intervalu
[a, 8] & je-li fi(x) < fy(z) pro kaZdé &islo z z intervalu
[a, b], jest

b b
af fi(z)dz < af/zm dz.
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/Podle IV je.totiZ
b
f[fz(z) — h(z)]dz 20
a podle II je ¢

b b b
SUs(@) — (@) dz > [fy(=z) dz — [fy(2) d=.

VI. Jeli f(x) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a jsou-li ¢, ¢, ¢isla takovd, Ze
aS )= ¢

pro kazdé ¢islo x z intervalu [a, b], jest

b
qgb—a)< f/(:é) dz < ¢, (b—a).

Podle V je totiZ
b b b

Jeadz £ [f(x)dz < fc,dz
a podle (24-1) je
b b
Jedz =c(b—a), [d.dz=d(b—a)
a a

VII. Je-li f(z) spojitd funkce v intervalu [a,b]
a je-li f(x) = 0 pro ka%dé ¢islo z z intervalu [a,b],
neni-li viak identicky f(x) =0 v celém intervalu
[a,b] pak jest

b
[H(z)dz > 0. (24-4)

Kdyby bylo f(z) = 0 vSude uvnitf intervalu [a, b], pak by
ze spojitosti funkee f(z) plynulo f(a) = 0, f(b) = 0. Proto si
miZeme zvoliti &islo ¢ tak, Ze a <c¢ < b, f(z) > 0. Déle si
zvolme ¢&islo e > 0 tak, %e f(c) > 2¢. ProtoZe funkce f(z) je
spojitd pro z = ¢, existuje &slo & > 0 takové, Ze

lz—c| < d= |fz)—flc)] <. (24:5)

Interval [a, b] si miZeme rozdé&liti na t¥i intervaly
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[a, ¢,), [e1s €3], [cs, B]

tak %o &fislo ¢ je uvnit¥ intervalu [c,, c,] & Ze je tento interval
tak maly, %o |z —c | < & pro ka¥dé x z intervalu [c,, c,].
Podle III je

b ¢ b
f[(a:) dz = ff(z) dz + f/(:v) dz,

f/(.'c) dz = ff(a:) dz + ff(:v) dz.
Podle IV je véak
b
f /(@) dz >0, f f(z) dz >0,

f fz)dz > f f(x)dz > ff(:z:) dz. (24-6)

Jelli z v mterva.lu [eys c,], Je | z——cl < 6, takZe podle (24:5)
je | x) — f(c) | < & tedy f(c) — f(z) < &, takde fle) < f(z) + &;
aviak ¢&islo ¢ bylo voleno tak, Ze 2¢ < f(c); proto je 2¢ < f(z) +
+ ¢, tedy ¢ < f(x) pro ka¥dé z z intervalu [c,, ¢;]. Proto sou-
dime ze VI, Ze

Cy
JHz)dz 2 & (c;—¢,) > 0. (24-7)
Zo (24-6) a+24-7) nésleduje (24-4).

Véta VII je zlepSeni véty IV; podobnd bychom mohli nyni
-zlepBiti také véty V a VI.

V integrilu
b
SHz) dz (24-8)

jsme dosud stéle pfedpoklidali a << b. Je vicelné d4iti sym-
bolu (24-8) také vyznam, kdy% @ > b nebo a = b. To uéi-
nfme piedpisem

a b "
,,f f(x)dz = — [f{(z)dx ' (24-9)

neboli slovy: vymxénime-li meze, zmén{ _integré.l zna-
men{. Kdyz do (24-9) dosadime @ == b, vidime, Ze musi
byti
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[Hz)dz=10: (24-10)

neboli slovy: iritegrdl od a do a je roven nule.

VIII. Budiz f(z) spojitd funkce v intervalu J.
Jsou-li @, b, ¢ t¥i libovolnd &isla z intervalu J, jest

b c a
[f(@) dz + [f(@) dw + JH(z)dz =0,  (2411)

c b c
Ji@) dz = JH@) dz + [H(z) da. (24:12)

Podle (24-9) plyne ze vzorcl (24-11) a (24-12) jeden z dru-
hého, tek¥e stadi, dokédZfeme-li jeden z nich. Podle (24-9)
8 (24-10) je vzorec (24-11) jist8 sprévny, je-lia = b nebo @ = ¢
nebo b = ¢. Pfedpoklddejme tedy, Ze a, b, ¢ jsou t¥i rizna
¢isla z intervalu J. Cisla a, b, ¢ miFeme pséti v Sesti réznych

pofédcich
abe, acb, bac, bea, cab, cba.

Snadno se pFesv&défme, Ze zmé&na pofddku nem# na vzorec
(24-11) jiného vlivu, ne% %e se budto pouze s&itanci mezi sebou
zamé&n{ nebo Ze se vedle této zimdény jeSts u kaZdého séitance
zméni znameni, Proto stadi provésti dikaz za pfedpokladu -
a < b < c. Ale za tohoto pfedpokladu je vzorec (24-12) spravny
podle III. B

Poznédmka. Ze (24-9) a (24-10) plyne, Ze vzorec (24-1)
zlstane v platnosti, i kdyZ @ > b nebo a = b. TotéZ plat
o vzorcich z vét T a II.

I 25. Souvislost mezi derivaci a integrilem. Nyn{ si do-
kdZeme, Ze integrovani nenf nic jiného ne% obrédceny
vykon k derivovédni. BudiZz f(x) spojitd funkce uvnitf
intervalu J. Zvolme si uréité éislo ¢ z intervalu J. Promén-
né ¢ necht nabyvé viech hodnot z wnmitiku intervalu J.
Pak si miZeme zavésti novou funkei F(t) vzorcem

t
F(t) = [{(z) d=. (25-1)

O této funkci si nynf dokd¥eme, e m4 uvniti intervalu J
viude derivaci, kterd se poéitd podle vzorce
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| F'()) = 0)- (25-2)
Za tfm tGéelem si zvolme uvnit¥ intervalu J libovolné éislo b.
Méme dokdzati, Ze

lim F—(” FO) _ 4).
tp L—Db

Zvolme &islo € > 0. Mame dokézati, %e exxstu]e &slo 6 > 0
takové, Ze
2O _jmy|<e (259)
Zvolme kladné &islo ¢ < e. JeZto funkce f(x) je spojitd pro
z = b, existuje &islo 6 > 0 takové, Ze
lz—b| < d=|flz)—f(b)| < & (25-4)

Toto éislo 8 mé u vlastnost (25-3). Nebof nechf0 < [t —b | <
< 8. Jeito

0<|t—b|<d=

F(t) = f/(z) dz, F()= fbﬂz) dz,

podle VIII v odst. ;4 je :
F@t) — F(b) = f' f(z) dz.

Podle (24-1) (viz téZ pozndmlu n:. konci odst. 24) je viak
1(b) (¢ — by = ft/(b) dz

Podle IT v odst. 24 (viz zase to:li poznimku) je tedy

F(t) — F(b)

= — ) = f (=) — fb)ds.  (25:6)

Je-li nyni pfedn& ¢ > b, pak je b Sz St<b+ dprovﬁeckaz
z intervalu [b, ¢], talZe podle (25:4) je

—a<flx) —f(b) < g (25-8)
pro viecka tato z. Tedy podle VI z odst. 24 je

t
—& < [[Hz) —f(b)]dz < &, (25-7)
b
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Jelizadruhét < b,jed > = 2 > b — & pro viecka z z inter-
valu [z, b], takZe podle (254 ti (25-6) pro vSecka tato z.
Tedy podle VI z odst. 24 je
—a < f [f(z) — fb)] dz < ey
¢

ProtoZe viak

b t

[if@) — jo) dz = — [f@) — j(b)] da,

t b
dostdvame zase (25'7). Z (25-5) a (25'7) viak plyne (25-3),
nebot & < &.

Vysledek, k némuZ jsme dobli, si vyslovime v takovém
tvaru, v jakém se ho éasto uZivd k vypodtu integréli.
Necht zase f(z) je spojit4 funkce uvnitt intervalu J. Podai{-li
se ndm jakymkoli zpisobem najiti funkci ¢(x) takovou, Ze

¢'(z) = f(z) (25-8)
pro viecka x z intervalu J, pak jest

]
[1(z) dz = @(b) — pla)- (25:9)
Nebot podle ptedchéazejiciho
b
af Hz) dz = F(b).

Obé funkce @(z) a F(x) maji uvniti intervalu J viude
stejnou derivaci, tak¥e jejich diference @(x)— F(z) m4é
uvnitf intervalu J derivaci identicky rovnou nule. Z odst. 21
vime, Ze funkce p(z) — F(x) musi byti uvnitt intervalu J
konstantou, takZe

¢b) — F(b) = g(a) — F(a).
Aviak

Fla) = MnM—o
takZe @(b) — F(b) = ¢(a), tedy
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p(b) — p(a) = F(b) = f f(=) dz,
coZ jsme méli dokézati.

Abychom mohli poéitati integrdl podle pravidla (25-9),
potiebovali bychom zniti cesty, jimiZ se k dané funkei f(x)
d4 najiti funkce @(x) vyhovujici podmince (25-8). Existuji
rozmanité takové cesty, ale rozsah této kniZky nedovoluje,
abychom se s nimi sezndmili. Mimo to viecky tyto cesty
v mnoha pifpadech nevedou k cfli, protoZe i kdyz funkee /()
je jedna z téch jednoduchych funkef, které zndme, muZe -
funkce @(z) byti slozitéjiiho typu. Proto se omezime na
jediny pifklad. BudiZz s dané raciondlni ¢islo a méjme po-
¢ftati integral

b
f ' dz,
a

kde a,b jsou kladnd éisla. Tu si vzpomeneme na vzorec
(19-17)
(7)) = rar—1

platny pro kladnd x (pfi racionilnfm r), ktery lze pro
r == 0 psiti ve tvaru

(l z’)lz L
T

Je-li 8 = — 1, miuZeme poloZiti r = ¢ + 1 3= 0 a dostaneme

1 I‘+1 ’z I’,
s +1

takZe
b
b:+1_aa+1
8 _eee——— .
‘ f:c dz s 1 L(25 10)
a

Pro s &+ —1 je tim %Z4dany vypocet integrilu proveden.
Pro s = — 1 tato metoda sel’e. [Nehledé na to, Ze pfi
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odvozeni vzorce (25:10) jsme musili pfedpoklddati s & — 1,

nemi pravé strana pro 8 = — 1 viibec vyznamu.] Uvidime
v odst. 28, proé¢ naSe metoda musila selhat pro s = —1;
nebot pro s = — 1 mdme integrsl
b
dz
z

a _
ktery vede na funkeci, kterou jsme se v této kni%ce dosud
nezabyvali, aé je vam ze stiedni §koly zndma, totiZ na funkei
) logarltmlckou RownéZ na funkei logaritmickou dé se pre-

vésti na pf. integrdl
b

dx
[

dz J dz
V=51 J V=t +1
a

(t. zv. eliptické integrily) se uZz nedaji pfevésti na funkce,
které jsou v souvislosti se stfedoSkolskou matematikou.
Proto je dileZité, e miZeme numerickou hodnotu kaZdého
integrdlu poéftati pfiblizné. Takové pfiblizné vyjidfenf integ-
rdlu mdme uZ ve vytvorujicich soudtech, pomoci kterych
jsme integral definovali. Jsou vSak pohodlnéjii pfibliznd vy-
jédieni integrilu, a o jednom z nich si krdtce promluvime
v ndsledujfcim odstavci.

26. Simpsonovo pravidlo. BudiZ f(x) spojitd funkce
v intervalu [a, b]. Rozdélme si [a, b] na intervaly
[am al]’ [ala (12], (RES) [aﬁ—ly an]- (261)
Z odst 24 vime, %e

kdeZto na pf. integrdly
b

ff(z) dz = ff(x) dz + f/(z) dz +... + f/m dz. (26-2)

an—1
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Jako v odst. 23 si zvolme éisla &, &,, ..., &5, po jednom
v kazdém z intervala (26-1). Jsou-li ty intervaly dosti malé,
jsou hodnoty funkce f(x) v prvém z nich piiblizné rovné
¢islu f(&,), ve druhém priblizné rovné éfslu f(£,) atd. Proto
je nas integral pfibliZné rovny souétu

&) de + [1(&) dz + ... + [f(£n) da.
[ 73 a, ay 1
Ale tento soudet je podle (24-1) rovny souétu

(&) (@y— ay) +f(&;) (@z—ay) 4 ... F(&p) (@ — agq—1),

t. j. jednomu z na8ich vytvofujicich souéti. MiZeme tedy
Fici, Ze vytvorujici soudet dostaneme z integrilu (26-2), kdy%
v kazdém z intervali (26-1) aproximujeme funkei f(z) kon-
stantou. Lepiftho pfibliZen{ dosihneme, aproximujeme-li
funkei f(z) jinak. Necht [x, ] znamend jeden z intervalii
(26:1) a necht
x +
2

lezi prdvé uprostied tohoto intervalu. Budeme aproximo-
vati funkei f(z) v intervalu mnohoélenem druhého stupné
o(x) = ¢y + ¢,z + cz:ﬁ_,
jehoZ koeficienty budeme voliti tak, aby obé funkce naby-
valy téfe hodnoty pro z = ,f,y. Abychom mnohoélen
@(x) pohodlné uréili, piSme jej ve tvaru .
plz) = Ay + 4, (z—a) + 4 (z—0a) (z—7).  (26'3)
Mdme urditi éisla A4,, 4,, A, podle podminek
plo) = f(&), ) = [(¥), @(B) = [(B)-
Dosadime-li do (26-3) z = «, v, B, vyjde
f(o) = 4y,
) =4+ 4, (y—a)= 4, + 34, (f— ),
fB) = Ao+ 4, (B—0a) + 4, (B—a) (B—y) =
=4y + 4, (f—a) +34, (B—oa),
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tak¥e

26-4
4, — 2 [@)—21() +1B) (26-4)

(B— o)
ProtoZe

(z—a) (2 —p) = (¢—a) (x—a—ﬂ_;ﬁ)=
=@—a)f—}(f—a)(r—n),
jest
F@E—a)pP—1B—a) @—a)f = (z—a) (r—y),
takZe podle odst. 25 je

B
J@—o) (z—y)de =} (B—aP—} (B— )= 5 (B—a)*

(26-5)
Dile je
[} (z— o)) = (z— ),
takZe podle odst. 25 je
8
fiz—a)dz =} (B— )2 (26-6)

Ze (26-3), (26-5) a (26-6) plyne podle (24-1) a I, II v odst. 24

B
Jo(x)dz = 4, (B— o) +$4; (B— ) + 144, (B— )3,
takZe podie (26-4)

B
[omae=E52 1 + 40 + 100 @67

&

Vratme se ke vzorci (26-2)! Hledanou pfibliznou hodnotu
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integrdlu nalevo dostaneme, kdy% v kaZdém integrédlu na-
pravo nahradime f(z) vhodnym mnohoélenem druhého stup-
né, t. j. kdyZ kazdy integral napravo nahradime integrédlem
(26-7), v ném% oviem mfsto intervalu [«, 8] bereme postupné
intervaly (26-1). Omezme se na ten pifpad, kdy intervaly

(26:1) maji vesmés stejnou délku —— 2. Pak vyjde po

snadné Gpravé pro nds integrdl priblind hodnota

b—a b—a
fa= 2 [f(a)+4f(a +2/( )+

+... +4/(a (i—) -I—f(b)]

Pti tom se v lomené zdvorce vyskytuji postupné hodnoty
funkee f(z) v &slech

b—a b—a
a,a +W,a+ e
(2n—1) (b—a) b—a
T 2n =b— 2n ’ b

' jet tvoif aritmetickou fadu s prvnim é&lenem @, poslednfm

b —n Z Koeficienty hodnot

élenem b a konstantni diferenci

funkce f(z) v lomené z4vorce jsou tyto: prvoi a posledni
koeficient je rovny jedné, ostatni jsou stiidaveé rovny
¢fslim 4 a 2. Na pf. proa =0, b =1 jest

Sy = g [H(0) 4 4f(s%) + 2/(7y) +4f%) +2f(F) +
+ 4/(3%) +2/(F%) +4(3%) + 2f(+%) + 4 +2f(Fp) +
+41(3§) +2/(F) + 4 38) + 2/(T) +4f38) +2/(E) +
+ 4(38) +2/(F) + 43 + (1))
Pravidlo pro pfiblizny vypoéet integrilu, s kterym jsme se
privé sezndmili, jmenuje se Simpsonovo pravidlo. V této
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kniZce se nebudeme zabyvat odhadem chyby, které se do-
pustime, nahradime-li integrdl jeho pfibliznou hodnotou
vypottenou podle Simpsonova pravidla. Ale abychom si
prokézali uZiteénost Simpsonova pravidla aspon na jednom
pifkladé, vypodteme si podle ného integrdl

1

dx
f e (26-8)

0

Uvidime pozdéji [viz (32-4)], Ze étyrndsobek integralu (26-8)
je roven &fslu 7. Volime-li v Simpsonovu pravidlu » =5
a zaokrouhlime-li kafdou hodnotu funkce na osm desetin-
nych mist, dostaneme pro .&fslo = pfibliznou hodnotu
3,14159260, v které teprve posledni cifra je nesprivni.
Bude velmi uZiteéné, kdyZ si étendf tento vypocet sdm po-
drobné provede.

2%7. Integril v geometrii. Pojem integrilu je velmi dile-
Zity v geometrii i ve fysice. Kdykoli je ddna veli¢ina, kterd
se d4 pfiblizné nahradit soudtem velikého podtu malych
séftancd, d4 se pfesnd hodnota té velidiny psdti ve tvaru
integralu, ale mnohdy pfi tom nevystaéime s pojmem integ-
rdlu funkece jedné proménné, na ktery jsme se v této knfZce
musili omezit. V tomto odstavci si probereme &ty#i pii-
klady na uZitf integrdlu v geometrii. Fysikdlnimi aplikacemi
se v této knifce zabyvat nebudeme.

I. Méjme v intervalu [a, b] dvé spojité funkce f,(z), fo(z)
a predpoklidejme, Ze je v celém intervalu splnéna nerovnost

h(®) < fof@)- 27-1)
Grafy naich dvou funkef spolu s piimkami z=a, x=05

omez{ plochu P. [Viz obr. 21.] Plo3ny obsah plochy P je
dén integrélem

b
af [fal2) — ()] da. (27-2)
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Jsou-li viecky hodnoty funkce f,(z) [a tim spi§ funkece fy(z)]
¢isla kladnd, je to zFejmé. Nebot z obrazce je patrné, Ze plo-
cha P je rozdil dvou ploch, jejichZ obsshy jsou podle odst. 23

b . b
[h(z)dz, [f(=)d= (27-3)

a z odst. 24 vime, Ze integral
(27-2) je roven rozdilu obou
integralt (27-3). Nejsou-li vBecky
hodnoty funkce f,(z) kladné,
zvolime si tak velké kladné
&islo ¢, aby bylo fi(z) +¢> 0
pro viecka z z intervalu [a, b).
Potom posineme podétek i osu
svisle dold o délku rovmou c.
Jsou-li z*, y* soufadnice v no- Obr. 21.
vé soustav®, je podle odst. 4
*=z, y*=y+ec

U#ijeme-li pfi vypodtu obsahu plochy P nové soustavy sou-

ic, coZ je oviem dovoleno, musime funkee f,(z), f;(z) na-
hraditi funkcemi f,(z) + ¢, fy(z) + ¢. Tyto funkce nabyvaji
jen kladnych hodnot, takZe obsah plochy P se rovné integrélu
(27-2), nebot

Us(®) + €] — [h(=z) + c] = fy(z) — fi(2).

Je-li nerovnost (27-1) splnéna pouze uvniti intervalu
[a, b], kdeZto fi(a) = fy(a), },(b) = [o(b), pak z hranice plo-
chy P odpadnou obeé svislé tiseéky, ale jinak se nic nezméni
a vzorec (27-2) zistane sprivny. TyZ vzorec plati také,
je-li nerovnost (27-1) porufena v jediném z obou &isel a, b.

II. Méjme v intervalu [a, b] spojitou funkei f(z), kterd
nabyvd jen kladnych hodnot. Graf funkce f(z), svislé piim-
ky z=a,2z=0> a osa x omez{ plochu P. [Viz obr. 20
na str. 62.] Tuto plochu otdéejme kolem osy z. Souhrn
vSech poloh otidené plochy je rotadni téleso 7. UkdZeme
gi, Ze objem télesa 7' se d4 vyjddiiti integrdlem (27.5).

Jako v odst. 23 si rozd&lme interval [a, b] na velky polet
malych intervala

ol--

of---
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[ap, 1), (a1, @5); ... [0, @]

a zvolme si &sla &, &, ..., §, Ppo jednom v kaZdém z téch
intervald. Této volb& odpovidé, jak vime z odst. 23, plocha P,
slofend z n obdélnikd a vyddrkovand v obr. 20. Oté&ime-l
plochu P, kolem osy z, vznikne rotaéni téleso T, a z nézoru je
patrné, Ze télesa T, a T maji pfibliZné& stejny objem. Tdéleso Ty
se skladd z n rotadnich véled, vzniklych otoéenim jednotlivych
obdélnikd. Jak znémo, je objem rotaéniho vélce roven &islu
nrdy, kde r znamené polomér podstavy a v vysku. Proto objem
t&lesa T, je roven é&islu

7 {[f(6)]2 (@, —ao) + [f(£9)]? (a3 —ay) +
+ et U(E”)]a (a’n - a‘n—l)}'
Tedy vyraz (27-4) udavé pFibliZnou hodnotu objemu té&lesa T'.

Z toho plyne, ¥e pfesnd hodnota objemu naSeho rotadniho
télesa T' je rovna

(27-4)

b
[f(z)]? dz. (27-5)
naf z)] de L

III. BudiZ f(x) spojitd funkce v intervalu [a, b]. Tentokrit
nim na tom nezdléii, zda jsou viecky hodnoty funkce f(x)
¢isla kladnd. Zato pfedpoklidejme, Ze f(x) mé derivaci
v kaZdém éisle z intervalu [a, b] a Ze také f'(x) je spojitd
funkce v intervalu [a, b]. Oznaéme C ¢ast grafu funkce f(x)
leifei mezi body

A = (a; f(a)), B = (b; (b))
UkéZeme, Ze délka diry C se dd vyjadfiti integralem (27-10).

Jako obvykle rozd&lime si interval [a, b] na velky podet
malych intervald

[ags a4], [ay, @), ..., [a”__l, a,l, (27-6)

vytkneme &i na grafu body odpovidajici hodnotém a,, a,, ..., a,
a spojime tyto body tisetkami. Tak vznikne lomena &éra C,,
vytarkované v obr. 22. Z nézoru je patrné, Ze délka &ry C je
pfibliZzné rovna délce lomené Eary C,. Délka &ary C, je viak
rovna soudtu délek jednotlivych tsedek, z kterych se sklada,
& délka usetky je vzdalenost jejich krajnich bodu, kterd se
pvg'ﬁité. podle vzorce (4-2). Proto je délka lomené &iry C, rovna
razu
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Vi@, — a0 + Thay) — fa))P® + Viey—ay)® + [Hay) — fla)P +

Tt Vg, —ap ) + ) —fla,_)E.  (27'7)
Vyraz (27-7) si musime je§td upraviti; uZijeme k tomu véty
vyslovené na zaddtku odst. 21. Podle této v&ty lze udati &isla
1> Ear - s £p» PO jednom v ka¥dém z intervalt (27-8), takové, Ze
f(a1) — f(ag) = f'(£1) (@3 — @), f(@s) — f(a)) = ['(&5) (3 — 01()2‘;?35

OF— == - ==
of-----

-

Obr. 22.

Podle toho je vyraz (27-7) roven vyrazu

W [f'(sl ]* (@y— ay) + VT F (FEDF (ay — ay) +
A+ VTHFTFEDE (a— aq_y). (27-9)

Tedy (27-9) je phbhiné. hodnota délky éry C, z &ehoZ plyme,
%o pfesndé hodnotae délky &4ry C je rovna

J Vl F [f(z)F dz. (27-10)
a

IV. Utinme o funkeci f(z) stejné predpoklady jako ve III
a mimo to predpoklidejme, Ze f(z) nabyvé jen kladnych
hodnot. Ot4éejme ¢dru C kolem osy z. Tim vznikne rotaéni
plocha R. UkéaZeme, Ze povrch plochy R je roven integrilu
(27-12).

Rozdélmesizase [a, b]na malé intervaly (27°6) a op&t si vSimn&-
me lomené 8ry C,, vytirkované v obr. 22. Otdfenim kolem

osy z vznikne z &ry C, rotadni plocha R,. Z ndzoru je patrné,
#o povrch plochy R je pfibliZn& rovny povrchu plochy R,.
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Plocha R, se sklédé z n-jednoduchych ploch, z michZ ka¥d4
vznikne rotact jedné tsedky; ty. jednoduché plochy tedy jsou
pléstd komolych rotadnich kuZeléi. Pro povrch pléastd komolého
rota¥nfho kuZele se viak ne stfedni &kole odvozuje vzorec
7 (r, + ry) 8, kde r; a ry jsou polomdry podstav a s je spolené
délke visedek, které Ize vésti na plésti od jedné podstavy k druhé.
Proto je povrch plochy R, roven vyrazu
7 {[(ao) + f(ay)] V(g — ao)® + [Ha) — Flap)* + ...

oo + [fan—q) + fa)1V(@y — aq_1)* + [Ha,) — ap_)P)
Zvolime-li si zase vhodn& &fsla §,, &, ..., £, Po jednom uvnitf
ka¥dého z intervald (27-6), budou platiti vztahy (27-8), takZe
povrch plochy R, lze pséiti ve tvaru

7 {[f(a0) + Ha)] VT + FEIF (a,—a0) + ...
coo o+ [fag_y) + fag) VI + TE)T (@ — apy)).
ProtoZe jsou intervaly (27-6) malé a protoZe funkce f(z) je
spojit4, 1i8i se jen nepatrnd

f(ao) + f(al) Od 2/(61)’ ceoy f(an—l) + f(a’”) Od 2!(6,.)!
tak¥e se povrch plochy R, liSi jen nepatrnd od é&fsla

27 () VT T F@IF (a3 —ag) + ...

oo+ [ED VT F FELT (@ — aq_y)}-
Tedy (27-11) je pFibliZnd hodnota povrchu plochy R, takZe
pfesnd hodnota povrchu plochy R je rovna

b
22 [1(2) VT + (@) de. (27-12)

(27-11)

Né§ postup v tomto odstavei nebyl pravé pfesny. Pro-
myslime-li 8i jej znovu, nahlédneme snadno, Ze hlavni potiZ
tkvi v tom, Ze jeme poéitali geometrické velidiny, pro které
jsme sice méli ndzorné piedstavy, nikoli viak pfesné arit-
metické definice. Takové piesné definice lze skutedné udat,
a potom je uZ lehké diti hofejiim dikazim pfesny tvar.
Tim se zde zabyvati nebudeme. BudiZ pouze podotéeno, Ze
presnd definice povrchu kfivé plochy je mnobem sloZitéjsf
neZ presné definice ostatnich geometrickych veliéin, s kte-
rymi jsme se zde setkali.
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Cvileni.*) Ve cvienich 27| a¥ 27'7 méte uréiti napfed
obsah plochy omezené &arami, jejichZ rovnice jsou udény,
& potom poditati objem t&lesa, které vznikne rotaci té plochy
kolem osy z. Tvar plochy si pokaZdé napfed naznaéte obrazcem.

27'l.y =2, y=0,z = 3.

27-2. y? = 12z, z = 12.

273. dy=(z+ 13} y=0,z =2,z = 4.

27°4. 42 =323,z = 1.

27'5. y=9z— 2 — 14,y = 0.

27'6. 9y =x2*(z + 3),y = 0.

27'7. 22y =36,y =0,z =2,z = 6.

Ve cvitenich 27°8 aZ 27 10 méte urditi obsah plochy omezené
éarami, jejichz rovnice jsou udény.

278, y =2 y = 4z.

279, y= =z = 92

2710. ¥t =z, y? = 2°.

Ve cvienich 27 1| aZ 27 |3 méte poditati napfed délku dané
&ary, potom povrch plochy, kterd vanikne rotaci té &iry kolem
osy .

27°1l. z* + 3 = 6zy od bodu z =1 do bodu z = 4.
27°12. 822y = 2 + 2® od bodu z = 1 do bodu z = 2.
27°13. 92 = z(x— 3)% y =0 od bodu z =0 do bodu

xr =

28. Logaritmicka funkee. K tomuto odstavci neni tfeba
zé,d.nvch znalost{ o logaritmech ze stredni §koly, nebot vée,

co budeme potfebovat, si odvodime. ProtoZe funkce ? je

spojitd pro viecka kladnd , mi%eme si pro vSecka kladnd ¢
definovati pomoci integrilu

t
dx
x
1
funkei, kterou nazveme funkei logaritmickou a oznaéime

log t. Je tedy

*) Cvideni jsou volena tak, Ze pFi vypodtu integréli se vy-
stadi se vzorcem (25-10).

6* 83



¢
dzx

- (28-1)

logt=.

pro kazdé kladné ¢. Podle odst. 25 m4 tato funkce derivaci
1
(logt)’ = e (28-2)

pro viecka ¢ > 0. JeZto tato derivace je stile kladnd, je
logaritmus rostouci funkce viude, kde je definovdna. Podle
(28-1) jest
logl=0, (28-3)
takze*)
t>1=logt >0 0<t<<l=logt<0. (284)
Z#kladni vlastnost logaritmické funkce jest
a>0,b>0=log(ab) =1loga +logb (28-5)
neboli slovy: Logaritmus souéinu (dvou kladnych éisel)
se rovns seudtu logaritmi obou éiniteld. Odvodime
si ji takto. Ze (28-2) plyne podle pravidla o derivovén{ slo-
%ené funkce (viz odst. 17)
, 1
[log (at)) =
takze funkce
log (at)—log ¢

mé derivaci identicky rovnou nule a je to tedy konstanta
(viz odst. 21). Hodnotu této konstanty dostaneme dosaze-
nfm ¢ = 1; podle (28-:3) vyjde loga, takZe

log (at)—logt=loga
pro viecka ¢ > 0. Dosazenfm ¢ = b vyjde (28-5).
KdyZz ve (28-5) volime b= %, vyjde podle (28-3)

*) Vyznam znatky => byl vysvétlen u vzorce (13-3).
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log-;ll- =—Iloga (28-6)
pro viecka a > 0.
Podle (28-5) dostaneme postupné

log (a?) =log (¢ .a) = 2log a,
log (a3) = log (a® .a) = 3log a atd.,

obecné
log (a*) = nloga (28-7)
pro kazdé celé kladné n. ProtoZe
1
a’?r = —»
aﬂ

plyne ze (28-6), Ze (28-7) plati i pro celd zdpornd n. Podle
(28-3) plati (28-7) také pro n == 0. Tedy (28-7) plati pro
ka?dé. celé =, libovolného znameni.

ProtoZe logaritmickd funkce m4 v3ude derivaci, je spo-
jitd. Proto hodnoty, kterych nabude, tvofi interval (viz
odst. 19). ProtoZze ve (28:7) miZeme diti celému éislu n
libovolné velké kladné i zéporné hodnoty, nabyvé logarit-
mickd funkece libovolné velkych kladnych i zdpornych hod-
not. Jelikoz pak ty hodnoty tvofi interval, miZe to byt
pouze interval [— oo, 00], t. j. logaritmickd funkce nabude
ka?dé moZné hodnoty. ProtoZe je to funkce rostoucf, nabude
ka?dé hodnoty pouze jednou. Zejména existuje jediné kladné
¢fslo, v kterém nabude logaritmickéd funkce hodnoty 1.
Toto ¢&fslo se znadf pismenem e. Je tedy

loge=1. (28-8)
D4 se vypocisti, Ze
e = 2,718281828459...;
ale timto vypoétem se zde zabyvati nebudeme.

Logaritmy zde definované se nazyvaj{ logaritmy pfi-
rozené. Naproti tomu logaritmy, o kterych jste se uéili na
stfedni §kole, se jmenuji logaritmy dekadické. Souvislost
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mezi obéma druhy logaritmii je velmi jednoduchd; oznadi-
me-li dekadické logaritmy na rozdil od pru'ozenych symbo-
lem Log, plati identita /

log ¢ fAtgaq
LOgt—l—c-)g—l—(-)’ Lq_; Z" ‘ (28-9)

takZe, jak zndmo,
‘ Log10=1.

29. Geometrické Fady. Jelikoz logaritmy jsou integrily,
muZeme je poéitati numericky podle Simpsonova pravidla.
Pohodlnéjsi metodu pozmime v ndsledujicfm odstavei.
Napied si viak zopakujeme néco z toho, demu jste se na
stfedni 8kole uéili o t. zv. geometrickych faddch.

Budi% ¢ éfslo rizné od 1, ale jinak libovolné. Pro katdé
celé kladné n oznaéme S, soucdet

Sp=1+g+¢+... +¢g 1 (29-1)

Pak plati zndmy vzorec
8= =2 202
Ll gy (29-2)

MiZeme si jej ostatné zde znovu odvoditi, protofe je to
velmi kritké. Z (29-1) plyne

@Sp=g+¢+... +¢" 1 +q (29-3)
Odeéteme-li (29-3) od (29-1), pak se na pravé strané vétSina
¢leni zrudf a vy]de (1—gq) Se =1—g", z &ehoZ plyne
(29-2).

Nyni pfedpoklédejme o ¢islu g, Ze jeho absolutni hodnota
je mensf neZz 1. Potom se s rostoucim n bliZ{ éislo ¢® nule,
coZ piSeme :

lim g = 0. (29-4)

n—o

Vztah (29-4) Ize pfesnd popsati takto: Je-li déno &islo ¢ > 0,
existuje celé kladné &islo p takové, Ze

n>p=|qr| <e (29-5)
Sprédvnost vztahu (29-4) si dokédZeme pomoci logaritmi (a& by
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to Slo i _bez mnich). Jest 0 < [¢g| < 1, tedy log |q| < 0 [viz
(28-4)].
l1.loglql, 2.10g|q]|, 3.10g|q], ...

jsou tedy zépornd a jejich absolutni hodnoty zfejm& vzristaji
nade vSecky meze. Proto lze k danému &fslu ¢ > 0 urditi celé
kladné é&islo p tak, Ze

n>p=>n.log|gq| <loge.
Aviak n.log|g| =log| g |* podle (28-7), tek¥e pro vSecka
n>p joe log|q|® <loge Jefto viak logaritmus je rostoueci
funkee, je

loglg®" <loge=>|qI*<e

takZ%e platf (29-5), nebot | ¢" l = | g |* Tim je sprdvnost vztahu
(29-4) dokézéna.

Podle (29-2) je

1 1
— —_ n

(29-6)

a kdyZ [za pfedpokladu | ¢ | < 1] = roste nade viecky meze
vychédz{ z (294), Ze se ve (29-6) pravd strana bliZi rule

tedy se bliZ{ nule i stranalevi, t.j. S, se bliZf éislu T l_
Pifeme krétce (stdle pro [¢| < 1)
' 1
ltg+@+@ g+ =y— 297

a Ffkdme, Ze nalevo ve (29-7) je konvergentn{ n_ekoneéné.

Fada se souétem l—l—— Ta nékoneén_zi fada mé nekoneéné
mnoho ¢élend, a proto vlastné nelze mluvit o jejim ,,souétu”.
Rikdme-li, ¢ m4 soudet 1 i . minfme tim, Ze soudet
velkého poétu prvnich &leni fady je piibliZné’ roven

T—¢ col je pfesnéji vyjddieno vztahem
1

lim § = ——
n-—»uo“ l_q
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kde S, znamend soucet prvnich = ¢leni fady (29-7), t. j. S
mé tyZ vyznam jako ve (29-1). Obecné Fikdme, Ze nekoneénd
fada

a +a;+a;+a,+... (29-8)
je konvergentnf a e m4 soucet s, kdyZ _
lim(a, +a;+... +a5)=03, (29-9)
f—>00

t. j. kdyz ke kaidému éfslu ¢ > 0 lze urditi celé kladné
¢islo p tak, Ze

n>p=|(@ +a+... +aa)—s|<e.
Kdyz k nekoneéné fadé (£9-8) nelze udati éfslo s s vlast-
nosti (29-9), fkdme, Ze fada je divergentni; divergentn{
fada nemd %4dny soudet. Rada (29-7) je divergentn{ na
pr. pro ¢ =1 nebo pro ¢ =—1; ostatné je divergentnf
pro viecka ¢, pro néZ nenf |q| < 1.

Pojem souétu konvergentni nekoneéné fady je tedy (po
derivaci a po integrdlu) tfetim dulezitym pfikladem obec-
ného pojmu limity. Geometrickd Fada [t. j. fada tvaru
(29-7)] se dobfe hodi jako prvni pfiklad na pojem souétu
nekoneéné fady, protoZe se soudet prvnich n éleni dé velmi
pohodlné vyjddiit [viz (29-2)], takie diskuse je v tomto
piikladé velmi jednoduchd. Na druhé strané souéet konver-
gentni geometrické fady [tedy pravd strana ve (29-7)] je
priliS jednoduchy, takZe na tomto piikladé nenf jesté patrny
pravy tucel zaveden{ pojmu konvergentni fady; ten je v tom,
Ze fada je pohodlnym prostfedkem k piibliZnému vypoétu
soudtu. Tento wéel bude tim lépe patrny u nekonednych
fad, které pozndme v odst. 30 a 32.

30. Vypo¥et logaritméi. V tomto odstavei poznime kon-
vergentn{ nekoneé¢nou fadu, pomoci které lze velmi pohodlné
potitati logaritmy. Napfed si dokdZeme, %e pro |g| <1 je

q

lim [ 24
im T—= z=0. (30-1)

fl—@®
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Pro ¢ = 0 je vztah (30-1). zFejmy [viz 24-10]. BudiZ nyni
0 < ¢ < 1. KdyZ z probih4 interval [0, q], pak funkce 1 — 2
klesé od hodnoty 1 do hodnoty 1—g > 0, a proto funkce
1

T roste od hodnoty 1 do hodnoty . J e tedy v celém

mtervalu [0, q]

1 —

z" 1
I—z=1—4¢
takZe podle IV a V v odst. 24 je .

q g
< = < 1 z" dz
0= Jr—=d = J1—¢
0 0o .

Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je viak
r n+1
[ R S LN S
1—g 1—qgn+1 l1—gq¢gn+1

.z,

0

I\
A

0
nebot 0 < g < 1 = ¢"*! < 1. Tedy

<[4 1 1
O=f1—:|: z<1—q'n+l
0

a z toho ihned plyne (30-1). Tim je (30-1) dokdzéno pro 0 <
< g < 1. BudiZ kone®n& 0 > ¢ > — 1. Kdy% z probih4 interval
[, 0], pak funkee 1 — z klesé od hodnoty 1—g > 1 do hod-

_1 p roste od hodnoty 1 >0
do hodnoty 1. Je tedy v celém intervala [g, 0]

noty 1, a proto funkce 1

0 < (—ap,

tak¥e podle IV a V v odst. 24 je '

0 0
n
0 sf(;i) dz sf(—z)"dz.
N =
q q
Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je viak
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0 ’ 0
. qn+1
7 _ n n (1" =
f(—-z)_dz—(-—l) fa: dz = (— 1) e
q ¢
g"t+? 1
=% ¥l “n¥T
nebot |g]| < 1= [g[*'t! < 1. Tedy
. 0

(—a) 1 30-2
q

Aviak podie I v odst. 24 a podle (24-9) je

! n z )ﬂ c; )fl
“‘ e [ =2 4 = — »+1f1
fl_zd:c—( 1) fl_zdz—( 1) l—:vdz'

0 q

0
J n
T
d
fl—z *

tak¥e podle (30-2)
0

z &eho% zase plyne (30-1).
Nyni si dokdZeme, Ze pro | ¢ | < 1 nekoneénd Fada

2 3 4
e+I+5+5 4+ (303)

je konvergentni a m4 soudet — log (1 — ¢). Za tim tGlelem
zavedme funkei '

1
n+1

<

. 28 ™
nm=—mu—n—P+;+gfm+7}
kde proménné z probihé vnitiek intervalu [— 1, 1]. (Cislo

1— z je tedy stdle kladné, takZe symbol log (1 — z) m4d
viude vyznam.) Derivovédnim najdeme

1
['n(z) = i—2 (1 += ‘f‘-"-'z + ..o+l



Aviak podle (29-1) a (29-2) je
l4+z+a224... a2 1=

1— 2z .
H

takZe

’ " -
/’l(z) =_ 1 _ z'
Jsou-li tedy a,b dvé libovolnd é&fsla z vmittku intervalu
[—1,1], je podle odst. 25

b

f 2 dz = fab)— fala).

1l—=x

a

ProtoZe fn(0) = 0, je tedy pro [¢| <1

: g
x’l
[ ==

0
tak¥e lim f,(q) = O podle (30-1). Aviak fa(g) je rozdil mezi
n— 00
¢islem — log (1 — ¢) a souétem prvnich » ¢lemi fady (30-3).
Tim je dokdzéno, %e pro | ¢ | < 1 je Fada (30-3) konvergentn{
a Ze

¢ ¢ ¢ _ _ .
¢+ T+ T+ T+ = log (1 —gq). (30-4)

ProtoZe | — ¢ | = | ¢ |, miZeme pro | ¢ | < 1 ve (30-4) misto
g psiti — ¢, ¢fm3 dostaneme (zménime-li vSude znameni)

g—l;- + LT =g+
ProtoZe
logi—ig — log (1 +g)— log (1—g),
jo pro gl <1
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1 3 5
long_"Z=2.[q +% +% +]

Volime-li
1
- 1= 1
dostaneme vzorec
1 1
log (n +1)—logn =2 [2n 1 +3(2n 1 +

1
T L

Volime-li po fadé n =1, 2, 3, ... muZeme postupné poéitati
prirozené logaritmy viech celych é&fsel, pfi ¢emZ i pfi velké
presnosti je tieba jen nékolika mélo prvych élenid Fady.
Provedte si tento vypodet pro nékolik prvych zn. Pro kon-
trolu budte? zde uvedeny na Sest desetinnych mist pfirozené
logaritmy

log 2—=0,693147, log 3— 1,098612,

log 4-—-—1,386294, log 5= 1,609438,

log 6—=1,791759, log 7= 1,945910,

log 8= 2,079442, log 9= 2,197225,

log 10 = 2,302585, log 11 = 2,397895.

Z piirozenych logaritmi dostaneme dekadické logaﬁtmy
podle (28-9), nisobice &éfslem

1 = 0,434294481903252. = Q/-”‘X\Q
log 10

_ 31. Funkee arcus tangens, V obr. 23 je naznalena kruz-
nice K se stfedem v poéitku O a s polomérem rovnym jed-
notce délky. KruZnice K obsahuje privé ty body (z; y),
jejichZ vzdélenost od poddtku je rovna 1, tak¥e podle (3-1)
rovnice kruZnice K je

a +yt=1. (311)
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Osa z rozdélf K na dvé polokruZnice K,, K,. My si budeme
viimat pouze polokruZnice K,, kterd leZ{ nad osou z. Ke
ka?dému x z intervalu [— 1, 1] existuje na K, privé jeden
bod (z; ¥) a pro tento bod podle (31-1) plat{ vzorec

Tedy (31-2) predstavuje

} c
K ' 8
funkei, jejiz graf je polo- ' i ! x

y=JI—= @312 P4

kl'uin'jce Kl' Uvnitt inter- 0 a [:)
valu [—1,1] mé funkce
(31-2) derivaci

! z 2

Y =—g—= 613 Obr. 23.

1— z?
Tato derivace je zfejmé spojitd funkce uvnitf intervalu
[— 1, 1] Zvolime-li si &fsla a, b tak, Ze
—l<a<b<l,

pak je interval [a, b] &édst{ intervalu [— 1, 1]. Cislim a, b
odpovidaji body A, B na polokruzZnici K,; tyto body jsou
krajnimi body oblouku C kruZnice K (viz obr. 23). Délka
oblouku C je podle IIT v odst. 27 rovna integrilu

b
fVl -+ y'2 dz,

do kterého musime za y’ dosaditi hodnotu (31-3). Provede-
me-li dosazenf, dostaneme po dpravé integril

b
dz

ji==
a

Po této pripravé hodldme nyni definovati uréitou funkei
F(t) proménné ¢. Za tim Géelem poloZme P = (0;1), takie P
je nejvyssi bod kruZnice K. Teéna T kruZnice K v bodé P
je patrné vodorovnd (viz obr. 24), tedy m4 rovnici y = 1.

(314)
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Pro kaidou volbu &fsla ¢ je (Z; 1) uréity bod na pifmce 7.
Spojnice 8 bodu (¢; 1) s poédtkem m4a patrné rovnici z = ty.
Piimka s protne polokruZnici K, v bodé ¢. Abychom si
vypoctetli soufadnice 2, ¥ bodu @, dosadime 2=ty do rovnice

(31:1), coz dé (14?) y2=

P e, r =1; protoze y>0, je tedy
L@ y— L
/ Ji+e
¥ R X takZe
I/o 0= i 1
- (= )
/! Definice funkce F(t) zni
Obr. 24. takto: Je-li pfedné ¢ >0,

takZze bod @ leZi napravo

od bodu P, je F(t) délka oblouku PQ kruZnice K, tedy
t

Vit
dx

Vl — at

podle (31-4). Je-li za druhé ¢ << 0, takZe bod @ leZi nalevo
od bodu P, je ¢&islo F(t) zdporné a jeho absolutni hodnota
je Tovna délee oblouku FgQ, tedy

F(t) :—flll—xz'

h+z-

Je-li konecne t =0, takie body P a Q splynou, polozime
F(t) = 0. Z definice je patrné, Ze

F(—t)=—F() (31-5)
pro kaZdé ¢, Ze tedy nafe funkce je funkece lichi. KdyZ ¢

F(t) =
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roste nade viecky meze, bli%{ se zfejmé bod @ poloze R =
= (1,0) [viz obr. 24], takZe se &islo F(t) blizi délce oblouku

PR, t. j. ¢tvrtiné délky celé kruznice K. Proto%e polomér
kruZnice K je roven 1, je jeji délka 2z, takze

lim F(t) = (31-6)

t—-00
Ze (31-5) a (31-6) plyne
lim F(t) = — 2. (31-7)
t—>—am -

Funkce F(t) m4 jméno arcus tangens. Duvod tohoto
jména je jasny z definice funkce F(f) pro ¢ > 0. Pak je
patrné ¢ tangens vhlu X POQ a é&islo F(t) je délka oblouku
(latinsky arcus), ktery tento tihel vytind z kruZnice K.

Podle (24:9) a (24:10) jest

V1+ »

F(t) =
(t) = fV e

pro viecka 2. Definujeme-li funkei f(u) proménné « rovnici

flw) = fV —

kde proménnd « probihs vnitiek intervalu [— 1, 1], je tedy

_ F) = (Vm) (31:)
pro viecka ¢. Podle odst. 25 jest
1
f(w) = i —; (31-9)
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mimo to se najde po vpravé

t ! 1
(Vl +t?) T Jr+e”
Podle odst. 17 viak -plyne ze (31-8)

Y t V
F(t)_/(l/wt*)'(lﬂﬂ*)’

takZe podle (31-9) a (31-10) je

1 1
F(ty= . )
0] ! ® (Vl + tz)a
T 1+
z ¢ehoz plyne po tpravé
\ 1
F (t) —_— m’-

Ze (31-11) plyne podle odst. 25
b

dx
fm' = F(b)— F(a);

a
protoze F(0) = 0, je tedy
t
dz
F(t) = f T

0

v

(31-10)

(31-11)

(31-12)

32, Vypolet ¥isla n. Necht stile F(t) znamend funkeci
arcus tangens. V tomto odstavci si dokdZeme, Ze pro |t | < 1

je ¢islo F(t) rovné souétu konvergentni fady

13 16 17
F(t)=t—§ +g—-7’ +...

(321)

To je zFejmé pro t = 0; pFipad ¢ < 0 se pomoci (31:5) pFe-
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vede na pripad ¢t > 0. Necht tedy 0 < ¢t < 1. Nap¥ed si do-
ka%eme, Ze

t
lim
n—ood 1 + x2
0

dz = 0. (32-2)

V celém intervalu [0, f] je

0
_1+

takZe podle IV a V v odst. 24 je

; S o,

0 S da: < |z dz.
Podle (25-10) je véak .
t
. 2n+1 1 -
2n = <
f’” =iy T
0
takZe
t
2
0 _f z 1
=J1+z =2n+41
0

z &ehoiZ plyne (32-2).
Nyni si zavedme funkei
g z2n—1
Pn () = F(z)—[z— 3 +5 m].

[Horni znameni plati pfi lichém n, dolni p¥i sudém.] Derivo-
vanim dostaneme pro vsecka t [viz (31-1)]

’P',.(f)=m—[l——m’+z‘—... + gin—2),
Avdak podle (29-1) a (29-2) je
) 14 a2n
l_' 2 I‘—... 2 2 =
=+ + @i 1+a:”

takZe
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, ] xen
:I: ‘Pn(z) = H——Ii.
Podle odst. 25 je tedy
b

n
& {2545 = 9400 — 7a(a)

e
pro kaZdou volbu &fsel @, b. Protofe @,(0) = 0, je tedy

t
xen
j:fl T 7 = #all)
[

pro kaZdé t. Pro 0 <t £ 1 je tedy podle (32-2)
lm g () = 0
fn—00

a z toho plyne (32:1), nebot @,(¢) je pravd rozdil mezi F(f)
a souttemn prvnich n 8lend nekoneéné Fady napsané ve (32:1).

Pro t =1 je oblouk 1”-@ (viz obr. 24) osminou kruZnice K,
takie

x
F()= (32:3)
neboli
1
[] T dI
Z”ﬁ[1+r' (32:4)

0

Podle (32:1) a (32:3) je
A=4l—f+4—++F—-.1. (32-5)
Rada (5) se nehodf pro prakticky vypocet é&isla . [Apro-
ximujice fadu (32-5) stem prvych élent, dostali bychom
pro = hodnotu asi 3,13186, pii aproximaci pomocf tisice éleni
hodnotu asi 3,1406.] Pro prakticky vypotet se hodi fada
(32-1) pouze pfi malém ¢. MiZeme si viak pii vétsfm ¢ po-
moci nisledujicim obratem: Necht «, 8 jsou dva tihly mensf
neZ 45°, takZe thel & + § je ostry. BudiZ zase P = (0, 1)
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a budtei @,, @,, @3 body na polokruinici K, napravo od
o8y ¥y takové, Ze
X POQ, = «, L POQ, = B, <L POQy = +f. (32+6)
Je-li
tga =1, tgf =1y tg(x +h) =1y
jsou &isla F(t), F(t,), F(t;) rovna délkém obloukid PQ,, PQ,,

PQ,. Jsou-li thly x a B dosti malé, jsou také éfsla toat
mald, takze hodnoty F(t;) a F(t,) miZeme pohodlné pocitati
pomoci fady (32-1). AvSak ze (32-6) plyne, Ze délka oblou-

ku PQ, je rovna soudtu délek oblouki I;Ql, 13222, takze
F(ta) = F(t1) + F(tz)-

MuZeme tedy také F(t;) pocitati pomoef Fady (32-1), umime-li

vypodisti éislo ¢, z é&fsel ¢, f,. To lze pomoci vzorce

) tgox +tg8

l1—tgatgp

na ktery se nékteff z vds budou pamatovati ze stfednf skoly.
Podle (32-7)

tg(x + ) = (32-7)

f — b+l
L
tedy
F (»’1 Th ) — F) + F(ty). (32:8)
1—1,t,

My si zde odvodime vzorec (32-8) pomoci vy&§i matematiky,
neuZivajice ani geometrického vyznamu funkece F(f) ani trigo-
nometrického vzorce (32-7). Zvolme si kladné &fslo ¢, a doka¥me,
%e (32-8) platf pro viecka t, takova, Ze i)ty << 1. Uwnit¥ intervalu

[—- o, Tll-] je definovdna funkce

a da se zde derivovat; vyjde
’ _— l + tl’ .
¥'(t) = T—0t
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Podle (31-11) a podle odst. 17 ma funkce

t,+t
F ll_tlt)—F(t) (32:9)

ey 1 ..
uvnit¥ intervalu [— o, T] derivaeci
1

1 N R
L +t\ (I—n 1+
1+ (1)

Avsak upravou snadno se dokéZe, %e vyraz (32-10) je identicky
roven nule. Tedy funkce (32-9) mé uvnit¥ intervalu [—— 0, ti
viude derivaci rovnou nule a tedy (viz odst. 21) mé uvnilﬁ'
celého intervalu konstantni hodnotu. Tuto hodnotu uréime,
dosadime-li ¢t = 0. (To jde, nebot é&islo 0 leZi uvnit¥ naseho
intervalu.) Dostaneme, %e ta konstantni hodnote je F(¢,) —

— F(0) = F(t,). Je tedy
6+t
F (1 —1t

pro viecka z<ti' Dosadime-li ¢ = ¢,, dostaneme (32-8).
1

(32-10)

) — F() = F(ty)

Pomoci vzorce (32-8) lze najit rozmanité cesty k pohodl-
nému numerickému vypoctu &fsla 7. VyloZime si jednu
z nich. Dosadime do (32-8) nejprve ¢, = t, = }. Vyjde

F(%) = 2. F(}). (32-11)
Dile dosadime ¢, = t, = 3. Vyjde
F(13§) = 2F(s%). (32:12)
Konetné dosadime ¢, = 1, t, = 344. Vyjde
. F§8) = F() + F(gdy)- (32-13)
Ze (32-3), (32-11), (32:12) a (32-13) plyne snadnym poétem
7n=16.F3)—4. F(zhy)- (32-14)

Cisla F(4) a F(z}y) miZeme poditati pomoci Fady (32-1)
velmi pohodlné na velky potet desetinnych mist, takie
(32:14) je rychld cesta k vypoétu ¢isla 7. Vypodtéte si sami
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timto zpisobem 7z aspoii na deset desetinnych mist. Pro
kontrolu budiZ zde uddino prvych 20 desetinnych mist
gisla n:

7= 3,14159 26535 89793 23846.

Skonéime poznémkou o vzorei (32-8). Omezme se jako dosud
na pFipad ¢ > 0. Vzorec (32-8) byl odvozen za pfedpokladu

ty, < l Zejména plati vzorec (32-8) pro viecka zdpornd t,.

Je-li. véak t, zdporné a roste-li | ¢, | nade viecky meze, pak se
zfejmé& zlomek

o N |
4+t _ s A
g—y i_t (32-15)
Z 1
bliZzi éislu —tl, takZe se levda a tudiZ i pravé strana vzorce

1
(32-8) blizi é&islu F —ti) Porovname-li tento vysledek se
1 .

(31:7), dostaneme
1 F 4
F(—Z) = F(t) — 5 (32:16)
Pro t, = tl je zlomek (15) bezvyznamny, tudiX i vzorec (32:8).
1
Ale pro t3 > ti maji obd strany vzorce (32-8) vyznam, ale

1
vzorec (32:8) je v tomto pFipad& nespravny. Spravny vzorec
pro pfipad ¢, > ti je
1

2
F (%) = F(ty) + F(ty) — .

Nebot necht prom&nné ¢ probihi vnitfek intervalu [—, oo]

Jako vyse na.]deme, %o funkce (32-9) mA derivaci identicky
rovnou nule, takZe je to konstanta. Oznaéime-li si tuto kon-

stantu ¢, je pro ¢ > i

b+t .
F ( : _tltz) = F() + ¢, (32:17)
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takZe potfebujeme pouze dokézati, Ze
- c = F(t,) —mn. (32:18)

Za tim tudelem si v imnéme, co se d&je, roste-li ¢ nade vieck
meze. Zlomek, ktery se vyskytne nalevo ve (32:17), se

bliZi &islu _1 [to vidime, upravime-li joj jako ve (32-15)],

takZe se levd a tudif i pravé strana vzorce (32:17) bliZi &islu

F (—-tl) Porovnéme-li tento vysledek se (31:6), dostaneme
1

1 ] ;

Ze (32-16) a (32:19) plyne (32:18).
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DODATEK

33. Metoda postupného pileni. V textu této knizky
jsme nékolikrét vynechali dikaz nékterych tvrzenf a tyto
vynechané dikazy maji byti v tomto Dodatku provedeny.
Mnoh§ z téch tvrzeni maji tento tvar: Je dén interval [a, b]
a tvrdi se, Ze v tomto intervalu existuje aspon jedno é&fslo £,
které m4 uréitou vlastnost. Nase dikazy existence takovych
éisel £ budou miti jednotny tvar, a tikolem tohoto odstavce
je popis tohoto jednotného tvaru.

Budeme pri tom uZivati, jak jsme to vlastné v této kniice
stale délali, geometrického znédzornéni éfsel body na primce,
kterou si myslime vodorovnou a mifeme povaZovati za
osu z. Urdity bod O na ose z je zvolen za politek a geo-
metrickym obrazem é&fsla x je bod (z; 0), ktery budeme ted
kritce nazyvati bodem z. Geometrickym obrazem intervalu
[a, b] je tseCka na ose x, pro kterou jsou bod a a bod b
krajnimi body; geometrickym obrazem uréitého éisla z inter-
valu [a, b] je uréity bod té tseéky.

Je-li J = [«, ] interval obsaZeny v intervalu (a, b], pak
bod «+8

tseéky, kterd je geometrickym obrazem intervalu JJ). Bodem
x+p
2

lezi pravé uprostfed intervalu J (t. j. uprostfed

se interval J rozdéli na dvé poloviny

J* = [x,i_k_ﬁ , J** — [”‘ . '3, /3] (331)

2

Mysleme si nyni dén urdity predpis, ktery kaZdému
intervalu J = [«, ] obsaZenému v zikladnim intervalu
[a, b] piifazuje jednu z obou polovin (33-1) intervalu J,
kterou nazveme vyvolenou polovinou intervalu J. Pak
si miZeme postupné utvorit intervaly

Jo I g Iy o sy (33-2)

pri éemz prvni interval J; je roven zakladnimu intervalu
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[a, b] a kaZzdy nisledujici interval je vyvolenou polovinou
intervalu bezprostfedné predchazejiciho. Z ndzoru je jasné,
Ze existuje zcela uréity bod &, ktery leZi soucasné ve viech
intervalech (33-2). Tento bod £ je geometrickym obrazem
urditého ¢éisla £. Toto éislo £ nazveme kofenem vyse
uvedeného predpisu pro puleni intervali J. Poloha bodu ¢
v intervalu [a, b] zdvisi na volbé toho pfedpisu a obratnou
volbou pfedpisu dosdhneme v fadé piipadu, Ze dislo & bude
miti pravé tu vlastnost, jejiZz existence se ma prokdzati.
Délky intervalia (33-2) jsou
b—a b—w b—a
2 2t 23

ProtoZe bod & leZi ve viech intervalech (33-2), plati nerov-
nost

b—a,

— a

b
|z &< 25
pro kaidy bod z intervalu J,. AvSak ziejmé je

lim b—a

i

nao 2

Z toho nésleduje snadno, %e kazdému é&fslu & > O lze pri-

fFaditi index p tak, Ze, kdykoli » = p, plati nerovnost

lz—&| <6

pro viecky body z intervalu J,. Tento fakt ndm bude

uziteény. \
Ze koYen ¢ p¥edpisu pro pileni existuje, usoudili jsme z geo-

metrického ndzoru. Je moZné a udelné, dokdzati existenci

disla & ryze aritmeticky a lze to provésti ndkolika zpusoby.
Ale tim se v této kni¥ce nehodldme zabyvati.

=0.

34. Obecné vlastnosti spojitych funkei. V celém od-
stavei predpokldddme, %e je ddna v intervalu [a,b]
spojitd funkce f(x).

I. Je-li fla) < 0, f(b) > 0, existuje v intervalu [a, b]
aspoh jedno é&islo & takové, Ze f(§) = 0.
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Budeme naopak predpoklddati, Ze je f(x) 4= 0 pro kazdé
éislo z z intervalu (a, b]. Zavedeme si uréity pfedpis pro puileni
intervalt a dokéZeme, Ze musi byti pFece jenom f(§) = 0, je-li §
kofen prFedpisu.

Interval J = [«, f] nezveme vyznamnym, jsou-li spln&ny

ob& nerovnosti .
fla) <0, f(f) >0 (34-1)

a lhostejnym v piipads opa&ném. Jsou-li (33:1) ob& poloviny
intervalu JJ a je-li J lhostejny interval, prohldsime J* za vy-
volenou polovinu. Je-li J vyznamny interval, prohlasime za
vyvolenou polovinu: [1] J*, kdy% &islo

(%9 (34:2)

je kladné, [2] J**, kdyZ é&islo (34-2) je zaporné. Je zfejmé, Ze
vyvolené polovina vyznamného intervalu je zase vyznamny
interval. ProtoZe interval J, = [a, b] je vyznamny, jsou viecky
intervaly (33-2) vyznamné. BudiZ £ kofen naseho pfedpisu
pro puleni. Podle pfedpokladu je f(§) = 0. DokéZeme, Ze to
neni-moZné.

Je-li f(§) & 0, maZeme zvoliti &islo £ > 0 tak, %o ¢ < | f(&) |.
ProtoZe funkce f(x) je pro z = & spojitd, existuje &islo 6 > 0
takové, Ze (pro &isla z z intervalu [a, b)) /

lz—§l<d= [flx)—fE) | < e (34-3)
Zvolime-li index n dosti veliky, plati (viz odst. 33) nerovnost
|z— &1 < & pro viecka z z intervalu J,. Je-li J, = [«, 8],
je tedy zejména

[fa) —f(&) ] <& [fBY—HEI<e
Z toho plyne

o) > f(&) —e, f(B) < f(8) + e (34-4)

Av3ak interval J, je vyznamny, tak¥fe plati (34:1). Ze (34-1)
a (34:4) plyne

&) —e <0, f(§)+e>0.
ProtoZe € < | f(£) |, je to nemo%né, at jiZ f(£) > 0, & H(&) < O.
II. Nabude-li funkce f(x) hodnoty b, i hodnoty b,
a jeli by <<d < b,, nabude f(z) také hodnoty d.

To plyne jiZ zcela snadno z I. Podle pfedpokladu existuje
interval [a,, a,] obsaZeny v intervalu [a, b] takovy, e je budto
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flay) = by, flag) = by (34-5)

H(ay) = by, flag) = by (34-6)
Plati-li (34-5), soudime takto: Funkce ¢(z) = f(z) — d je spo-
jité v intervalu [a,, a,] & jest @(a;) = b, —d < 0, ¢p(ay) = by —
—d > 0, takie podle I existuje v intervalu [a,, a,] (tim spi8
v intervalu [a, b]) aspofi jedno &fslo & v n&mZ @(&) = 0, takZe
{(§) = d. Plati-li (34-6), soudime stejné& s tfm rozdilem, Ze po-
loZzime ¢(z) = d — f(=).

IIL. Vintervalu [a, b] existuje aspon jedrfo &islo &
takové, Ze f(x) < f(£) pro kazdé z z intervalu [a, b).

Je-li J interval obsaZeny v intervalu [a, b] a je-li K interval
obsaZeny v intervalu J, Fekneme, %e K je podstatnd &ast
intervalu J, existuje-li ke ka¥dému &islu % z intervalu J aspori
jedno &fslo v intervelu K tak, Ze f(v) = f(u).

Budte (33-1) obd poloviny intervalu J. Neni-li J* podstatné
&ést intervalu J, pak musi v intervalu J existovat &islo r

takové, Ze
=) < f(r) (34-7)

pro ka¥dé z z intervalu J*; &islo r nenédle¥i do intervalu J*
[nebot (34-7) neplati pro z = r], takZe r musi néleZet do J**.
Neni-li J** podstatnd &ast intervalu J, soudime podobné, %e
v intervalu J* existuje &islo s takové, Ze

* flz) < Ke) (34-8)
pro kaZdé z z intervalu J**.

Z toho nasleduje, Ze aspofi jedna z obou polovin (33-1) je
podstatnou &éstf intervalu J. Nebot jinak by existovalo i &islo r
v intervalu J** i &islo # v intervalu J* a dostali bychom jednak
(8) < f(r) ze (34:7), jednak f(r) < f(8) ze (34-8), co% si navzdjem
odporuje.

Z toho je patrné, e miiZeme zvoliti takovy pFedpis pro pii-
leni, Ze vyvolend polovina kaZdého intervalu J je podstatnou
&asti intervalu J. Budi? & kofen toho pfedpisu. DokéZeme,
Ze pro kaZdé z z intervalu J plati nerovnost f(z) < f(&), imZ
budeme s dikazem hotovi.

Necht naopak existuje v intervalu J, = [a, b] &islo z, takové,
%o f(x4) > f(£). Zvolme &fslo ‘e > 0 tak, aby bylo

f(zy) > f(§) + & (34-9)

ProtoZe ve (33-2) nésleduje za ka’dym intervalem jeho pod-
statné &ést, miZeme postupnd stanoviti &isla

nebo
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Ty Ty, Tgy Tys o+
po jednom v kaZdém z intervaliu (33-2), tak e

f(@) < f(2)) S f(mg) S flzg) < -
Podle (34-9) plati
f(zy) > f(€) + ¢ (34-10)

pro viecka n. ProtoZe funkce f(z) je spojitd pro = = §, existuje
&islo § > 0 takové, Ze plati (34-3). Je-li index n dosti veliky,
je patrné |z, —&| < & (nebot z, a & le#i v intervalu J,),
tak¥e podle (34-3) je

[ f(zg) —f8) | <&

coZ je ve sporu s nerovnosti (34-10).

IV. V intervalu (e, b] existuje aspon jedno é&islo &
takové, Ze f(x) = f(£) pro katdé z z intervalu [a, b).

To plyne ihned z III. Nebot g(x) = — f(z) je spojita funkee
v intervalu [a, b), takZe podle III existuje v [a, b] &islo & takovs,
Ze pro kaZdé z z intervalu [a, b] plati g(z) < g(§) neboli
— f(g) < — f(§) neboli f(z) = f(£).

V. BudiZ déno &islo £ >0. Pak existuji é&isla
Gg, Oq, .., Oy, takovid, Ze

=0y < 8 <0< ...<G@p 1<qp=2>b
Ze plati nerovnost | f(y,) — f(%.) | < & kdykoli obé
isla y, ¥, ndlezeji do stejného z intervalu
[0, 1], (a1, @], -« -5 [@m—1, Om)-
Interval J = [«, f] obsaZeny v intervalu [a, b] nazveme
povolnym, lze-li udati &isla &g, &y, ..., &, tak, Ze
a=cx,,<o¢1<a,<...<a”_1<o¢”-—.—ﬂ (34_-11)

a Ze plati nerovmost | f(y;) — f(¥,) | < & kdykoli ob8 ¢&isla
Y, Yy néleZeji do stejného z intervall

[ocgs  11s [o%0s 03], - - -5 [(x'u_l, a”]. (34-12)
Interval J nazveme vzpurnym, neni-li povolny, 1ze-li tedy
pti kaZdé volb& &isel ap, &y, ..., &, Vyhovujicich nerovnostem

(34-11) udati dv &isla c,, ¢, tak, Ze plati | f(c,) — f(cy) | = &, at
obd &fsla ¢,, ¢y néleZeji do stejného z intervald (34-12). Mame

a
é
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dokézati, Ze interval [a, b] je povolny. Budeme naopak predpo-
klddati, Ze interval [a, b] je vzpurny, a ukéfeme, Ze tento
pfedpoklad vede ke sporu. .

Jdsou-li ob& poloviny (33-1) intervalu J povolné, je lehko
dokézati, Ze také interval J je povolny. Z toho nésleduje, Ze
lze udati takovy pFedpis pro ptlleni, e vyvolend polovina
kaZdého vzpurného intervalu je zase vzpurny interval. BudiZ
& kofen toho pfedpisu. ProtoZe interval J, = [a, b] je vzpurny,
musi v8ecky intervaly (33-2) byti vzpurné. Zvolme é&islo ¢; > 0
tak, Ze 2¢ < e. ProtoZe funkce f(x) je spojitd pro z = §,
existuje &islo é; > 0 takové, ¥e pro z z intervalu [a, b] plati

jz—§|l <= [ flx) —fE) | < e (34-13)
Volime-li » dosti veliké, bude délka intervalu J, mensi neZ 9;.
Interval J,, je vzpurny, tak¥e v ndm jistd existuji &isla c;, ¢,
takové, Ze | f(c,) — f(¢y) | = €. ProtoZe také £ ndle¥i do J,
a protofe J, md délku men&i nei 4,, jest |c;,— & < g,
fes— & < &, takZe podle (34-13) je

[Her) —fE) | < ey, 1 HE)—fleg) | = | flea) — f(E) | < &y
Z toho plyne
| Her) — fleg) | = [ [f(er) — HEN + [/(E) — Hea | £
S ) —AE I+ 1§ — e | < 26y < &

a to je nemoZné.

VI. Budiz déno é&fslo ¢ > 0. Pak existuje éfslo
0> 0 takové, Ze | f(z;) — f(z;) | < &, kdykoli 2,2, jsou
dvé ¢isla z intervalu [a, b] takovi, Ze [2,— 2z, | < 0.

Zvolme ¢islo g, > 0 tak, Ze 2¢, << ¢. Podle V existuji &isla
aq, ay, ..., a, takovi, Ze

=0, <t <ay<..<p 1<a,=2~0b

a Ze | f(y;)— f(ys) | < &, kdykoli g, y, jsou dvé é&isla ze
stejného z intervala

[ae, 24, [a1; @5), - - ., [@m—1, Gwm]- (34-14)
Zvolme é&islo > 0 tak, aby délka kaZdého z intervalu
(34-14) byla vétsi nez o. BudteZ 2z, z, dvé ¢isla z intervalu
[a, b] takova, Ze |z,— z, | << 8. Jsou-li obé &isla z,, 2, ve
stejném z intervald (34-14), je | f(z,) — f(zs) | < ¢,, tedy tim
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spi8 | {(z;) — f(z5) | < &. Nejsou-li obé ¢&isla z,, z, ve stejném
z intervalu (34-14), pak nasleduje z volby éisla 8, Ze interval,
v kterém je z,, a interval, v kterém je z,, musi miti spole¢ny
bod = Pak o viak | (i) — e | < e /o) — fl) | <
tedy

| {z1) — f(z0) | = ! [f(z1) — f(20)] + [f(z0) — (z)] | £
g | Hz1) — flzo) | + | flzo) — Hza) | < 26y < &

35. Obecné vlastnosti derivace. I. BudiZ f(x) spojitd
funkce v intervalu [a, b]. BudiZ f(a) = f(b). V kazdém
éisle x uvnit¥ intervalu [a, b] necht m4 funkce f(z)
derivaci. Pak existuje uvnitf [a,b] aspoh jedno
dislo & takové, Ze f(£)= 0. )

Podle III v odst. 34 existuje v intervalu [a, b] aspofi jedno
&islo El takové, Ze .

fz) < f(&) (35-1)

pro kaZdé z z intervalu {e, b]. Pfedpoklddejme nejprve, %e &,
leZi uvnitf [a, b]! Pak je

lim f

(@) —1&) _ .
lim S5 = f6). (35-2)

Pro ka%dé z z intervalu [a, b] &itatel zlomku

f2) — &) (35:3)
r—&

je budto zéporny nebo rovny nule. Pro  menéi neZ &, je jme-
novatel zlomku (35-3) zdporny, tedy je ten zlomek kladny
nebo 0. Proto ze (35-2) plyne, Ze f'(§,) = 0. Pro = v3t8i neZ §,
je jmenovatel zlomku (35-3) kladny, tedy je ten zlomek za-
porny. Proto ze (35-2) plyne, Ze f'(£,) < 0. JelikoZ uZ vime, Ze
f(&;) = 0, musi byti f’(§,) = 0. Tedy pro ptipad, Ze &, leZi
uvnitf [a, b], je dikaz hotov. =

Podle IV v odst. 34 existuje v intervalu [a, b] aspoil jedno

&islo &, takové, Ze
f(2) 2 #(&,) (35-4)

pro kaidé z z intervalu [a, b]. Predpoklddéme-li, %e &, leZi
uvnitf [a, b], doka%eme cestou zcela stejnou, jakou jsme &li
u éisla &, Ze je /(&) = 0.

109



Zbyva tedy pouze piipad, Ze Z4dné z obou &isel &,, &, nelefi
uvnitf [a, b]. ProtoZe f(a) = f(b), je f(§,) = f(£,). ProtoZe pro
kaZdé z z intervalu [a, b] plati obd nerovnosti (35-1) a (35-4),
je f(z) konstanta. Pak je viak f(§) =0 pro kaZ¥dé & uvnitf
fa, 8].

II. Budiz f(x) spojitd funkce v intervalu [a, b].
V kaidém ¢isle x uvnitt intervalu [@, b] necht m4§
funkce f(x) derivaci. Pak existuje uvnitt [a, b] aspon
jedno &islo £ takové, Ze

f(®) — fa) = f(§).. b—a). - (35%)

Zvolime-li si néjakou konsta.ntu c, mﬁieme utvontl DOVOI.I
funkei . .
F(z) = f(z) —c. = (36‘6)‘

Zéroveni s funkei f(z) je také F(z) spojitd funkce v intervalu
[a, b]. V kaZdém &isle z uvnitf intervalu [a, b] mé také funkee
F(z) derivaci, & tb

. F(z) = f(z)—ec. (35-7)
Volime-li konstantu ¢ tak, aby bylo
" F(a) = F(), (35-8)

miZeme na funkei F(z) uZiti vétg I, podle které exnstu;e
uvmti' intervalu [a, b] aspoil jedno éfslo & takové, Ze
F'(&) = 0. . (35-9)
Dosadime-li do (35-8) ze (35-6), dosta.neme rovnici pro ¢, z které
snadno vypo&teme
_ Kb) — f(a) .
c = —a (35-10)

Ze (35-7); (36+9) a (35:10), plyne (35-5).

III. Pro z=a, pro x=0>0 & pro kazdé x uvnitf
intervalu [a,b] necht m4 funkce f(x) derivaci. Necht
je (@) > 0, f'(b) < 0. Pak existuje uvniti intervalu
[a, b] aspon jedno é&iglo £ takové, Ze f'(£) = 0.

Diikaz je velmi podobny dikazu véty I. Podle vdty IX‘

z odst. 15 je f(z) spojité funkee v intervalu (g, bl, tak¥e podie.
véty III z odst. 34 existujé v intervalu [a, b] aspoil ]ednb

gislo & takové, Ze
(=) < f(&) (35-1T)
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pro ka%dé = z intervalu [a,-b]. Le#i-li £ uvnitt [a, b], dokdZe
se docela stejn jako v dikaze véty I, Ze f(§) = 0. Tedy
stadi dokéhzat, ¥e nemiZe byti ani-é = @ ani § = b.

Kdyby bylo ¢ = a, pak by podle (35-11) bylo

f(=) — Ka) <o
z—a

pro viecka z ¥ a z intervalu [a, b]. ProtoZe f'(a) > 0, je to
zfejm& nemoiné. Kdyby bylo & = b, pak by podle (35-11)

bylo
- H=) —fb) =0
. :c—-b
pro viiecka +bz mterva.lu [a, b]. ProtoZe f(b) <0, je to
zfejm& nemoZné.

IV.Necht funkce f(z) md uvnitf intervaluJ vSude
derivaci. Nabude-li derivace f(x) uvniti J hodnot
by, by -a je-li b, << d < b,, nabude f(z) uvniti J také
hodnoty d.

Podle pfedpokladu existuje uvnit¥ intervalu J interval [a,, a,]
ta,kovy, Ze je budto

fla) = by, fla) = b, (35-12)
flay) = by, f(ay) = by (3513)
Plati-li (35:12), soudime takto: Funkece ¢(z) = f(z) —d . =z ma
derivaci pro =@}, pro £ = a, i pro ka¥dé z uvniff intervalu
[a;, ag]; mimo to je

9l(a) = f(a)) —d =b,—d >0,

?(ay) = f'(ag) —d =5 —d < 0.
Tedy podle ITI existuje uvnitf [a,, ag], tedy uvnit¥ J, aspoii
]edno éfslo & takové, %e 0 = ¢'(§) = [’(E)—d tedy f'(§) = d.
Plati-li (35-13), soudime stejnd s tim rozdilem %Ze poloZime
P(z) =d.xz— f(z).

Poznémka. Je-li derivace f'(x) spojitou funkei, je véta IV
disledkem véty II z odst. 35. Ale vétd IV se nedd dplné
prevésti na onu vétu, protofe -existuji funkce f(z), které
maj{ v8ude derivaci, pfi ¢emZ viak tato derivace nenf viude
spojiké.

Prikdad tekové funkce f(x)'si nyni uddme. Vyjdeme od

nobo
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funkee @(z) = 22 (1 — z)2. Tato funkce je spojitd & ma derivaci
¢’(z) = 2z (1 — x) (1 — 2x). Jest

P(0) = ¢(1) = 0, ¢'(0) = ¢'(1) =0,
05z51=>0L¢px) <]l
Nyni definujeme novou funkeci F(z) takto. V intervalu [0, 1]
budiZ F(z) = ¢(x). Pro ostatni = budiZ F(z) definovana tak,
aby byla periodickd s periodou 1, t. j. aby platila identite
PF(x + 1) = F(z). Viz obr. 25, v kterém je graf funkce F(x)
vytaZen plnd a graf funkce @(z) vnd intervalu [0, 1] 8arkované.

Obr. 25.

Funkce F(z) mé vBude derivaci. Nyni definujeme funkei f(z)
takto: Jest f(0) =0 a pro = =0 je

1
fz) = 2 F (;)
Pak funkce f(x) ma viude derivaci; jest f(0) = 0 a pro z &= 0

je
1 1
f’(z) =2z F (;) - F (’5)
Pro £ = 0 neni derivacc; f’(z) spojité. Podrobné dikazy u&iné-
nych tvrzeni si &tendF snadno sestavi sam.

36. Dikaz existence integralu. Nez pristoupime k vlast-
nimu pfedmétu tohoto odstavce, dokdZeme si vétu I, kterd
nemd s pojmem integrilu nic spoleéného, ale které potome
uZijeme na integrdl. Véta I je pies svou jednoduchost ve
vwE8 matematice velmi uZiteénd, takZe stoji za to, abychom
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si ji zde vyslovne formulovali a podrobné dokéza.h ac ji
v této kni¥ce uZijeme pouze jednou.

I. Jsou-li ddna ¢éisla a,, a, a,, ... takovi, Ze
g Lla,La <. (36-1)

a existuje-li ¢islo b, které je vétsf neZz viecka ¢isla
as, pak existuje limita
lima, = ¢. (36-2)
. n—o
Viecka &isla a, jsou v intervalu [a;, b]. Na tento zékladni

interval uZijeme metody postupného pileni. Interval J = [«, ]
obsa¥eny v zékladnim intervalu nazveme vyznamnym, lze-li
mu pfifaditi index k tak, %e a, le%f v J pro viecka n > k.

Jsou-li (33-1) obd poloviny vyznamného intervalu J, je budto
J* nebo J** vyznamny interval. Jefto totiZ J je vyznamny,
existuje index k takovy, %e a, leZi v J pro viecka n > k; kdy%

z t&chto a, %4dné neleZi v J**, le%i véecka v J*, takie J* je

vyznamny interval; kdy% viak existuje index I > k takovy,
Ze a; leZi v J**, nasleduje ze (36-1), e a, leZi v J** pro viecka

n > I, tak¥fe J** je vyznamny interval. :
Tedy miZeme uréit takovy pFedpis pro ptlleni, Ze vyvolend
polovine vyznamného intervelu je zase vyznamny interval.
BudiZ ¢ koFen toho pfedpisu. DokdZeme, Ze plati (36-2). BudiZ
;léno &islo ¢ > 0. Mame dokdzati, Ze existuje index & takovy,
e .
n>k=>|a,—c|<e (36-3)

ProtoZe interval J, = [a,, b] je zfejm& vyznamny, jsou vSecky
intervaly (33-2) vyznamné. Zvolime-li dosti Vehky index m,
bude déika intervalu J,, men&f ne% ¢. ProtoZe J,, je vyznamny

interval, existuje index k takovy, ¥e a, le¥f v J,, pro viecka
n > k. Protole také c leZi v J,, a protofe J, mé délku mensf
ne% ¢, plati (36-3).

I1. Budi% f(z) spojitd funkce v intervalu [a, b]. Pak
existuje integral

b
f1(z) da.
a
Maéame dokdzati, ¥e existuje &islo ¢ s touto vlastnosti: KaZdému
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€ > 0 lze pfifaditi 6 > 0 tak, %e | S —c | < & pro viecky vy-.
tvoFujici souty S s normou mens{ neZ §.
Vyjdeme od vytvofujicich souétt

Sy Sys g+ os " (36:4)
které jsou takto definovany. Vytvofujici soudet S, vznikne
tak, e rozd&lime interval [a, b] na 2" stejnych intervald

b—a b—a b—a
[a,a+ o ]. [a+ T a+2. o ],---,

[a +@—1d ; 2, b] (36-5)

a potom si v ka¥dém intervalu zvolime é&islo tak, aby hodnota
funkee f(z) v Z4dnem jiném &isle toho intervalu nebyle men#i
ne% hodnota ve zvoleném &isle; takova volba je moZnd podle
véty IV z odst. 34. Tedy S, je soudet 2" sditanch, z nich¥
ka’dy odpovidé jednomu z intervali (36-5) a ma tvar

b—oea
& . o (36-6)
kde § je &islo zvolené v pfislusném intervalu (36-5) tak, Ze
flz) 2 1(§) (36-7)

pro ka¥dé z z toho intervalu. KdyZ od indexu n pfejdeme
k indexu n 4- 1, musime nahraditi kaZdy interval (36-5) dvéma
intervaly, tedy kaZdého sditance (36-6) soudtem dvou séitancid
. b—a s b—a .
1) g H1E) - (36'8)
Podle (36-7) je .
&) 2 f(§), &™) = K&,
takZe é&islo (36-8) je v&tdi neZ &islo (36:6) nebo je mu rovné.
Protofe nerovnosti je dovoleno siitati, je S,,, =S8, pro
kaZdé n.

Z v&ty IIT v odst. 34 ndsleduje, Ze existuje &islo v takové,
%e f(z) < v pro viecka z z intervalu [a, b]. Zfejm& je S < v.
.(b—a) pro kaidy vytvoFujici soufet S. Zejména je S, <
< v (b — a) pro vBecka n. Proto¥e je S, < S, ; pro viecka n,
plyne z I, ¥e existuje &islo ¢ takové, Ze

lim S, =c. (36-9)

Ni—=»0
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Zbyvé dokazati, Ze takto definované dislo ¢ je integrdlem
funkce f(z) od a do b, Ze tedy lze kaZdému é&islu £ > 0 pFi-
faditi &islo é > 0 tak, Ze

|S—c|<e (36-10)
pro vSecky vytvoFujici soudty S s normou mensi neZ 4. BudiZ
tedy dano &islo & > 0. Zvolme &fslo & > 0 tak, aby bylo

& + 26, (b—a) < e (36-11)

Podle véty VI z odst. 34 existuje &slo 6, > 0 takové, Ze
| Hz) — K(zy) | < &, kdykoli z,,z, jsou dv® &fsla z intervalu
[a, b] tekova, Ze |z, — 23 | < 8;. Podle (36-9) existuje index &
takovy, Ze

n>k=>|Sy—c|<ég.
Zvolme index n tak, aby pfednsé bylo n > k, tedy

I8, —cl<g (36-12)
a aby za druhé bylo

2"

Zvolme kladné &islo & mensi neZ 4, a tak malé, Ze jsou-li y,, y,
dvs &fsla z intervalu [a, b] takové, Ze | ¥, — ¥, | < 4, je mezi
nimi nejvyﬁ ]ed.no z éisel

< ;. (36-13)

a+2=% a4 22=2 .4 (@112 3614

BudiZ nyni S vytvoi'upci soudet s normou mens{ ne¥ 4. Tento
soudet pFislusi jakymsi intervaltm

[orgr ], [o3y &gy ooy [y ys ], (36-15)
které dohromady tvo¥i interval [a, b]. Délky intervald (36- 15)
jsou vesmds mensi neZ 8, a proto uvnitf ka¥dého z nich je
nejvys jedno z &isel (36-14). VytvoFujici souBet S vznikne,
kdy% si v ka¥dém z intervalil (36-15) zvolime po jednom &fsle.
Ozname S* vytvofujici soudet, ktery pFislusdf tymZ intervalim
(36-15), ale je tvofen tak, fe kdyZ uvnitf n&kterého intervalu
(36-158) je n&které z &isel (36-14), ufijeme pravd tohoto &isla
pEi tvofeni soudtu S*. Je tedy

S = f(&1) « (xy—x0) + f(£a) - (Og—0) + ... + /(&) - (2, —ax, ),
= f(§%1)- (oy—0xp) + f(£*9) - (0xg—ox1) + .. +f(E - (0‘ ua)s

kde £, 8 £*, jsou v intervalu [y, &,], £38 8%, V mtervalu [0y 05]
atd. ProtoZe délky intervala (36-15) jsou mendi neZ &, tedy
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mensi ne% §,, jsou &isla | &, — &% |, | & — &% | atd. menii
net &, takZe Zisla |f(51)—f(6 1) I I)‘(fa)—-f(f*a)l atd. jsou
menéf neZ ¢,. Proto je

S —8*|<eb—a). (36-16)

Nyni kaZdy z té&h intervald (36-15), uvnitf néhoZ je jedng
z &sel (36-14), rozd&lme timto &islern na dva mensf intervaly.
Tim vzniknou z intervali (36-15) nové intervaly

[ﬂ07 181]’ [ﬂl’ ﬂl]v ey '_11 ﬁ,] (36‘17)
a je patrné, %e vytvofujici soudet S* se dé psiti ve tvaru

S* = f(’h) (ﬂl —ﬂo) + f('h) (ﬂz—‘ﬁl) + ... + f("l,) (ﬂ,_‘ﬂ.—l),

kde 7, je &islo z intervalu [f,, B,], 7, je &islo z intervalu [f;, B,]
atd. Na druhé strané je S, vytvotujici soudet pat¥ici intervalim

[a,a—l—b;a]. [a-l—bz—ﬂ ,a+2b2—a],...,

[a +@—12 = Z b] (36-18)

& kaXdy interval (36-18) je patrn® soudet n&kolika intervald
(86-17). Proto lze pséti S, ve tvaru
S. = f(n'"1) (By—Bo) + f(n's) (Be—B) + ... + f(’l',) (ﬂ. _— ﬂ,_l),

PFi emi ', jo élslo z toho intervalu (36-18), v kterém je obsaZen
interval [f,, B,], 7'y je &slo z toho_intervalu (36-18), v kterém
je obsa¥en interval [B,, B,] atd. Cisla |9y —#'y |, | 79— 7's |
atd. jsou zFejmd nejvys tak velikd, jakd je spolefnd délka inter-
vall (36-18), takZe podle (36-13)jsou vEecka ta Eisla menii ne% 4,
Proto jsou &isla | f(m) — f(1,) |, | f(ms) — f(m’y) | std. mensi

nei ¢, ta
| S* — 8, | < & (b—a). (36-19)
Ze (36-11), (36-12), (36-16) a (36-19) plyne (36-10).
\
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RESENI CVICENI

20'1. 3z —7. 20'2. 82° — 18z. 20'3. 3029—30a4+ 32,
204, — 20'5. 2 - 208. 5)z
5 3)z
20'7. 30a%. 20'8. 6025, 20°9. 100z,
30 60 100
20'10. —- = X1 — 5 202 —
20'13. 2 (z— 1). 20'14. 3(1 + ). 20°15.— 3 (1 — ).
2016, — 61 — 2z)2.  20°17. 12(3z+2)". 20°18. 20 (5z — 2)°.
z2—1 7 — z2 4+ 1
2019, T 20°20. (1 Ty 02— o
. 4 —2x? : 36z 3 .
20228 7o 2023, — Wzo U —5—"n
11 11 ) c+2
W2 — g W g 20 27-—(7—2,3
(2—2)? (10+ ) 4(z2—4) 12(:c+l)

20°31. 622 (= — 1). 20°32. —6z(1—a2)3. 20‘33.—9::’(1—::”)’.
20-34. 3)z(72* + 15z). 20-35. 3 (z® — 1j. 20°36. 3z (= + 2).

20:37. . —2— 2038 — 0 2039 >
V4z + 5 2V5z—4 3 V(Zz T l)’
W 2045, —
Vidz + 5 2} (5z—a) =z
5x4 1+ 1
2043, 22 2044, - LT " o045 1 .
(I — ) 2| z(1=2%)® V=1 +) )

21°1. Jest f’(z) = 3 (z — 1) (x + 1). V intervalu [— o, — 1]
funkce roste od — o do hodnoty f(— 1) = 4; v intervalu
[— 1, 1] funkce klesé od hodnoty f(— 1) =4 do hodnoty
{i(l) = 0; v intervalu [1, ] funkece roste od hodnoty f(1) = 0

0o oo.

117



212, f(z) = 22® — 32® — 36z + 10 mé derivaci f(z) =
= 6 (z 4 2) (¢ — 3), tedy roste v intervalu [— o, — 2] od
— o do f(— 2) = 54, klesé v intervalu [— 2, 3] od 54 do
f(3) = — 171 a roste v intervalu [3, ®] od — 71 do . Tedy
rovnice f(z) = 0 mé t¥i koFeny, po jednom v kaZdém z intervalt
[— o, —2], [—2, 3], [3, @]. Jest ff—4) = — 22 < 0, f(—3) —
=37>0;/0)=10>0, f(1) = —27 < 0; f(4) — — 54 < 0,
}(6) = 5 > 0; proto kofeny lezi v intervalech [—4, —3], [0, 1),

21°3. Jest f(z) = 1223 (zx — 1). Funkce klesd v intervalu
[— o,1] od e« do f(1) =0 a roste v intervalu [1, ©] od 0
do .

21°4. Jest 2 4+ 3z + 3 > 0 pro viecka =z, tak¥e f(z) je
viude definovéna. Jest

47* -6z —3 4(xz—a)(z—f)

f‘”)=(=a+3z+3)=— (@ + 3z + 32
kde _ ) .
« = _3+TV21 1,806, § =# = 0,396

Funkee f(z) roste v intervalu [— o, a] od lim f(z) =1 do
z—>—o

fa) = #2—1 = 6,055,
klesd v intervalu {«, f] od f(x) do
f(8) = _2_Vi;—_9 = 0,055

a roste v intervalu [8, «] od f(B) do lim f(z) = 1. -
~>®
21*5. Funkce f(x) neni definovédna pro z =1 & pro z = 3.
Jest
. 233 (6 — 52)
@ =e—1re—ar
V intervalu [ o, 0] funkce klesdé od hodnoty lim f(z) =1
—o

>
do hodsioty f(0) = 0, v intervalu [0, 1] roste od 0 do oo, v inter-
valu [1, 4] roste od — o do f(§) = — ¥, v intervalu [§, 3]
klesé od — ¥ do — o, v intervalu [3, o] klesé od w do
lim f(z) & 1.
o )
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21°6. Jest
1+ 3z

1+ o
/;V intervalu [— oo, — }] funkee klesé od hodnoty lim f(z) =
— T—>—w

f(=) =

=—1 do hodnoty f(—4) = %Vﬁ), v intervalu [—4, ]
roste od hodnoty ——VIO do hodnoty lim f(z) = 1.
D
21°7. Jest f(z) = 2n (x — «), kde
a+a+...+a, N
i n ’

takZe f(x) klesd v intervaelu [— m, «] a roste v intervalu [«, o].

21"8. f(z) neni definovéna pro z =c. Jelli 0 <ec <1, jo
stdle f/(z) > 0 & funkce f(z) v intervalu [— o, ¢] roste. od
— o do « a rovnéZ tak v intervalu [¢, «0]. Je-li ¢ < 0 nebo
¢c>1l,jec(c—1)>0a

) (x—c) f(z) = (z — &) (x— B),

a=c—Jec—1), B=c+ Ye(c—1),

tak¥e « < ¢ < . V intervalu [— o, «] funkee roste od — o
do hodnoty o

kde

fle) =26 —1—2)clc—1),
v intervalu [«, ¢] klesd od f(a) do — oo, Vv intervalu [¢, f] klesd
od o do i

f(B) =2c—1 + 2Jc(c—1),
v intervalu [, o] roste od f(8) do . Tedy f(z) nabude viech
hodnot, které nele¥i uvnit¥ intervalu [f{«x), f(8)], jehoZ délka
je 4Vc (c—1).

22|, Jsou-li z,y rozmdry obdélntka, ¢ dany obsah, je

zy = ¢ a délka uhlop¥itky je

@ =VFF 7 ==+ 5

Prom&nné z nabyvé viech kladnych hodnot. Funkce f(z) na-

bude své nejmensi hodnoty pro z = |/c; v tomto pFipad® je
y = z, t. j. obdélnik s nejkratéi uhlop¥itkou je &tverec.

22-2, Je-h y zékladna a z vy¥ka obdélnika, ¢ dany obvod, je
c=2y+(2+4n)z
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a obsah je
f(z) = zy + }nz® = }z (c — 2z).

Prom&nné z nabyvéd viech hodnot uvnit¥ intervalu

2¢
o =5}
Funkce f(z) nabude své nejvétdi hodnoty pro x = }¢, femuZ
odpovidd y = 4 —1—6 i
22'3. Zndzorndme si prvou cestu osou z, druhou osou ¥,
tedy kfiZovatku podatkem. Pohyb prvého auta necht se pki
tomto znézorndni jevi jako pohyb zleva doprava, pohyb dru-
hého jako pohyb shora delt.. Necht ¢ znamens dobu v hodi-
néch, p¥i &emZ ¢ = 0 znamend dobu, kdy prvé auto projiZdi
k¥iZovatkou, ¢ < 0 dobu predtim, ¢ > 0 dobu potom. Volime-li
1 km za jednotku délky, je prvé auto znézornéno bodem (z, 0)
a druhé bodem (0, y), kde
z = 60f, y = 30— 45¢.
Vzdélenost aut je
¢y = 15)2568 — 12¢ + 4.
Funkce f(¢) nabude své nejmensi hodnoty pro ¢ = %, &emuZ
odpovidé _ _
z = 14,4, y = 19,2.

22'4. Jest z 4 y = 40, f(z) = 2 + y? = 2 (2? — 40x + 800).
Proménnéd z nabyvé viech hodnot uvnit¥ intervalu [0, 40].
Funkee f(z) nabude své nejmensi hodnoty pro z = 20, &emuz

225, Jest z — y = 100, f(z) = 22 — 5y = — 42* + 1000z —
— 50 000. Prom&nné z nabyvéd vSech hodnot uvnitf intervalu
[100, =]. Funkee f(z) nabude své nejvétsi hodnoty pro z = 125,
éemuZ odpovidé y = 25.

22-6. Je-li z zdkladna, y rameno, ¢ dany obvod, je z + 2y = ¢
& obsah je f(z) = 3x}c? — 2cz. Proménnd z nabyvé viech
hodnot uvnitk intervalu [0, j¢]. Funkce f(z) nabude své nej-
vét&i hodnoty pro z = }. ¢, SemuZ odpovidé y = z.

22'7. Je-li z zékladna, y vy3ka obdélnika, je 2? + y3 = 4r2
a obvod je f(z) = 2 (z + y) = 2 [z + J4r? —23]. Prom&nné z
nabyva vSech hodnot uvniti intervalu [0, 2rl. Funkce f(z)
nabude své nejvétsi hodnoty pro z =r. V2, &emuZ odpovidi
y=r. Vf, to je pipad &tverce. PFisluind hodnota obvodu je

r. 4V§: Ostatn{ hodnoty obvodu vyplni wvnitfek intervalu
[4r, 7. 4V?].
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29:8. V obr. 26 jo ABCD obdéintk M, PQRS proménny
obdéIntk. Budiz

AB=CD=a, AD =BC =b.
Z obrazce je patrno, %e pravoihlé trojihelniky
APB, CRD (o)

Obr. 26.

jsou shodné a rovn&Z pravoihlé trojihelniky
BQC, DS4; )

mimo to jsou trojihelnfky (x) podobné trojdhelnfkiim (f).
Proto miZeme poloZiti

AP = CR = az, BP = DE = ay,
BQ = DS = bz, CQ = AS = by.
Z Pythagorovy véty nasleduje z? + y? = 1 Obsah promén-
ného obdélnika je
f(z) = (az + by) (bz + ay) = ab + (a* + ) zJ1 — =~
Proménné z nabyvé viech hodnot uvnitf intervalu [0, 1].

Funkce f(z) nabude své nejvétsi hodnoty pro z =1 :V2.
Tomu odpovidd y = =z, takie PQRS je &tverec.
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22'9. BudiZ r polomé&r koule, z polomdr pcdstavy vélce,
2y vyBka vélce, tak¥e z?2 4 y® = r2. Objem vélce je f(z) =
= 2nady = 2nz’v'r’ — z2. Proménné. z nabyvéa vSech hodnot
uvnitf intervalu [0, r]. Funkce f(z) nabude své nejvétsf hod-
noty pro _

T = V% .7,

&emuZ odpovidé

| . 4
/(z) = T- ?nr“ — 0,5773 .—3- nrs,

22:10. BudiZ z polomé&r podstavy, y vyska, ¢ dany povrch,
tak¥e ¢ = 2nx (z 4+ y). Objem je

Hz) = =z?y = lex — nad.
Proménné z nabyvé viech hodnot uvnit¥ intervalu [o, I/ 2—';-]

. Funkee f(z) nabude své nejvétsi hodnoty pro ¢ = Vé, demui

odpovidé y = 2z.-
22'11. PF stejném oznafeni jako ve 22°9 je plast f(z) =
= 4ner= — z* Funkce f(z) nabude své nejvét&i hodnoty pro

z= -VLz_, temu? odpovidd y = z.

. 22°12. Budi% a, b zékladna a vyska daného trojuhelnika,
ddle u, v zédkladna a vySka obdélnika. Volime-li odvésny troj-
thelnika za osy soufadné soustavy, mé pfimka, na které leZi
pfepona, rovniei tvaru y = kz -+ I, kde konstanty k, | uréime
odtud, %e body (a, 0), (0,b) le%i na pFimece, takZe rovmice
pHimky je bz + ay = ab. Této rovnici musi vyhovovati bod
(u, v), tak¥e bu 4 av = ab. Obsah obdélnika je f(u) = uv =
=bat. u (@ — u), obvod je @(u) =2 (u + v) = 221, [(a—
— b) u 4+ ‘ab]. Prom¥nn4 « nabyvéa vSech hodnot uvnit¥ inter-
valu [0, a). Funkece f(u) nabude své nejvétsi hodnoty pro
u. = }a; jest -

/(4a) = %ab.
Naproti tomu @(u) stdle roste (je-li @ > b) nebo stéle klesé
(je-li @ < b) a nemé tedy ani nejvitsf ani nejmensi hodnoty;
je-li @ = b, je g(u) konstanta.
22'13. Podle (22:4) a (22-5) je

iy =P = 2T &YTTT
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Prom&nné ¢ nabyvé vdech kladnych hodnot. Funkce f(£) na-
s

bude své nejmensi hodnoty pro t=—l/%; jest

/(]/") @d + ohh,

22: (4. Jsou-li z, y délky odvdsen, ¢ dany obsah, tedy

zy = 2¢, je obvod
—_ zt + 4¢? + 2 + 2

f(z)=z+y+V:c’+y’=V + :’ + 2,
Proménnd z nabyvé vSech kladnych hodnot. Funkee f(z) na-
bude své nejmen¥i hodnoty pro z = J/2¢, &emu? odpovidé
y=uz

22-15. Jeli = strana &tvercl, je objem
. f(z) = (60 — 2z) (28 — 2z) =.

Proménné z nabyva viech hodnot uvnitf intervalu [0, 14]
Funkece f(z) nabude své nejvétsi hodnoty pro z = 6, femuZ
odpovidé objem 4,608 dm?,

22°16. Je-li a vzddlenost svdtelnych zdroji, z vzdilenost
osvétlovaného bodu od silndjifho zdroje, pak b&%i o funkci

f(z) = 1

@a—z)p

Proménnd z nabyvé vSech hodnot uvnitf intervalu [0, a).
Funkce f(z) nabude své nejmensi hodnoty pro =z = § . a.

22-17. Je-li. z délka kusu, ktery se mi ohnouti do &tverce,
je soudet obsaht Etverce a kruhu

PR
! f(z)=f_’ u.

Prom&nné z nabyvd viech hodnot uvnitf intervalu [0 al.
Funkee f(z) nabude své nejmensi hodnoty pro =z =
Jest

n+4'

L 4a
+4=056 a, a—”_i_4
27-1. Obssh 20}; objem 312} . .

27:2, Obsah 192; objem 864x.

= 0,44 .a.
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27'3. Obsah 34; objem 678¢; . 7.
27-4. Obsah § {/3: objem #n.
27-5. Obsah 20§; objem 104} . 7.
27'6. Obsah  1; objem f7.

27°7. Obsah 12; objem 527.

27-8. 10}. 27'9. 1. 27°10. 4.
27°11. Délka 10§; povrch 118§1. n.
27'12. Délka 2%; povrch 4}§§ . 7.
27°13. Délka 2.}/3; povrch 3x.
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Zdenék Pirko

Pn'xbéhem doby vznikly &etné soutadnicové sou-

stavy, které nejen Z%e se ukdzaly ja.ko‘ nejvhod- .
ndj#i pro FeSen{ pifsluiiného geometrického pro-

blému, ale také podstatn® pFisp&ly k obohaceni

geometrie. V této kni¥ce jsou probridny razné

druhy rovinnych soufadnic, od pravodhlych a#

k projektivnim. Pro porozumé&nf kni¥ce staéi zna-

lost nejjednodussich zdkladu analytické geometrie

v rovin&. 1942, 93 str.; 14 obr., broi.’19,20 K.

i

Cesta k védéni,
sv. IS.

JEDNOTA CESKYCH MATEMATIKO A FYSIK0O, PRAHA i, ZITNA 25



Cesta k védéni, sv. 18.
DR. J. KLAPKA:

" JAK SESTUDUJI GTVARY
VPROSTORU? cssr1

Vychézeje z jednoduchych poznatki, které v néds nechévé
stfedni 3kole, zavede antor &tendie nejen do obyé&ejného kar-
tézského systémﬁ soutadnic v prostoru, ale i do obecn&jdich
soufadnic kosodhlych a do t. zv. soufadnic projektivmich
v prostoru, s kterymi se pracuje velmi pohodln&. Ukazuje
potom, jak se.studuji elementy prostorové geometrie a jak se
fesi zdkladni dlohy po%ohy a metrické. — 1941. 80 str.,
14 obr., bro¥. 16,20 K. — Koupite u viech knijhkupei.
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