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M o 1 A J v V B D H N L S V . 2 0 

PuOF. Dit. E D U A K I ) ČECH 

CO JE A NAČ JE 
' V Y Š Š í MATEMATIKA? 

JEDNOTA ČESKÝCH M A T E M A T I K Ů A F Y S I K Ů V PRAZE 



C E S T A K VĚDĚNI 

S. Čich: 

CO JE A NAČ JE 
VYŠŠÍ MATEMATIKA? 

Tuto otázku si položil 
jistě mnohý z čtenářů a 
byla jistě mnohokráte zod-
povídána učitelem na střed-
ni škole. 

Přední náá m a t e m a t i k 
ukazujo širokým výkladem, 
.jaké ú v a h y se provádějí 
v t. zv. vyšši matematice, a 
vysvětluje čtenáři základní 
věci: pojem limity funkce, 
co je derivace a co je inte-
grál. Tyto tři základni po-
jmy přibližuje čtenáři ná-
zorně, vycházeje z malých 
poznatků o elementární al-
gebře a geometrii, které 
jsou kvintánovi běžné. 

Aplikace limity, derivace, 
integrálu na typických úlo-
hách, s kterými se t ak řka 
denně v životě setkáváme, 
odpovídají čtenáři na dru-
hou část položené otázky. 

A mnohá cvičeni s řeše-
ním doplňují živé věty au-
torovy, které se vám budou 
zdát, jako by byly proná-
šeny s úplnou samozřejmo-
sti. 
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ÚVOD 

1. Pojem funkce. Jeden z nejdůležitějších pojmů v mate-
matice vůbec je pojem f u n k c e . Říkáme, že jedna veličina je 
funkcí veličiny druhé, kdýz je první veličina určitým způ-
sobem záv i s l á na veličině druhé; to znamená, že když 
známe hodnotu veličiny 'druhé, můžeme si vypočítat hod-
notu veličiny prvé. Na př. obvod čtverce můžeme vypočítat, 
známe-li délku strany, tedy obvod čtverce je funkcí délky 
strany. Počet je velmi jednoduchý; znamená-li a délku 
strany a o obvod, jest 

o = 4 . a; 

při tom musíme ovšem délku strany i obvod vyjádřit ve 
stejné jednotce, na př. 1 cm. Také obsah čtverce je funkcí 
délky strany; znamená-li p obsah a a zase délku strany, jest 
p = a . a neboli 

V = A2; 

musíme ovšem jednotku délky a jednotku plošnou volit 
souhlasně, na př. 1 cm a l cm8 To jsou příklady na f u n k c e 
j e d n é p roměnné , t. j. víraždém příkladě se vyskytují 
jen dvě veličiny, z nichž jedna je funkcí druhé. Jsou také 
f u n k c e dvou p r o m ě n n ý c h ; příklad takové funkce nám 
poskytuje známá Pythagorova věta, podle níž lze počítati 
délku přepony pravoúhlého trojúhelníka, známe-li délky 
obou odvěsen. Délka přepony je funkcí délek obóu odvěsen, 
tedy funkcí dvou proměnných, a Pythagorova věta říká, 
jak se tato funkce počítá. Znamenají-li písmena a, b délky 
obou odvěsen a c délku přepony, jest 

c = y« 2 + 62. 

V této knížce budeme studovati pouze funkce jedné proměn-
né. Ostatně se všech výsledků o funkcích jedné proměnné 
dá užít na funkce dvou proměnných. Všímáme-li si totiž 
na př. jen těch pravoúhlých trojúhelníků, u kterých má 
odvěsna b určitou numerickou hodnotu, třeba 6 = 2 , je 
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přepona c funkcí jedné proměnné, totiž odvěsny a; jest 
c = ]/a- + 4. 

2. Přímá úměrnost. Jest mnoho typů funkcí a v této 
knížce budeme studovat ovšem jen ty nejjednodušší. Začne-
me jedním velmi elementárním, ale důležitým typem zá-
vislosti; je to známá p ř í m á úiměrnost . Abychom měli 
zcela určitý příklad na mysli, dejme tomu, že auto jede po 
rovné silnici rychlostí 45 km za hodinu. Dráha, kterou auto 
ujede za určitou dobu, závisí na této době neboli je funkcí 
této doby. Volíce minutu za jednotku času a 1 km za 
jednotku délky, můžeme si sestavit.tabulku: 

doba 10 20 30 40 50 60 70 

dráha 7 i 15 22} 30 37£ 45 5 2 | 

Tabulku tuto mohli bychom libovolně rozšířit. Zákonitost 
takové závislosti se dá vyslovit různými způsoby. Zvolíme 
si ten, který je vhodný pro další naše úvahy; poměr obou 
veličin, tedy zlomek 

dráha 
> 

doba 
je ve všech případech stejný: 

1} _ 15 _ _ 30 _ 3 7 | _ _ 
10 - 20 - 3 0 " - 4 0 " 50 ~ 4 

Říkáme, že ten poměr je s t á l ý neboli že je to k o n s t a n t a . 
P ř i p ř ímé ú m ě r n o s t i p o m ě r obou ve l i č in je kon-
s t a n t a . Označíme-li si dobu písmenem t a dráhu písmenem s, 
je 

— 

t — 4 
neboli 
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Jiný příklad přímé úměrnosti máme v závislosti obvodu 
kružnice na jejím poloměru. Kolikrát je větší poloměr, 
tolikrát je větší obvod. Proto poměr obvodu k poloměru je 
u všech kružnic stálý, je to konstanta. Polovina této kon-
stanty je známé Ludolfovo číslo Tt = 3,14159.. . ; v této 
knížce se dovíte, jak snadno se může pomocí vyšší matema-
tiky počítati číslo JI na velký počet míst. Znamená-li r 
poloměr a o obvod kružnice, je 

— = 2jr r 
neboli 

o = 2 nr. 
Uvedeme si ještě jeden velmi důležitý příklad přímé 

úměrnosti. Zvolme si nějaký ostrý úhel XOZ =- <x-
/ 

Obr. 1. 

Zvolíme-li si na rameni OX úhlu tx bod A a vztyčíme-li 
T něm kolmici k OX, protne tato' kolmice druhé rameno OZ 
úhlu tx v bodě B. Tím vznikne pravoúhlý trojúhelník OAB 
s pravým úhlem při vrcholu A. Jelikož poloha bodu A na 
rameni OX úhlu tx je libovolná, můžeme si takových právo* 
úhlých trojúhelníků OAB myslit nekonečně pinoho. V obr. 1 
je vyznačeno pět možných poloh, které jsou rozlišeny indexy. 
Všecky ty pravoúhlé trojúhelníky jsou si podobné; proto 
poměr 
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A ti 

OA 
je konstanta, jejíž velikost je určena úhlem a. Jak většina 
z vás ví, říkáme této konstantě t a n g e n s úh lu tx a značíme 
ji tg OL. Je tedy 

Ití 

neboli 
~ A B = O A . tg a . 

Délka úsečky AB je přímo úměrná délce úsečky OA. 
3. Pravoúhlé souřadnice. Ke kónci minulého odstavce 

jsme si připomněli z trigonometrie pojem tangenty. Mimo 
tento pojem nebudeme v této knížce potřebovat z trigono-1 
metrie už nic. Zato se častěji zde setkáme se základy ana-
lytické geometrie; ale také tu si zopakujeme všecko znovu, 
tím spíše, že nebudeme potřebovat nic složitého, nýbrž 
pouze ty nejjednodušší věci. Je to především pojem pravo-
úh lých s o u ř a d n i c bodu v rovině, který si zopakujeme 
v tomto odstavci. Musíme si zvolit určitý bod O, který se 
jmenuje p o č á t e k . Počátkem si vedeme „ v o d o r o v n o u " 
přímku, které se říká osa x. Je zvykem narýsovat si také 
„svislou"*), přímku procházející počátkem, které se říká 
osa y. [Ale osa y už není tak důležitá jako osa x a mohli 
bychom se bez ní obejít.] Kromě toho si potřebujeme 
ještě zvolit určitou j e d n o t k u dé lky , abychom mohli vy-
jadřovat délky nepojmenovanými čísly. 

Všimněme si nyní v obr. 2 třeba bodu A. Abychom do-
stali jeho souřadnice, spustíme s něho kolmici na osu x; 
pata této kolmice je v obr. 2 označena A0. Bod A má dvě 
souřadnice x a y, při čemž jest 

—̂ . 
*) V následujícím slovy v o d o r o v n á p ř í m k a rozumíme 

přímku, k teré má směr řádku; př ímku k ní kolmou jmenu-
jeme s v i s l é p ř í m k a . 
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x = OA0, y = - - AqA, 

tedy podle měřítka k obrazci připojeného x = 4, y = 3. 
Píšeme stručně = (4; 3); to tedy znamehA, že první sou-
řadnice bodu A má hodnotu 4 a druhá hodnotu 3. Je, však 
velmi důležité, že se při určování souřadnic bodu užívá 
určitých z n a m é n k o v ý c h p r a v i d e l , která zní takto: Sou-

řadnice x se bere kladně jen tehdy, když bod A0 padne na-
pravo od počátku neboli když bod A leží napravo od osy y, 
když bod A0 padne nalevo ód počátku neboli když bod A 
leží nalevo od osy y, bereme souřadnici x záporně; zbývá 
případ, kdy bod An je v počátku, t . j. kdy bod A leží na 
ose y, tu je ovšem x = 0. Souřadnice y se bere kladně jen 
tehdy, když bod A je nahoře nad osou x; je-li bod A dole 
pod osou x, bereme souřadnici y záporně; leží-li konečně 
bod A na ose x, je ovšem y = 0. 

Všecky možné znaménkové případy jsou zachyceny v obr. 
2, každý jedním příkladem; jest 
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•A. = (4; 3), B=(2;—4), C = (— 3; 1), £ > = ( — 2 ; — 2 ) , 
£ = ( 3 ; 0 ) , * " = ( — 4;0), G = (0; 4), £ ř = ( 0 ; — 2 ) , 

O = (0; 0). 

Vraťme se k bodu A == (4; 3). V obr. 2 je narýsován 
pravoúhlý trojúhelník OA^A; délky odvěsen tohoto troj-
úhelníka jsou souřadnice bodu A a délka přepony je vzdá-
lenost bodu A od počátku. Tedy je podle Pythagorovy věty 

OA= + ]/** + ti1- (3-1) 

(3-1) je vzorec pro vzdálenost bodu od počátku. Měli jsme 
sice při jeho odvození na mysli bod, jehož obě souřadnice 
x a y jsou čísla kladná; ale vzorec ovšem platí, i když ně-
která souřadnice je záporná nebo když jsou obě záporné, 
neboť druhá mocnina x1 je nezávislá na znamení čísla x 
[na př. (—4)2 = 42 = 16] a stejně y2. Vzorec (3-1) platí 
také, když x nebo y je rovné nule. Na př. u bodů E a F 
je y = 0, a vzdálenost od počátku je zřejmě rovna absolutní 
hodnotě čísla x.*) 

4. Změna počátku. V obr. 
3 máme vyznačeny tři body 
0,0*, A. Považujeme-li O za 
počátek souřadnic, má bod 

[. O* dvě souřadnice, které si 
označíme a,b; při stejném po-
čátku má také bod A dvě sou-
řadnice, které si označíme 
x, y. Můžeme si však zavěsti 
ještě druhou soustavu sou-

Obr. 3. řádnou, v které je počátkem 
bod O*; ve druhé soustavě 

bude míti bod A zase dvě souřadnice, ale jiné než dříve; 
*) Když x není záporné, pak a b s o l u t n í h o d n o t a čísla x 

je číslo x samo; když x je záporné, pak absolutní hodnota 
čísla x se liší od čísla x pouze znamením. Absolutní hodnotu 
čísla x značíme | x |; na př. | 3 | = 3, | — 4 | = 4, | 0 | = 0. 

y 
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označíme si je x*, y*. V obr . 3 jsou vyznačeny všecky 
souřadnice a, b, x, y, x*, y*. Z obrazce je pa t rné , že 

x* — x—a, 
y* = y—b 

(4-1) 

Obr. 3 představuje ovšem pouze jednu znaménkovou mož-
nost, ale vzorce (4-1) jsou ve všech případech správné. Nejná-
zorněji se o tom'přesvěděíme, když si představíme p r o m ě n -
n o u s o u s t a v u s o u ř a d n i c , jejíž počátek pu tu je z polohy O 
do polohy O* po lomené čáře OPO* (viz obr. 3). Tato změna 
souřadnicové soustavy se děje ve dvou krocíčh; při prvém kroku 
putu je počátek vodorovně z polohy O do polohy P, při druhém 
kroku putu je počátek svisle z polohy P do polohy O*. Při prvém 
kroku zůstává druhá souřadnice l ibovolného bodu nezměněna 
a mění se pouze první souřadnice; při kladném a ta to souřad-
nice zřejmě stále klesá, a to od hodnoty x do hodnoty x* = 
= x — a; při záporném a naopak ta to souřadnice stálé stoupá, 
a to zase od hodnoty x do hodnoty x* = x — a (která právě 
při zápórném o je v ě t š í než x). Při druhém kroku zůstává 
naopak první souřadnice nezměněna a mění se pouze druhá 
souřadnice; při kladném 6 ta to souřadnice zřejmě stále klesá, 
a to od hodnoty y do hodnoty y* = y — b; při záporném b 
naopak ta to souřadnice stále stoupá, a to zase od hodnoty y 
do hodnoty y* = y — b (která je při záporném b v ě t š í než y). 
Proto jsou vzorce (2) správné, ať již jsou čísla o, b kladná či 
záporná. Samozřejmě jsou správné také, když a nebo b je _ 
rovné nule; je-li o = 0, odpadne prvý krok, je-li 6 = 0, od- ' 
padne druhý krok. 

K d y ž kombinu jeme vzorec (4-1) se vzorcem (3-1), dospě-
jeme k výrazu 

pro vzdálenost bodu (a ;b) od bodu (x; y). Neboť v nové 
sous tavě souřadnic, v k t e r é bod (o; 6) je počá tkem, bude 
podle vzorce (4-1) mí t i bod (a;; y) nové souřadnice x — a, 
y — 6 , k teré dosadíme do vzorce (3-1). 

5. Některé geometrické příbuznosti. G e o m e t r i c k q u p ř í -
b u z n o s t i rozumíme pravidlo, které každému bodu A přiřadí 
určitý nový bod A', zQaný o b r a z bodu A. V tomto odstavci 
si krátce promluvíme o .třech velmi jednoduchých geometric-
kých příbuznostech. Budeme si tyto příbuznosti definovati 
a n a l y t i c k y , t . j . tak, že udáme pravidlo, podle něhož se ze 

(4-2) 
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souřadnic x, y libovolného bodu A vypočtou souřadnice x', y' 
jeho obrazu A'. 

P r v n í p ř í k l a d . Analytické pravidlo zní 
x' = x„ y' = — y. 

To je patrně překlopení kolem osy x nebo, jak se také říká, 
o s o v á s o u m ě r n o s t , ú které osa x je o s o u s o u m ě r n o s t i . 
Každý bod na ose x splyne se svým obrazem; body nad osou x 
mají obrazy pod osou x; body pod osou x ma j í obrazy nad 
osou x. 

D r u h ý p ř í k l a d . Analytické pravidlo zní 
x' = — x, y' = y-

To je p a t m ě překlopení kolem osy y neboli osová souměrnost, 
u které osa y je osou souměrnosti. Každý bod na ose y splyne 
se svým obrazem; body napravo od osy y maj í obrazy nalevo 
od osy y; body nalevo od osy y maj í obrazy napravo od osy y. 

T ř e t í p ř í k l a d . Analytické pravidlo zní 
x = — x, y' = — y. 

To je s t ř e d o v á s o u m ě r n o s t , při které je počátek středem 
souměrnosti. Počátek O splyne se svým obrazem; je-li A libo-
volný jiný bod, leží jeho obraz A' na přímce OA tak, že bod O 
je právě uprostřed mezi body A, A'. Abychom z bodu A = 
= (x; y) dostali jeho obraz A' = (— x; — y), musíme změnit 
znamení obou souřadnic; to můžeme provésti tak, že nejdříve 
změníme znamení při x a potom při- y; to znamená geometricky, 
že bod A' dostaneme t ím, že napřed překlopíme bod A kolem 
osy y a potom bod, který t ak to dostaneme, překlopíme kolem 
osy x. Můžeme také provésti změny znamení v obráceném po-
řádku, tedy napřed překlopit kolem osy x a potom kolem osy y. 

6. Př ímky procházející počátkem. Vraťme se k obr . 1. 
P ř í m k a OX je v něm vodorovná a pro to ji budeme považo-
v a t za osu x; počá tkem bude ovšem v obrazci vyznačený 
bod O. Je-l i B = (x; y) l ibovolný bod na rameni OZ úhlu 
tx = <£ XOZ, jes t x = OA, y = f(B. Víme, že poměr y : x = 

: OA je k o n s t a n t a ; t a t o kons t an ta je t g « , ale pro 
Stručnost ji označme k, p išme t edy 

i = t g « . ( 61 ) 
Tedy pro všecky naše body B = (x\ y) je splněna rovnice 

y = kx. (6-2) 
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Ty body B, kterých jsme si dosud všímali, leží na přímce OZ, 
ale nevyplní ce lou přímku OZ. Chceme-li dostati celou 
přímku OZ, musíme ji prodloužit za bod O, t . j. k bodům 
B = (x; y) musíme ještě připojit body C, které dostaneme 
z bodů B pomocí středové souměrnosti o středu 0 . Z odst. 5 
víme, že C = (— x\ — y). Protože 

— y _ y_ 
— x x 

a protože souřadnice x, y bodu B vyhovují rovnici (6-2), 
vyhovují téže rovnici také souřadnice bodu C. Protože 
samozřejmě i souřadnice bodu 0 rovnici (2) vyhovují, máme 
výsledek, že p r o k a ž d ý bod (a;; y) p ř í m k y OZ j e s p l n ě n a 
r o v n i c e (6-2). Jiné body už rovnici (6-2) vyhovovat ne-
mohou. Neboť je-li dán bod (a;; y), který rovnici (6-2) vy-
hovuje, uvažme, že jistě je na přímce OZ bod, jehož první 
souřadnice se rovná danému číslu x\ druhá souřadnice toho 
bodu se však podle toho, co už víme, dá počítat pomcrcí 
rovnice (6-2) a musí se tedy rovnat danému číslu y, t . j. obě 
daná čísla x, y jsou souřadnicemi jistého bodu přímky OZ, 
neboli daný bod (x\ y) leží na přímce OZ. Protože tedy sou-
řadnice každého bodu přímky OZ vyhovují rovnici (6-2) 
a protože také každý bod, jehož souřadnice rovnici (6-2) vy-
hovují, leží na přímce OZ, říkáme, že (6-2) je r o v n i c e 
p ř í m k y OZ. Abychom mohli v určitém případě rovnici (6-2) 
napsat, potřebujeme pouze znát číslo k, které se jmenuje 
s m ě r n i c e přímky OZ. Víme, že se směrnice k počítá ze 
vzorce (6-1), v kterém * znamená úhel přímky OZ s osou x. 

Ale jedné věci si musíme všimnout! Je-li dán počátek O 
a ovšem i vodorovná osa x a je-li dán ostrý úhel a, existují 
v rovině dvě přímky, které procházejí počátkem a. svírají 
s osou x úhel a. V obrT~4 je ta z nich, kterou jsme se dosud 
zabývali, vytažena plně a označena p, a druhá je vyčárkována 
a označena p'. Z př ímky p vznikne přímka p' překlopením 
kolem osy x. Je-li D bod souměrně sdružený s bodem B — 
= (x; y) vzhledem k ose x, v íme z odst. 5, že Z) = (x; — y). 
Protože rovnice př ímky p je y = kx, je patrně 

y = —kx 
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rovnice př ímky p'. Směrnicí př ímky p' rozumíme záporné číslo 
— k. Tedy směrnice je kladná, když probíhajíce př ímku zleva 
doprava, probíháme ji zdola nahoru neboli když většímu x 
odpovídá větší y, a směrnice je záporná, když probíhajíce přím-
ku zleva doprava, probíháme ji shora dolů neboli když většímu x 
odpovídá menší y. 

je na přímce p ke každému x určitý bod, jehož prvá souřad-
nice je rovna x, a rovnice (6-2) udává právě předpis, podle 
něhož se ze souřadnice x počítá souřadnice y; naproti tomu 
je u v š e c h bodů na ose y souřadnice ' x rovna nule, takže 
neexistuje předpis, podle něhož by se souřadnice y počítala 
ze souřadnice x. 

Aby rovnice (6-1) měla všeobecnou platnost, činíme následu-
jící znaménkové dohody. Mějme libovolnou přímku p a označ-
me « úhel této př ímky s osou x. Je-li př ímka p svislá, je a úhel 
pravý; říkáme, že přímka p n e m á s m ě r n i c i a symbolu tg a 
nedáváme žádn-ý n u m e r i c k y v Ý z ň a m . .Te-li př ímka p vodo-
rovná, je OÍ = 0 a tg OL = 0. Je-li konečně přímka p kosá 
k ose x, tedy <% úhel ostrý, dáme úhlu <x znamení plus nebo mi-
nus podle toho, zda probíhajíce p zleva doprava, probíháme 
ji zdola nahoru, či shora dolů. Stejné znamení jako a m á 
také tg a . Potom platí vzorec (1) prosměrnici přímky p, není-li 
ovšem p svislá. Př i tom n e m u s í př ímka v procházeti počátkem. 
Př ímky mezi sebou rovnoběžné maj í stejné směrnice (nejsou-li 
svislé). Směrnice přímky zůstane beze změny, změníme-li po-
čátek souřadnic. 

Můžeme tedy říci, že 
při k a ž d é volbě čísla k, 
nevyjímajíc čísla zápor-
ná, znamená (6-2) rovnici 
urči té př ímky jdoucí po-
čátkem. To platí i pro 
k = 0, neboť y — 0 je 

Obr. 4. 

\ 

X zřejmě rovnice osy x. 
Má k a ž d á přímka jdoucí 
počátkem rovnici t va ru 
(0-2)? Kladná odpověď by 
byla ukvapená ; ke s v i s 1 é 
přímce jdoucí počátkem, 

. t . j. kose y, nedospějeme 
z rovnice (6-2) při žádné 
volbě čísla k. To je ovšem 
samozřejmé: vedeme-li 
počátkem přímku p ve 
směru jiném než svislém, 



7. Rovnice přímky. Dosud jsme mluvili pouze o přím-
kách jdoucích počátkem. Nechť nyní p je l i b o v o l n á přím-
ka. Je-li p svislá, mají všecky její body stejnou souřadnici x; 
je-li a numerická hodnota souřadnice x, leží také obráceně 
k a ž d ý bod {a, y) na přímce p\ proto je x = a rovnice 
přímky p. Není-li přímka p svislá, má určitou směrnici k 
(viz konec odst. 6). v 

Přímka p protne pak osu y v určitém bodě C. Souřadnice x 
bodu C je rovna nule; souřadnici y bodu C si označme l, 
takže C = (0; l). Může býti l = 0 nebo l > 0 nebo Z < 0; 
je-li 1=0, prochází p počátkem O; je-li l > 0, leží bod C 
nad bodem O, a je-li l < 0, leží bod C pod bodem O. Vzdá-
lenost OC je ve všech případech rovna číslu | 11. (V obr. 5 
je l > 0 u přímky pv l < 0 u přímky p2.) 

4 

Rovnici přímky p si můžeme odvoditi takto. Veďme 
počátkem O rovnoběžku p0 s přímkou p. Přímky p a p0 
mají stejnou směrnici k. Ke každému číslu x máme 'na 
přímce p bod B a na přímce p0 bod £ 0 s první souřadnicí 
rovnou x. Druhou souřadnici označme y u bodu B, y0 u bo-
du B0, takže B = (x; y), B0 = (x; y0). V případě l > 0 
leží (viz obr. 5) bod B ve vzdálenosti ř nad bodem B0, v pří-
padě l < 0 leží bod B ve vzdálenosti 11 \ pod bodem B0\ 

Obr. 5. 
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proto je v obou případech y = y0 + ř (a to platí ovšem 
i v případě 1 = 0 , neboť potom B splyne s B0). My však 
známe rovnici přímky p0, t . j. víme, že y0 = kx. Protože 
V = V n + h jest 

y=kx+l. (7-1) 
Tedy pto každý bod (x; y) přímky p platí rovnice (7-1). 
Protože je na přímce p ke každému číshi x určitý bod (x; y), 
a protože (7-1) je předpis, jímž z čísla x počítáme číslo y, 
vidíme, že rovnice (7-1) je splněna jen t e h d y , když bod 
(a;; y) leží na přímce p. Proto je (7-1) rovnice přímky 
Ostatně můžeme ještě říci určitěji: Když bod (x; y) ne lež í 
na přímce p, leží buďto n a d přímkou p nebo pod ní. Zřejmě 
je v prvém případě 

y > kx 4-1 
a ve druhém 

y < kx 4- l. 
Obráceně buďtež dána dvě libovolná čísla k a Z. Pak 

můžeme napsati rovnici (7-1). Na ose y si sestrojme bod 
C = (0; i). Dále určeme úhel oc z rovnice 

tg a = k, (7-2) 
při čemž se řídíme znaménkovým pravidlem vysvětleným 
v odst. 6. Vedeme-li si bodem C přímku p, která tvoří 
s osou x úhel * (pozor na znamení úhlu «!), je patrně (7-1) 
rovnicí přímky p. 

Rovnice (71), v které k a, l jsou určitá daná čísla, dává 
předpis, jímž ke každému číslu x můžeme počítati určité 
ěíslo y, t . j. rovnice (71) definuje f u n k c i y p r o m ě n n é x. 
Funkce takového tvaru se jmenuje l i n e á r n í funkce .*) 

Promluvme si ještě o této geometrické4úl6ze. Daným bodem 
A = (a; b) je vedena přímka p daného směru; jak zní rovnice 

*) Určitěji se říkává lineární c e l i s t v á funkce; l i n e á r n í 
l o m e n á funkce má ttfar y = °X + kde a, b, c, d jsou dana 

cx -f- o 
čísla (c =(= 0). 
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přímky pí Je-li přímka p svislá, je žádaná rovnice x = a. 
Vyloučíme-li tento případ, má přímka p určitou směrnici k, 

.kterou počítáme ze vzorce (7-2). Prochází-li přímka p počát-
kem, je její rovnice y = kx. Neprochází-li př ímka p počátkem, 
můžeme si počátek posunouti do bodu A. Označíme-li si hvěz-
dičkou souřadnice v posunuté soustavě, jest y* = kx* rovnice 
přímky p v posunuté soustavě. Tedy podle (4*fi) rovnice přím-
ky p v původní soustavě je A 

y — b = k(x — a). (7-3) 
Rovnici (7-3) bychom mohli uvésti na t v a j (7-1), kde l = b — ka. 
Můžeme vsak také psáti rovnici (7-3) ve tva ru 

= (7-4) 
x — a 

při čemž ovšem vlastně vylučujeme jeden bod přímky p, totiž 
bod A = (a; 6), neboť levá strana rovnice (7-4) je bezvýznamná 
pro x = a. 

J a k zní rovnice př ímky p, která spojuje bod A = (a; b) 
s bodem P — (x0; y0) ? (Dané body A a P budtež mezi sebou 
různé.) Jé-li x0 = a, je přímka p svislá a její rovnice je x = a. 
Vyloučíme-li tento případ, má přímka p rovnici tvaru (7-3), 
kde si ovšem směrnici lc musíme vypočítatL To je lehké, neboť 
v každém bodě (x ; y) př ímky p, mimo bod A, musí platiti 
vztah (7-4), zejména v bodě P. Tedy přímka p má rovnici (7-3), 
do které je nutno dosaditi 

* = " (7-5) 
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DERIVACE 

8. Grafické znázornění funkce. Se slovem funkce jsme 
se seznámili už v odst. 1. Je-li dána nějaká funkce jedné 
proměnné, označme si písmenem x hodnoty, kterých nabývá 
ta proměnná (podrobněji se říkává, že x je nezáv i s l e pro-
měnná), a písmenem y hodnpty, kterých nabývá funkce. 
Naše funkce tedy je pravidlo, podle něhož se k hodnotě 
zvolené pro x dá počítati příslušná hodnota pro y, což si 
vyjádříme symbolicky takto: 

y = / (* ) • (8-1) 
Nyní si můžeme zavésti v rovině soustavu pravoúhlých 
souřadnic a znázorniti si každý pár sobě příslušných hodnot 
x a y = f(x) bodem (a;; y). Tím dostaneme čáru (viz obr. 6), 
které se říká graf naší funkce. Různým funkcím patří 
ovšem různé grafy. Všeobecně lze o grafu funkce, která při-
řazuje každé hodnotě x jedinou hodnotu y, říci pouze 

Obr. 6. 
tolik, že žádná rovnoběžka s osou y jej nemůže protnout 
ve více než jednom bodě. Jsou funkce tak složité, že jejich 
graf se nedá narýsovat, ba že je skoro nemožné si jej před-
stavit. Ale v jednoduchých případech se dá graf funkce 
snadno narýsovat a je pro svou názornost velmi dobrou 
pomůckou při studiu funkce. 

Uveďme si několik vlastností funkcí, které se dají na 
grafu dobře pozorovat. Říkáme, že funkce f{x) s t á l e ros te , 
když většímu x odpovídá vždy větší y, a že funkce f(x) 
s t á l e klesá , kďvž většímu x odpovídá vždy menší y. 
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Když graf rostoucí funkce probíháme od levé strany k pravé, 
jdeme stále zdola nahoru; probíháme-li graf klesající funkce 
od l e ^ strany k pravé, jdeme stále shora dolů. Funkce 
graficky znázorněná v obr. 6 sice není ani rostoucí ani klesa-
jící funkce, ale existují tři čísla av a2, a3 (při čemž je ax < 
< a2 < a3), která mají tuto vlastnost: Omezíme-li se na 
ty hodnoty nezávisle proměnné x, pro něž 

[1] jest x Oj, 
[2] jest ax ^ x a současně x ^ o2, 
[3] jest a2 ^ x a současně x a3, 
[4] jest a3 ^ x, 

pak funkce 
r 0 8 t e l v rořínadě í [ 1 ] n e b ° [ 3 ] ' klesá) v p r l p a c l e \[2] nebo [4]. 

Takové spustavy hodnot proměnné x, které jsou definovány 
některou z podmínek [1], [2], [3] a [4], se jmennjí i n t e r v a l y . 
Hodnoty stanovené podmínkou [2] tvoří interval [a1( o2], 
do něhož čítáme hodnoty aj, a2 samy; o ostatních hodnotách 
z intervalu [Oj, a2] říkáme, že jsou u v n i t ř intervalu; čísla 
Oj, a2 tvoří meze intervalu (ax je d o l n í mez, a2 je h o r n í 
mez). Podobně znamená [a2, a3] interval určený podmín-
kou [3]. Hodnoty stanovené podmínkou [4] tvoří interval 
[a3, oo], který má dolní mez a3; všecky ostatní hodnoty 
intervalu [a3, oo] jsou uvnitř intervalu a horní mez ne-
existuje; to má býti právě naznačeno symbolem oo, který 
je zvykem čisti slovem „nekonečno". Hodnoty stanovené 
podmínkou [1] tvoří interval [— oo, %], který má horní 
mez všecky ostatní hodnoty intervalu [—oo, a j jsou 
uvnitř intervalu a dolní mez neexistuje; to má býti právě 
naznačeno symbolem — oo, který je zvykem čisti slovy 
„minus nekonečno". Po zavedení této terminologie můžeme 
tedy říci, že funkce znázorněná naším grafem roste v inter-
valech [— oo, Oj], [a2, a3] a klesá v intervalech [a v a2], 
[a8, oo]. Takové rozdělení na několik intervalů^ v nichž 
funkce střídavě roste a klesá, j e možné u většiny jedno-
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duchych funkcí. Určení takových intervalů je pryý důléHtý 
krok ke stu(^u funkce^a v této knížce poznáte na ř ^ ě pří-
kladů, jak se takové určování pomocí vyšší modmatiky 
provádí. 

- 9. Spojitost. Jiná velmi důležitá vlastnost funkce je spo-
j i t o s t . Zvolme si určitou hodnotu proměnné X a označme 
ji a; ďále označme b hodnotu f{a), které nabývá funkce pro 
x = a. Na grafu odpovídá učiněné volbě bod A (a; b) 
(viz obr. 7a). Říkáme, že naše funkce je pro x =- a s p o j i t á , 

když v takovýeh číslech 
x, které se málo liší ad 

\ čísla a, je hodnota funk-
ge f(x) nejvýš jen málo 

X různá od 6, tedy když 
ty body grafu, které od-
povídá jí hodnotám x 

Obr. 7a. blízkým k a, leží blízko 
bodu A. Říkáme, že 

f(x) je s p o j i t á í u n k c e , když je spojitá pro každé x, pro 
které je vůbec definována. Můžeme také říci, že f u n k c e 
f(x) j e s p o j i t á , k d y ž k p ř i b l i ž n é m u v ý p o č t u hod-
n o t y f u n k c e s t a č í z n á t i p ř ib l i žnou ' h o d n o t u pro-
m ě n n é x. Z tohoto výklaidu spojitosti je zřejmé, proč jsou 
právě spojité funkce prfo aplikace nesmírně důležité. Neboť 
veSkeré měření je možné pouze přibližně, a proto je málo 
možností praktického užití takových funkcí, u kterých ani 
k přibližnému Výpočtu hodnotý f(x) nepostačí, známe-li x 
pouze přibližně. 

Proto se budeme v této knížce obírati pouze spojitými 
funkcemi, ale napřed si přece jen udáme velmi jednoduchý 
příklad funkce, která není všude spojitá. Hodnota této funkce 
v čísle x je dána takto: Je-li x číslo celé, pak je číslo ,f(x) 
rovné x; není-li číslo x celé, pak f(x) znamená n e j v ě t š í z ce-
lých čísel menších než x. Na př. 

/(3) d 3, /(— 2) = — 2, /(3,4) = 3, /(— 2,8) = — 3. 
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Část grafu, funkce / ( zá vidíme v obr. 8. Celý graf se skládá 
z někonečně mnoha vodorovných úseček, ale z každé úsečky 
pfttří do grafu pouze její l e v ý krajní bod, kdežto p r a v é 
jfcajnťbóťfy Si' musínfe odmyslit. Když číslo a není celé, pak 

Obr. 8. 

funkce /(x) je pro x = a spojitá, neboť pro x blízké k a je f(x) 
netoliko blízké číslu /(a), nýbrž dokonce přesně rovné číslu /(a). 
Ale když číslo a je ceK, pak funkce j(x) není pro x = a spojitá. 
Budiž na př. a 3. Cíala 

2,9; 2,99; 2,999; 2,9999; . . . 
se blíži více a více hodnotě 3, ale funkce /(x) má ve všech 
těch číslech společnou hodnotu 2, ačkoli /(3) = 3. 

10. Pojem derivace. Můžeme také říci, že funkce f(x), 
která pro x = a nabývá hodnoty b, je pro x = a spojitá, 
d4>-li se v blízkosti hodnoty x = a nahraditi k o n s t a n t o u b, 
t..j. tou jednoduchou funkcí, která pro v šecka x nabývá 
téže hodnoty 6. [Graf té konstanty je vodorovná přímka 
vedená bodem A = (a; 6).] Idea, aproximovati nějakou 
funkci v blízkosti určitě hodnoty x — a nějakou jednodušší 
funkcí, je jednou ze základních idejí vyšší matematiky. 
Zejména důležitá je aproximace pomocí l i n e á r n í f u n k c e 

y=kx+l. v (10-1) 

Z odst. 7 víme, že lineární funkce jsou totožné s těmi 
funkcemi, jejichž grafy jsou přímky. [Svislá přímka není 
ovšem grafem ž á d n é funkce.] 

V obr. 7b vidíme především znovu graf funkce f(x), který 
byl v obr. 7a, jakož i bod A = (a, b) kde b = f(a). Vedle 
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toho jsou v obr. 7b narýsovány tři přímky p0, y1, p2 jdoucí 
bodem A. Obecně si mysleme vedenu bodem A přímku p, 
jejíž směrnice se rovná libovolně zvolenému číslu k. Víme, 
že rovnice přímky p jest 

y = b + k (x — a). (10-2) 
Když x je blízké číslu o, je hodnota y, kterou vypočteme 
z rovnice (10-2), blízká hodnotě b, které y nabývá pro x = a. 
Stejně také hodnota y = f(x), odpovídající funkci f(x) zná-

v zorněné v obr. 7b, je 
pro x blízké číslu a blízká 
číslu b. Tedy i graf funk-
ce f(x) i přímka* p jsou 
pro x blízké číslu a blíz-
ko bodu A, tedy také 
navzájem blízké. J a k 
blízké, to závisí na volbě 
směrnice k: V obr. 7b 
se v blízkosti bodu A 

/A 

0 

7 
f / V / ' / 

/ 
/ 

/ V X 
\ 

Obr. 7b. 
přímka pQ mnohem těs-

něji přimyká ke grafu funkce f(x) nežli přímky p1 a p2. 
Když lze vésti bodem A grafu přímku pg tak, že se tato 
přímka v blízkosti bodu A ke grafu těsněji přimyká nežli 
kterákoli jiná přímka vedená bodem A, říká se této přímce 
t e č n a grafu v bodě A. Tečna může býti také svislá; vylou-
číme-li tento výjimečný případ, má tečna určitou směrnici 

a tato směrnice se nazývá derivace funkce f(x) v čísle 
x= a. Pojem derivace je jeden z nejdůležitějších pojmů 
vyšší matematiky. 

Zvolíme-li si na grafu funkce f{x) vedle bodu A = (a; b), 
kde b = f(a), ještě jeden bod P = (a;; y), kde y = f{x), 
můžeme oba body spojití přímkou. Víme,'že směrnice této 
přímky je 

yII± = f(x)—f(a) (10>3) 

Má-li graf v bodě A určitou tečnu p0, je pro x blízké k a 
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spojnice AP blízká k p0, a proto je také směrnice (10-3) 
přímky AP blízká směrnici přímky p0, t . j. derivaci k0 
funkce f(x) v čísle x= a. Tedy funkce f(x) má pro x == a 
derivaci rovnou číslu k0, když pro x různé od a, ale blízké 
číslu a, je podíl (10-3) přibližně rovný číslu k0. Je zvykem 
nazývati rozdíl x — a p ř í r ů s t k e m n e z á v i s l e p r o m ě n n é 
a rozdíl / (x) — f(a) p ř í r ů s t k e m f u n k c e ; tyto „přírůstky" 
ovšem nemusí býti kladné. Často se přírůstek nezávisle pro-
měnné značí písmenem h, tedy 

h = x — a, x = a -\-h; (10-4) 
přírůstek funkce je pak f(a + h) — f(a) a podíl (10-3) je 

" / < « + * ) - / < » ) . (10-5) 
h 

Když x probíhá čísla blízká číslu a, probíhá h čísla blízká 
nule a obráceně. 

U lineární funkce (10-1) je 

m — M - 1 
x— a 

t . j. přírůstek funkce je (nehledě na případ k = 0) přímo 
úměrný přírůstku nezávisle ' proměnné. Derivace lineární -
funkce j e _konstanta k, t . j. lineární funkce má v každém 
čísle a stejnou derivaci, rovnou číslu k, t . j. rovnou směnilči 
přímky, která je grafem funkce. U jiných funkcí je poměr 
(10-3) závislý na x, takže přírůstek funkce není přírůstku 
nezávisle proměnné přesně přímo úměrný, nýbrž pouze při-
bližně, ale tím přesněji, čím těsněji omezíme proměnnou x 
do blízkosti hodnoty a. Na tom se zakládá na př. interpolace 
při logaritmování, na kterou se většina z vás pamatuje ze 
střední školy. V pětimístných logaritmických tabulkách 
jsou přímo udány pouze logaritmy čtyřciferných čísel; loga-
ritmy pěticiferných čísel se z nich počítají na základě před-
pokladu, že přírůstek logaritmu je přímo úměrný přírůstku 
čísla. Tento předpoklad není sice přesně 'správný, ale je 
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splněn s dostatečnou příbližností. Na čem tu záleží, je po-
m ě r n á velikost přírůstku nezávisle proměnné. Změníme-li 
pátou cifru čísla, je poměrná změna tím větší, čím menší 
je číslo, tedy čím menší je první cifra; největší poměrná 
změna nastane, když prvé dvě cifry jsou 10 a třetí cifra je 
malá. Proto jsou na př. ve Valouchových logaritmických 
tabulkách logaritmy pěticiferných čísel 10 000 až 11009 
přímo udány. 

11. Funkce y = X2. Abychom si pojem derivace dobře 
ujasnili, probereme si jej na dvou příkladech. Počneme 
funkcí y = x2. Graf této funkce je naznačen v obr. 9; je to 
t . zv. p a r a b o l a . Jest 

(— x)2 = x2, 
t . j. naše funkce nabývá stejné 
hodnoty v čísle — x jako v čísle 
x. Taková funkce se jmenuje 
f u n k c e sudá ; graf sudé funkce 
je sám k sobě souměrný vzhle-
dem k ose y. 

Pro x=-a nabývá naše funkce 
. hodnoty b = a2. Hodnota funkce 
v čísle a -\-h je 

(a + h)2 = a2 + 2ah + h2\ 
tedy přírůstku h nezávisle proměnné odpovídá přírůstek 
funkce 

(a + h)2 — a2 = 2ah + h2 = h . (2a + h). 
Je-li h blízké nule, je také přírůstek funkce blízký nule; 
naše funkce je všude spojitá, což odpovídá tomu, že celý 
graf je jediná souvislá čára. 

Poměr přírůstku funkce k přírůstku nezávisle proměnné je 
(a +h)2—t 

Obr. 9. 

h 
2a 
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když h se blíží nule, blíží se tento poměr číslu 2a. Tedy 
d e r i v a c e f u n k c e y = x2 v č ís le x = a se r o v n á čís luj to . 

Bodem A = (a, a2) naší paraboly si veďme přímku o směr-
nici k. N a p a r a b o l e jest 

y = x2\ 
na p ř í m c e .jest 

" y = a2 +k (x—a); 
tedy rozdíl R mezi souřadnicí y bodu na parabole a souřad-
nicí y bodu na přímce při daném x je 

R= x2—a4—k (x—a) = (x—a) (x + a—k). 
Když se x blíží hodnotě a, blíží se obě pořadnice y téže 
hodnotě a2 a jejich rozdíl R se blíží nule. Ale jak rychle se 
R blíží nule, to závisí na volbě směrnice k. Abychom to 
zkoumali, všimneme si podílu 

—— = x + o — k= h + ( 2 a — k); (lí-1) 
x— a 

při x blízkém číslu a je ten podíl přibližně roven 2a — k. 
Je-li k =j= 2a, je rozdíl R přibližně úměrný přírůstku h = 
= x—a. Je-li však směrnice k rovna derivaci 2a, pak je 
podíl (11-1) při x blízkém číslu a přibližně rovný nule, t . j . 
nejen že je R blízké nule, nýbrž je mnohem bližší nule, než 
je x — a. To právě znamená, že přímka se směrnicí k=2a 
se v blízkosti bodu A mnohem těsněji přimyká k parabole 
než ostatní naše přímky. Tedy 2a je směrnice tečny paraboly 
v bodě A. 

Můžeme si věc znázorniti j inak. Znamená-li x s t ranu čtverce, 
znamená x1 obsah čtverce. Je-li x o málo větši než a, máme 
situaci znázorněnou v obr. 10. Přírůstek funkce je zná-
zorněn pásem, který se skládá ze dvou obdélníků. Když 
jeden z nich přemístíme, jak je v obrazci naznačeno šipkou, 
bude přírůstek plochy čtverce (tedy přírůstek funkce) znázor-
něn obdélníkem se základnou 2a + h a výškou h, t edy obsahem 
h (2a + h). Tedy poměr př írůstku funkce k přírůstku nezávisle 
proměnné je 2a + h, což při menším a menším h je čím dále 
t lm přesněji 2a. Ke stejnému výsledku dojdeme, i když od 
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hodnoty o s t rany čtverce přejdeme k hodnotě o málo menSl , 
tedy při z á p o r n é m h. 

Ješ tě jiné důležité znázornění! Dejme tomu, že se bod po-
hybuje po ose y t ak , že v čase t = 0 je v počátku a že v čase t 

a h 
Obr. 10. 

přijde do polohy (0; ť2). [Kladná část osy y nechť raději tento-
kráte směřuje d o l ů . ] V době od okamžiku t = o k okamžiku 
t = a + h přejde náš bod z polohy (0; o8) do polohy (0; (o + h)') 
a urazí dráhu 

(o + » 2 — o> = h (2a + h). 
Stejnou dráhu by urazil, kdyby se pohyboval rovnoměrnou 
rychlostí 

(a + h l ' - a ° = 2a + h. h 

Proto říkáme číslu 2a + h p r ů m ě r n á r y c h l o s t pohybu v do-
bě od okamžiku t = a do okamžiku t = a + h. Je-li h blízké 
nule, je t a to průměrná rychlost přibližně rovna 2a; proto 
říkáme, že 2a je o k a m ž i t á r y c h l o s t pohybu v čase t = a. 
V žádném sebe kratším časovém intervalu není náš pohyb 
přesně rovnoměrný, ale ve velmi malém časovém intervalu 
obsahujícím okamžik t = a se dá velmi dobře aproximovat 
rovnoměrným pohybem s rychlostí 2o. 

12. Funkce y = —. Graf této funkce je naznačen J x 
v obr. 11; je to t. zv. h y p e r b o l a . Jest 

1 1 
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t . j . , změní-lise pouze znamení nezávisle proměnné x, změní 
také hodnota funkce pouze znamení. Taková funkce se 
jmenuje f u n k c e l i ahá : graf liché funkce je středově sou-
měrný (počátek 0 je středem souměrnosti). Pro x =- 0 není 
naše funkce definována; když je x kladné a velmi malé, 
jsou hodnoty funkce 
kladné a velmi veliké; 
když je x záporné a 
velmi malé, jsou hod-
noty funkce záporné a 
velmi veliké. Když je a; 
kladné a velmi velké, — 
jsou hodnoty funkce 
kladné a velmi malé; 
když je x záporné a 
velmi velké, jsou hod-
noty funkce záporné a 
velmi malé. Celkem mů-
žeme říci, že ve velké 
vzdálenosti od počátku se graf naší funkce těsně přimyká 
jednak k ose x, jednak k ose y; pravíme, že osa x a osa y 
jsou a s j m ^ i a i i naší hyperboly. 

Pro x = a (kde a =(= 0) nabývá naše funkce hodnoty 

b = —. Hodnota funkce pro x — a -t- h je —— r ; přírůst-
a a -\-h 

ku h nezávisle proměnné odpovídá přírůstek funkce 

Obr. 11. 

1 1 h 

a -\-h a a (a -\-h) 
Je-li h blízké nule, je také přírůstek funkce blízký nule; 
naše funkce je všude spojitá, kde je definována (t. j. pro 
všecka x mimo nulu). 

Poměr přírůstku funkce k přírůstku nezávisle proměnné 
ÍC I _ . 

a (a + A)' 
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když se h blíží nule, blíží se tento poměr číslu Tedy 
a-

d e r i v a c e f u n k c e w = — v čísle x = a se r o v n á čís lu J x 
1 

a2 

13. Pojem limity. Vodst. 10 jsme se seznámili s pojmem 
derivace názorným způsobem na základě grafu. Bude uži-
tečné, když si nyní vyslovíme definici derivace v přesném 
znění. Provedeme to tak, že si zavedeme obecnější pojem, 
který má v celé vyšší matematice centrální postavení a jehož 
jedním zvláštním případem je pojem derivace. Je to pojem 
l im i ty . 

Nechť je dán nějaký interval J a nějaké číslo a uvnitř 
intervalu J. Dále budiž dána nějaká funkce 

y=F(x) (131) 
definovaná pro všecka x z intervalu J, až snad na hodnotu 
x = a, v které F(x) definována býti nemusí. Konečně budiž 
dáno číslo c. Pak říkáme, že číslo c je l i m i t a f u n k c e F(x) 
p r o x b l íž íc í se č ís lu a, a píšeme ^ 

lim F(x) = h (13-2) 
x-*a \ 

když platí toto: Chceme-li d o s á h n o u t i toho , a b y 
v š e c k y h o d n o t y f u n k c e F(x) z ů s t á v a l y v libovolně 
předepsané blízkosti č í s la c, s t a č í omez i t i p roměn-
nou x (různou od a) do dostatečně malé blízkosti 
čís la a. Touž věc vyjadřujeme nejčastěji tímto způsobem, 
který je zvláště pro složitější úlohy velmi vhodný, ale na 
který je dobře si zvyknout hned v začátcích studia1 vyšší 
matematiky: Je-li d á n o l i b o v o l n é k l a d n é číslo e, 
e x i s t u j e k l a d n é číslo <5 t a k o v é , že ' 

0 < | x — a | < ó => I F(x) — c | < e. (13-3) 
Při tom je logická značka, která znamená, že z toho, co 
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je psáno před n í vlevo, nás ledu je to , co je psáno za ní 
vp ravo . 

P o j e m derivace je zvláš tn ím př ípadem p o j m u l imi ty . 
Z ře jmě tot iž lze říci t o to : Ze f u n k c e ]{x) m á p r o x = a 
d e r i v a c i r o v n o u č í s l u c, t o z n a m e n á , ' ž e j e s t 

lim (13-4) 
x~*a x a 

T a k é po jem spoj i tost i je zvláš tn ím p ř ípadem p o j m u 
l imi ty : Ž e f u n k c e f(x) j e p r o x=a s p o j i t á , t o z n a -
m e n á 

lim f{x) = f(a). (13-5) 
X—Hl 

14. Nerovnosti. Př i důkazech ve vySší matematice se stále 
vyskytuj í nerovnosti. Proto si v tomto odstavci probereme nej-
jednodušší věty o nerovnostech. Vyjdeme od pojmu čísel k l a d -
n ý c h a z á p o r n ý c h . J a k je vám známo, platí pro tento pojem 
následující čtyři věty: 

I . Č í s lo 0 n e n í a n i k l a d n é a n i z á p o r n é . 
I I . K d y ž o j e č í s lo r ů z n é od n u l y , p a k b u ď t o j e o 

k l a d n é a — a z á p o r n é , n e b o j e — a k l a d n é a a z á p o r n é . 
Ž á d n é č í s lo n e n í s o u č a s n ě k l a d n é i z á p o r n é . 

I I I . J s o u - l i a,b k l a d n á č í s l a , j e t a k é a + b k l a d n é 
č í s l o . 

IV. J s o u - l i a, b k l a d n á č í s l a , j e t a k é ab k l a d n é č í s lo . 
Nyní můžeme definovati: Pravíme, že číslo a je větší než 

číslo b a píšeme a > 6, když číslo a — 6 je kladné. Pravíme, 
že číslo o je menší než číslo b a píšeme a < b, když číslo o — 6 
je záporné. Volíme-li v této definici 6 = 0, vidíme, že o > 0 
znamená, že a je kladné, a < 0 znamená, že a je záporné. 

Na základě vět I až IV a právě zavedené definice můžeme 
snadno dokázati řadu jednoduchých vět . 

V. J s o u - l i a,b l i b o v o l n ě d a n á č í s l a , p l a t í p ř e s n ě 
j e d e n z t ř í p ř í p a d ů a = b, a > b, a < 6. 

Neboť a = b znamená a — 6 = 0, a > b znamená, že a — 6 
je kladné, a < 6 znamená, že a — 6 je záporná. 

VI. Je - l i o > 6, j e 6 < a a o b r á c e n ě . 
Neboť a > 6 znamená, že o'— 6 je kladné, 6 < o znamená, 

že 6 — a = — ( o — 6) je záporné. 
VII . K d y ž a > b, 6 > c, p a k a > c. [Místo a > 6, 6 > c 

se obyčejně píše stručněji a > 6 > c.] 
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Neboť o — 6 > 0, 6 — c > 0 ; ježto a—•c = (o — 6 ) + 
+ (6 — c), jest a — c > 0 podle I I I . 

VII I . K d y ž a > 6 , p a k a + c > b + c. [,,V nerovnosti je 
dovoleno na obou stranách přičísti totéž číslo."] 

Neboť (a + c) — (6 + c) = a — b > 0. 
I X . K d y ž a > b, c > d, p a k a + c > b + d. [„Nerovnosti 

je dovoleno sčítat".] i 
Ježto a > b, podle V I I I je a + c > b + c. Ježto c > d, 

podle V I I I je c + b > d + 6 neboli 6 + c > b + d. Tedy je 
a + c>b + c, b + c>b + ď, takže a + c > b + d podle VIL-

X . K d y ž a> b, c> 0 , f , p a k oc > bc. [„V nerovnosti «je 
dovoleno násobit obě s t rany týmž kladným číslem."] 

Neboť a — b > 0, c > 0, takže"pBaie IV je (o — 6) c > 0, 
t . j. ac — bc > 0. 

X I . K d y ž o > 6 ^ 0 , c > d ^ 0 , p a k ac > bd. [„Nerovnosti 
m e z i n e z á p o r n ý m i č í s l y je dovoleno násobit ."] 

Podle VI I je o > 0, c > 0, tedy ac > 0 podle IV; je-li buďto 
6 = 0 nebo d = 0, je bd = 0," takže ac > bd. Nechť tedy 
6 •> 0, d > 0. Ježto a > 6, c > 0, je ac > bc podle X ; ježto 
c > d, b > 0, je c6 > db podle X , t . j . bc > bd; ježto ac > bc, 
bc > bd, je ac > bd podle VII . 

X I I . K d y ž a> b, p a k — 6 > — o . 
Neboť a — 6 > 0, takže — 6 — (— a) = a — 6 > 0. 
X I I I . 1 > 0. 
To ovšem víme; ale je zábavné si to formálně odvoditi z před-

cházejících vět . Ježto 1 4= 0, podle I I je budto 1 > 0 nebo 
— 1 > 0; ježto 1 . 1 = 1, (— 1) . (— 1) = 1, podle IV je jistě 
1 > 0. 

XIV. K d y ž a > 0, p a k > 0. 

J is tě je =)= 0. Kdyby nebylo > 0, bylo by ^ > 0 

podle I I ; podle I V by bylo — 1 = o . | ^-J > 0; ježto však 
také 1 > 0 podle X I I I , je — 1 > 0 nemožné podle I I . 

XV. K d y ž a > 6 > 0, p a k -i- > -i- > 0. 

Podle V I I je o > 0, takže — > 0 podle XIV. Podle IV je a 
ab > 0, takže - 4 > 0 podle XIV. Ježto a > b, je a — 6 > 0. ab 
Jes t 1 1 _ a — 6 _ , 1 

6 o ab ab 
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Ježto a — 6 > 0, -i- > 0, je tedy > 0 podle IV, t . j . 

Další důležité věty se t ýka j í absolutní hodnoty (viz pozn. 
pod čarou na str. 8). 

X V I . J e s t \áb | = | «1 . | 6 |. 
To je zřejmé, když budto a — 0 nebo 6 = 0, neboť obě 

s t rany jsou pak rovné nule. Nechť tedy a 4= 0, 6 =|= 0. Zřejmě 
je | o | = Cjd, určíme-li = ± 1 tak, aby bylo e^a > 0. Po-
dobně je | 6 | = e,6, určíme-li et = ± 1 tak , aby bylo e%b > 0. 
Podle IV je ^e , . ab = e to . ea6 > 0; mimo to je f^Ej = ± I. 
Tedy je | ab \ = e^ . ab = exo . etb = | o | . | 6 |. 

XVI I . J e s t | o + 6 | ^ | o | + | 6 | . 
Jes t a £ | a |, 6 <í | 6 |, takže a + b £ \ a 1 + | 6 | (viz V I I I 

a IX) . Déle jest — a < L \ a \ , — 6 ^ | 6 |, takže — a — b £ 
£ | o | + | 6 |. Tedy je | o + 6 | ^ | o | + | 6 | , neboť číslo 
| o + 6 | je budto rovné číslu o + 6 nebo rovné číslu — o — 6. 

X V I I I . J e s t | | o | — | 6 | | ^ | a ± 6 | ^ | a | + | 6 | . 
Ježto | 6 | = | — 6 |, stačí si všímati horního znamení. 

Protože | a + 6 | ^ | a | + | 6 | podle XVII , stačí dokázati, že 
| | o | — | 6 | | ^ | o + 6 | . (14-1) 

V X V I I smíme místo o, 6 dosaditi a + 6, — 6. Tím vznikne 
1 o | ^ | a + 6 [ + | — 6 | 

neboli 

Z toho následuje podle VII I , že 

I « I — I M š í I o + & I- (14-2) 
AvSak ve (14-2) smíme zřejmě vyměniti písmena o, 6. Tedy 
j © t&ké 

| 6 | — | o | ^ | o + 6 | . (14-3) 
Ježto číslo | | a | — | 6 | | je rovné jednomu z obou čísel | a | — 
— | 6 |, | 6 | — | a |, plyne (14-1) ze (14-2) a (14-3). 

y 16. Jednodnché věty o limitách. V tomto odstavci si 
dokážeme několik skoro zřejmých vět o limitách funkcí. 

I. Je-li lim F{x) = c a je-li k k o n s t a n t a , j e s t 

lim k F(x) = k . c. 
x-*a 
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Případ k = O je t a k zřejmý, že jej necháme stranou. Nechť 
tedy k 4= 0. Zvolme číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje 
číslo S > 0 takové, že 

0 < \ x — a | < <5 => | kF(x) — kc | < e. (15-1) £ 
Položme Ej = —r—. Pak je E1 kladné číslo. Ježto lim F(x) — c, 

I ® I x—m 
existuje číslo ¿i > 0 takové, že 

0 < | x — a |- < Ó! => | F(x) - - c | <ev (15-Ž) 
Avšak | k F(x) — kc | '= | k | . | F(x) — c |, e = | fc | . ex. Tedy 
z nerovnosti | F(x) — c J < í j plyne (viz X v odst. 14), že 
\kF(x) — kcl < e. Položíme-li tedy 6 = ův plyne (15-1) 
z (15-2). 

I I . Je-l i lim F^x) = cv lim F2(x) = r„, j e s t lim [^ (x ) + 
z—m x-*a z—+a 

+ * • , ( * ) ] --= C ! + C 2 . 
Zvolme číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje číslo 6 > 0 

takové, že 
0 < I x — o I < á => I [F^x) + iíyx)] — (C! + c,) I < e. (15-3) 
Zvolme si dvě kladná čísla e1 a e t tak , aby bylo «i + < e. 
Protože lim F t (x) = c v existuje čislo ój > 0 takové, že 

0 < l x — o | < => | F^x) — Cl I < ex. (15-4) 
Protože lim Ft(x) = c,, existuje číslo ó2 > 0 takové, že 

x-*a 
0 < | x — a ] < <52 => | Ft(x) — Cj ] < e,. (15-5) 

Nyní zvolme číslo d > 0 tak , aby bylo i <5 < i <5 < Je-li 
0 < | x — a | < <$, je předně 0 < | x — o | < á, a za druhé 
0 < | x — o | < <5,. Tedy podle (15-4) a (15-5) je | F^x) — cx | < 
< e1, | Ft(x) — c, | < e„ takže podle I X v odst. 14 je | Fx(x) — 
— c1 I + I F2(X) — c, I < + e,. Podle X V I I v odst. 14 je 
však | [F^x) + ^ . (x)] — fo + ct) | ^ | Ft(x) — Cl | + | Ft(x)— 
— c, |. Mimo to je e, + ej < e. Tedy podle V I I v odst. 14 je 
| [ ^ ( x ) + Ft(x)]— (Cj + c,) | < b. Tlm je správnost vz tahu 
(15-3) dokázána. 

I I I . Je-l i lim Ft(x) = q , lim F2(x) = Cj, j e s t lim [ í^®)— 
x-*a z-m 

— F8(a;)] — Cj— c2. 
Podle I je totiž lim [— F^x)] = — c„ takže stačí užiti I I 

s funkcí — Ft(x) místo ftmkce Ft(x). 
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IV. Je - l i lim F^x) = lim F2(x) = c2, j e s t lim [í\(a;) . 
X—HX x—+a 

• = / 

Zvolme číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje číslo 6 > 0 
takové, že 

0 < | x — o | < <5 => | Fx(x) f , ( x ) — c ^ , | < e. (15-6) 
Zvolme si dvě kladná čísla 04 a a , tak, aby bylo 04 + a2 < e. 
Dále si zvolme nejprve číslo > 0 tak, aby bylo | c, | < 
a potom číslo > 0 tak, aby bylo (| cx | + ea < aa . Protože 
lim Fx(x) = clt existuje číslo 6X > 0 takové, že platí (15-4). 

Protože lim Ft(x) = ct, existuje čjslo á2 > 0 takové, že platí 
x-*a 

(15-5). Nyní zvolme číslo S > 0 tak, aby bylo i S < á, i <5 < <52. 
Nechť nyní platí 0 < | x — o | < <5. Pak je předně 0 < | x — 
— a | < <51( takže podle (15-4) je | Fx(x) — cx | < ex. Podle X 
a XVI v odst. 14 je | c, Fx(x) — cxct \ ^ | c, | ev Protože 
I c, | ex < oív je tedy 

— C i ] | < « i (15-7) 
podle VII v odst. 14. Dále je Fx(x) = cx + [¿^(x) — c j , takže 

I < l«i I + «1 (15*8) 
podle VII a X V I I v odst. 14. Za druhé je však jeStě 0 < 
< | x — a \ < <S2, takže podle (16-5) je | Ft(x) — c, | < e,. 
Tedy podle (15-8) a podle X I a XVI v odst. 14 je | Fx(x). 
• IFiW — c,] I < (| Cj | + e j e,; ježto (| | H- e, < <xx, je 
tedy 

!*•,(*). I W r J — e d l <<*, (15-9) 
Protože 

Fx(x) F%(x) — CjCj = c, [ ^ ( x ) — Cl] + Fx(x) [F^x) — c8], 
následuje z (15-7) a (15-9) podle VI I a XVII v odst. 14, že 
| Fx(x) Ft(x) — CjCj | < + aa . Protože «! + « , < e, je správ-
nost vztahu (15-6) dokázána. 

V. Je- l i lim F(x) = c a je- l i c =(= 0, j e s t lim—)— = — • 
z-m s-m J! W c 

Zvolme číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje číslo ó > 0 
takové, že 

0 < | x — o | < á ' 1 1 

F(x) < e. (1610) 
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Zvolme ai kladné číslo ex tak , aby bylo předně 

6! < ¿CsE (15-11) 
a za druhé 

«1 < * I e |. (15-12) 

Z (15-12) následuje podle V I I I v odst. 14, že et — \ c | < — £ | c |, 
takže podle X I I v odst. 14 jest 

c | — e t > i | c | (15-13) 

Ježto lim F(x) = c, existuje číslo á j > 0 takové, že 

0 < | x — a | < á 1 = > | F(x) — c | < ev (15-14) 

Nechť nyní platí 0 < | x — a | < áj. Ježto c = [í"(x) — c] — 
— F(x), podle X V I I v odst. 14 je | c | £ | F(x) — c | + 
+ | — F(x) | = | F(x) — c | + | F(x) \. Podle (15-14) a podle 
V I I I v odst. 14 je však | F(x) — c | -f | F(x) | < | F(x) | + elt 
takže | c | < | F(x) \ + podle V I I v odst. 14. Tedy 1 c | — 
— ex < | F(x) | podle V I I I v odst. 14. Podle (15-13) je však 
také i | c | < | c | — elf takže | F(x) \ > ^ | c | podle V I I 
v odst. 14. Ježto c #= 0, je | c | > 0. Tedy | c | . | F(x) \ > 
> i I c I* = Je', takže | c F(x) \ > podle X V I v odst. 14. 
Z X V v odst. 14 následuje nyní 

1 
c F(x) (15-15) 

Z (15-14) a (15-15) plyne podle X I a X V I v odst. 14 

Avšak 

F(x) 
c F(x) 

1 F(x) — c 

(15-16) 

(15-17) F(x) c c F(x) 
a mimo to plyne z (15*11) podle X v odst. 14, že 

T-': < e. 
W 

Z (15-16), (15-17) a (15-18) plyne podle V I I v odst. 14, že 
1 1 

(15-18) 

< e. F(x) c 
Tím je dokázáno, že vztah (15-10) je správný, volíme-li 8 = 
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VI. Je-l i lim Fx(x) = cv lim F2(x) = c2 a je-li c2 =t= O, 
z—+a x—HX 

j e s t h m - i — = - i -
x ^ , J f i ( x } r2 

Neboť podle V je lim * = —, takže stačí užiti vě ty IV, 

v k te ré ovSem mís to funkce FJx) vezmeme funkci _ • 
Jft{,x) 

Víme, že když 
lim ^(x) = F(a), (1519) z—m 

je funkce F(x) pro x = a spojitá a že také obráceně platí 
(15-19), je-li funkce F(x) pro x = a spojitá. Proto z před-
cházejících vět o limitách plynou ihned následující věty 
o spojitosti: 

VII. Je-l i f(x) s p o j i t á f u n k c e a je-li k k o n s t a n t a , 
j e t a k é kf(x) s p o j i t á f u n k c e . 

VIII . J sou- l i /j(x) a f2(x) s p o j i t é f u n k c e , j s o u t a k é 

/i(*) +fs(x), h{x) — h(x), /i(*)/«(*), J H (15-20) 

s p o j i t é f u n k c e . 
První tři z funkcí (15-20) jsou definovány pro všecky ty 

hodnoty proměnné x, v kterých jsou definovány obě funkce 
/j(x) a /¡¡(x). Poslední z funkcí (15-20) je však definována 
pouze ty z naznačených hodnot proměnné x, pro něž je 
mimo to /2(x) =|= 0. 

Souvislost mezi pojmem derivace a pojmem spojitosti je 
vyjádřena následující jednoduchou větou 

IX. Má-li f u n k c e f(x) p r o x = a d e r i v a c i , j e t a t o 
f u n k c e p r o x = a s p o j i t á . 

Neboť podle předpokladu existuje limita 

, x-*a X — a 
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mimo to je zřejmě lim (x—a) = 0, takže podle IV jest 
\ x—•a 

lim f f ( x ) — /(a)] = 0, a to znamená, že funkce f(x) je pro 
X—HZ 
x = a spojitá. 

Věta IX se n e d á o b r á t i t ; ze spojitosti funkce nemů-
žeme soudit na existenci derivace. Jednoduchým příkladem 
je funkce f(x) = | x |. Tato funkce je všude spojitá, ale pro 

' x = 0 nemá derivaci, neboť podíl 
m — m | x i 

x—0 
(15-21) 

je pro kladné x rovný 1, pro záporné x rovný — 1, takže 
neexistuje určitá hodnota, které by se podíl (15-21) blížil, 
když se x blíží nule. To je také patrné z grafu funkce 
(obr. 12), který se skládá ze dvou polopřímek, jež tvoří 
pravý úhel s vrcholem v počátku, takže v počátku neexistuje 
ke grafu tečna. 

Obr. 12. 

16. Derivování součtu a součinu. Hodnotu derivace 
funkce f(x) pro x=a značíme často /'(a). Při tom hod-
nota a je libovolná, a proto můžeme také psáti x místo a, 
t . j. z funkce f{x) dostaneme derivováním novou funkci, 
kterou značíme f'(x). V odst. 10 jsme poznali, jak se deri-
vuje lineární funkce; můžeme si to zapsati ve tvaru 

(kx+l)' = k. (16-1) 
Z odst. 11 si poznamenejme pravidlo 

(z2)' = 2x , (16-2) 
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a z odst. 12 pravidlo 
/ I V 1 

(16-3) í - í = - -\ x f x2 

platné pouze pro x =t= 0; tu to výhradu si nemusíme ani za-
znamenávati, protože pro x = 0 jsou obě strany v (16-3) 
bezvýznamné. 

Z vět o limitách, které byly odvozeny v odst. 15, plynou 
jednoduchá, ale důležitá prayidla pro derivování. 

I . Má-li f u n k c e f(x) p r o x=a d e r i v a c i a je-li k 
k o n s t a n t a , m á t a k é f u n k c e k f(x) p r o x = o d e r i v a c i , 
k t e r á se p o č í t á p o d l e p r a v i d l a 

[ * . / ( * ) ] ' = £ / ' ( » ) • (16-4) 
Neboť je-li ' " 

X-W X — A 

pak podle I v odst. 15 je 

lim " ( « > - * ' < « > = t . A , ) . 
x—>a x ® 

I I . Maj í - l i f u n k c e f^x) a fa(x) o b ě p r o x = a d e r i v a c i , 
m a j í t a k é f u n k c e fx(x) -+- f2(x), ft(x) — f2(x) p r o x = a 
d e r i v a c i , k t e r á se p o č í t á p o d l e p r a v i d l a 

+ /,(«)]' = f\(x) + f't(x), (16-5) 

t/i(*) — /.(*)]' = /',(*) ~ f'i(x). (16-6) 
Neboť je-li 

U m M - I i w = A ( a ) > l i m / j ^ z i á w = A ( a ) , 
X—HZ ^ ® x—HZ ® ® 

pak podle I I a I I I v odst. 15 je 

lim = U a ) ± / > } . 
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Pravidlo (16-6) je ovšem důsledek pravidel (16-4) a (16-5), 
z nichž plyne také obecnější pravidlo 

/i(*) + h /,(*)]' = k, f\(x) + k2 Ux). 
Pravidlo (16-5) snadno zobecníme na větší počet sčítanců 
s tímto výsledkem: s o u č e t d v o u n e b o v íce f u n k c í 
d e r i v u j e m e t a k , že d e r i v u j e m e k a ž d é h o s č í t a n c e 
z v l á š ť a j e d n o t l i v é v ý s l e d k y s e č t e m e . 

I I I . Mají- l i f u n k c e /x(x) a /2(x) p r o x =a d e r i v a c i , 
má t a k é f u n k c e /j(x) • f2(x) pro x = a d e r i v a c i , k t e r á 
se p o č í t á p o d l e p r a v i d l a 

I \Ux)• / , ( X ) T = j\(x) • Ux) + (16-7) 
Podle předpokladu je 

lim h ^ I l M = U a ) > h m f M - f M = U a ) , 
X—M X D X — X ® 

Podle IX v odst. 15 je lim /2(x) = f2(a), takže podle IV 
v odst. 15 je 

lim \f2(x) . /l(X)~/l(a)1 = / » • h(a); 
z—<i[ x — a J 

mimo to je podle I v odst. 15 -

lim\fl{a) MX)-f*(a)]== ¡¿a) . f>2(a). 
x-*ai x — « J 

Ježto 
/x(x)/2(x) — h(a)t2(a) = U(x)—h(a) 

x—a 2 x—a 

+ / l ( g ) x - a ' 
plyne ze I I v odst. 15 

lim h i * ) h ( * ) - h ( a ) U ( a ) = f ^ + / > ) ; 

x-*a X—a 

čímž je důkaz pravidla (16-7) dokončen. 
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Když v (161) volíme k = 0, dostaneme jednoduché pra-
vidlo: D e r i v a c e k o n s t a n t y je r o v n a nu le . Známe-li 
toto pravidlo, dostaneme z pravidla (16-7) jako zvláštní 
případ pravidlo (16-4), volíce za jeden z obou činitelů kon-
stantu. 

Pravidlo (16-7) je nejlépe si pamatovati ve slovním znění: 
D e r i v a c e s o u č i n u d v o u f u n k c í je s o u č e t d v o u č á s t í ; 
k a ž d á z o b o u č á s t í je souč in , k t e r ý v z n i k n e z pů-
v o d n í h o s o u č i n u t ím , že se j e d e n f a k t o r d e r i v u j e 
a d r u h ý opíše . 

Když v (16-1) zvolíme k = 1, l = 0, dostaneme pravidlo 
(*)' = 1. (16-8) 

Z (16-8) dostaneme podle pravidla (16-7) 
• (z2)' = (x . x)' = 1 . X + x . 1 = 2x, 

což není nic jiného než (16-2). Dalším užíváním pravidla 
(16-7) dostaneme postupně 

(a;3)' = (a;2 . x)' = 2x . x + x2 . 1 = 3a;2, 
(x*)' = (x3 .x)' = 3x2.x+x3.l = 4x3, 
(x6)' = (x* .x)' = 4x3 . x + x* .1 = 5x* atd., 

obecně 
(xn)' = n . z"-1. (16-9) 

Podobně dostaneme z (16-3) postupně 

/ I V - / J L 1 V - _ 1 1 1 / l \ - — l 
la;2) I x x I xl x x ( x') x3 

/ I V = / I . I V = _ l . ± + I . / _ i \ = - I . 
\x3f \x2 x j X3 X ^ X2 \ X2} X4 

/ i V = / I I V — i I + I l - ~ \ = - ± td 

\x3 xf X* X + X* \ X2) X6a 

obecně ( ± Y _ » (1610) 
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Protože ar -" znamená totéž jako —, můžeme (1610) také 

psáti ve tvaru 
(ar-»)' = (— n) . x-"-1, 

což znamená, že pravidlo (16-9), původně odvozené pro 
kladné celé n, zůstává v platnosti i pro záporné celé n. 
Samozřejmě musíme při záporném n vyloučiti hodnotu 
x = 0. 

17. Derivace složené funkce. V předchozích odstavcích 
jsme značili nezávisle proměnnou písmenem x; můžeme 
však také užiti jakéhokoli jiného písmene. Tato samozřejmá 
poznámka je užitečná u t. zv. s ložených f u n k c í . Buďtež 
dány dvě funkce jedné proměnné: funkce /(<) proměnné t 
a funkce <p(x) proměnné x; můžeme z nich sestaviti novou 
funkci F(x) proměnné x tím, že do funkce f(t) dosadíme 
t = <p(x), tedy 

F(x) = f[<p{x)]-, (17-1) 
takto vzniklá funkce F(x) se jmenuje složená funkce. 

Nejsou-li funkce f(t) a <p(x) definovány pro všecky hod-
noty nezávisle proměnné, nemusí býti ani F(x) definována 
pro všecka x. Zvolme určitou hodnotu a\ aby byla funkce 
F(x) definována pro x = a, musí býti především funkce 
tp(x) definována pro x = a, ale to nestačí; je-li 

b = <p(a), (17-2) 
musí býti ještě /(í) definována pro t = b a pak jest 

F(a) = f(b). (17-3) 

Nechť platí (17-1) a (17-2); nechť funkce <p(x) je defino-
vána pro všecka x blízká číslu o; nechť funkce /(<) je defi-
nována pro všecka t blízká číslu 6; mimo to nechť je funkce 
<p(x) spojitá pro x = a. Pak je funkce F{x) definována pro 
všecka x blízká číslu a. Platí-li ještě dále, že funkce f(t) je 
spojitá pro t = b, je funkce F(x) spojitá pro x = a. 
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Správnost učiněilých tvrzení je skoro samozřejmá; podrobný 
důkaz probíhá t ak to : Exis tu je kladné číslo <% takové, že <p(x) 
je definována pro vSecka x, pro něž platí | x — a | < a ; existuje 
kladné číslo fi takové, že f(t) je definována pro všecka ť, pro 
něž platí | t — 6 | < /?. Protože je funkce <p(x) spojitá pro 
x = a, existuje kladné číslo y takové, že 

| x — o | < y => | <p(x) — <p(a) | < jS; 
můžeme předpokládati y < a. Je-li nyní | x — a \ < y, je hod-
nota funkce <p(x) v tomto x definována a jest | f(x) — b | < fi 
[viz (17-2)], takže f(t) je definována pro t = <p(x); tudíž F(x) 
je definována v našem x. Nyní připojíme předpoklad, že f(t) 
je spojitá pro t — b S zvolíme kladné číslo e. Máme dokázati, 
že existuje kladné číslo ó takové, že funkce F(x) je definována 
pro všecka x taková, že | x — a \ < ó a že | F(x) — F(a) \ < e 
pro všecka (teto x. Protože je funkce /(<) spojitá pro t = b, 
existuje kladné číslo q takové, že g < /? a že 

| ř — 6 | < e => l /W — /(6)l < e- (17-4) 
Protože je funkce <p(x) spojitá pro x = o, existuje kladné číslo <5 
takové, že d < y a že 

1 x — a | < <5 => | <p(x) — q>(a) | < Q. (17-5) 
Protože S < y, je funkce F(x) definována pro všecka x, pro 
něŽ | x — a \ < 6. Je-li | x — o | < d, je | <p(x) — 6 | < o podle 
(17-2) a (17-5), takže | F(x) — F(a) | < £ podle (17-1)," (17-3) 
a (17-4). 

Má-li funkce<p(x) d e r i v a c i p r o x = a a má-li f u n k c e 
f(t) d e r i v a c i p r o t= b [viz (17-2)], má s l o ž e n á f u n k c e 
F(x) d e r i v a c i p r o x=a a t a t o d e r i v a c e se p o č í t á 
p o d l e p r a v i d l a 

F'(x) = f'[<p(x)].(p'(x), (17-6) 
t . j. platí 

F'(a) = i'(b).<p'(a). (17-7) 
Abychom dokázali spráynost vztahu (17-7), označme si jako 

obvykle přírůstek proměnné x písmenem h. Podle předpokladu 
se podíl 

<p(a + h) — <p(a) 
h 

blíží číslu <p'(a), blíží-li se h nule. Máme dokázati, že se podíl 
+ (17-9) 
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blíží číslu /'(&). <p'(a), blíží-li se h nule. Položme 

k = <p(a + h) — <p(a); (17-10) 
podle (17-2) /je q>(a + h) = b + k, takže podle (17-1) je 
F(a + h) = fitnf k) a tedy [viz (17-3)] 

F(a + h) — F(a) = j(b + k) — /(&). (17-11) 
Podle (17-10) a (17-11) můžeme psáti podíl (17-9) ve tva ru 

f(b + k) — f(b) <p(a + h) - <p(a) 
k h (17 12) 

Protože má funkce q>(x) v čísle o derivaci, je pro x = a spojitá 
(viz I X v odst.). Tedy ze (17-10) plyne, že když se h blíží nule, 
také k se blíží nule, a protože funkce f(t) má pro t = b derivaci, 
blíží se prvý faktor v (17-12) číslu /'(&). Druhý faktqr v (17-12) 
se vSak blíží číslu <p'(a), takže se celý součin (17-12) blíží číslu 
f'(b). <p'[a). Protože se součin (17-12) rovná podílu (17-9), byli 
bychom s důkazem vztahu (17-7) hotovi. 

Ve skutečnosti je však v postupu právě provedeném chybička, 
a bude poučné, když si ji nyní výslovně vytkneme a potom 
snadno napravíme. Že funkce <p(x) má pro x = a derivaci, to 
ovšem znamená, že se podíl (17-8) blíží číslu <p'(a), blíží-li se h 
nule. Tak to bylo také výše řečeno. Ale nesmíme zapomínati, 
že se h musí blížit nule tak , a b y n i k d y n e b y l o n u l e p ř e s n ě 
r o v n é , neboť pro h = 0 nemá podíl (17-8) vůbec smyslu. 
Dokázati máme, že se podíl (17-9) blíží číslu /'(&). <p'(a), blíží-li 
se h nule zase tak , a b y n i k d y n e b y l o n u l e p ř e s n ě r o v n é . 
J ako prostředek k důkazu máme vedle toho, co bylo už řečeno 
o podílu (17-8), ještě ten fakt , že se podíl 

* 6 + * > - / ( 6 ) (17-13) 

blíží číslu f'(b), blíží-li se k nule tak , a b y n i k d y n e b y l o n u l e 
p ř e s n ě r o v n é . Podíl (17-13) se nám vyskytl jako prvý faktor 
součinu (17-12). Při t om jsme za k dosazovali podle (17-10) 
a přesvědčili jsme se, že se k počítané ze (17-10) blíží nule, 
blíží-li se h nule. Ale nač jsme zapotnněli, jest, že k počítané 
ze (17-10) může být i rovné nule (je-li h blízké nule a různé od 
nuly). V tom je právě chyba našeho důkazu. Abychom t u 
chybu napravili, zavedeme si pomocnou veličinu z pomocí 
rovnice 

j (b + k ) f ( h ) _ m = z i ( i 7 u ) 
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ta to veličina z je tedy funkci proměnné k, definovanou dosud 
pouze pro k 4= 0 [a při t om jen pro t a k, pro něž je číslo 
/(& + k) definováno; ale na tom mnoho nezáleží, protože číslo 
f(b + k) je jistě definováno pro všecka k dosti blízká nule 
a jen taková k budeme potřebovati], Z rovnice (17-14) si vy-
počteme 

/(& + k) — /(&) = [/'(&) + z] . k. (17-15) 
Rovnice (17-15) platí ovšem pro všecka t a k, pro něž platí 
rovnice (17-14); ale r o v n i c e (17-15) j e s p r á v n á i p r o k = 0, 
ať už dáme v tomto případě veličině z jakoukoli hodnotu. 
Dohodněme se, že pro k — 0 bude také z = 0. Protože funkce 
f{t) m á pro t = b derivaci /'(&), vychází ze (17-14), že se z blíží 
nule, blíží-li se k nule tak , aby nikdy nebylo nule přesně rovné. 
Protoifc.však pro k = 0 je z = 0, blíží se veličina z nule do-
koncdfjpiehdy, když se blíží k nule jakýmkoli způsobem (t. j . 
i tak; že k může nabýt i také hodnoty nula). Nyní už snadno 
důkaz dokončíme. Nechť se h blíží nule tak , aby nikdy nebylo 
nule přesně rovné. Za k si dosaďme výraz (17-10); pak se k 
jistě bude bližiti nule. Protože je z určitá funkce proměnné k 
a protože "jsme za k dosadili výraz závislý na h, bude po do-
sazení z záviseti na h. Z toho, co bylo řečeno, plyne, že když 
se h blíží nule, nejsouc samo nule rovné, blíží se také z nule, 
při čemž může z nabýt i i hodnoty nula. Podle (17-10), (17-11) 
a (17-15) je však 

F(a + h) - F(a) _ „(« + h) - y(q) 
n h 

Když se h blíží nule (při čemž h 4= 0), blíží se v (17-16) napravo 
prvý faktor číslu f'(bj a druhý číslu <p'(a), takže se podíl (17-9) 
blíží číslu /'(6) . <p'(a) a s důkazem jsme hotovi, tentokrát do-
opravdy. 

18. Derivace m o c n i n y ; derivace podílu. K d y ž v p rávě 
odvozeném vzorci p ro derivaci složené funkce /[^(a;)] volíme 
f(t) = tn a když si p ř ipomeneme z ods t . 16 vzorec (ín)' = 
= nt"—1, dos taneme vzorec pro derivaci mocniny*) 

([/(*)]*)' = » J ' j W ^ J l f r í 1 8 ' 1 ) 
př i k l adném n p la t í t e n t o vzorec pro všecka x, v nichž 
ex is tu je derivace f'(x); př i záporném n mus íme mimo to 
p ř e d j É k l á d a t i f(x) 4= 0. P r o n = — 1 zní vzorec (18-1) 

•) í fe vzorci ' je psáno / místo <p; na tom ovšem nezáleží. 
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r i j _ ť ( x ) 

MOR ( 1 8 ' 2 ) 

což je vzorec pro derivaci převrácené hodnoty funkce. 
Protože 

H £ L - T , X ) J _ 
/ , ( « ) ~ / l ( ) ' / . ( » ) 

a protože umíme derivovati součin dvou funkcí, získáváme 
dále vzorec pro derivaci podílu - - -

platný pro ta x, v nichž existují obě derivace /^(xjTfVx) 
a jest /2(ar) 4= 0. 

19. Inversní funkce. Budiž definována v nějakém inter-
valu J s p o j i t á funkce 

y = /(*)• (19-1) 
Zvolme "dvě čísla Oj, a2 z intervalu J a položme = /(«x), 

r/i(ag)T_/#i(ag)/ai 

A / ' 1 
y \ 
j ii 1 
'11 1 

i 1 

i ¡H , 
»•> i 1 1 

11 i 
11 i 
11 i 

1 1 
1 1 
: i * 

Obr. 13. 

b2 = f(a2). Předpokládejme, že je bx < b2 a zvolme si nějaké 
číslo d tak, že 

bl<d< b2. |C19-2) 
Ty body (x; y), pro něž platí y = d, tvoří vodorovnonbřím-
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ku p [viz obr. (13)]. Z (19-2) následuje, že bod Ax = (ax; óx) 
leží pod přímkou p a bod A2 = (a2; 62) nad přímkou p. 
Protože je funkce (19-1) spojitá, tvoří její graf jedinou 
souvislou čáru; tato čára spojuje bod pod přímkou p 
s bodem A2 nad přímkou p. Názor ukazuje, že mezi body 
Ax a A2 musí býti na grafu aspoň jeden bod C, který leží 
také na přímce p. Tomuto bodu C odpovídá číslo c, které 
leží mezi čísly v kterém funkce f(x) nabývá hod-
noty d. Takových bodů C může býti ovšem také více; 
na př. v obr. 13 máme tři takové body C, jimž odpovídají 
tři čísla c. 

Tím jsme dospěli k to-
muto výsledku: N a b u -
de-li s p o j i t á f u n k c e 
v n ě j a k é m i n t e r v a l u 
J h o d n o t 6j a b2, p ř i 
čemž 6! < í>8, a je-li 
í>i < d < b2, n a b u d e 
t a t o f u n k c e v i n t e r -
v a l u J h o d n o t y d 
(jednou nebo vícekrát). 
Z toho následuje dále, 
že h o d n o t y , k t e r ý c h 
s p o j i t á f u n k c e na-
b u d e v i n t e r v a l u J, t v o ř í i n t e r v a l , není- l i t a 
f u n k c e k o n s t a n t a . (Konstanta nabývá ovšem jen jediné 
hodnoty.) K tomuto výsledku jsme byli vedeni názorem; 
v Dodatku je udán přesný důkaz nezávislý na názoru. ^ 

Nyní předpokládejme o funkci (191) nejen, že je v inter-
valu J spojitá, nýbrž ještě také, že v intervalu J stále r o s t e . 
Hodnoty, kterých funkce (19-1) v intervalu J nabude, tvoří 
interval K. Každému číslu a z intervalu J přiřazuje funkce 
(19-1) zcela určité číslo b z intervalu K tak, že 

b = /(a). (19-3) 

Ale nyní můžeme tvrditi také obráceně, že každému číslu b 

Obr. 14. 
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z intervalu K přiřazuje funkce (19-1) zce la u r č i t é č ís lo a 
z intervalu J tak, že platí (19-1) (viz obr. 14). Neboť jsou-li 
alt a2 dvě různá čísla z intervalu J a je-li na př. ax < a2, 
musí býti /(ax) < f(a2), protože (19-1) je rostoucí funkce, 
takže nemůže býti současně /(%) = 6, f{a2) = 6. K danému 
číslu a najdeme číslo b, protneme-li graf funkce (19-1) svi-
s lou přímkou o rovnici x = a; k danému číslu b najdeme 
číslo o, protneme-li graf funkce (19-1) v o d o r o v n o u přímkou 
o rovnici y = b. 

Je-li tedy (191) spojitá rostoucí funkce v intervalu J, je 
netoliko proměnná y určitou funkcí proměnné x, nýbrž 
také x lze považovati za funkci proměnné y, t . j. můžeme 
psáti 

x = <p(y), (19-4) 
při čemž vztah (19-4) je ekvivalentní se vztahem (19-1). 
Funkce (19-4) se nazývá i n v e r s n í f u n k c e k funkci (19-1). 
— Z názoru je patrné, že současné s funkcí (19-1) také i n v e r s n í 
f u n k c e (19-4) j e s p o j i t á r o s t o u c í f u n k c e . Můžeme si to 
ostatně také formálně dokázati. Jsou-li nejprve blt bt dvě čísla 
z intervalu K a je-li na př. 6X < 6„ jest <p(bx) < <p(6a); neboť 
nechť <p(bx) - av <p(b2) = at; pak je bt = {(t^), 6, = /(oa); kdyby 
bylo = oa, býlo by bx = 6a; kdyby bylo o, < o l f bylo by 
62 < bv neboť f[x) je rostoucí funkce; protože oboje je ne-
možné, musí být i a1 < o2, t . j . g>(bj) < gj(6a). Tím je dokázáno, 
že <p(y) je rostoucí funkce v intervalu K. Dále si zvolme v inter-
valu K určité číslo b a dokažme, že je funkce (19-4) pro y = b 
spojitá. Pro určitost si provedeme tento důkaz za předpokladu, 
že číslo b leží u v n i t ř intervalu K. Je-li o = rp(b) [takže také 
platí (19-3)], uvědomíme si snadno, že číslo a leží u v n i t ř 
intervalu J. Je-li dáno kladné číslo e, můžeme si zvoliti v inter-
valu J čísla Oj, a2 t ak , že jest 

a — e < ax < a < o2 < a + e. (19*6) 
Položme bx = f(ax), b2 = f(at). Zřejmě 6X < 6 < 6S, takže existuje 
kladné číslo d takové, že 

bx<b — d<b<b + 8<b1. (19-6) 
Nyní platí 

| y — b | < 6 => | <p{y) — <p{b) \ < e, 
čímž je spojitost funkce q>(y) pro y = b dokázána. Neboť 
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nechť | y — b | < <5. P a k je b — <5 < ?/ < 6 + <5, takže podle 
(19-6) je bt < y < 62. • Protože <p(y) je rostoucí funkce, je 
9>(&i) < <p(y) < <p(b2) neboli ax < q>(y) < oa, t akže podle .(19-5) 
je a — e < <p(y) < a + e neboli | <p(y) — q>(b) | < e, neboť 
a = <p(b). 

Předpokládejme nyní, že v čísle a, které leží uvnitř inter-
valu J , má naše funkce (19-1) derivaci, že tedy 

l i m / ( * ) - / ( g ) = /,(CT) ( 1 9 . 7 ) 

2-HI X (l 

Protože f(x) je rostoucí funkce, mají ve zlomku, který je 
nalevo v (19-7), čitatel a jmenovatel stále stejné znamení, 
t . j. ten zlomek je stále kladný. Takový zlomek se zřejmě 
nemůže blížit zápornému číslu. Tedy je f'(a) 0. Před-
pokládejme, že jest f'(a) =(= 0, tedy že jest /'(o) > Ó. Podle V 
v odst. 15 je pak 

x— a 1 „v 

Ale když se číslo x blíží číslu a, blíží se bod (x, y) na grafu 
funkce (19-1) bodu (a, b) a proměnná y = f(x) se blíží hod-
notě b. Obráceně, když se y blíží číslu b, blíží se bod (x; y) 
na grafu funkce (19-1) bodu (a;b) a proměnná x = <p(y) 
sé blíží hodnotě b. Proto lze vztah (19-8) psáti také 

lim<P(y)-<P(t»= 1 ( 1 M ) 

v*-» y—b /(«) 
a to znamená, že funkce (19-4) inversní k funkci (19-1) má 
pro y = b, kde b = f(a), derivaci rovnou převrácené hod-
notě derivace /'(o) (za předpokladu, že derivace f'(a) existuje 
a není rovna nule). 

Formáln í důkaz v z t a h u (19-9) probíhá asi t ak to . Zvolme 
číslo e > 0. Máme dokázat i , že exis tuje číslo 8 > 0 takové, že 

I y — b I < 8 <p(y) — <p(b) 
y — b /'(o) 

< e. (19-10) 

Podle (19-8) exis tuje číslo a > 0 takové, že 
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< Oi 
x — a 1 

f(x) — f(a)~J(ď) < e. (19-11) 

< £ 

Protože funkce (19-4) je pro y = b spojitá, existuje číslo S > 0 
^Qikové ž© 

| y — b I < 6 => I <p(y) — <p(b) I < a. (19-12) 
Toto číslo d m á vlastnost (19-10). Neboť je-li | y — 6 | < <5, 
podle (19-12) je | <p(y) — a | < a, ježto a = <p{b). Tedy podle 
(1911) je 

<p(y) — a 
K<p(y)] — rn / » 

a to se mělo právě dokázati, neboť o = <p(b), b = f(a), y = 
= fí<p(y)l 

Pravidla o derivování inversní funkce, které jsme právě 
odvodili, užijeme v této knížce na jediném příkladě. Budiž 

y = xn, (19-13) 
kde n znamená určité celé kladné číslo a x probíhá interval J 
všech kladných čísel. (19-13) určuje spojitou rostoucí funkci 
a inversní funkce je 

n 
x=]/y. (19-14) 

Víme, že funkce (19-13) má derivaci na?—1; pro kladné x 
je tato derivace kladná, a proto má funkce (19-14) derivaci 

n 
1 _ J_ x_ _ J_ V y 

n z 1 71 n y 
Místo y můžeme na konec zase psáti x a zapsati si nový 
vzorec pro derivování odmocniny 

n 
n , I / -

(Ví)' = _ - L i (19-15) 
n x 

platný pro každé kladné x. 
Je-li nyní dáno libovolné t . zv. r a c i o n á l n í č ís lo r, 

t . j. zlomek 
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m 
n 

kde m a n jsou čísla celá, při čemž můžeme předpokládati 
n > 0, je vám známo, že při kladném x se definuje mocnina 
xr s exponentem r takto: 

n 
xT = (]/x)m. (19-16) 

Derivaci funkce xr můžeme počítati, spojíme-li právě od-
vozený vzorec (19-14) se vzorcem (18-1). Dostaneme takto 

n n n 
(xr)' = [(]/*)">]' = m . (l/z)»1-1 . 0/x)' = 

n 
a i 1/ m—1 1 m 
i«— , 1 Ví m 1 m 1 

= m(\lx)m—l.—-—=— x n . xn = — xn 

n x n n 
neboli 

{*)' = rxT~x. (19-17) 
Pro celý exponent r byl vzorec (19-17) odvozen již vodst. 16; 
nyní vidíme, že (při kladném x) platí tento vzorec i tehdy, 
když exponent je lomený (a má jakékoli znamení). 

20. Výcvik v derivování. Podle pravidel, s nimiž jsme 
s^ seznámili v odst. 16 až 19, můžeme derivovati mnoho 
jednoduchých funkcí. Nyní je třeba, abyste se v tom cvičili. 
Zejména vzorce pro derivaci složené funkce budete bez ná-
mahy užívati teprve, až si provedete řadu příkladů. 

P ř í k l a d 1. Derivujte funkci f(x) = (2 — 3a;)2. 
Položíme y = 2 — 3x; pak je f(x) = y1, tedy f'(x) = 2yy'\ 

ježto y' = — 3, jest / ' (x) = — 6y = 6 . (3a; — 2). 
P ř í k l a d 2. Derivujte funkci ]/x4 + 1. 

Položíme y = x* + 1; pak je f(x) = y^, tedy / ' (x) = \y ^ . y'\ 
—i 2i? 

ježto y' = 4x®, jest / ' (x) = 2x" . y = .,  
\x4 + 1 

Někdy je třeba užiti vzorce pro derivaci složené funkce 
dvakrát. 
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P ř í k l a d 3. Der ivu j t e funkc i f(x) = ]/ 3 + } / x a + 1. 

Položíme y = x2 + 1, z = 3 + f y ; pak je j(x) = ]/i7 tedy 
f'(x) = i . z~* . z'; dále je z' = \ . . y',, tedy /'(x) = 

= T W J J T ' - j e ž t o * = 2 *' i e ť ( x ) = t v ^ y r = 

2 \x* + 1 . V3 + V x" + 1 

Prav id lu p ro der ivování podílu [viz (18-3)] se můžejne 
někdy vyhnou t . 

x2 

P ř í k l a d 4. Der ivu j t e funkc i f(x) = —-. 
(x + l ) a 

Podle pravidla o derivování podílu je ^ 
i 2 x . ( x + l ) ' » - ^ . 2 ( g . + l) (x + 1) [2x(s-+ 1) — &>*] =  

1 ( 1 (x + 1)« ; (x+1)« 
2x 

(x + 1)» 
Můžeme však také psáti f(x) = x ' . (x + 1)—2 a užiti pravidla 
pro derivování součinu 

/'(x) = 2x . (x + l ) - 2 + x>. [— 2(x -f 1)-»] = (x + 1)-» . 
. [2x(x + 1) — 2x2] = (x + 1)-» . 2® = ^ • 

Cvrčení .*) Ve cvičeních 20*1 až 20*45 máte pokaždé po-
čítati derivaci dané funkce. 

20 ' l . x» — 7x + 6. 20*2. 2x« — 9x"+6. 20"3. 3x10—6x* + x». 
20 4. 20 5. Ví2 . 20-6. 

20-7. x®®. " 20 8. a;'0 20~9. x10®. 

2 0 l l . ~ 2012. 1 ¿h'10, i . „ . . 
/xa0 " x<0 " 1 2-100 

20 13.(1 — x)2. 20-14.(1 + x)*.V 2 0 1 5 . ( 1 — x)8. 
2016.(1 —2x)». 20" 17. (3x + 2)4. 20" 18. (2 — Sx)*. 

*) RešJlií cvičení jsou uvedena na konci knížky. 
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20' 19. -. 20 20. , 20*21 
X ' 

20*22. 2023. 

2025. ¿0:26. 

X 
X* - 1 

x2 4- 9 
X 2 — 9 
3x — 4 \ 

3a; — 4 \ "5a; — 3 

X 
X 2 — 1 
1-— 2x 

"2 X 

X 

\x — 2)2 * 
(x + 1)2 

' (2 -i- a;)2' " x2 + 2a; + 4' " ^ x 2 + 2x — 5 • 

203I. (1 — x3)2. ^fl-32. (1 — x2)». 2Ó-33. (1 — x»)». 
^4.V®.(x s+3s2) ' ; 'M-35.<x + 2)(x— l)2. 20"36. (x+2)2 (x—1). 
20*37, V4x -- 5. 20"38. V5a: — 4. 20-39. l/2x + 1. 
XfAii — i 20-41. „ 1 = ¿2042. 1 

s 
Vl — 2 x " ]/4x -r 5 ' )/5 

20-43. 2 0 - 4 4 . ] / ^ , 2*45. I = ] g . 

21. Vygetření průběhu funkce. Nechť f u n k c e f(x) má 
v i n t e r v a l u J v š u d e de r ivac i ; buďtež a,b dvě čísla, 
z i n t e r v a l u J (a < b). P a k e x i s t u j e (aspoň jedno) 
číslo | t akové , že a < f < 6 a \ i e 

/(&) — /(«) = /'(£).(& — o). (21-1) 
Přesný důkaz této věty bude podán v Dodatku. Nyní si 

pouze uvědomíme její názorný obsah a potom si uvedeme 
několik důsledků. 

Je-li c = f(á), d = f{b), pak jsou A = (a; c), B = (b, d) 
dva body grafu funkce f(x) (viz obr. 15). Směrnice přímky p, 
která spojuje body A, B, je podle (7-5) rovna podílu 

M — M 
b — a 

Platí-li (21-1), je tato směrnice rovna /'(£), t . j. je rovna 
směrojcLlučny t v tom Bodě grafu, který přísluší hodnotě 
x = i. Tedy názorný obsah naší věty je prostě tento: 

4 49 



Jsou- l i A, B d v a r ů z n é b o d y g r a f u f u n k c e f(x), p a k 
leží mezi n imi na g r a f u a s p o ň j e d e n bod, v k t e r é m 
je t e č n a g r a f u rovrkoběžná se s p o j n i c í AB. 

Víme, že derivace kon-
stanty je rovna nule 
identicky (t. j. pro každé 
x). Obráceně b u d i ž dá-
na v n ě j a k é m i n t e r -
va lu J funkce/(a;) , je-
j íž d e r i v a c e je iden-
t i c k y t ov na nu le . P a k 

:—o ¡f £ je t a t o f u n k c e kon-
^ s t a n t a . Neboť nechť 

Obr. 15. a, b jsou dvě l ibovolná 
čísla z in tervalu J a 

nechť na př . a < 6; m á m e dokázat i , že je f(a) = f(b). To 
plyne z (21-1), neboť za našich předpokladů musí b ý t i 
/'(f > = o-

Má-li f u n k c e f(x) v n ě j a k é m i n t e r v a l u J v š u d e 
d e r i v a c i a je-li t a t o d e r i v a c e u v n i t ř i n t e r v a l u J 
s t á l e k l a d n á , p a k f u n k c e f(x) r o s t e v i n t e r v a l u J. 
Jsou-li a, b dvě čísla z intervalu J a je-li a < b, pak plyne 
z (211), že f(a) < f(b), neboť číslo /'(£) je kladné. 

Má-li f u n k c e f(x) v n ě j a k é m i n t e r v a l u J v š u d e 
d e r i v a c i a je-li t a t o d e r i v a c e u v n i t ř i n t e r v a l u J 
s t á l e z á p o r n á , p a k f u n k c e f(x) k l e sá v i n t e r v a l u J. 
To plyne zase ihned z (21-1). 

Poznatky, které jsme právě získali, umožňují v jedno-
duchých případech velmi pohodlně stanovití p r ů b ě h d a n é 
f u n k c e f{x). Vypočteme si derivaci f'(x) a najdeme kořeny 
rovnice f'(x) = 0, t . j. určíme si ty hodnoty nezávisle pro-
měnné, v nichž má funkce f(x) derivaci rovnou nule. Těchto 
hodnot je v obyčejných případech konečný počet. Tyto 
hodnoty rozdělí obor nezávisle proměnné na intervaly, při 
čemž f u n k c e f(x) má u v n i t ř k a ž d é h o t a k o v é h o in-
t e r v a l u J v š u d e d e r i v a c i , k t e r á t a m nen í n i k d e 
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r o v n a nu le . V Dodatku bude přesně dokázáno, že deri-
v a c e f'(x) j e n u t n ě u v n i t ř t a k o v é h o i n t e r v a l u J 
b u ď t o s t á l e k l a d n á n e b o s t á l e z á p o r n á . Máme tedy 
obor nezávisle proměnné x rozdělen na konečný počet 
intervalů J, při čemž v každém intervalu J funkce f(x) 
buďto stále roste nebo stále klesá. Protože hodnoty, kterých 
funkce f(x) nabude v jednotlivém intervalu J, tvoří interval 
(viz odst. 19), získáváme takto přehled o všech hodnotách, 
kterých funkce f(x) nabývá. 

Zvláště často se zajímáme o t . zv. m a x i m a a m i n i m a 
funkce f(x). Říkáme, že funkce f{x) má v čísle a maximum, 
je-li hodnota f(a) větší než hodnoty, kterých nabývá f(x) 
v číslech x blízkých číslu a, ale různých od a, tedy existuje-li 
číslo e > 0 takové, že 

0<\x — a\<e=>f(x)<f{a). 
Říkáme, že funkce f(x) má v číšle a minimum, je-li hodnota 
f(a) menší než hodnoty, kterých nabývá f(x) v číslech x 
blízkých číslu a, ale různých od a, tedy existuje-li- číslo 
e > 0 takové, že 

0 < | x — a | < e => f(x) > f(a). 
Je patrné, že při stanovení průběhu funkce f(x), jak bylo 
výše vylíčeno, obdržíme také všecka maxima a minima. 
Neboť uvnitř intervalu J, v němž funkce f(x) stále roste 
nebo v němž stále klesá, zřejmě nemůže býti ani žádné 
maximum ani žádné minimum; funkce f(x). Tedy jako 
maxima a minima přicházejí v úvahu pouze ta čísla, v nichž 
má funkce f{x) derivaci rovnou nule. Takové číslo a ostatně 
nemusí býti ani maximem ani minimem funkce f(x). To 
lže ukázati jednoduchým příkladem f(x) = xs. Tato funkce 
je.definována pro všecka x a má všude derivaci f'(x) = 3a;2. 
Tato derivace je rovna nule v čísle x = 0 a jinde je všude 
kladná. Proto funkce f(x) roste i v intervalu [— oo, 0] 
i v intervalu [0, oo], takže roste všude a němá ani maxima 
ani minima. Dále nesmíme zapomínat ha možný přípa,d, žé 
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v něk te rém čísle neex is tu je derivace f'(x); t a k o v é číslo 
může docela dobře b ý t i m a x i m e m nebo min imem funkce f(x). 
To lze ukáza t i p ř ík ladem f(x) = | x | (viz obr . 12 n a s t r . 34); 
t a t o funkce m á zře jmě m i n i m u m v čísle x = 0, v němž 
derivace f'(x) neexis tu je . 

P ř í k l a d 1. Dokažte , že rovnice x 5 — 15a;3 + 3 = 0 m á 
t ř i kořeny, po j ednom v každém z t ř í in tervalů [— 4, — 3], 
[0, 1], [3, 4], 

Budeme vyšetřovati průběh funkce f(x) = x 5 — lSx8 + 3. 
Jest /'(x) = 5x* — 45xa = 6a;2 . (x — 3) . (x + 3). J e tedy de-
rivace součinem tří faktorů, z nichž prvý je stále kladný mimo 
x = 0, druhý je kladný pro x > 3, záporný pro x < 3 a rovný 
nule pro x = 3, t řet í je kladný pro x > — 3, záporný pro x < 
< — 3 a rovný nule pro x — •—-3. Tedy je f'(x) = 0 pro x = 0, 
x = 3, x = — 3, dále f'(x) > 0 pro x < — 3 a pro x > 3, 
konečně f'(x) < 0 pro — 3 < x < 3, x =f= 0. Proto funkce /(x) 
roste v intervalech [— oo, — 3], [3, coj a klesá v intervalu 
[— 3, 3]. Jes t /(— 3) = 166, /(3) - — 159, takže když x pro-
bíhá interval [— 3, 3], probíhá /(x) interval [— 159, 165]. 
Abychom zjistili, jakých hodnot nabývá /(x), probíhá-li x 
interval [— oo, — 3] nebo interval [3, oo], uvažme, že pro 
x 0 se dá /(x) psáti ve tvaru 

/(x) = x . . ( l - i | + A ) . ( 2 1 . 2 ) 

Je-li číslo | x | velmi veliké, je závorka ve (21-2) přibližně 
rovna jedné, takže /(x) je přibližně rovná x*; tedy číslo | /(x) | 
je velmi veliké. Jelikož funkce /(x) .v intervalu [3, oo] roste, 
vidíme, že její hodnoty vyplní celý interval [f(3), oo] = 
= [— 159, oo]. Podobně, když x probíhá interval [— oo, — 3], 
vyplní hodnoty f{x) celý interval [— oo, 165]. Celkový výsle-
dek tedy je: 

v intervalu [— oo, — 3] funkce /(x) roste a nabude všech 
hodnot z intervalu [—"oo, 165]; 

v intervalu [— 3, 3] funkce f(x) klesá a nabude všech hodnot 
z intervalu [— 159, 165]; 

v intervalu [3, oo] funkce /(x) roste a nabude všech hodnot 
z intérvalu [— 159, oo]. 

Tím je dokázáno, že funkce f(x) m á maximum v čísle x — 
= — 3 a min imum v čísle x = 3 a že nemá jiných maxim 
a minim. Dále je t ím dokázáno, že rovnice f(x) ~ 0 m á tř i 
kořeny, po jednom v každém z tř í intervalů [— ao, — 3], 
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[— 3, 3], [3, oo]. Abychom ty to kořeny blíže určili, stačí vedle 
již vypočtených hodnot 

/(— 3) = 165, /(3) = — 159 
ještě si vypočítati hodnoty 

/ (—4) = — 61, /(O) = 3, /(I) = — 11, /(4) = 67. 
Interval [— 3, 3] se čísly x = 0 a x = 1 rozdělí na t ř i intervaly 
[— 3, 0], [0, 1], [1, 3]; protože funkce /(x) v intervalu [— 3, 3] 
klesá, klesá t ím spíš v intervalu [0, 1]; protože /(O) > 0, 
/(1) < 0, nabude /(x) hodnoty 0 v jednom čísle x z intervalu 
[0, 1], t . j . ten kořen rovnice /(x) = 0, k te rý je v. intervalu 
[— 3, 3], musí být i v intervalu [0, 1]. Podobně vidíme, že ten 
kořen, k terý je v intervalu [•—• oo, — 3], musí být i v intervalu 
[— 4, — 3] a že ten kořen, k terý je v intervalu [3, oo], musí 
být i v intervalu [3, 4]. 

P ř í k l a d 2. Určete průběh funkce 

Pro x = 0 a pro x = 1 není naše funkce definována. Všude 
jinde má derivaci 

X 2 ' ( 1 — X ) 2 X 2 ( l — X ) 2 

Podle známého vzorce o2 — 62 = (o + 6) (o — b ) jest 
x2 — 4 (1 — x)2 = [x + 2 (1 — x)] [x — 2 (1 — x)] = 

= (2 — x) (3x — 2), 
takže 

Ze (21-3) plyne snadno, že se /(x) blíží nule, roste-li | x | nade 
všecky meze. Dále" je ze (21-3) patrné, že | f(x) | roste nade 
všecky meze, blíží-li se x některé z obou hodnot x = 0 nebo 
x = 1. Nyní už si snadno získáme přehled o hodnotách, kterých 
nabývá funkce /(x). Musíme postupně zkoumat průběh funkce 
f(x) v intervalech. * 

[— oo, 0], [0,1], 1], [1, 2], [2, oo]. 
Uvni t ř intervalu [— oo, 0] je / '(x) < 0 podle (21-4), takže /(x) 
klesá; z toho, co víme o chování funkce / ( i ) , blíží-li se x nule 
nebo roste-li | x | nade všecky meze, vychází, že hodnoty funkce 
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Obr. 16. 

vyplní vnitřek intervalu [— oo, 0]. Uvni t ř intervalu [0, $] je 
f'(x) < 0 podle (21-4), takže j(x) klesá; blíží-Ii se ,x nule, roste 
| f(x) | nade všecky meze; mimo to je / ( | ) = 9; proto hodnoty 
funkce vyplní interval [9, oo]. Uvni t ř intervalu [}, l ] je/ ' (a;) > 0 
podle (21-4), takže f(x) roste; blíží-li se x číslu 1, roste | f(x) | 
nade vSecky meze; ježto / ( f ) = 9, hodnoty funkce vyplní 
interval [9, oo]. Uvnitř intervalu [1, 2] je j'(x) > 0 podle (21-4), 
takže j(x) roste; blí£í-li se x číslu 1, roste | f(x) | nade všecky 
meze; mimo to jé / (2) .= 1; proto hodnoty funkce vyplní 
interval [— oo, 1]. Uvnitř intervalu [2, oo] je f'(x) < 0 podle 
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(21-4), takže /(x) klesá; roste-li x nade všecky meze, blíží se 
/(x) nule; protože /(2) = 1, vyplní hodnoty funkce vnitřek 
intervalu [0, 1]. 

Celkový průběh funkce f(x) je nejlépe pa t rný z jejího grafu 
(v. obr. 16). V Čísle x = f má f(x) minimum; v čísle x = 2 má 
f(x) maximum; jiných maxim a minim funkce f(x) nemá. 
Graf má tři asymptoty; osu x, osu y a svislou přímku s rovnicí 
x = 1. Pomocí grafu snadno přehlédneme, jakých hodnot 
funkce /(x) nabývá. Každé hodnoty větší než 9 nabude f(x) 
dvakrá t , jednou uvni t ř intervalu [0, f ] , pó druhé uvni t ř inter-
valu [$, 1]; hodnoty 9 nabude /(x) pouze jednou, a to v čísle 
x = }; hodnot uvni t ř intervalu [1, 9] funkce f(x) vůbec -ne-
nabývá ; hodnoty 1 nabude funkce f{x) pouze jednou, a to 
v čísle x = 2. Také hodnoty 0 nabude f(x) pouze jednou; ze. 
(21-3) se snadno vypočte, že = 0. Každé hodnoty uvnitř 
intervalu [0, 1] nabude f(x) dvakrát , jednou uvnitř intervalu 

2], po druhé uvnitř intervalu [2, ooj; každé hodnoty uvnitř 
intervalu [— oo, 0] nabude /(x) dvakrát , jednou uvnitř inter-
valu [— oo, 0], po druhé uvni t ř intervalu [1, f ] . 

C v i č e n í . 2 I ' I . Dokažte, že funkce f(x) = (x — l)2 (x + 2) 
nabude každé hodnoty uvnitř intervalu [0, 4] v třech různých 
číslech x, a každé hodnoty uvnitř intervalu [— oo, 0] nebo 
uvni t ř intervalu [4, oo] jen jednou; hodnot 0 a 4 nabude /(x) 
_fcftždé dvakrát . 

*í®t"2. Dokažte, že rovnice 2x® — 3x2 — 36x + 10 = 0 má 
jjíjlQftvzáporný kořen a dva kladné; u každého kořenu určete, 
Tlffift lrtrrými dvěma celými čísly leží. 

U M 
Dokažte, že funkce f(x) = 3x* — 4x8 + 1 nabude každé 

kladné hodnoty ve dvou fůzných číslech x. 
X ( X— 1 ) 21*4. Vyšetřete průběh funkce /(x) = 

21-5. Vyšetřete průběh funkce /(x) = 

21 '6. Vyšetřete průběh funkce f(x) = 

x2 + 3x -
x* 

(x 1) (x 3 
X — 3 

V T T X 
21"7. Dokažte, že funkce j(x) — (x — aj)2 + (x — o2)2 + . . . 
. -j- (x — aB)2 nabude své nejmenší hodnoty v čísie x = 

a, -r a„ + . . . + . o „ 
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x (x 1) 
21*8. Dokažte, že funkce /(x) = —1 nabývá všech x — c 

možných hodnot, je-li c uvni t ř intervalu [0, 1], kdežto pro c 
mimo interval [0,1] existuje interval J délky 4]/c (c — 1) 
takový, že /(x) nabývá právě těch hodnot, které nejsou uvni t ř J. 

22. Úlohy vedoucí na maxima a minima funkce. 
Existuje řada zajímavých úloh, u kterých si musíme napřed 
sestavit funkci f(x), načež je úloha řešena určením průběhu 
této funkce. 

P ř í k l a d 1. Dokažte, že ze všech pravoúhlých trojúhel-
níků, u nichž je součet délky přepony a délky jedné odvěsny 
roven dané délce, má největší plošný obsah takový troj-
úhelník, u něhož jmenované dvě strany svírají úhel 60°. 

Daný součet můžeme zvolit za jednotku délky. Pak bude 
x + y = 1, (22-1) 

znamená-li x délku přepony a y délku jedné odvěsny. Délka 
druhé odvěsny je podle Pythagorovy věty ^x2 — y*. Dvojná-
sobný obsah trojúhelníka je tedy y . ^x2— y1, což je podle 
(22-1) rovné 

/(x) = (1 — as) . Vx2 —(1 — x)2 = (1 — x) V2x — 1. (22-2) 
Vzhledem ke svému geometrickému významu musí být i číslo x 
jednak menší než 1, jednak větší než y = l — x, t . j . x musí 
být i uvnitř intervalu [$, 1]. Podle (22-2) je 

V2x — 1 \2x— 1 

Pro i < x < | je f'(x) > 0, pro } < x < 1 je / '(x) < 0. Proto 
/(x) roste v intervalu [}, f ] a klesá v intervalu [}, 1], takže 
f(x) nabude své největší hodnoty pro x = J. Podle (22-1) však 
je x = f t ehdy a jenom tehdy, když x = 2y a z elementární 
geometrie je známo, že je x = 2y tehdy a jen tehdy, když pře-
pona a odvěsna délky y svírají úhel 60°. Maximální obsah je 

T ' ( i ) - 6^3" 
P ř í k l a d 2. Budiž a > 0, b > 0, C = (a; 6). Bodem C si 

mysleme vedeny přímky p tak, aby protly osu x napravo 
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od p o č á t k u a osu y n a d počá tkem; j inak je poloha p ř í m k y p 
l ibovolná. Pro každou př ípus tnou polohu p ř ímky p označ-
m e P je j í průsečík s osou x a Q jej í průsečík s osou y. Do-
kaž te , že nejmenší hodno t a výrazu OP + OQ je (\/a + |/6)2 

a že ne jmenší hodno t a výrazu OP.. OQ je 4ab. 

Přímka p není svislá a má tedy určitou směrnici. Z názoru 
je patrné, že ta to směrnice musí být i z á p o r n á ; označme si 
ji — t. Rovnice př ímky p zní (viz odst. 7) 

y = b — ř ( x — o ) . (22-3) 
Bod P dostaneme, položíme-li y = 0 ve (22-3), takže 

(22-4) 

Bod Q dostaneme, položíme-li x = 0 ve (22-3), takže 
Q = (O-; 6 + at). (22-5) 

Ježto pro t > 0 je 

a + y > 0, b + aí> 0, 

vidíme, že proměnná t není podrobena jiné podmínce než 
( > 0, což je ostatně z názoru patrné. Podle (22-4) a (22-5) je 

OP=b-±-OQ = b + at, 
takže 

OP+ OQ= FI(T) = y + o + 6 + oř, 

OP . OQ = U(t) = {b ^ a*)t = — + 2ab +-aH. t t 
Jes t předně 

1\(t) = — + O, 

takže j\(t) < 0 pro 0 < t < j a j\(t) > 0 pro t > j / í -
Z toho následuje, že nejmenší hodnota funkce fx(t) je 

f i ( j / I ) ^ a+ b+ a']/5 = « + 2]/ab + b = (]/a + ]/b)K 
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Jes t za druhé 
Ut) = —ir + a*, 

takže j\(t) < O pro 0 < i < ^ - a f'2(t) > 0 pro t > Z toho 
následuje, že nejmenší hodnota funkce /2(í) je 

MT)-1—r^-** 
, a -

Z provedené diskuse vychází, že OP + OQ nabude své nej-
menší hodnoty (]^o + pro jedinou polohu př ímky p a že 
nabude k a ž d é hodnoty větší než (|/a~ + ]/ft)a, a to při d v o j í 
poloze přímky p. Docela stejně nabude OP . OQ své nejmenší 

• hodnoty 4ab pro jedinou polohu př ímky p, a k a ž d é hodnoty 
větší než 4o6 nabude při d v o j í poloze přímky p. 

P ř í k l a d 3. Tečna elipsy přotíná osy v bodech P a Q. 
Dokažte, že nejmenší hodnota výrazu PQ se rovná součtu 
obou poloos elipsy. 

Při této úloze potřebujeme trochu více znalostí z analytické 
geometrie, než jsme si v prvých odstavcích této knížky zopako-
vali. Jsou-li osy elipsy totožné s osami x a y (což ovšem můžeme 
předpokládati) a jsou-li o, b délky obou poloos, pak musíme 
předně věděti, že rovnice elipsv zní 

Je-li (x0; y9) libovolný bod na elipse, musíme dále věděti, že 
rovnice tečny elij>sy v bodě (x0; y0) zní 

(22-7) 
o2 ^ • 1 ' 

Zřejmě se můžeme omeziti na t y body (x0; yg) naší elipsy, 
pro něž platí x0 > 0 , y0 > 0. Bod P dostaneme, položíme-li 
y = 0 ve (22-7), takže 

' - G 4 
Bod Q dostaneme, položime-li a! = 0 ve (22-7), takže 
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Podle vzorce (4-2) je 

** = 4 + 4 
V ž/o 

Protože bod (x0; y0) leží na elipse, je vyhověno rovnici (22-6), 
dosadíme-li x = x0, y = y„; proto je 

b* o« a262 

_ 2 — 8 TI Z" 

Proměnná x0 je omezena na vnitřek intervalu [0, a]. Derivo-
váním dostaneme 

x0
3 (o2 — V)* 

2n2 

[6%« — o 2 (a2 —x0
2)2] = x0> (a2 — x„2)2 

2o2 

„ » , „ , „. »,5 [&*o2 4- a (a2 — x0
2)] [6x„2 — a (a2 — x0

2)], 
X„ Jít Xg ) 

takže derivace má stejné znamení jako 
6x0

2 — a (a2 — x0
2) = (o + 6) x0

2 — a3. 

J e tudíž /'(x„) < 0 uvni t ř intervalu ĵ O, o j / ^ ° j a /'(x„) > 0 

uvnitř intervalu ĵ a ̂ a ^ > takže /(x„) nabude své nej-

menší hodnoty pro x„ = a — . Tato nejmenší hodnota je 

i 1° 1/ r -Ť-t I = —z ^ 2 5 Í — - ( . + »)•• 
' a + b ' a + 6 

Ježto PQ2 = /(x0), je a + 6 nejmenší možná hodnota výrazu 
PQ. Mimo to plyne z provedené diskuse, že [za předpokladu 
x0 > 0, y0 > 0] PQ nabude své nejmenší hodnoty a + b pro 
jedinou polohu tečny, a že PQ nabude k a ž d é hodnoty větší 
než a + 6, a "to při d v o j í poloze tečny. 
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C v i č e n í . 22'I. Ze všech obdélníků daného obsahu určete 
ten, k terý mé nejkratší úhlopříčku. 

22'2. Mezi všemi plo-
chami složenými ze čtvrt-
kruhu a obdélníka, jak 
je naznačeno v obr. 17, 
a .majícími obvod dané 
velikosti, určete takovou, 

Obr. 17. jejíž obsah je nej větší. 
\22*3. Dvě cesty se křižují kolmo; auto jedoucí po jedné 

z nich rychlostí 60 km za hodinu projíždí křižovatkou v době, 
kdy druhé auto, jedoucí po druhé cestě směrem ke křižovatce 
rychlostí 45 km za hodinu, je od křižovatky 30 km vzdáleno. 
Najděte posici obou aut v tom okamžiku, kdy si jsou nej-
blíže. 

22*4. Zvolte dvě kladná čísla se součtem 40 tak, aby součet 
jejich čtverců byl co nejmenší. 

22*5. Najděte dvě kladná čísla tak , aby jejich rozdíl byl 
100 a aby rozdíl mezi čtvercem většího a pětinásobkem čtverce 
menšího byl co největší. 

22*6. Dokažte, že ze všech rovnoramenných trojúhelníků 
daného obvodu má rovnostranný trojúhelník největší obsah. 

22'7. Do kružnice poloměru r je vepsán obdélník. J akou 
hodnotu může míti obvod obdélníka? 

22*8. J e dán obdélník M. J a k á je největší možná hodnota 
obsahu obdélníka, jehož s t rany procházejí vrcholy obdélní-
ka Ml 
> 22*9. Do dané koule jsou vepsány rotační válce. Dokažte, 
že největší možný objem válce je asi 0,5773krát objem koule. 

22*10. Mezi rotačními válci, jejichž celkový povrah je pře-
depsán, na jdě te takový, jehož objem je největší. 

22' 11. Do dané koule jsou vepsány rotační válce. J a k á je 
největší možná velikost pláště válce? 

22*12. Do daného pravoúhlého 
trojúhelníka jsou' vepsány obdél-
níky tak, j ak je naznačeno v obr. 
18. Najděte největší možný obsah 
obdélníka; vyšetřete také, jakých 
hodnot může nabýt i obvod obdél-
níka. 

22*13. Nechť C, p, P, Q maj í týž význam jako v příkladě 2 
(str. 56). Najděte nejmenší možnou hodnotu délky PQ. 
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22*14. Ze všech pravoúhlých trojúhelníků daného plošného 
obsahu uríete ten, který mé nejmenší obvod. 

22*15. Obdélníkový kus ple-
J ^ chu má rozměry 60 cm, 28 cm; 

w . ' na odříznutých čtverců, aby 

v rozích se odříznou čtverce 
(viz obr. 19) a zbytek se ohne 
tak, že vznikne otevřená k ra t 
bice; jak velká musí být i stra-

Obr. 19. objem krabice byl co největší í 

22*16. Které místo mezi dvěma světelnými zdroji je nej-
slaběji osvětleno, je-li intensita jedhoho osmkrát větší než 
intensita druhého? 
Z/22* 17. Kus drátu délky o se mé rozříznouti na dvě části, 
z nichž se ohne prvé do tvaru čtverce a druhá do tvaru kruhu; 
na kterém místě se má rozříznutí provésti, aby součet obsdhu 
čtverce a obsahu kruhu byl co nejmenší? 

61 



INTEGRÁL 

1/ 23. Pojem integrálu. Poznali jsme na řadě příkladů 
užitečnost pojmu derivace. Nyní se obrátíme ke studiu 
jiného neméně důležitého pojmu z pauky o funkcích, totiž 
pojmu i n t e g r á l u . 
' Budiž dána v nějakém intervalu [0,6] s p o j i t á f u n k c e 
f(x); předpokládejme prozatím, že všecky hodnoty funkce 
f(x) jsou k l adné . I n t e g r á l e m f u n k c e f(x) od a do ¿> 
r o z u m í m e obsah p lochy, omezené g r a f e m f u n k c e 

f(x), sv i s lými p ř í m k a m i x = a', x = 6 a osou x\ pří-
klad takové plochy je vyznačen v obr. 20. Abychom ob-
sah té plochy přibližně vypočetli, nahradíme si ji jinou 
plochou, která se od ní jen nepatrně liší, ale jejíž obsah se dá 
pohodlně počítati. Za tím účelem si rozdělíme interval [a, 6} 
na velký počet n malých intervalů 

[a0, Oj], [av o2], ..., [an—1> an], (23-1) 
kde 

a = a0 < < a2 < ... < an_x < an = b. (23-2) 
[V obr. 20 je voleno n = 4, tedy poměrně malá hodnota, 
aby byl obrazec zřetelný.] V každém z intervalů (23-1) si 
zvolíme určité číslo: číslo v intervalu [a0, aY], číslo f 2 

62 



v intervalu [alt o2], ..., číslo £„ v intervalu [on—1> 
[V obr. 20 je každé z těchto čísel u v n i t ř příslušného inter-
valu, ale to není nutné.] Přímkami 

X = flj, X = ' • ' X =4 (Zjj—j 

se rozdělí plocha, o jejíž obsah nám běží, na úzké pruhy, 
a z názoru je patrné, že můžeme přibližně nahraditi každý 
ten pruh obdélníkem, při čemž výška prvého obdélníka je 
/(£i)> výška druhého je /(f2) atd. Všecky tyto obdélníky 
dohromady tvoří plochu (vyšrafovanou v obr. 20), jejíž 
obsah je přibližně takový jako obsah původní plochy. 
Protože obsah obdélníka je součin výšky a základny, je 
obsah šrafované plochy roven číslu 

$ = /(£i): («i — a0) + / ( f 2 ) . (a2— at) + ... + ,23.3) 
+ /(£») • («» — o»-i)-

Tedy je náš integrál přibližně rovný součtu (23-3), ovšem za 
předpokladu, že všecky diference 

®i — a0, a, — Oj, ..., aH — o„_1 (23-4) 
jsou dosti malé. Integrál funkce j(x) od a do 6 značíme 
svmbolem 

b 
ff(x)dx: (23-5) 

a 
čísla a, b se jmenují meze i n t e g r á l u ; a je d o l n í mez, 
b je h o r n í mez. 

Znak (23-5) připomíná svým tvarem součet (23-3). Značka / 
vznikla z písmene S, tedy ze začátečního písmene slova summa 
(součet). Symbol / ( i ) d i připomíná svým tvarem jednotlivé 
sčítance v součtu (23-3):, d je začáteční písmeno slova diference 
a každý sčítanec ve "(23-3) je součin, jehož prvý faktor je hod-
nota funkce f(x) v určitém čísle x, a druhý je diference mezi 
dvěma hodnotami nezávisle proměnné x. 

f 
Geometrická úvaha, kterou jsme právě provedli, vede 

k aritmetické definici integrálu, kterou si nyní hodláme 
vyšlo viti. O funkci f(x) budeme předpokládati pouze, že 



je s p o j i t á ; předpoklad, že všecky hodnoty funkce f(x) 
jsou kladné, byl výše učiněn pouze proto, aby měl integrál 
jednoduchý geometrický význam; pro aritmetickou definici 
je tento předpoklad zbytečný a proto jej opustíme. 

Nechtějíce vyslovovati definici integrálu jediným ne-
přehledně sdIouhým souvětím, počneme tím, že nazveme vy-
t v o ř u j í c í m s o u č t e m každý součet tvaru (23-3). Je-li 
dána funkce f(x) a interval [a, 6], je těch vytvořujících 
součtů ještě nekonečně mnoho. Abychom dostali určitý 
vytvořující součet, musíme si p ř e d n ě zvoliti čísla aít a2, ... 
..., «»—j (v libovolném konečném počtu) tak, aby platily 
nerovnosti (23-2), a za d r u h é si musíme zvolit ještě čísla 
f i . £2» •••> £»> po jednom v každém z intervalů (23-1); je-li 
tato dvojí volba provedena, máme určitý vytvořující sou-
čet (23-3). Vytvořující součty jsou, jak je již z výše řečeného 
patrné, aproximacemi integrálu; ale ovšem není každá apro-
ximace stejně dobrá. Na čem záleží, jest, jak dlouhé jsou 
intervaly (23-1), t . j . jak velké jsou diference (23-4); dobrá 
aproximace se dá očekávat pouze, jsou-li v š e c k y diference 
(23-4) malé. Proto si nazveme n o r m o u vytvořujícího součtu 
(23-3) n e j v ě t š í ze v š e c h d i f e r e n c í (23-4); je-li tedy d 
kladné číslo, pak výrok, že vytvořující součet (23-3) má 
normu menší než 6, znamená, že v š e c k y diference (23-4) 
jsou menší než <5. Po této přípravě můžeme aritmetickou 
definici integrálu vysloviti už velmi stručně. I n t e g r á l 
s p o j i t é f u n k c e f(x) od o do b, z n a č e n ý s y m b o l e m 
(23-5), j e číslo, k t e r é má n á s l e d u j í c í v l a s t n o s t . Je-l i 
d á n o l i b o v o l n é k l a d n é č ís lo e, e x i s t u j e k l a d n é čís lo 
ó t a k o v é , že p l a t í n e r o v n o s t 

p r o v š e c k y v y t v o ř u j í c í s o u č t y S, j e j i c h ž n o r m a je 
m e n š í než d; 

Integrál je tedy limita, rozumíme-li obecně limitou číslo, 
pro které není přímo dán přesný způsob jeho výpočtu, 

(23-6) 
• 
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nýbrž místo toho způsob, jak je počítati přibližně, při čemž 
je tento způsob tak pružný, že lze podle něho provésti počet 
tak, aby byla chyba menší než libovolně předepsané kladné 
číslo. Pod tuto obecnou definici limity spadají ovšem také 
limity tvaru lim F(x) definované v odst. 13. Mezi oněmi 

Z—>4 
limitami na jedné straně a integrálem na druhé straně je 
velmi podstatný rozdíl; hodnota limity lim F(x) závisí pouze 
na hodnotách, kterých funkce F(x) nabývá v libovolně malé 
předepsané blízkosti čísla x = a, kdežto hodnota integrálu 
závisí podstatně na průběhu funkce v celém intervalu [a, 6]. 

V našem dosavadním výkladu o integrálu je velmi pod-
statná mezera; je totiž nutné, aby se přesně dokázalo, že 
při libovolně dané spojité funkci f(x) v intervalu [o, b] 
opravdu e x i s t u j e číslo (23-5) vyhovující podmínce nazna-
čené nerovností (23-6). Tento důkaz bude proveden v Do-
datku. 

• 24. Jednoduché věty o integrálu. Je-li především 
f(x) = c konstanta, jsou zřejmě všecky vytvořující součty 
rovné číslu c (b — a), takže 

b ' 
fcdx= c (6— a). (24-1) 
a 

I . Je-li f(x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [a, 6] a je-li 
c k o n s t a n t a , j e s t 

b b 
f c f(x) dx — c f f(x) da;. 
a a 

Neboť když při určité volbě čísel 

<h. o it, St f „ (24-2) 
jsou S a S* vytvořující součty patřící po řadě funkci f(x) 
a funkci c f(x), je zřejmě S* = cS. 

II . Jsou-l i fx(x) a f2(x) s p o j i t é f u n k c e v i n t e r v a l u 
[a, 6], j e s t 
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b b b 

M ( S ) + /•(*)] d* = f f i ( z ) d* + ÍU(X) dx, 
a a a 

6 6 í 
Ž[/i(«) — /.(*)] dx = //i(as) d.T — // ,(«) d*. 
a a a 

Neboť když při určité volbě čísel (24-2) jsou Sp S a. S* 
vytvořující součty patřící po řadě funkcím fx(x), ft(x), jx{x) + 
+ /.(*), fi(x) — f2(x), je zřejmě S = S1 + St, S* = ^ — St. 

Právě vyslovené věty I a I I o integrálu jsou zcela obdobné 
větám I a I I o derivaci (viz odst. 16). T. zv. integrální 
počet by byl mnohem jednodušší, kdyby existovala také 
věta o integrálu obdobná větě I I I o derivaci z odst. 16; ale 
není žádného vzorce, podle něhož by se dal počítati integrál » 

íh(x) k(x) da;. 
a 

známe-li hodnoty integrálů 
b b 

ÍUx) dx, //,(*) dx. 
a a 

III . Bud iž a < b < c. Je-li f(x) s p o j i t á f u n k c e v in-
t e r v a l u [o, c], j e s t 

e b e 
f f ( x ) dx = f f ( x ) dx + //(*) dx. (24-3) 
a a b 

Protože funkce f(x) je spojitá v intervalu [o, c], je zřejmě 
také spojitá v intervalu [a, 6] i v intervalu [b, c]. Důkaz vztahu 
(24-3) provedeme n e p ř í m o , t . j . učiníme předpoklad, že tento 
vztah je nesprávný, a ukážeme, že tento předpoklad vede 
k nemožnému důsledku. Neplatí-li vztah (24-3), existuje číslo 
e > 0 takové, že 

e b e 
| / f ( x ) dx — f f(x) dx — f f(x) dx | > 3e. 
a a b 

Podle definice integrálu existují kladná čísla d v d t , ó3 tako-
vá, že 

66 



b e e 
l-Si— j 7 ( * ) d x | < E, | £ s — / / ( x ) d x | < e, | 5» — / / ( x ) d x | <E, 

a b a 
jsou-li Sv St, JSs vytvořující součty patřící po řadě intervalům 
[a, 6], [6, c], [a, c] s normou menší než u prvého, menší než 
á, u druhého a menší než á3 u třetího. Zvolme číslo d > 0 tak , 
aby bylo menší než každé z čísel dlt dt, S3. Je-li vytvořující 
součet patřící intervalu [o, 6], je-li 5 a vytvořující součet patřící 
intervalu [6, c] a jsou-li normy obou menší než d, je zřejmě 

+ iSt vytvořující součet patřící intervalu [a, c] a také jeho 
norma je menší než S. Proto je 

h e 
— Jf(x)dx\ < e, | s a — / / ( x ) d x | < e , 

| / t ( x ) dx — (St + £,) | < e. 

Protože pak absolutní hodnota součtu je nejvýš rovnat součtu 
absolutních, hodnot sčítanců (viz odst. 14, XVTI), jest 

b e e 
| [S, - / / ( x ) dx] + I f ( x ) dx] + [ / /(x) dx — + £,)] | < 3e, 

a b a 
neboli 

e b e 
| / / ( x ) dx — f f(x) dx — f f(x) dx | < 3e 
a a b 

a to je právě nemožné. 
I V . J e - l i / (x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [ a , 6 ] 

a j e - l i / ( x ) ^ ; 0 p r o k a ž d é č í s l o x z i n t e r v a l u [a, 6], 
j e s t 

b 
f / (x) d x ¡> 0. 
a 

Neboť pro každý vytvořující součet S zřejmě platí nerovnost 
s ;> o. 

V. J s o u - l i / i (x) , / 2 (x) s p o j i t é f u n k c e v i n t e r v a l u 
[a, 6] a j e - l i / j (x) /a(x) p r o k a ž d é č í s l o x z i n t e r v a l u 
[a, 6], j e s t 

b b 
fax) d x £ f f 2 ( x ) dx . 

a a 
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/ 'Podle IV je totiž 
b 

/[/.(*) —/i(»)]d* 
a 

a podle I I je 
b b b 

f [/,(*) — A(*)] d x ^ f /«(as) dx — / ^ ( x ) dx. 
a a a 

VI. Je-li /(a;) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [a, 6] 
a jsou-li c v c 2 č ís la t a k o v á , že 

c, ^ f{x) <: c2 

pro k a ž d é číslo x z i n t e r v a l u [a, 6], j e s t 
b 

c, (6 — a) ^ f f ( x ) dx ^ c, (6—o). 
a 

Podle V je totiž 
b b b 
Jcx d x ^ f f ( x ) dx £ f % dx 

a a a 
a podle (24-1) je 

b b 
fcdx = c(b — o), f d . d x = d(b — a), 

a a 

VII. Je-li f(x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [a, b] 
a je-li f(x)^0 p ro k a ž d é číslo x z i n t e r v a l u [a,6], 
není-li v š a k i d e n t i c k y f(x) = 0 v celém i n t e r v a l u 
[a, 6] p a k j e s t 

b 
f f(x) dx > 0. (24-4) 

a 
Kdyby bylo /(x) = 0 vSude uvni t ř intervalu [a, 6], pak by 

ze spojitosti funkce /(x) plynulo /(o) = 0, í(b) = 0. Proto si 
můžeme zvoliti číslo c tak , že a < e < b, j(x) > 0. Dále si 
zvolme číslo e > 0 tak , že /(c) > 2e. Protože funkce /(x) je 
spojitá pro x = c, existuje číslo ó > 0 takové, že 

| x — c I < ó => I /(x) —/(c) I < (24-5) 
Interval [a, b] si můžeme rozděliti na t ř i intervaly 
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[o, c j , [cv c,], [Cj, 6] 
tak , že číslo c je uvni t ř intervalu [c1( Cg] a že je tento interval 
t a k malý, že | x — c | < ó pro každé x z intervalu [Cj, c,]. 
Podle I I I je 

b e1 b 
/ / ( x ) d x = f f ( x ) dx + f / ( x ) dx, 

a a c, 
b e, b 

/ / ( x ) dx = J f ( x ) dx + J f ( x ) dx. 
e, e, c. 

Podle IV je však 
e, 6 

/ / ( x ) d x ^ 0, / / ( x ) dx ^ 0, 
a c, 
b b c, 

f f(x) dx ž f /(x) dx ž f / ( x ) dx. (24-6) 
a cL cA 

Je-li x v intervalu [clt c,], je | x •— c | < 6, takže podle (24-5) 
je | /(x) — /(c) | < e, tedy /(c) — f(x) < e, takže /(c) < /(x) + e; 
avSak číslo e bylo voleno tak , že 2e < /(c); proto je 2e < /(x) + 
-)- e, tedy e < /(x) pro každé x z intervalu [Cj, c j . Proto sou-
díme ze VI, že 

J f ( x ) dx ^ e (c2 — Cj) > 0. (24-7) 

Ze (24-6) a-(24-7) , :následuje (24-4). 
Věta VI I je zlepšení věty IV; podobně bychom mohli nyní 

zlepšiti t aké věty V a VI. 
V integrálu 

b 
f f ( x ) dx (24-8) 

a 
j sme dosud stále předpokládal i a < 6. J e úče lné d á t i sym-
bolu (24-8) t a k é význam, když a > b nebo a = b. To uči-
n íme předpisem 

a b 
f f(x) dx = — Jj(x) d z 1 (24-9) 

b a 
neboli slovy: v y m ě n í m e - l i m e z e , z m ě n í i n t e g r á l z n a -
m e n í . K d y ž do (24-9) dosadíme a= b, vidíme, že musí 
bý t i 
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a 
f f(x) dx = O (24-10) 

a 
neboli slovy i n t e g r á l od o do a je r o v e n nule . 

VIII. Bud iž f(x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u J. 
Jsou-l i a, b, c t r i l i b o v o l n á čís la z i n t e r v a l u J, j e s t 

b c a 
f f { x ) dx + f f ( x ) d x + f f ( x ) dx = 0, (24-11) 

a b c 
c b e 

f f ( x ) dx = f f ( x ) dx + / / (x) dx. (24-12) 
,a a b 

Podle (24-9) plyne ze vzorců (24-11) a (24-12) jeden z dru-
hého, takže stačí, dokážeme-li jeden z nich. Podle (24-9) 
a (24-10) je vzorec (24-11) jistě správný, je-li o = 6 nebo a = c 
nebo b = c. Předpokládejme tedy, že o, 6, c jsou t ř i r ů z n á 
čísla z intervalu J. Čísla o, 6, c můžeme psáti v šesti různých 
pořádcích 

abc, acb, bac, bca, cab, cba. 
Snadno se přesvědčíme, že změna pořádku nemá na vzorec 
(24-11) jiného vlivu, než že se buďto pouze sčítanci meži sebou 
zamění nebo že se vedle této záměny ještě u k a ž d é h o sčítance 
změní znamení. Proto stačí provésti důkaz za předpokladu 
a < b < c. Ale za tohoto předpokladu je vzorec (24-12) správný 
podle I I I . 

P o z n á m k a . Ze (24-9) a (24-10) plyne, že vzorec (24-1) 
zůstane v platnosti, i když a > 6 nebo a = b. Totéž platí 
o vzorcích z vět I a II . 

1 25. Souvislost mezi derivací a integrálem. Nyní si do-
kážeme, že i n t e g r o v á n í nen í nic j i n é h o než o b r á c e n ý 
v ý k o n k d e r i v o v á n í . Budiž f(x) spojitá funkce uvnitř 
intervalu J. Zvolme si určité číslo a z intervalu J. Proměn-
ná t nechť nabývá všech hodnot z vnitřku intervalu J. 
Pak si můžeme zavésti novou funkci F(t) vzorcem 

t 
F(t) = / /(*) dx. (25-1) 

a 
O této funkci si nyní dokážeme, že má uvnitř intervalu J 
všude derivaci, která se počítá podle vzorce 
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F'(t) = /(<)• (25-2) 

Za t í m účelem si zvolme uvn i t ř in tervalu J l ibovolné číslo 6. 
Máme dokázat i , že 

t i n m F m = m 

t^b i—o 
Zvolme Číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje číslo 6 > 0 

takové, že 
F{t) — F(b) 0 < I ť — 6 I < <5 • m < e. (25-3) t — b 

Zvolme kladné číslo ex < e. Ježto funkce f(x) je spoji tá pro 
x = b, existuje číslo d > 0 takové, že 

| x — 6 | < <5 => | f(x) — f(b) | < ev (25-4) 
Toto číslo S má už vlastnost (25-3). Neboť nechť 0 < 11 — 6 | < 
< d. Ježto 

t b 
F(t) = f }(x) dx, F(b) = f f(x) dx, 

a a 
podle V I I I v odst. 24 je 

( 

F(t) — F(b) = J f ( x ) dx. 
b 

Podle (24-1) (viz též poznámku na konci odst. 24) je však 
t 

f(b) (ř — 6 ) = / / ( 6 ) d x 
6 

Podle I I v odst. 24 (viz zase touž poznámku) je t edy 
t 

F { t )
t Z b ( b ) ~ ><6) = ¿ 6 / W*> - /(*)] d*- (25-5) 

b 
Je-li nyní předně t > b, pak j e 6 ^ x ^ í < 6 - f < J pro vSecka x 
z intervalu [6, í], takže podle (25-4)~Je 

— C l < / ( x ) — f(b)<ei (25-6) 
pro všecka ta to x. Tedy podle VI z odst. 24 je 

t 
— «i ú j W*) — Hb)i dx £ £ l . (25-7) 
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Je-li za druhé t < 6 , j e & ^ x ^ ř > 6 — S pro všecka x z inter-
valu [ť, 6], takže podle (25-4) platí (25-6) pro všecka ta to x. 
Tedy podle VI z odst. 24 je 

b 
— Húf V(x) — /(*>)] dx £ e r 

( 
Protože však 

b t 
/[/(*) — f(b)] dx = — / / ( x ) — /(&)] dx, 

t b 
dostáváme zase (25-7). Z (25-5) a (25-7) však plyne (25-3), 
neboť £j < E. 

Výsledek, k němuž jsme došli, si vyslovíme v takovém 
tvaru, v jakém se ho často užívá k výpočtu integrálů. 
Nechť zase f(x) je spojitá funkce uvnitř intervalu J. Podaří-li 
se nám jakýmkoli způsobem najiti funkci <p(x) takovou, že 

q>'(x) = f(x) (25-8) 
pro všecka x z intervalu J, pak jest 

b 
f f ( x ) dx = <p(b) — <p(a). (25-9) 

a 

Neboť podle předcházejícího 
b 

Jf(x) dx F(b). 
a 

Obě funkce <p(x) a F(x) mají uvnitř intervalu J všude 
stejnou derivaci, takže jejich diference <p(x) — F(x) má 
uvnitř intervalu J derivaci identicky rovnou nule. Z odst. 21 
víme, že funkce <p(x) — F(x) musí býti uvnitř intervalu J 
konstantou, takže 

<p(b) — F(b) = <p(a) — F(a). 
Avšak 

a 
F{a) = f f ( x ) dx = 0, 

a 
takže <p{b) — F(b) = <p(a), tedy 
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<p(b) — v(a) = F(b)=fUx) dx, 
a 

což jsme měli dokázati. 
Abychom mohli počítati integrál podle pravidla (25-9), 

potřebovali bychom znáti cesty, jimiž se k dané funkci f(x) 
dá najiti funkce <p(x) vyhovující podmínce (25-8). Existují 
rozmanité takové cesty, ale rozsah této knížky nedovoluje, 
abychom se s nimi seznámili. Mimo to všecky tyto cesty 
v mnoha případech nevedou k cíli, protože i když funkce f(x) 
je jedna z těch jednoduchých funkcí, které známe, může -
funkce <p(x) býti složitějšího typu. Proto se omezíme na 
jediný příklad. Budiž s dané racionální číslo a mějme po-
čítati integrál 

b 
fx> dx, 

a 

kde a, b jsou kladná čísla. Tu si vzpomeneme na vzorec 
(19-17) 

(a?)' = r a f - 1 

platný pro kladná x (při racionálním r), který lze pro 
r 4= 0 psáti ve tvaru 

Je-li 8 4= — 1> můžeme položití r = a + l 4= 0 a dostaneme 

takže 
b 

¿>»+1 — a» + i 
x'dx = (25-10) 

8 + 1 

O 

I ' £ 
a 

Pro 8 4= — 1 je tím žádaný výpočet integrálu proveden. 
Pro 8 = — 1 tato metoda selže. [Nehledě na to, že při 
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odvozeni vzorce (25-10) jsme musili předpokládati s =)= — 1, 
nemá pravá strana pro s = — 1 vůbec významu.] Uvidíme 
v odst. 28, proč naše metoda mus i l a selhat pro s = — 1; 
neboť pro a = — 1 máme integrál 

b 

/ dx 
a 

který vede na funkci, kterou jsme se v této knížce dosud 
nezabývali, ač je vám ze střední školy známa, totiž na funkci 

x logaritmickou. Rovněž na funkci logaritmickou dá se pře-
vésti na př. integrál 

b 

/ d x 
a 

kdežto na př. integrály 
b b 

/ dx C dx 
i 

a a 
(t. zv. eliptické integrály) se už nedají převésti na funkce, 
které jsou v souvislosti se středoškolskou matematikou. 
Proto je důležité, že můžeme numerickou hodnotu každého 
integrálu počítati přibližně. Takové přibližné vyjádření integ-
rálu máme už ve vytvořujících součtech, pomocí kterých 
jsme integrál definovali. Jsou však pohodlnější přibližná vy-
jádření integrálu, a o jednom z nich si krátce promluvíme 
v následujícím odstavci. 

26. Simpsonovo pravidlo. Budiž f(x) spojitá funkce 
v intervalu [a, 6]. Rozdělme si [a, 6] na intervaly 

[®o> a iL K . • • [ffln-i. «»]• (26-1) 
Z odst. 24 víme, že 

b o, a, an 
f f ( x ) dx = f f ( x ) dx + f f ( x ) dx + . . . + / / (x) dx. (26-2) 

a o. Ol an—1 
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Jako v odst. 23 si zvolme čísla ..., f„, po jednom 
v každém z intervalů (26-1). Jsou-li ty intervaly dosti malé, 
jsou hodnoty funkce /(x) v prvém z nich přibližně rovné 
číslu /(li), ve druhém přibližně rovné číslu /(f2) atd. Proto 
je náš integrál přibližně rovný součtu 

ai ai an 
//(&) dx + / / ( f 2 ) dx + . . . + //(£„) dx. 

°n—1 
Ale tento součet je podle (24-1) rovný součtu 

/(&) (o,— a0) +/(f2) K—a,) + ... + /(£.) (a„—(/„_!), 
t . j . jednomu z našich vytvořujících součtů. Můžeme tedy 
říci, že vytvořující součet dostaneme z integrálu (26-2), když 
v každém z intervalů (26-1) aproximujeme funkci /(x) kon-
stantou. Lepšího přiblížení dosáhneme, aproximujeme-li 
funkci f(x) jinak. Nechť [ot, /S] znamená jeden z intervalů 
(26-1) a nechť 

* +P 

leží právě uprostřed tohoto intervalu. Budeme aproximo-
vati funkci /(x) v intervalu mnohočlenem druhého stupně 

<PÍX) = CO + CIX + C2X2> 
jehož koeficienty budeme voliti tak, aby obě funkce nabý-
valy téže hodnoty pro x = a, /?, y. -Abychom mnohočlen 
yp(x) pohodlně určili, pišme jej ve tvaru 

<p{x) = A0 +A1(x — oc) + A2(x — « ) ( x — y). (26-3) 
Máme určití čísla A0, Alt A2 podle podmínek 

?(«) = f(cc), <p(y) = f(y), <p(P) = m-
Dosadíme-li do (26-3) x = y, fi, vyjde 

/(<*) = A0, 
f(y) = A0+Al(y — *) = A0+ \AX (0— <*). 
m = A0+A1 {fi— a) + A, W — a) (p—y) = 

= A0+AX {fi — x) +tA2(p—oc)*, 
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takže 
f(r)—H*) A0 = /(«), Ai = 2 

16 — « 

, _ 0 / ( « ) - 2 / ( y ) + / ( f l ( 2 6 ' 4 ) 

( ^ j i * 
Protože 

(x — «) ( x — y ) = ( x — a ) | x — « — = 

= (x—<x)* — t ( p — oc) {X—a), 

jest 
[ i ( x — « ) * — i tf—x) (x— «)«] ' = ( * — « ) ( x — y ) , 

takže podle odst. 25 je 
P 

/ ( * — « ) (x—y) dx = £ (0— «)«— | «)» = tV C/3—«)». 
(26-5) 

Dále je 
[*(« — «)*] '= (* — <*)> 

takže podle odst. 25 je 
P 

f(x—<x)dx=t(/3 — <x)*. (26-6) 

Ze (26-3), (26-5) a (26-6) plyne podle (24-1) a I, I I v odst. 24 
P 

f<p(x) d x = A0 (0 — « ) + (/J — «)« + (,9 — i ) » , 

takže podle (26-4) p 

f <p(x) dx = L—l f/(«) + 4/05) + f(y)l (26-7) 

Vraťme se ke vzorci (26-2)! Hledanou přibližnou hodnotu 

76 



integrálu nalevo dostaneme, když v každém integrálu na-
pravo nahradíme f{x) vhodným mnohočlenem druhého stup-
ně, t . j. když každý integrál napravo nahradíme integrálem 
(26-7), v němž ovšem místo intervalu [a, /9] bereme postupně 
intervaly (26-1). Omezme se na ten případ, kdy intervaly 

(26-1) mají vesměs stejnou délku Pak vyjde po 
n 

snadné úpravě pro náš integrál přibližná hodnota 

Při tom se v lomené závorce vyskytují postupně hodnoty 
funkce f{x) v číslech 

b— a b — a 
a, a -|—-—, a 

2 n n 
(2n—í) (b—a) L b — a 

"j O) ' 2 n 2 n 

jež tvoří aritmetickou řadu s prvním členem a, posledním 

členem b a konstantní diferencí — K o e f i c i e n t y hodnot 
¿¡7b 

funkce f(x) v lomené závorce jsou tyto: první a poslední 
koeficient je rovný jedné, ostatní jsou střídavě rovny 
číslům 4 a 2. Na př. pro a = 0, b = 1 jest 
Sio = ih [/(O) + 2 / ( A ) +4/(Vfc) + 2 / ( A ) + 

+ 4/(*V) + 2 / (A) +4/ ( ,V) + 2 / ( A ) + 4 / ( A ) + 2 / ( A ) + 
+ + 2 / ( A ) + 4 f ( U ) + 2 f f á ) + 4/( |£) + 2 / ( A ) + 
+ 4/(fJ) + 2 / ( A ) + 4 / ( « ) +/ ( ! ) ] • 

Pravidlo pro přibližný výpočet integrálu, s kterým jsme se 
právě seznámili, jmenuje se S i m p s o n o v o p r a v i d l o . V této 
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knížce se nebudeme zabývat odhadem chyby, které se do-
pustíme, nahradíme-li integrál jeho přibližnou hodnotou 
vypočtenou podle Simpsonova pravidla. Ale abychom si 
prokázali užitečnost Simpsonova pravidla aspoň na jednom 
příkladě, vypočteme si podle něho integrál 

i 

/ dx 
( 2 6 ' 8 ) 

o 
Uvidíme později [viz (32-4)], že čtyřnásobek integrálu (26-8) 
je roven číslu n- Volíme-li v Simpsonovu pravidlu n = 5 
a zaokrouhlíme-li každou hodnotu funkce na osm desetin-
ných míst, dostaneme pro .číslo n přibližnou hodnotu 
3,14159260, v které teprve poslední cifra je nesprávná. 
Bude velmi užitečné, když si čtenář tento výpočet sám po-
drobně provede. 

27. Integrál v geometrii. Pojem integrálu je velmi důle-
žitý v geometrii i ve fysice. Kdykoli je dána veličina, která 
se dá přibližně nahradit součtem velikého počtu malých 
sčítanců, dá se přesná hodnota té veličiny psáti ve tvaru 
integrálu, ale mnohdy při tom nevystačíme s pojmem integ-
rálu funkce jedné proměnné, na který jsme se v této knížce 
musili omezit. V tomto odstavci si probereme čtyři pří-
klady na užití integrálu v geometrii. Fysikálními aplikacemi 
se v této knížce zabývat nebudeme. 

I. Mějme v intervalu [a, 6] dvě spojité funkce f^x), /2(x) 
a předpokládejme, že je v celém intervalu splněna nerovnost 

Mz) < /,(*). (27-1) 
Grafy našich dvou funkcí spolu s přímkami x = a, z = b 
omezí plochu P. [Viz obr. 21.] Plošný obsah plochy P je 
dán integrálem 

b 
/[/ .(*) —/i(*)]d*. (27-2) 

a 

78 



Jsou-li všecky hodnoty funkce fx(x) [a t ím spíš funkce /a(x)] 
čísla kladná, je to zřejmé. Neboť z obrazce je patrné, že plo-
cha P je rozdíl dvou ploch, jejichž obsahy jsou podle odst. 23 

f f 2 ( x ) dx, //,(*) dx (27-3) 

Obr. 21. 

a z odst. 24 víme, že integrál 
(27-2) je roven rozdílu obou 
integrálů (27-3). Nejsou-li všecky 
hodnoty funkce /i(x) kladné, 
zvolíme si t a k velké kladné 
číslo c, aby bylo /j(x) + c > 0 
pro všecka x z intervalu [a, 6]. 
Potom pošineme počátek i osu x 
svisle dolů o délku rovnou c. 
Jsou-li x*, y* souřadnice v no-
vé soustavě, je podle odst. 4 

X* = X, y* = y + c. 
Užijeme-li při výpočtu obsahu plochy P nové soustavy sou-
řadnic, což je ovšem dovoleno, musíme funkce f^x), /,(x) na-
hradit i funkcemi f^x) + c, /,(x) + c. Tyto funkce nabývaj í 
jen kladných hodnot, takže obsah plochy P se rovná integrálu 
(27-2), neboť 

[/,(*) + c] — [/,(*) + c] = /a(x) — /»(x). 

Je- l i nerovnost (271) splněna pouze u v n i t ř in te rva lu 
[a, 6], kdež to fx{a) = f2(a), f^b) = ft(b), p a k z hranice plo-
chy P odpadnou obě svislé úsečky, ale j inak se nic nezmění 
a vzorec (27-2) zůs tane sp rávný . Týž vzorec p la t í t aké , 
je-li nerovnos t (271) porušena v jediném z obou čísel a, b. 

I I . Mějme v in te rva lu [a, 6] spoj i tou funkc i f(x), k t e r á 
n a b ý v á jen k ladných hodno t . Graf funkce f(x), svislé př ím-
k y x = a, x = b a osa x omezí plochu P. [Viz obr . 20 
n a s t r . 62.] T u t o plochu o táče jme kolem osy x. Souhrn 
všech poloh otáčené plochy je ro tační těleso T . Ukážeme 
si, že ob jem tělesa T se d á vy j ád ř i t i in tegrálem (27-5). 

J a k o v odst. 23 si rozdělme interval [a, 6] na velký počet 
malých intervalů 
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[o0, o j , [Oj, o2], . . . , [ a n _ j , «„] 
a zvolme si čísla f i , . . . , f n > po jednom v každém z těch 
intervalů. Této volbě odpovídá, jak víme z odst. 23, plocha P 0 
složená z n obdélníků a vy čárkovaná v obr. 20. Otáčíme-ll 
plochu P0 kolem osy x, vznikne rotační těleso T0 a z názoru je 
patrné, ,že tělesa T0 a T maj í přibližně stejný objem. Těleso Tt 
se skládá z n rotačních válců, vzniklých otočením jednotlivých 
obdélníků. J a k známo, je objem rotačního válce roven číslu 
Tirhi, kde r znamená poloměr podstavy a v výšku. Proto objem 
tělesa To je roven číslu 

1 • { [/(fl)]2 (Ol — °o) + [/(£.)]' («2 — «l) + , 2 7 « 

Tedy výraz (27-4) udává přibližnou hodnotu objemu tělesa T. 
Z toho pijme, že přesná hodnota objemu našeho rotačního 
tělesa T je rovna 

b 
nfU(x)]* dx. . (27-5) 

a <— 
I I I . Budiž f(x) spoj i tá funkce v in tervalu [a, 6]. T e n t o k r á t 

n á m n a t o m nezáleží,, zda jsou všecky hodno ty funkce f(x) 
čísla k ladná . Za to předpokláde jme, že f(x) m á derivaci 
v každém čísle z in tervalu [o, 6] a že t a k é f'(x) je spo j i t á 
funkce v in tervalu [a, 6]. Označme C část g ra fu funkce f(x) 
ležící mezi body 

A = (a;f(a)), B = (b; f(b)). 

Ukážeme, že délka čáry C se dá vy jádř i t i in tegrálem (2710) . 
Jako obvykle rozdělíme si interval [o, 6] na velký počet 

malých intervalů 
[a0, o j , [o„ oa] [ o B _ r a n l (27-6) 

vytkneme si na grafu body odpovídající hodnotám a0, Oj, . . . , oB 
a spojíme ty to body úsečkami. Tak vznikne lomená čára <70, 
vyčárkovaná v obr. 22. Z názoru je patrné, že délka čáry C je 
přibližně rovna délce lomené čáry G0. Délka čáry C0 je však 
rovna součtu délek jednotlivých úseček, z kterých se skládá, 
a délka úsečky je vzdálenost jejích krajních bodů, která se 
počítá podle vzorce (4-2). Proto je délka lomené čáry C0 rovna 
výrazu 
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V f o — a, ) ' + [/(Ol) — /K)]* + — o j ' + [/(q8) — /(ai)Í* + 
+ . . . + \ { a n _ + [/(o„) — / ( a „ _ x ) p . (27-7) 

Výraz (27-7) si musíme ještě upravit i ; užijeme k tomu věty 
vyslovené na začátku odst. 21. Podle této vě ty lze udat i čísla 
iv fi> • • •» fn> po jednom v každém z intervalů (27-6), taková, že 

/C«x) — /(«o) = f'(Si) («i — o.), /(o.) — /(®i) = /'(£») (o, — o,) a td . 
(27-8) 

Podle toho je výraz (27-7) roven výrazu 

Yl + [/'(fl)]8 (Ol — o») + Vl + [/'(¿,)]2 (O, — Ol) + 
+ . . . + Vl + [/'(f.)]« — (27-9) 

Tedy (27-9) je přibližná hodnota délky čáry C, z čehož plyne, 
že přesná hodnota délky čáry C je rovna 

b 
/ V 1 + U'(x)f dx. (27-10) 

a 
I V . Učiňme o funkc i f(x) s te jné p ředpoklady j ako ve I I I 

a mimo t o předpokláde jme, že f(x) n a b ý v á jen k ladných 
hodno t . Otáče jme čáru C kolem osy x. T ím vznikne ro tační 
plocha R. Ukážeme, že povrch plochy R je roven integrálu 
(27-12). 

Rozdělme si zase [o, 6] na malé intervaly (27° 6) a opět si všimně-
me lomené čáry C0, vy čárkované v obr. 22. Otáčením kolem 
osy x vznikne z čáry C0 rotační plocha R0. Z názoru je patrné, 
že povrch plochy R je přibližně rovný povrchu plochy R0. 
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Plocha ¿ř0~se sklAdá z n jednoduchých ploch, z nichž každá 
vznikne rotací jedné úsečky; t y jednoduché plochy tedy jsou 
pláště komolých rotačních kuželů. Pro povrch pláště komolého 
rotačního kužele se však na střední škole odvozuje vzorec 
n (rx + r2) a, kde a rt jsou poloměry podstav a a je společná 
délka úseček, které lze vésti na plášti od jedné podstavy k druhé. 
Proto je povrch plochy iř0 roven výrazu 

« ÍW«.) + /(«!>] V(«l — «<>)' + t/(°l) ~ /(°o)]' + • ' ' 
. . . + t / K - i ) + /(»»)] V ( o „ - « „ _ i ) a + [ / ( « » ) - / K - x ) ? } . 

Zvolíme-li si zase vhodně čísla £ l t . . . , po jednom uvnitř 
každého z intervalů (27-6), budou platiti vztahy (27-8), takže 
povrch plochy R0 lze psát i ve tvaru 

1 {[/(o») + /(«i)] y i + t r t f i ) ] ' (°i — o„) + . . . 
. . . + [/(o„_i.) + /(«„)] y i + [ / ' ( f „ ) ] j K — o » - ! » . 

Protože jsou intervaly (27-6) malé a protože funkce f(x) je 
spojitá, liší se jen nepatrně 

/ K ) + /(«i) od 2/(£1), . . . , / ( a ^ ) + /(a„) od 2/(£„), 
takže se povrch plochy i?0 liší jen nepatrně od čísla 

2 ^ { / ( f i ) y r + i ř ( W ( o i - o . ) + . . . 
• • • + /(£„> y i + [/'<£„)? (o B —o B _ x )} . 

Tedy (27-11) je přibližná hodnota povrchu plochy R, takže 
přesná hodnota povrchu plochy R je rovna 

b 
2 ^ / / ( x ) y i + [/'(x)]»dx. (27-12) 

a 
Náš pos tup v t omto odstavci nebyl právě přesný. Pro-

myslíme-li si je j znovu, nahlédneme snadno, že hlavni potíž 
tkv í v tom, že jsme počítali geometrické veličiny, pro k teré 
jsme sice měli názorné předs tavy, nikoli však přesné arit-
metické definice. Takové přesné definice lze skutečně uda t , 
a potom je už lehké dá t i hořejším důkazům přesný t v a r . 
Tím se zde zabýva t i nebudeme. Budiž pouze podotčeno, že 
přesná definice povrchu křivé plochy je mnohem složitější 
než přesné definice ostatních geometrických veličin, s kte-
rými jsme se zde setkali . 
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Cvičení .*) Ve cvičeních 27"I až 27"7 máte určití napřed 
obsah plochy omezené čarami, jejichž rovnice jsou udány, 
a potom počítati objem tělesa, které vznikne rotací té plochy 
kolem osy x. Tvar plochy si pokaždé napřed naznačte obrazcem. 

27-1. y = x3, y = 0, x = 3. 
27-2. j/2 = 12x, x = 12. 
27*3. 4y = {x + 1)», y = 0, x = 2, x = 4. 
27-4. 4ys = 3x®, x = 1. 
27-5. y = 9x — x2 — 14, y = 0. 
27-6. 9y = x» (x + 3), y = 0. 
27-7. x*y = 36, y = 0, x = 2, x = 6. 
Ve cvičeních 27*8 až 27' 10 máte určiti obsah plochy omezené 

čarami, jejichž rovnice jsou udány. 
27' 8. y = x2, y = 4x. 
27-9. y = xa, x = i/2. 
27-10. 2/2 = x, i/2 = x3. 
Ve cvičeních 27' II až 27' 13 máte počítati napřed délku dané 

čáry, potom povrch plochy, která vznikne rotací té čáry kolem 
osy x. 

27" I I . x4 + 3 = 6 x y od bodu x = 1 do bodu x = 4. 
27'12. 8x*y = 2 + x« od bodu x = 1 do bodu x = 2. 
27'13. 9t/a = x ( x — 3)2, y ^ 0 od bodu x = 0 do bodu 

28. Logaritmická funkce . K tomuto odstavci není t ř eba 
žádných znalostí o logaritmech ze střední školy, neboť vše, 

co budeme pot řebovat , si odvodíme. Protože funkce - i - je 

spoj i tá pro všecka klnHná x, můžeme si pro všecka k ladná t 
definovat i pomocí integrálu 

funkci , k terou nazveme funkcí logaritmickou a označíme 
log t. J e tedy 

*) Cvičení jsou volena tak, že při výpočtu integrálů se vy-
stačí se vzorcem (25-10). 

x = 3, 

l 
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t 

/ áx 
— (28-1) 

i 
pro každé kladné t. Podle odst. 25 má tato funkce derivaci 

( logť) ' = 4 ' (28-2) 

pro všecka t > 0. Ježto tato derivace je stále kladná, je 
logaritmus rostoucí funkce všude, kde je definována. Podle 
(28-1) jest 

log 1 = 0, (28-3) 
takže*) 

t > 1 => log t > 0, 0 < t < 1 log t < 0. (28-4) 
Základní vlastnost logaritmické funkce jest 

a > 0, b > 0 => log (ab) = log a + log 6 (28-5) 
neboli slovy: L o g a r i t m u s s o u č i n u (dvou kladných čísel) 
se r o v n á s o u č t u l o g a r i t m ů obou č i n i t e l ů . Odvodíme 
si ji takto. Ze (28-2) plyne podle pravidla o derivování slo-
žené funkce (viz odst. 17) 

[log (at))' = y . 

takže funkce 
log (at) — log t 

má derivaci identicky rovnou nule a je to tedy konstanta 
(viz odst. 21). Hodnotu této konstanty dostaneme dosaze-
ním ř = 1; podle (28-3) vyjde logo, takže 

log {at) — log t = log a 
pro všecka t > 0. Dosazením t = b vyjde (28-5). 

Když ve (28-5) volíme b = —, vyjde podle (28-3) a 
*) Význam značky => byl vysvět len u vzorce (13-3). 
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l og— = — l o g a 
a 

pro všecka a > 0. 
Podle (28-5) dostaneme postupně 

log (a2) = log (a . a) = 2 log a, 
log (o3) = log (a2 . a) = 3 log a atd., 

obecně 
log (aB) = n log a 

pro každé celé kladné n. Protože 

plyne ze (28-6), že (28-7) platí i pro celá záporná n. Podle 
(28-3) platí (28-7) také pro n = 0. Tedy (28-7) platí pro 
každé celé n, libovolného znamení. 

Protože logaritmická funkce má všude derivaci, je spo-
j i tá . Proto hodnoty, kterých nabude, tvoří interval (viz 
odst. 19). Protože ve (28-7) můžeme dáti celému číslu n 
libovolně velké kladné i záporné hodnoty, nabývá logarit-
mická funkce libovolně velkých kladných i záporných hod-
not. Jelikož pak ty hodnoty tvoří interval, může to být 
pouze interval [— oo, oo], t . j . logaritmická funkce nabude 
každé možné hodnoty. Protože je to funkce rostoucí, nabude 
každé hodnoty pouze jednou. Zejména existuje jediné kladné 
číslo, v kterém nabude logaritmická funkce hodnoty 1. 
Toto číslo se značí písmenem e. J e tedy 

log e = 1. (28-8) 
Dá se vypočísti, že 

e = 2,718281828459...; 
ale tímto výpočtem se zde zabývati nebudeme. 

Logaritmy zde definované se nazývají l o g a r i t m y při-
r o z e n é . Naproti tomu logaritmy, o kterých jste se učili na 
střední škole, se jmenují l o g a r i t m y d e k a d i c k é . Souvislost 

(28-6) 

(28-7) 
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mezi oběma druhy logaritmů je velmi jednoduchá; označí-
me-li dekadické logaritmy na rozdíl od přirozených symbo-
lem Log, platí identita / 

loe t '1 : 4 

takže, jak známo, " 
Log 10 = 1. 

29. Geometrické řady. Jelikož logaritmy jsou integrály, 
můžeme je počítati numericky podle Simpsonova pravidla. 
Pohodlnější metodu poznáme v následujícím odstavci. 
Napřed si však zopakujeme něco z toho, čemu jste se na 
střední škole učili o t . zv. g e o m e t r i c k ý c h ř a d á c h . 

Budiž q číslo různé od 1, ale jinak libovolné. Pro každé 
celé kladné n označme Sn součet 

S»= 1 + ? + g 2 + .-- (29-1) 
Pak platí známý vzorec 

1 — q" 
Sn = (29-2) 

1 — ? 
Můžeme si jej ostatně zde znovu odvoditi, protože je to 
velmi krátké. Z (29-1) plyne 

qSn = q+q2+...+q"-l+q*. (29-3) 
Odečteme-li (29-3) od (29-1), pak se na pravé straně většina 
členů zruší a vyjde (1 — q) Sn= 1 — qn, z čehož plyne 
(29-2). 

Nyní předpokládejme o číslu q, že jeho absolutní hodnota 
je menší než 1. Potom se s rostoucím n blíží číslo qn nule, 
což píšeme 

lim qn = 0. (29-4) 
n— 

Vztah (29-4) lze přesně popsati t ak to : Je-li dáno číslo e > 0, 
existuje celé kladné číslo p takové, že 

n > p => | qn | < e. (29-5) 

Správnost vztahu (29-4) si dokážeme pomocí logaritmů (ač by 
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to šlo i bez nich). Jest 0 < | q | < 1, tedy log | q | < 0 [viz 
(28-4)]. Čísla 

1 . log | q |, 2 . log | ? | , 3 . log \q\, . . . 
jsou tedy záporná a jejich absolutní hodnoty zřejmě vzrůstají 
nade všecky meze. Proto lze k danému číslu e > 0 určiti celé 
kladné číslo p tak, že 

n > p => n . log | q \ < log e. 
Avšak n . log | q | = log | q |n podle (28-7), takže pro všecka 
n > p je log [ q |B < log e. Ježto však logaritmus je rostoucí 
funkce, je 

log l q f < log e => | q < e, 
takže platí (29-5), neboť | qn \ = \ q Tím je správnost vztahu 
(29-4) dokázána. 

Podle (29-2) je 

8 n 
1 

1 - q 
1 

1 - 3 3" (29-6) 

a když [za předpokladu | q \ < 1] n roste nade všecky meze 
vychází z (29-4), že se ve (29-6) pravá strana blíží nule 

tedy se blíží nule i strana levá, t . j. Sn se blíží číslu 

Píšeme krátce (stále pro | q \ < 1) 

1 + 3 + í 2 + 3S + g4 + • • • = 

1 

1 
, (29-7) 
1 — q 

a říkáme, že nalevo ve (29-7) je k o n v e r g e n t n í n e k o n e č n á 

Ta nekonečná řada má nekonečně ř a d a se součtem . 
1 — 3 

mnoho členů, a proto vlastně nelze mluvit .o jejím „součtu1'. 

Říkáme-li, že má součet ^—^—, míníme tím, že součet 
1 — 3 

v e l k é h o počtu prvních členů řady je p ř i b l i ž n ě ' roven 

-—-—, což je přesněji vyjádřeno vztahem 
1 — 3 

lim Sn = —!—' 
»—ct> 1 — 3 
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kde Sn znamená součet prvních n členů řady (29-7), t . j. Sn 
má týž význam jako ve (291). Obecně říkáme, že nekonečná 
řada 

t . j . když ke každému číslu e > 0 lze určití celé kladné 
číslo p tak, že 

n > P => I (®i + ®2 + • • • + °n) — « | < 

Když k nekonečné řadě (£9-8) ne lze udati číslo s s vlast-
ností (29-9), říkáme, že řada je d i v e r g e n t n í ; divergentní 
řada nemá ž á d n ý součet. Řada (29-7) je divergentní na 
př. pro ? = 1 nebo pro q = — 1; ostatně je divergentní 
pro všecka q, pro něž není | q \ < 1. 

Pojem součtu konvergentní nekonečné řady je tedy (po 
derivaci a po integrálu) třetím důležitým příkladem obec-
ného pojmu limity. G e o m e t r i c k á ř a d a [t. j. řada tvaru 
(29-7)] se dobře hodí jako první příklad na pojem součtu 
nekonečné řady, protože se součet prvních n členů dá velmi 
pohodlně vyjádřit [viz (29-2)], takže diskuse je v tomto 
příkladě velmi jednoduchá. Na druhé straně součet konver-
gentní geometrické řady [tedy pravá strana ve (29-7)] je 
příliš jednoduchý, takže na tomto příkladě není ještě patrný 
pravý účel zavedení pojmu konvergentní řady; ten je v tom, 
že řada je pohodlným prostředkem k přibližnému výpočtu 
součtu. Tento účel bude tím lépe patrný u nekonečných 
řad, které poznáme v odst. 30 a 32. 

30. Výpočet logaritmů. V tomto odstavci poznáme kon-
vergentní nekonečnou řadu, pomocí které lze velmi pohodlně 
počítati logaritmy. Napřed si dokážeme, že pro | q | < 1 je 

®1 a2 + ®0 + + • • • 
je k o n v e r g e n t n í a že má s o u č e t a, když 

lim (#! + a2 + . . . + a„) = a, 

(29-8) 

(29-9) 
n~*oo 

(30-1) 
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Pro g = 0 je vztah (30-1) zřejmý [viz 2410]. Budiž nyní 
0 < q < 1. Když x probíhá interval [0, q], pak funkce 1 — x 
klesá od hodnoty 1 do hodnoty 1 — q > 0, a proto funkce 

-—-—- roste od hodnoty 1 do hodnoty . J e tedy v celém 
intervalu [0, q] 

~n l 
0 < < "j . x", 

- 1 — x - 1 — 3 
takže podle IV a V v odst. 24 je 

« « 

0 < / r—— dx< T—í dx. 
= J 1 — x = J 1 — q 

o o 
Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je však 

I ' , x » d x = - ± _ . - ? ^ ! < 1 1 í -
J 1 — q 1 — q n + 1 1 — g n + 1 
o 

neboť 0 < q < 1 => gB + 1 < 1. Tedy 

C xn 1 1 
0 < / dx < -= J 1 — x 1 — q n + q n + 1 

0 
a z toho ihned plyne (30-1). Tím je (30-1) dokázáno pro 0 ^ 
^ q < 1. Budiž konečně 0 > q > — 1. Když x probíhá interval 
[<jr, 0], pak funkce 1 — x klesá od hodnoty 1 — q > 1 do hod-
no ty 1, a proto funkce -—-— roste od hodnoty -—-— > 0 

l — x 1 — q 

do hodnoty 1. J e tedy v celém intervalu [g, 0] 
1 — x 

takže podle IV a V v odst. 24 je 
o 0 

0 < J ( ~ x ) " dx x)n dx. 
9 j 

Podle I v odst. 24 a podle (25-10) je však 
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j ( - X)ndx = ( - l f j x n d x = ( - 1)» ¿ ^ j = 

\q \n + 1
 < 1 

~ n + 1 ra + 1' 
neboť | q | < 1 => | q | n + 1 < 1. Tedy 

dx < —1— r. (30-2) x n + 1 

Avšak podle I v odeé. 24 a podle (24-9) je 

o o g 
takže podle (30-2) 

1 ¡/i 
r» 

dx n + 1 1 — x 
0 

z čehož zase plyne (30-1). 
Nyní si dokážeme, že pro | q | < 1 nekonečná řada 

q2 qa q* 

9 + J + J + 7 + (30-3) 

je konvergentní a má součet — log (1 — q). Za t ím účelem 
zaveďme funkci -

[ nA xs xn~\ 

+ j + - + — -
kde proměnná x probíhá vnitřek intervalu [— 1,1]. (Číslo 
1 — a; je tedy stále kladné, takže symbol log (1— x) má 
všude význam.) Derivováním najdeme 

/ ' .(*) = r ~ [l+x+x*+...+ z»-1]. 
1 — x 

90 



Avšak podle (29-1) a (29-2) je 

.1 + x + x2 + . . . + a ř - i = , * 

takže 
x" 

Jsou-li tedy a, b dvě libovólná čísla z vnitřku intervalu 
[— 1,1], je podle odst. 25 

o 

h 
x dx = fn(b) — /«(a). 

^ 1 — X 

a 

Protože /„(O) = 0, je tedy pro | q | < 1 
« 

h 

x" 
- fn(q), 1 — X 

o 
takže lim fn(q) = 0 podle (301). Avšak fn{q) je rozdíl mezi 

n—nx) 
číslem — log (1 — q) a součtem prvních n členů řady (30-3). 
Tím je dokázáno, že pro | q | < 1 je řada (30-3) konvergentní 
a že 

q2 g3 o4 
q + 3 + 4 + • • = — »og(l — ?)• (30-4) 

Protože | — q \ = | q |, můžeme pro | q \ < 1 ve (30-4) místo 
q psáti — q, čímž dostaneme (změníme-li všude znamení) 

q ~ Y + y _ T + - " = l o g ( 1 + q ) • 
Protože 

log J - t i = log (1 + 9) — log (1 — q), 
1 — q 

je pro | q \ < 1 
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Volíme-li 
_ 1 

q ~ 2n + 1' 
dostaneme vzorec 

log ( . + 1) - log . = 2 + + 

+ - -L ...1. 

5 (2n + l) s ' J 
Volíme-li po řadě n = 1, 2, 3 , . . . můžeme postupně počítati 
přirozené logaritmy všech celých čísel, při čemž i při velké 
přesnosti je třeba jen několika málo prvých členů řady. 
Proveďte si tento výpočet pro několik prvých n. Pro kon-
trolu buďtež zde uvedeny na šest desetinných míst přirozené 
logaritmy 

log 2=0,693147, log 3 = 1,098612, 
log 4 = 1,386294, log 5 = 1,609438, 
log 6 = 1,791759, log 7 = 1,945910, 
log 8 = 2,079442, log 9=2,197225, 
log 10 = 2,302585, log 11 = 2,397895. 

Z přirozených logaritmů dostaneme dekadické logaritmy 
podle (28-9), násobíce číslem 

i—^-j-- = 0,434294481903252. ' p t ^ 
log 10 r b-Aj-k^. 

31. Funkce arcus tangens. V obr. 23 je naznačena kruž-
nice K se středem v počátku O a s poloměrem rovným jed-
notce délky. Kružnice K obsahuje právě ty body (x; y), 
jejichž vzdálenost od počátku je rovna 1, takže podle (3-1) 
rovnice kružnice K je 

1. (311) 
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Osa x rozdělí K na dvě polokružnice Kv K2. My si budeme 
všímat pouze polokružnice Kv která leží nad osou x. Ke 
každému x z intervalu [— 1,1] existuje na Kx právě jeden 
bod (x; y) a pro tento bod podle (31-1) platí vzorec 

y = | / l — x2. (31-2) 
Tedy (31-2) představuj e 
funkci, jejíž graf je polo-
kružnice Kv Uvnitř inter-
valu [— 1,1] má funkce 
(31-2) derivaci 

y = — 

V 
(31-3) Obr. 23. 

Tato derivace je zřejmě spojitá funkce uvnitř intervalu 
[— 1, 1]." Zvolíme-li si čísla a, b tak, že 

— 1 < o < 6 < 1, 
pak je interval [a, 6] částí intervalu [— 1, 1]. Číslům a, b 
odpovídají body A, B na polokružnici tyto body jsou 
krajními body oblouku C kružnice K (viz obr. 23). Délka 
oblouku C je podle I I I v odst. 27 rovna integrálu 

b 
/ y i + y'2 dx, 

a 

do kterého musíme za y' dosaditi hodnotu (31-3). Provede-
me-li dosazení, dostaneme po úpravě integrál 

f v ě x2 
(31-4) 

Po této přípravě hodláme nyní definovati určitou funkci 
F(t) proměnné t. Za tím účelem položme P = (0;1), takže P 
je nejvyšší bod kružnice K. Tečna T kružnice K v bodě P 
je patrně vodorovná (viz obr. 24), tedy má rovnici y = 1. 
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Pro každou volbu čísla t je (t; 1) určitý bod na přímce T. 
Spojnice s bodu (ř; 1) s počátkem má patrně rovnici x = ty. 
Přímka s protne polokružnici v bodě Q. Abychom si 
vypočetli souřadnice x, y bodu Q, dosadíme x=ty do rovnice 

(31-1), což dá ( l+ť 2 ) j/2 = 
= 1; protože 0, je tedy 

1 
y = •,/ l / i + t • 

takže 

j / T p ) ' 
Definice funkce F(t) zní 
takto: Je-li předně t > 0, 
takže bod Q leží napravo 

od bodu P, je F(t) délka oblouku PQ kružnice K, tedy 
t 

i + ť 

j yi—x* 
o 

podle (31-4). Je-li za druhé t < 0, takže bod Q leží nalevo 
od bodu P, je číslo F(t) záporné a jeho absolutní hodnota 
je rovna délce oblouku PQ, tedy 

j yi—x* 
t 

Fi + 'ť 

Je-li konečně t = 0, takže body P a Q splynou, položíme 
F(t) = 0. Z definice je patrné, že 

F(—1)= — F(t) (31-5) 
pro každé t, že tedy naše funkce je funkce lichá. Když t 

/ 

/s 
/ 

Obr. 24. 
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roste nade všecky meze, blíží se zřejmě bod Q poloze R = 
= (1;0) [viz obr. 24], takže se číslo F(t) blíží délce oblouku 
PR, t . j. čtvrtině délky celé kružnice K. Protože poloměr 
kružnice K je roven 1, je její délka 2TT, takže 

lim F(t) = (31-6) 
t-VOO -

Ze (31-5) a (31-6) plyne 

Um F(t) = — (31-7) 
!->• — 00 -

Funkce F(t) má jméno a r c u s t a n g e n s . Důvod tohoto 
jména je jasný z definice funkce F(ť) pro t > 0. Pak je 
patrně t tangens úhlu POQ a číslo F(t) je délka oblouku 
(latinsky arcus), který tento úhel vytíná z kružnice K. 

Podle (24-9) a (24-10) jest 
i _ 

1/TTT> 

o 

pro v š e c k a t. Definujeme-li funkci /(«) proměnné u rovnicí 

' H y ě r . -
o 

kde proměnná u probíhá vnitřek Intervalu [— 1, 1], je tedy 

1»-'(prb) ,31'8) 
pro všecka t. Podle odst. 25 jest 
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mimo to se najde po úpravě 

U = Y = • ( 3 M O ) 
( V I + Í 2 ) 3 

Podle odst. 17 však plyne ze (31-8) 

™=/1ft-PMfHF?)' 
takže podle (31-9) a (31-10) je 

1 F'(t) 
t* ' (i/i+<2)® 
+<2 

z čehož plyne po úpravě 

= F T F ( 3 1 ' N ) 

Ze (31-11) plyne podle odst. 25 
b 

dx 

b 
-=F(b) — F(a); 

1 
a 

protože F(0) = 0, je tedy 
t 

m = / T T ? ( 3 1 ' 1 2 ) 

o 

32. VýpoCet Čísla n. Nechť stále F(t) znamená funkci 
arcus tangens. V tomto odstavci si dokážeme, že pro 111 ^ 1 
je číslo F(t) rovné součtu konvergentní řady 

/3 /6 /T 
m = t - ^ + T - T + ... (32-i) 

To je zřejmé pro t = 0; případ t < 0 se pomocí (31-5) pře-
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vede na případ t > 0. Nechť tedy 0 <C t ^ 1. Napřed si do-
kážeme, že 

t 
n 

— dx = 0. (32-2) 
1 + z2 

0 
V celém intervalu [0, ť] je 

0 < — ; ^ Z2", 

— 1 + x2 — ' 
takže podle IV a V v odst. 24 je 

t 

0 
Podle (25-10) je však 

t 

/
x2n C 

dx <> I x2n dx. I -r X* —J 

f 
ř2n + l , 

x2n dx = ^ 2n + 1 — 2re + 1 
ó 

takže 
t 

-2 « 
0 <f *" d x š — L _ , 

—J 1 + x2 — 2n + 1 0 
z čehož plyne (32-2). 

Nyní si zavedme funkci 

[x3 x6 x2"—11 

[Homí znamení platí při lichém n, dolní při sudém.] Derivo-
váním dostaneme pro všecka t [viz (31-1)] 

?>'»(*) = r T T 2 - [ 1 — *» + * • — . . . ± x2«-2]. 
Avšak podle (29-1) a (29-2) je 

1 ± x2n 

1 — x2 + x* — . . . ± x«n—« = , 
1 + x 2 

takže 
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± ?'„(*) = X 2n 

1 + X2 

Podle odst. 25 je tedy 
b 

,2» 
/ xan 

j — j d x = ?>„(&) —
 9n
(a) 

pro každou volbu čísel a, b. Protože <pn(0) = 0, je tedy 

-2n 
t 

x* 
tfi + x* 

o 

d x = <f (t) 

pro každé ť. Pro 0 < í ^ 1 je tedy podle (32-2) 
lim <pn(t) = 0 

. n—*oo 

a z toho plyne (32-1), neboť <pn(t) je právě rozdíl mezi F(t) 
a součtem prvních n členů nekonečné řady napsané ve (32-1). 

Pro i = 1 je oblouk PQ (viz obr. 24) osminou kružnice K, 
takže 

J ( l ) = (32-3) 

neboli 

da; 
(32-4) 

Podle (32-1) a (32-3) je 
» = 4 [ 1 — i + i — - f + i — . - ] . (32-5) 

Řada (5) se nehodí pro praktický výpočet čísla TI. [Apro-
ximujíce řadu (32-5) stem prvých členů, dostali bychom 
pro TI hodnotu asi 3,1316, při aproximaci pomocí tisíce členů 
hodnotu asi 3,1406.] Pro praktický výpočet se hodí řada 
(32-1) pouze při m a l é m t. Můžeme si však při větším t po-
moci následujícím obratem: Nechť «, /} jsou dva úhly menší 
než 45°, takže úhel « +/S je ostrý. Budiž zase P = (0, 1) 



a buďtež Qv Q2, Qs body na polokružnici Kx napravo od 
osy y takové, že 

< POQ1 = «, < POQ2 = 0, < PO<23 = ot+p. (32-6) 
Je-li 

tg « = tg/9 = <2, tg (« + 0 ) = <3, 

jsou čísla Fitj), F(t2), F(t3) rovna délkám oblouků PQlt PQt, 
PQ3. Jsou-li úhly OÍ a fi dosti malé, jsou také čísla a t2 

malá, takže hodnoty F(tj) a F(t2) můžeme pohodlně počítati 
pomocí řady (32'1). AvSak ze (32-6) plyne, že délka oblou-
ku PQS je rovna součtu délek oblouků PQV PQ2, takže 

F(t3) = F(t1) +F(t2). 
Můžeme tedy také F(ta) počítati pomocí řady (32-1), umíme-li 
vypočísti číslo ť3 z čísel tlt t2. To lze pomocí vzorce 

na který se někteří z vás budou pamatovati ze střední školy. 
Podle (32-7) 

= h + t 2  
3 1 — w 

tedv 

= F{tl) +F(ta). (32-8) 

My si zde odvodíme vzorec (32-8) pomocí vyšší matematiky, 
neužívajíce an i geometrického významu funkce F(t) ani trigo-
nometrického vzorce (32-7). Zvolme si kladné číslo ťj a dokažme, 
že (32-8) platí pro všecka í , taková, že t1ti < 1. Uvnitř intervalu 

£— co, - i - J je definována funkce 

a dá se zde de r ivova t ; vy jde 
(1 -<!<)• 
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Podle (31-11) a podle odst. 17 má funkce 

uvnitř intervalu — oo, - j - J derivaci 

1 l + h . ( 3 2 1 0 ) 

1 | | t. + t jž (1— V)1 1 + ť 

Avšak úpravou snadno se dokáže, že výraz (32-10) je identicky 

roven nule. Tedy funkce (32-9) má uvni t ř intervalu £—• oo, -^-J 

všude derivaci rovnou nule a tedy (viz odst. 21) má uvni t ř 
celého intervalu konstantní hodnotu. Tuto hodnotu určíme, 
dosadíme-li t = 0. (To jde, neboť číslo 0 leží uvni t ř našeho 
intervalu.) Dostaneme, že t a konstantní hodnota je F(t{) — 
— ^(0) = F ^ ) . J e tedy 

F(t) = Ffr) 

pro všecka t < —. Dosadíme-li t = í2, dostaneme (32-8). 
h 

Pomocí vzorce (32-8) lze najít rozmanité cesty k pohodl-
nému numerickému výpočtu čísla TI. Vyložíme si jednu 
z nich. Dosadíme do (32-8) nejprve tx = tz= Vyjde 

F(-j^) = 2 . F(L). (32-11) 
Dále dosadíme íx = ť2 = -fa. Vyjde 

J - ( i f t ) = 2F (fv). (32-12) 
Konečně dosadíme tx= 1, t2 = yg-g- Vyjde 

. n u t ) = ^(1) + -P(yií)- (32-13) 
Ze (32-3), (32-11), (32-12) a (32-13) plyne snadným počtem 

* = 1 6 . f ( * ) — é . F ^ ) . (32-14) 
Čísla F(\) a F(TJ-j) můžeme počítati pomocí řady (32-1) 
velmi pohodlně na velký počet desetinných míst, takže 
(32-14) je rychlá cesta k výpočtu čísla TI. Vypočtěte si sami 
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tímto způsobem n aspoň na deset desetinných míst. Pro 
kontrolu budiž zde udáno prvých 20 desetinných míst 
čísla TI : 

3,14159 26535 89793 23846. 
Skončíme poznámkou o vzorci (32-8). Omezme se jako dosud 

na případ í j > 0. Vzorec (|32-8) byl odvozen za předpokladu 
ť2 < —. Zejména platí vzorec (32-8) pro všecka záporná t,. 

h 
Je-li však (a záporné a roste-li | ís | nade všecky meze, pak se 
zřejmě zlomek 

(32-15) 
i — t^j i 

7 1 

l 
blíží číslu , takže se levá a tudíž i pravá s t rana vzorce 

(32-8) blíží číslu F | — - í - j . Porovnáme-li tento výsledek se 
(31-7), dostaneme 

= F ( t l ) ~ T ( 3 2 ' 1 6 ) 

Pro t2 = -j- je zlomek (15) bezvýznamný, tudíž i vzorec (32'8). 

Ale pro řa > — maj í obě s trany vzorce (32-8) význam, ale 
H 

vzorec (32-8) je v tomto případě nesprávný. Správný vzorec 
pro případ <a > y - je 

'i 

Neboť nechť proměnná t probíhá vnitřek intervalu coj-

J a k o výše najdeme, že funkce (32-9) má derivaci identicky 
rovnou nule, takže je to konstanta . Označíme-li si tu to kon-
s tan tu c, je pro i > — 

h 

F ( T = & ) = F l t ) + e - < 3 2 1 7 > 
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takže potřebujeme pouze dokázati, že 
c = F(t1) — n. (32-18) 

Za t ím účelem si všimněme, co se děje, roste-li t nade všecky 
meze. Zlomek, k terý se vyskytne nalevo ve (32-17), se pak 
blíží číslu — - j - [to vidíme, upravíme-li jej jako ve (32-15)], 

n 
takže se levá a tudíž i pravá strana vzorce (32-17) blíží číslu 
F ( j1). Porovnáme-li tento výsledek se (31-6), dostaneme 

*H;)-7 + c~ i32'19) 
plyne (32-18). 

\ HI 

Ze (32-16) a (32-19) 

102 



DODATEK 

33. Metoda postupného půlení. V textu této knížky 
jsme několikrát vynechali důkaz některých tvrzení a tyto 
vynechané důkazy mají býti v tomto Dodatku provedeny. 
Mnohá z těch tvrzení mají tento tvar: Je dán interval [o, 6] 
a tvrdí se, žé v tomto intervalu existuje aspoň jedno číslo 
které má určitou vlastnost. Naše důkazy existence takových 
čísel £ budou míti jednotný tvar, a úkolem tohoto odstavce 
je popis tohoto jednotného tvaru. 

Budeme při tom užívati, jak jsme to vlastně v této knížce 
stále dělali, geometrického znázornění čísel body na přímce, 
kterou si myslíme vodorovnou a můžeme považovati za 
osu x. Určitý bod O na ose x je zvolen za počátek a geo-
metrickým obrazem čísla x je bod (x; 0), který budeme teď 
krátce nazývati bodem x. Geometrickým obrazem intervalu 
[a, 6] je úsečka na ose x, pro kterou jsou bod a a bod b 
krajními body; geometrickým obrazem určitého čísla z inter-
valu [o, 6] je určitý bod té úsečky. 

Je-li J = [«,/?] interval obsažený v intervalu [a, 6], pak 
oc [ fí 

bod —-— leží právě uprostřed intervalu J (t. j. uprostřed 
Ji 

úsečky, která je geometrickým obrazem intervalu J). Bodem 
<x I R 
— s e interval J rozdělí na dvě poloviny 

Mysleme si nyní dán určitý předpis, který každému 
intervalu J = [«, fi] obsaženému v základním intervalu 
[a, b] přiřazuje j e d n u z obou polovin (33-1) intervalu J, 
kterou nazveme v y v o l e n o u po lov inou intervalu J . Pak 
si můžeme postupně utvořit intervaly 

Jo, J V J V J » . . . , (33-2) 
při čemž první interval J0 je roven základnímu intervalu 
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[a, 6] a každý následující interval je vyvolenou polovinou 
intervalu bezprostředně předcházejícího. Z názoru je jasné, 
že existuje zcela určitý bod £, který leží současně ve všech 
intervalech (33-2). Tento bod £ je geometrickým obrazem 
určitého čísla £. Toto číslo £ nazveme k o ř e n e m výše 
uvedeného předpisu pro půlení intervalů J. Poloha bodu £ 
v intervalu [a, 6] závisí na volbě toho předpisu a obratnou 
volbou předpisu dosáhneme v řadě případů, že číslo £ bude 
míti právě tu vlastnost, jejíž existence se má prokázati. 

Délky intervalů (33-2) jsou 
, b—a b—a b—a 
o — o, » s — > • • • 

2 2" 23 

Protože bod £ leží ve všech intervalech (33-2), platí nerov-
nost 

i - í i á ^ 
pro každý bod x intervalu Jn. Avšak zřejmě je 

b— a lim = 0. 

Z toho následuje snadno, že každému číslu b > 0 lze při-
řaditi index p tak, že, kdykoli w ¡> p, platí nerovnost 

| x — £ \ < é 

pro všecky body x intervalu Jn. Tento fakt nám bude 
užitečný. \ 

Že kořen f předpisu pro půlení existuje, usoudili jsme z geo-
metrického názoru. J c možné a účelné, dokázati existenci 
čísla S ryze ari tmeticky a lze to provésti několika způsoby. 
Ale t ím se v této knížce nehodláme zabývati . 

34. Obecné vlastnosti spojitých funkcí. V celém od-
s t a v c i p ř e d p o k l á d á m e , že je d á n a v i n t e r v a l u [a,6] 
s p o j i t á f u n k c e /(x). 

I. Je-li /(o) < 0, f(b) > 0, e x i s t u j e v i n t e r v a l u [a, 6] 
a spoň j^edno číslo £ t a k o v é , že f(£) = 0. 
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Budeme naopak předpokládat!, že je f(x) 4= 0 pro každé 
číslo x z intervalu [o, 6]. Zavedeme si určitý předpis pro půlení 
intervalů a dokážeme, že musí býti přece jenom /(£) = 0, je-li ( 
kořen předpisu. 

Interval J = [a, fl] nazveme v ý z n a m n ý m , jsou-li splněny 
obě nerovnosti 

/(*) < 0, m > 0 (34-1) 
a l h o s t e j n ý m v případě opačném. Jsou-li (33-1) obě poloviny 
intervalu J a je-li J lhostejný interval, prohlásíme J* za vy-
volenou polovinu. Je-li J význapnný interval, prohlásíme za 
vyvolenou polovinu: [1] J*, když číslo 

(34-2) 

je kladné, [2] J**, když číslo (34-2) je záporné. J e zřejmé, že 
vyvolená polovina významného intervalu je zase významný 
interval. Protože interval J0 = [o, 6] je významný, jsou všecky 
intervaly (33-2) významné. Budiž | kořen našeho předpisu 
pro půlení. Podle předpokladu je /(£) =)= 0. Dokážeme, že to 
není možné. 

Je-li / ( | ) =)= 0, můžeme zvoliti číslo e > 0 tak, že e < | /(!) ]. 
Protože funkce /(x) je pro x = f spojitá, existuje číslo S > 0 
takové, že (pro čísla x z intervalu [o, 6]) < 

| x — f | < 6 => [/(x) — /(£) | < e. (34-3) 
Zvolíme-li index n dosti veliký, platí (viz odst. 33) nerovnost 
| x — f | < 6 pro všecka x z intervalu Jn. Je-li Jn = [a, ji], 
je tedy zejména 

i / ( < * ) — M i < \ M — M \ < B . 
Z toho plyne 

/(«) > M — M < M + 04-4> 
Avšak interval Jn je významný, takže platí (34-1). Ze (34-1) 
a (34-4) plyne 

m — c < o, m + e > o. 
Protože e < | /(f) |, je to nemožné, ať již /(£) > 0, či /(£) < 0. 

I I . N a b u d e - l i f u n k c e f(x) h o d n o t y i h o d n o t y &2 
a je-li 6 t < d < b2, n a b u d e f(x) t a k é h o d n o t y d. 

To plyne již zcela snadno z I . Podle předpokladu existuje 
interval [Oj, o2] obsažený v intervalu [o, 6] takový, že je budto 
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/(Ol) = 61. /(o2) = bt (34-5) 
nebo 

/(01) = 6a> f(at) = bv (34-6) 
Platí-li (34-5), soudíme t ak to : Funkce <p(x) = /(x) — d je spo-
j i tá v intervalu [o1P o,] a jest ^(Oj) = bx — d < 0, (p(at) = bt — 
— d > 0, takže podle I existuje v intervalu [oj, o2] (tím spíš 
v intervalu [o, 6]) aspoň jedno Číslo f , v němž <p(£) = 0, takže 
f(S) = d. Platí-li (34-6), soudíme stejně s t ím rozdílem, že po-
ložíme g>(x) = d — f(x). 

I I I . V i n t e r v a l u \a, 6] e x i s t u j e a s p o ň jed i fo čís lo f 
t a k o v é , ž e f(x)^.f(£) p r o k a ž d é x z i n t e r v a l u [a, 6]. 

Je-li J interval obsažený v intervalu [a, 6] a je-li K interval 
obsažený v intervalu J, řekneme, že K je p o d s t a t n á č é s t 
intervalu J, existuje-li ke každému číslu u z intervalu J aspoň 
jedno číslo v intervalu K tak , že /(«) ^ f(u). 

Budte (33-1) obě poloviny intervalu J. Není-li J* podstatná 
část intervalu J, pak musí v intervalu J existovat číslo r 
takové, že 

j(±) < f(r) (34-7) 
pro každé x z intervalu J*; číslo T nenáleží do intervalu J* 
[neboť (34-7) neplat í pro x = r], takže r musí náležet do J**. 
Není-li J** pods ta tná část intervalu J, soudíme podobně, že 
v intervalu J* existuje číslo s takové, že 

/(*) < /(») (34-8) 
pro každé x z intervalu «/**. 

Z toho následuje, že aspoň jedna z obou polovin (33-1) je 
podstatnou částí intervalu J. Neboť j inak by existovalo i číslo r 
v intervalu J** i číslo a v intervalu J* a dostali bychom jednak 
f(s) < /(r) ze (34-7), jednak f(r) < /(«) ze (34-8), což si navzájem 
odporuje. 

Z toho je patrné, že můžeme zvoliti takový předpis pro pů-
lení, že vyvolená polovina každého intervalu J je podstatnou 
částí intervalu J. Budiž £ kořen toho předpisu. Dokážeme, 
že pro každé x z intervalu J platí nerovnost f(x) ^ /(£), čímž 
budeme s důkazem hotovi. 

Nechť naopak existuje v intervalu J0 = [a, 6] číslo x„ takové, 
že /(x9) > /(£). Zvolme číslo e > 0 tak, aby bylo 

/(*„) > /(£) + (34-9) 
Protože ve (33-2) následuje za každým intervalem jeho pod-
sta tná část, můžeme postupně stanovití čísla 
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®í» ®J> • • • 
po jednom v každém z intervalů (33*2)» t ak že 

/ K ) ú f ( X t ) £ f ( x 3 ) £ 
Podle (34-9) platí 

/(*„) > /(£) + « (34-10) 
pro všecka n. Protože funkce /(x) je spojitá pro x = £, existuje 
číslo S > 0 takové, že platí (34-3). Je-li index n dosti veliký, 
je pa t rně | xn — £ | < ó (neboť xn a f leží v intervalu Jn), 
takže podle (34-3) je 

! / ( * „ ) — M \ <* 
což je ve sporu s nerovností (34-10). 

IV . V i n t e r v a l u [a, 6] e x i s t u j e a s p o ň j e d n o č í s l o £ 
t a k o v é , ž e f(x) ^ / ( f ) p r o k a ž d é x z i n t e r v a l u [a, 6]. 

To plyne ihned z I I I . Neboť g(x) = — /(x) je spojitá funkce 
v intervalu [o, 6], takže podle I I I existuje v [a, 6] číslo £ takové, 
že pro každé x z intervalu [o, 6] platí g(x) £ g(£) neboli 
— Kx) £ — /(£) neboli /(x) ^ / ( £ ) . 

V. B u d i ž d á n o č í s l o e > 0 . P a k e x i s t u j í č í s l a 
a0, av •. .,am t a k o v á , ž e 

o = a 0 < Oj < a 2 < • • - < am—i < a m = b 

a že p l a t í n e r o v n o s t | f(yt)— f{y2) | < e, k d y k o l i o b ě 
č í s l a y2 n á l e ž e j í d o s t e j n é h o z i n t e r v a l ů 

K> °i]> [°i> ®2]> • • •> K - i . «»»]• 
Interval J = [a, /?] obsažený v intervalu [o, 6] nazveme 

p o v o l n ý m , lze-li udat i čísla <%,, 04, . . . , <xM tak , že 
a = a0 < < 3ta < . . . < < = (34-11) 

a že platí nerovnost | f(yx) —• f(yt) \ < e, kdykoli obě čísla 
yv y2 náležejí do stejného z intervalů 

[«o- 1]. [«1. «*] [ " V - r (34-12) 
Interval J nazveme v z p u r n ý m , není-li povolný, lze-li tedy 
při každé volbě čísel a0, txx, . . . , a^ vyhovujících nerovnostem 
(34-11) udat i dvě čísla c1( c2 t ak , že platí | f(Cj) — /(ca) | ^ e, ač 
obě čísla cv ca náležejí do stejného z intervalů (34-12). Máme 
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dokázati, že interval [a, 6] je povolný. Budeme naopak předpo-
kládati, že interval [a, 6] je vzpurný, a ukážeme, že tento 
předpoklad vede ke sporu. 

Jsou-li obě poloviny (33-1) intervalu J povolné, je lehko 
dokázati, že také interval J je povolný. Z toho následuje, že 
lze udati takový předpis pro půlení, že vyvolená polovina 
každého vzpurného intervalu je zase vzpurný interval. Budiž 
f kořen toho předpisu. Protože interval J0 = [o, 6] je vzpurný, 
musí v š e c k y intervaly (33-2) být i vzpurné. Zvolme číslo e1 > 0 
tak, že 2et < e. Protože funkce f(x) je spojitá pro x = f , 
existuje číslo Sx > 0 takové, že pro x z intervalu [a, b] platí 

\z — f I < 6l=> \i(x) — m \ <ev (34-13) 
Volíme-li n dosti veliké, bude délka intervalu Jn menší než 
Interval Jn je vzpurný, takže v něm jistě existují čísla cv ct 

taková, že | /(c,) — /(cs) | ^ e. Protože také f náleží do Jn 

a protože Jn má délku menší než áj, jest | cl — £ [ < e l t 

| c2 — f | < e1P takže podle (34-13) je 

I /(Ci) — m I < «i. I M ) ~ /(c.) I = I /(«.) — /(í) I < 'v 
Z toho plyne 

I /(Cl) — f(ct) I = | [/(Cl) — / « ) ] + [/(f) — /(ca)] I ^ 
á I /(Cl) — m I + I /(O — /(c2) | < 2£ l < e 

a to je nemožné. 
VI . B u d i ž d á n o č í s l o e > 0. P a k e x i s t u j e č í s l o 

ó > 0 t a k o v é , že [ /(z t) — /(z2) | < f , k d y k o l i z2 j s o u 
d v ě č í s l a z i n t e r v a l u [a, 6] t a k o v á , že | — z2 | < ó. 

Zvolme číslo > 0 t a k , že 2el < E. Podle V exis tu j í čísla 
a0, av ..., am t a k o v á , že 

a = Oo<®l<a2< •••< am—l < am = b 
a že | /(ž/i) — fiVi) | < Bv kdykoli ylt y2 jsou dvě čísla ze 
s te jného z in tervalů 

K > «i]. [Oi, o2], • • -, [ o m _ i , am}. (34-14) 
Zvolme číslo ó > 0 t ak , a b y délka každého z in te rva lů 
(34-14) byla větší než <5. Bud tež Zj, z2 dvě čísla z in tervalu 
[a, 6] t aková , že | zx — z2 | < ó. Jsou-l i obě čísla zlt za ve 
s t e jném z in tervalů (34-14), je | f(zx) — /(za) | < Bv t edy tířn 
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spíš | f(Zj) — /(z2) | < e. Nejeou-li obě čísla z1; z2 ve s t e jném 
z in tervalů (34-14), p a k nás ledu je z volby čísla 6, že interval , 
v k t e r é m je zlt a in terval , v k t e r ém je z2, musí mí t i společný 
bod z0. P a k je však | / ( z j —/(zo) | < e j | f(z0) — f(z2) \ < e l t 

t e d y 

I / W — / ( * , ) ! = ! [/(*!) — / (* ) ] + [/(«o) — /(«>)] I ^ 
^ I /(Zi) — f(Zo) I + I f(z0) — f(z2) | < 2 £ l < e. 

35. Obecné vlastnost i derivace. I. B u d i ž f(x) s p o j i t á 
f u n k c e v i n t e r v a l u [o, 6]. B u d i ž f(a) = /(&). V k a ž d é m 
č í s l e x u v n i t ř i n t e r v a l u [o, 6] n e c h ť m á f u n k c e f(x) 
d e r i v a c i . P a k e x i s t u j e u v n i t ř [o, 6] a s p o ň j e d n o 
č í s l o £ t a k o v é , ž e / ' ( f ) = 0. 

Podle I I I v odst. 34 existuje v intervalu [a, 6] aspoň jedno 
číslo f , takové, že 

(35-1) 
pro každé x z intervalu [o, 6], Předpokládejme nejprve, že ( l 
leží uvnitř [o, 6]! Pak je 

l i m / ( x ) - m = / , ( | i ) ( 3 5 . 2 ) 

Z-+Í1 X 

Pro každé x z intervalu [o, 6] čitatel zlomku 

(35-3) 

je budto záporný nebo rovný nule. Pro x menší než je jme-
novatel zlomku (35-3) záporný, tedy je ten zlomek kladný 
nebo 0. Proto ze (35-2) plyne, že / ' ( f j ) 0. Pro x větší než 
je jmenovatel zlomku (35-3) kladný, tedy je ten zlomek zá-
porný. Proto ze (35-2) plyne, že /'(£,) ^ 0. Jelikož už víme, že 
/ ' ( í j ) ^ 0, musí býti /'(£,) = 0. Tedy pro případ, že Si leží 
uvni t ř [o, 6], je důkaz hotov. "" 

Podle IV v odst. 34 existuje v intervalu [o, 6] aspoň jedno 
číslo f s takové, že 

/(*) ž M i ) (35-4) 
pro každé x z intervalu [o, 6]. Předpokládáme-li, že f s leží 
uvnitř [a, b], dokážeme cestou zcela stejnou, jakou jsme šli 
u čísla že je / '(f2) = 0. 
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Zbývá tedy pouze případ, že žádné z obou čísel f x , f , neleží 
uvni t ř [o, 6]. Protože /(o) = /(&), je /(&) = /(fa). Protože pro 
každé x z intervalu [a, 6] platí obé nerovnosti (35-1) a (35-4), 
je f(x) konstanta. Pak je však /'(£) = 0 pro k a ž d é £ uvni t ř 
[a, 6], -

I I . B u d i ž f(x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [o, 6]. 
V k a ž d é m č í s l e x u v n i t ř i n t e r v a l u [a, 6] n e c h ť m á 
f u n k c e / ( x ) d e r i v a c i . P a k e x i s t u j e u v n i t ř [a, 6] a s p o ň 
j e d n o č í s l o £ t a k o v é , ž e 

f(b) — f(a) = m..(b — a). - (35-5) 
Zvolíme-li si ndjakou konstantu c, můžeme utvoří t i novou 

funkci 
F(x) - f(x) — c.x. (3SHt) 

Zároveň s funkcí f[x) je také F(x) spojitá funkce v intervalu 
[a, 6]. V každém čísle x uvnitř intervalu [a, 6] má také funkce 
F(x) derivaci, á tt> 

F'(x) = /'(as) — c. (35-7) 
Volíme-li konstantu c tak , aby bylo 

F(a) = F(b), (35-8) 
můžeme na funkci F(x) užiti věty I, podle které existuje 
uvni t ř intervalu [a, 6] aspoň jedno číslo £ takové, že " 

F'($) = 0. (35-9) 
Dosadíme-li do (35-8) ze (35-6), dostaneme rovnici pro c, z které 
snadno vypočteme 

c = H b ) ~ f i a ) . (35-10) b — a 
Ze (35-7)? (35-9) a (35-10), plyne (35-6). 

I I I . P r o x = a, p r o x=.b a p r o k a ž d é x u v n i t ř 
i n t e r v a l u [a, 6] n e c h ť m á f u n k c e / ( x ) d e r i v a c i . N e c h ť 
je f'(a) :> 0, f'(b) < 0 . P a k " e x i s t u j e u v n i t ř i n t e r v a l u 
[o, 6] a s p o ň j e d n o č í q l o £ t a k o v é , ž e f'(£) = 0. 

Důkaz je velmi podobný důkazu vě ty I . Podle vě ty I X 
z odst. 15 je f(x) spojitá .funkce v intervalu [a, fr], takže podle 
věty I I I z odst. 34 existuje' v intervalu [a, 6] aspoň jedno 
číslo f takové, že " 

f(x) £ m (3S-M) 
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pro každé x z in tervalu [o,-6]. Leží-li | uvn i t ř [o, 6], dokáže 
se docela s te jně j a k o v důkaze vě ty I, že / '({) = 0. T e d y 
stačí dokázat , že nemůže bý t i an i { = o ani £ = b. 

K d y b y bylo £ = o, p a k by podle (35-11) bylo 

o 
x — o 

pro všecka x =f= o z in tervalu [a, 6]. Protože f'(a) > 0, jft to 
zřejmě nemožné. K d y b y bylo £ = 6, p a k b y podle (35-11) 
bylo 

/(x)—./(b) 
® — 6 — 

pro všecka x # 6 z in tervalu [o, 6]. Protože /'(&) < -0, je to 
zřejmě nemožné. 

I V . N e c h ť f u n k c e / ( x ) m á u v n i t ř i n t e r v a l u J v š u d e 
d e r i v a c i . N a b u d e - l i d e r i v a c e f ( x ) u v n i t ř J h o d n o t 
bv 6S -a j e - l i < d < &2, n a b u d e /'(a;) u v n i t ř «7 t a k é 
h o d n o t y d. 

Podle předpokladu exis tuje uvn i t ř intervalu J in terval [o1( o s] 
t akový, že je buďto 

f'(<h) = &s> / '(o s) = (?5-12) 
nebo 

/'(«i) = / '(o,) = 6S. (35-13) 
Platí-li (35-12), soudíme t a k t o : Funkce <p(x) = f(x) -—d . x m á 
derivaci pro x = 'ó i , ' pro a; = o a i pro každé x uvniťř in tervalu 

o,]; mimo to je 

9>'(oi) = /'(«i) — d = 6, — d > 0, 
?>'(<*.) = /'(<»») — d = b1 — d< 0. 

Tedy podle I I I existuje uvn i t ř [o,, o j , t edy uvni t ř J , a spoň 
jedno číslo f takové, že 0 =/ ?>'(£) = f ( £ ) — d, t e d y / '(£) = d. 
Platí-li (35-13), soudíme s te jně s t í m rozdílem, že položíme 
<p(x) = d . x — f(x). 

P o z n á m k a . Je - l i de r ivace f'(x) spo j i tou f u n k c í , j e v ě t a I V 
d ů s l e d k e m v ě t y I I z o d s t . 35. Ale v ě t a I V se n e d á ú p l n ě 
p řevés t i n a o n u v ě t u , p ro tože ex i s tu j í f u n k c e / (z ) , k t e r é 
m a j í v šude der ivac i , p ř i čemž v š a k t á t o de r ivace nen í v š u d e 
s p o j i l i . 

Pří ldad takov<é funkce f(x) • si nyn í udáme. Vyjdeme od 
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funkce <p(x) = x2 (1 — x)2. Tato funkce jé spojitá a má derivaci 
<p'(x) = 2x (1 — x) (1 — 2x). Jest 

v(0) = <P( 1) = 0, <p'(0) = <p'(l) = o, 
0 ^ x £ 1 => 0 ^ <p(x) < 1. 

Nyní definujeme novou funkci F(x) takto . V intervalu [0, 1] 
budiž F(x) = <p(x). Pro ostatní x budiž F(x) definována tak, 
aby byla p e r i o d i c k á s periodou 1, t . j . aby platila identita 
F(x + 1) = F(x). Viz obr. 25, v kterém je graf funkce F(x) 
vytažen plně a graf funkce <p(x) vně intervalu [0, 1] Čárkovaně. 

Obr. 25. 

Funkce F(x) má všude derivaci. Nyní definujeme funkci /(x) 
tak to : Jes t /(O) = 0 a pro x #= 0 je 

/(x) = X1 F 

Pak funkce f(x) má všude derivaci; jest /'(O) = 0 a pro x #= 0 
je 

/ '(x) = 2 x f 

Pro x = 0 není derivace /'(x) spojitá. Podrobné důkazy učině-
ných tvrzení si čtenář snadno sestaví sám. 

36. D ů k a z existence integrálu. Než př is toupíme k vlast-
n ímu p ředmětu toho to odstavce, dokážeme si vě tu I , k t e rá 
nemá s p o j m e m integrálu nic společného, ale k t e ré potom-
uži jeme na integrál . Vě ta I je přes svou jednoduchos t ve 
vyšší ma temat i ce velmi užitečná, t akže stojí za to, abychom 
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si ji zde výslovně formulovali a podrobně dokázali, ač jí 
v této knížce užijeme pouze jednou. ' 

I . J sou- l i d á n a č í s la av a2, a3, . . . t a k o v á , že 

®i ^ aa ^ °3 ^ • • • ( 3 6 1 ) 
a e x i s t u j e - l i č ís lo 6, k t e r é je v ě t š í než v š e c k a č ís la 
a„, p a k e x i s t u j e l i m i t a 

lim an = c. (36-2) 
n— 

Všecka čísla on jsou v intervalu [a,, 6], Na tento základní 
interval užijeme metody postupného půlení. Interval J = [a, /3] 
obsažený v základním intervalu nazveme významným, lze-li 
mu přiřaditi index k tak, že on leží v J pro všecka n > k. 
Jsou-li (33-1) obě poloviny významného intervalu J, je budto 
J* nebo J** významný interval. Ježto totiž J je významný, 
existuje index k takový, že an leží v J pro všecka n > k; když 
z těchto am žádné neleží v J**, leží všecka v J*, takže J* je 
významný interval; když však existuje index l > k takový, 
že Oj leží v J**, následuje ze (36-1), že a„ leží v J** pro všecka 
n > i, takže J** je významný interval. 

Tedy můžeme určit takový předpis pro půlení, že vyvolená 
polovina významného intervalu je zase významný interval. 
Budiž c kořen toho předpisu. Dokážeme, že platí (36-2). Budiž 
dáno číslo e > 0. Máme dokázati, že existuje index k takový, 
že 

n>k=> \aH — c\<e. (36-3) 
Protože interval J0 = [o1( 6] je zřejmě významný, jsou všecky 
intervaly (33-2) významné. Zvolíme-li dosti veliký index m, 
bude délka intervalu J m menší než e. Protože J m je významný 
interval, existuje index k takový, že a„ leží v Jm, pro všecka 
n > k. Protože také c leží v Jm a protože Jm má délku menší 
než E, platí (36-3). 

I I . B u d i ž f(x) s p o j i t á f u n k c e v i n t e r v a l u [a, 6]. P a k 
e x i s t u j e i n t e g r á l 

b 
f l ( x ) dx. 

a 

Máme dokázati, že existuje číslo c s touto vlastností: Každému 
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e > O lze přiřaditi S > O tak, že | S — c | < e pro všecky vy-
tvořující součty iS s normou menší než <5. 

Vyjdeme od vytvořujících součtů 
Sv St, S3 ' (36-4) 

které jsou tak to definovány. Vytvořující součet Sn vznikne 
tak, že rozdělíme interval [a, 6] na 2" stejných intervalů 

[ b — o"| f 6 — a b — o"| 

a , a ^ 2" j ' l a + - ř ~ ' a + " 
[ a + ( 2 » - l ) ^ , & ] (36-5) 

a potom si v každém intervalu zvolíme číslo tak, aby hodnota 
funkce f(x) v žádném jiném čísle toho intervalu nebyla menší 
než hodnota ve zvoleném čísle; taková volba je možná podle 
věty IV z odst. 34. Tedy Sn je součet 2" sčítanců, z nichž 
každý odpovídá jednomu z intervalů (36-5) a má t v a r 

t,»v b — a 
(36-6) 

kde £ je číslo zvolené v příslušném intervalu (36-5) tak, že 
/(*) ^ KS) (36-7) 

pro každé x z toho intervalu. Když od indexu n přejdeme 
k indexu n -f- 1, musíme nahradit i každý interval (36-5) dvěma 
intervaly, tedy každého sčítance (36-6) součtem dvou sčítanců 

KS + (36-8) 

Podle (36-7) je 
KS') ^ KS), KS") ^ KS), 

takže číslo (36-8) je větší než číslo (36-6) nebo je mu rovné. 
Protože nerovnosti je dovoleno sčítati, je <Sn+1 ^ Sn pro 
každé n. 

Z věty I I I v odst. 34 následuje, že existuje číslo v takové, 
že f{x) < v pro všecka x z intervalu [o, 6]. Zřejmě je S < v. 
. (í> — a) pro každý vytvořující součet S. Zejména je Sn < 
< v (b — o) pro všecka n. Protože je Sn Sn+1 pro všecka n, 
plyne z I, že existuje číslo c takové, že 

lim Sn = c. (36-9) 
n—».oo 
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Zbývá dokázat i , že t a k t o def inované číslo c je integrálem 
f u n k c e f(x) od a do b, že t edy lze každému číslu e > 0 při-
řadi t i číslo <5 > 0 t ak , že 

| S — c | < e (36-10) 
pro všecky vytvořu j íc í součty S s normou menší než S. Budiž 
t e d y dáno číslo e > 0. Zvolqae číslo ^ > 0 t ak , a b y bylo 

+ 2ex (b — o) < e. (36-11) 
Podle vě ty V I z odst . 34 exis tuje číslo > 0 takové, že 
I /(zi) — f(za) I < ei> kdykoli z1( z, jsou dvě čísla z in te rva lu 
[o, 6] taková , že | z t — z, | < Podle (36-9) exis tuje index k 
t akový , že 

n> k z> | Sn — c | < ev 

Zvolme index n t ak , a b y předně bylo n > k, t e d y 
„ \Sn — c | < e i (36-12) 

a aby za d ruhé bylo 

^ r L < s v (««•") 
Zvolme kladné číslo 6 menší než ^ a t a k malé, že jsou-li yv yt 
dvě čísla z in tervalu [o, 6] t aková , že | yx — yt | < d, j e mezi 
n imi ne jvýš jedno z čísel 1 

« + ^ ° + 2 ° + 1) (36-14) 

Budiž nyní S vy tvořuj íc í součet s normou menší než <5. Tento 
součet přísluší j akýmsi in te rva lům 

[<*0. <*J. [«1. <*»]• • ••• [<*„-!' % ] . (36-15) 
k te ré dohromady tvoř í in terval [o, 6]. Délky in tervalů (36-15) 
jsou vesměs menší než <5, a proto uvn i t ř každého z nich je 
ne jvýš jedno z čísel (36-14). Vytvořuj íc í součet S vznikne, 
když si v každém z in te rva lů (36-15) zvolíme po j ednom čísle. 
Označme S* vy tvořuj íc í součet, k t e rý přísluší t ý m ž in te rva lům 
(36-15), ale je tvořen t ak , že když uvn i t ř některého intervalu 
(36-15) je některé z čísel (36-14), uži jeme právě tohoto čísla 
při tvoření součtu S*. J e t e d y 
s = Hti). («x—«.) + Af,). («,—«,) +... + /(£„). («„— 
s*=/(f\). («!—«•)+/(f *,) - («,—«i) + • • • + /(f V - ( % - % _ x ) , 
kde a jsou v in tervalu [a,,, 04], | , a f * s v in tervalu [04, <*,] 
a td . Protože délky in tervalů (36-15) jsou menší než <3, t edy 
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menší než ö v jsou čísla | — |, | | s — | * s | a td . menší 
než <$„ takže čísla !/(£,) — f(i*i) |, | /(!,) — /(£'%) | a td . jsou 
menší než e^ Proto je 

\S — S*\<e1(b — a). (36-16) 
Nyní každý z těch intervalů (36-15), uvni t ř něhož je jedng 

z čísel (36-14), rozdělme t ímto číslem na dva menší intervaly. 
Tím vzniknou z intervalů (36-15) nové intervaly 

[Ä» ßil lßi> ßtl [ / U i . / U (36-17) 
a je patrné, že vytvořující součet S* se dá psáti ve tva ru 

s* = Km) (ßi — ßo) + /fa.) (ßt~ßi) + ••• + /fa,) (ß.—ß,^), 
kde Jj! je číslo z intervalu [ß0, ßj], Tjt je číslo z intervalu [ßv  
atd. Na druhé straně je SH vytvořující součet patřící intervalům 

[ 6 — f 6 — a 6 — o"| 

[o + ( 2 " - l (36-18) 

a každý interval (36-18) je pa t rně součet několika intervalů 
(36-17). Proto lze psáti Sn ve tvaru 
Sn = /fa' i) (ßi ~ ßo) + /fa',) (ßi — ßi) + ••• + /fa',) (ß, - ßr-J, 
při čemž r i \ je číslo z toho intervalu (36-18), v kterém je obeažen 
interval [/?„, ßx], 77', je číslo z toho intervalu (36-18), v kterém 
je obsažen interval [ßlt /?J a td . Čísla | rj1 — t j \ |, | JJ, — t]'s \ 
a td . jsou zřejmě nejvýš t a k veliká, jaká je společná délka inter-
valů (36-18), takže podle (36-13) jsou všecka t a čísla menší než 
Proto jsou čísla | f(Vi) — /fa' 1) I. I Kit) — /fa ' .) f a t d . menší 
než elt takže 

| S* — Sn | < et(b — a). (36-19) 
Ze (36-11), (36-12), (36-16) a (36-19) plyne (36-10). 

V 
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ÍÍEŠEiNl CVIČENI 

201. 3x2 — 7. 20-2. 8a-» — 18x. 20"3. 30x»-3te4+3a:'!. 

20-4. —¡J—• 20 5. - f — • 20 6. 
5 1/x4 3 ]/x 

20-7. 30a;2». 20 8. 60X5». 20 9. lOOx". 

M 30 « . . . „„. ,„ 100 
20-10- — ¿ň- 2 0 ' l . — pn- 20" 12. îoT* 
20-13. 2 ( x — 1). 20-14. 3 ( 1 + z)2- 20* 15. — 3 (1 — x)2. 
20-16. — 6 (1 — 2x)2. 20* 17.12 (3x+2) 8 . 20" 18. 20 (5x — 2)». 

3-2 1 - 1 T* i"2 -I- 1 
20-19. Z — - L 20-20. „ , 1 - 20-21. + 

X2 - (1 + X2)2 (x 2 — l ) 2 

20*22.' 8 7T—i—^r 20 23. — , 3 6 * 20*24. 3 

(4 + x2)2 (x2 — 9)2 (2 — x)2 

20*25. — ... 1 1 20*26.,, 1 1 20*27. X + 2 (3x — 4 ) 2 (5x — 3)2 (x —• 2)3 

„«.„« (2—x)2(10+x) 4(x2—4) „ . „ 1 2 ( x + l ) 
20*28»-^—. ' .. • 20-29.. . ' .20"30;—, , ' 

(2 + x) s ( x " 4 - 2 x + 4 ) 2 (x 2 +2x—r5) 2 

20-31. 6x2 (x3 — 1). 20-32.—6x(l—x2)2.20*33—9x2(l—x3)2. 

20*34. lVx(7x2 + 15x). 20"35. 3 (x2 — 1)'. 20-36. 3x (x + 2). 
20- 37.1f

 2 • 20 38. 5 20- 39. — r — 
V4x + 5 2 V 5 X - 4 3 ý ( 2 ^ T T ) 2 

20-40. — „ 2 20"41— ,, 5 .2(1-42, 

V(4x + 5)» 2|/(5x 4)3 ^ 3 
firr4 1 _L r- 1 

20*43.7j——-TT- 20 44. „ _ _ = = • 20*45.-" (1 — z)6 ' 2^x( 1—x2)3 ' y í ( l+yx) 2 

21*1. Jest / '(x) = 3 (x — 1) (x + 1). V intervalu [— oo, — 1] 
funkce roste od — oo do hodnoty /(— 1) = 4; v intervalu 
[— 1, 1] funkce klesá od hodnoty j(— 1) = 4 do hodnoty 
/(1) = 0; v intervalu [1, oo] funkce roste od hodnoty /(1) = 0 
do oo. 
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21-2. /(x) = 2x® — 3xs — 36x + 10 má derivaci f'(x) = 
= 6 (x + 2) (x — 3), tedy roate v intervalu [— oo, — 2] od 
— oo do /(— 2) - 54, klesá v intervalu [— 2, 3] od 54 do 
/(3) = — 7 1 a roste v intervalu [3, oo] od — 71 do oo. Tedy 
rovnice /(x) = 0 má tř i kořeny, po jednom v každém z intervalů 
[— oo, —2], [—2, 3], [3, oo]. Jes t /(—4) = — 22 < 0, /(—3) = 
= 37 > 0; /(O) = 10 > 0, /(1) = — 27 < Oj /(4) = — 54 < 0, 
/(5) = 5 > 0; proto kořeny leží v intervalech [—4, —3], [0, 1], 
[4, 5]. 

21*3. Jest / '(x) = 1 2 a ? ( x — 1 ) . Funkce klesá v intervalu 
[— oo, 1] od oo do /(1) = 0 a roste v intervalu [1, oo] od 0 
do oo. 

21*4. Jes t xa + 3x + 3 > 0 pro všecka x, takže f(x) je 
všude definována. Jes t 

= 4x* + 6x — 3 4 (x — <x) (x — /?) 
(xs + 3x + 3)» (x* + 3x + 3)s ' 

kde _ _ 
_ _ 3 + V 2 1 ^ _ i ; 8 9 6 ) ^ _ 3 + V 2 1 ^ 0 ) 3 9 6 

4 - r 4 
Funkce /(x) roste v intervalu [— oo, oc] od lim f(x) = 1 do 

/(*) = = 6,055, 

klesá v intervalu [«, {¡] od /(«) do 

0,055 

a roste v intervalu [fi, oo] od f(p) do lim f(x) = 1. 
x-*n 

21 '5. Funkce /(x) není definována pro x = 1 a pro x = 3. 
Jest 

2 x » ( 6 - 5 x )  
1 1 ' ( x — 1)*(X — 3)* 

V intervalu [—^ oo, 0] funkce klesá od hodnoty lim f(x) = 1 
I—>—00 

do hodiíoty /(O) = 0, v intervalu [0, 1] roste od 0 do oo, v inter-
valu [1, roste od — oo do /(%) = — V, v intervalu [i, 3] 
klesá od — V do —• oo, v intervalu [3, oo] klesá od oo do 
lim /(x) t 1. 
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21-6. Jest 

/ ' ( * ) = : 1 + 3 * 
V(1 + s*)3 

V intervalu [— oo, —• -J] funkce klesá od hodnoty lim f(x) = 
( z-*-—00 

= — 1 do hodnoty / ( — i ) = —VlO, v intervalu [—•$, 00] 
roste od hodnoty •—VlO do hodnoty lim f(x) = 1. 

2I '7 . Jes t /'(x) = 2n(x — <x), kde 

°i + °í + • • • + °n 
« = : > • n 

takže f(x) klesá v intervalu [— 00, a] a roste v intervalu [a, 00]. 
21*8. f(x) není definována pro x = c. Je-li 0 < c < 1, je 

stále f'(x) > 0 a funkce f(x) v intervalu [— 00, c] roste, od 
— 00 do 00 a rovněž t ak v intervalu [c, 00]. Je-li c < 0 nebo 
c > 1, je c (c — 1) > 0 a 

(X — «,)»/'(*) = (x — « ) ( * — P), 
kde 

<* = c — Vc (c—1), ft = c + Vc (c — 1), 
takže a < c < fi. V intervalu [— 00, a] funkce roste od — 00 
do hodnoty 

/(a) = 2c — 1 — 2 j/c (c — 1), 
v intervalu [a, c] klesá od /(a) do — 00, v intervalu [c, /?] klesá 
od 00 do 

M = 2c — 1 + 2 Vc (c—1), 
v intervalu [/?, 00] roste od /(/?) do 00. Tedy f(x) nabude včech 
hodnot, které neleží uvnitř intervalu [/(a), /(/?)], jehož délka 
je 4\c (c — 1). 

22* I. Jsou-li x, y rozměry obdélníka, c daný obsah, je 
xy = c a délka úhlopříčky je 

/(x) = V*2 + 2/a = j /* a + 

Proměnná x nabývá váech kladných hodnot. Funkce /(x) na-
bude své nejmenší hodnoty pro x = Vc; v tomto případě je 
y = x, t . j. obdélník s nejkratší úhlopříčkou je čtverec. 

22*2. Je-li y základna a x výška obdélníka, c daný obvod, je 
c = 2y + (2 + x 

119 



a obsah je 
/(x) = xy + inx2 = \x (c — 2x). 

Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu 

Funkce /(x) nabude své největší hodnoty pro x = čemuž 
odpovídá y = * n . c. 

lb 
22*3. Znázorněme si prvou cestu osou x, druhou osou y, 

tedy křižovatku počátkem. Pohyb prvého au ta nechť se při 
tomto znázornění jeví jako pohyb zleva doprava, pohyb dru-
hého jako pohyb shora dolů. Nechť t znamená dobu v hodi-
nách, při čemž t = 0 znamená dobu, kdy prvé auto projíždí 
křižovatkou, t < 0 dobu předtím, t > 0 dobu potom. Volíme-li 
1 km za jednotku délky, je prvé auto znázorněno bodem (x, 0) 
a druhé bodem (0, y), kde 

x = 60«, y = 30 — 451. 
Vzdálenost aut je 

/(<) = 15]/25ía — 12« + 4. 
Funkce f(t) nabude své nejmenší hodnoty pro t = fa, čemuž 
odpovídá x = 1 4 4 y = 1 9 > 2 

22-4. Jes t x H- y = 40, /(x) = x2 + y* = 2 (xa — 40x + 800). 
Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0, 40]. 
Funkce /(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = 20, čemuž 
odpovídá y = 20. 

22*5. Jest x — y= 100, f(x) = x2 — 5y i = — 4x2 + lOOOx — 
— 50 000. Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu 
[100, oo]. Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 125, 
čemuž odpovídá y = 25. 

22"6. Je-li x základna, y rameno, c daný obvod, je x + 2y = c 
a obsah je /(x) £x]/cs — 2cx. Proměnná x nabývá všech 
hodnot uvni t ř intervalu [0, ^c]. Funkce /(x) nabude své nej-
větší hodnoty pro x = -J . c, čemuž odpovídá y = x. 

22*7. Je-li x základna, y výška obdélníka, je xa + y1 = 4ra 

a obvod je /(x) = 2 (x + y) = 2 [x + y4r s —x2]. Proměnná x 
nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0, 2r]. Funkce f(x) 
nabude své největší hodnoty pro x = r . y2 , čemuž odpovídá 
y = r . yiT; to je případ čtverce. Příslušná hodnota obvodu j e 

Ostatní hodnoty obvodu vyplní vnitřek intervalu 
[4r, r . 4V?]. 
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22-8. V obr. 26 je ABCD obdélník M, PQRS proměnný 
obdélník. Budiž 

AB = CD = a, AD = BC = b. 
Z obrazce je patrno, že pravoúhlé trojúhelníky 

APB, GRD 

Obr. 26. 

jsou shodné a rovněž pravoúhlé trojúhelníky 
BQC.DSA; (?) 

mimo to jsou trojúhelníky (a) podobné trojúhelníkům (fi). 
Proto můžeme položití 

AP = ČR = ax, BP = DR - ay, 
BQ = ĎŠ= bx, ČQ = AS = by. 

Z Pythagorovy věty následuje x1 + y1 = 1. Obsah proměn-
ného obdélníka je ' 

f(x) ' (ax + by) (bx + ay) = ab + (o' + 6") x^l — x1. 
Proměnná x nabývá všech hodnot uvni t ř intervalu [0. 1]. 
Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 1 : ]f 2. 
Tomu odpovídá y = x, takže PQRS je čtverec. 
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22*9. Budiž r poloměr koule, x poloměr podstavy válce, 
2y výška válce, takže x2 + y2 = r2. Objem válce je f(x) = 
= 2nx2y = 2nx2^r2 — x2. Proměnná- x nabývá všech hodnot 
uvni t ř intervalu [0, r]. Funkce f(x) nabude své největší hod-
no ty pro 

® = Vf~. r, 
čemuž odpovídá 

l/Š" 4 4 
/(*) = -¡j" • 3- = 0,5773 . - j nr*. 

22*10. Budiž x poloměr podstavy, y výška, c daný povrch, 
takže c = 2nx (x + y). Objem je 

f(x) = n&y - ^cx — 713?. 

Proměnná x nabývá všech hodnot uvnitř intervalu ĵ O, 

Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = čemuž 
odpovídá y = 2x. 

22* 11. Při s tejném označení jako ve 22*9 je plášť f(x) = 
= 4 ň ^ r 2 — x1. Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro f 
x = čemuž odpovídá y = x. 

• 22* 12. Budiž a, b základna a výška daného trojúhelníka, 
dále u, v základna a výška obdélníka. Volíme-li odvěsny troj-
úhelníka za osy souřadné soustavy, má přímka, na které leží 
přepona, rovnici tva ru y = kx + l, kde konstanty k, l určíme 
odtud, že body (o, 0), (0, 6) leží na přímce, takže rovnice 
př ímky je bx + ay = ab. Této rovnici musí výhovovati bod 
(w, v), takže bu + av = ab. Obsah obdélníka je f(u) = uv = 
= ba~1. u (o — w), obvod je <p(u) = 2 (u + v) = 2a~1. [(o— 
— 6) u + 06]. Proměnná u nabývá všech hodnot uvni t ř inter-
valu [0, o]. Funkce /(w) nabude své největší hodnoty pro 
w = jest 

f(\a) = {ab. 
Naproti tomu q>(u) stále roste (je-li a > b) nebo stále klesá 
(je-li o < 6) a nemá tedy ani největší ani nejmenší hodnoty; 
je-li a = b, je <p(u) konstanta. 

22*13. Podle (22-4) a (22-5) je 
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Proměnné t nabývá všech kladných hodnot . Funkce /(/) na-
s 

bude své ne j menší hodnoty pro t = jest 

/ 
22* 14. Jsou-li x, y délky odvěsen, c daný obsah, t edy 

xy = 2c, je obvod 

/<*) = x + „ + = Y E ± * ± + ± l s . 

Proměnná x n a b ý v á všech kladných hodnot . Funkce f(x) na-
bude své nejmenší hodnoty pro x = y2c, čemuž odpovídá 
y = x. 

22'15. Je-li x s t rana čtverců, je objem 
f(x) = (60 — 2x) (28 — 2x) x. 

Proměnná x n a b ý v á všech hodnot uvn i t ř intervalu [0, 14] 
Funkce f(x) nabude své největší hodnoty pro x = 6, čemuž 
odpovídá objem 4,608 dm 8 . 

22*16. Je-li a vzdálenost světelných zdrojů, x vzdálenost 
osvětlovaného bodu od silnějšího zdroje, pak běží o funkci 

P roměnná x n a b ý v á všech hodnot uvni t ř intervalu [0, a]. 
Funkce f(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = f . a. 

22*17. Je-li- x délka kusu, k t e rý se m á ohnout i do čtverce, 
j e součet obsahů čtverce a k ruhu 

16 ^ 4ji 
P roměnná x nabývá všech hodnot uvn i t ř intervalu [0, a]. 

4a Funkce /(x) nabude své nejmenší hodnoty pro x = ——• 
71 -{- 4 

J e s t 
4h 4o A , , 

, . = 0,56 . o , o — = 0,44 . o. 71 + 4 71 + 4 
27*1. Obsah 20$; objem 3 1 2 | . TI. 
27*2. Obsah 192; objem 864TI. 
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27'3. Obsah 34^ objem 6 7 8 ^ . n. 
27'4. Obsah | j/3: objem ^ ¡n . 
27-5. Obsah 20J; objem 104$ . n. 
27*6. Obsah }; objem fin. 
27-7. Obsah 12; ob jem 52JI. 
27 8. 10J. 27'9. i- 2 7 1 0 . A -
2 7 ' l l . Délka 10J; povrch 118»}. .^. 
27 ' I2 . Délka 2TV;_povrch . JI. 
27'13. Délka 2 .1/3; povrch 3TI. 
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Zdeněk Pirko 

P r ů b ě h e m doby vznikly četné souřadnicové sou-
stavy, které nejen že se ukázaly jako nejvhod-
nější pro řešení příslušného geometrického pro-
blému, ale také podstatně přispěly k obohacení 
geometrie. V této knížce jsou probrány různé 
druhy rovinných souřadnic, od pravoúhlých až 
k projektivním. Pro porozumění knížce staří zna-
lost nejjednodušších základů analytické geometrie 
v rovině. 1942. 93 str., 14 obr., brož. ' 19,20 K . 
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Cesta k věděni, 

sv. 15. 
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Cesta k vědění, sv. 18. 

D R . J . K L A P K A : 

JAK SE STUDUJ Í Ú T V A R Y 
V PROSTORU? ČÁST I . 

V y c h á z e j e z jednoduchých poznatků, které v nás nechává 

střední škola, zavede autor čtenáře nejen do obyčejného kar-

tézského systému souřadnic v prostoru, ale i do obecnějších 

souřadnic kosoúhlých a do t . zv. souřadnic projektivních 

v prostoru, s kterými se pracuje velmi pohodlně. Ukazuje 

potom, jak se s tuduj í elementy prostorové geometrie a jak se 

řeší základní úlohy polohy a metrické. — 1941. 80 str., 

14 obr., brož. 16,20 K . — Koupíte u viqcfc knihkupců. 
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