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ЧехословацЕий математический журнал, т. 2. (77) 1952 

ПРОЕКТИВНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
МЕЖДУ ДВУМЯ ПРОСТРАНСТВАМИ IV 

ЭДУАРД ЧЕХ (Eduard Cech), Прага. 
(Поступило в редакцию 15/1 1952 г. 

В первой части мемуара показано, что результаты мемуара 
III настоящей серии дают исчерпывающее решение проблемы 
отыскания таких преобразований прямолинейной конгруэн­
ции -L, которые каждую линейчатую поверхность R конгру­
энции Ь переводят в линейчатую поверхность, асимптотичес­
кие линии которой соответствуют асимптотическим же линиям 
поверхности R. 
Во второй части исследуются такие преобразования про­
странства Ss в пространство S'^, при которых в ^з существует 
прямолинейная конгруэнция L такая, что при подходящем 
выборе касательных коллинеации К для каждой точки А 
прямой р конгруэнции L Jï-линеаризирующая прямая любой 
прямой g, выходящей из точки А, зависит только от плос­
кости pq. 

1. Если дано соответствие между двумя тг-мерными про­
странствами S^j Ä ,̂ то мы знаем (I, § 1), что каждой паре 4 , В 
взаимно соответствующих точек можно сопоставить оо̂  спосо­
бами коллинеацию К между пространствами S^, Ä^, которую 
мы назвали касательной коллинеацией даннохо соответствия 
(присвоенной паре А^ В) и имеющую то свойство, что если точка 
пространства S^ опишет кривую 1\ выходящую из точки J., то 
образ Г" кривой Г при данном соответствии и образ КГ той же 
кривой при коллинеации К имеют в точке В аналитическое ка­
сание первого порядка. Далее мы в I, § 9 ввели Ж^-линеаризиру-
ющее преобразование, сопоставляющее каждой прямой 

[А, (о^Ат^ + ... + со^А,,] (1Д) 
выходящей из точки А прямую 

также выходящую из точки А, таким образом, что если кривые 
Г' , кг спроектировать из некоторой точки, лежащей на об-
разе (1,2) при коллинеации К^ то их проекции будут иметь 
в точке В аналитическое касание второго порядка. При этом 
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üi(i ^ i ^ n) являются квадратичными формами относительно 
coi, ...,со„, определенными в I, (5,15). 

В II, § 14 мы видели, что соответствия между двумя про­
странствами можно классифицировать по алгебраическому ха­
рактеру Ж-линеаризирующего преобразования (1,1) -> (1,2). Из­
вестно, что соответствие между двумя пространствами (I, § 13) 
будет коллинейным тогда и только тогда, когда 

при подходящем выборе К мы получим Qi = 0. Вслед за колли-
неациями будут с этой точки зрения простейшими те соответ­
ствия, у которых при подходящем выборе касательной колли­
неации К все формы Qi пропорциональны друг другу: 

Q, = аги, (1 £i£n), (1,3) 
где Q — квадратичная форма относительно щ^ . . . , со„- Через 
каждую точку А проходит в таком случае (см. II, § 14) тотально 
ЛГ-линеаризирующая прямая 

[А, a^^Aj + ... + а^Ап}, (1,4) 
являющаяся образом каждой прямой (1,1) при iL-линеаризиру-
ющем преобразовании. Мы знаем (II, § 15), что для п = 2 
каэФсдое соответствие будет типа (1,3), причем, 1̂ ак правило, 
возможен выбор трех различных касательных коллинеации К. 
Напротив, для п ^ 3 соответствие будет типа (1,3) самое боль­
шее при одном выборе касательной коллинеации К. В II мы 
доказали, что для п ^ i существуют как раз два различных 
типа соответствий вида (1,3). У первого типа, рассмотренного 
в II, § 19, все тотально ^-линеаризирующие прямые (1,4) про­
ходят через постоянную точку. У второго типа, рассмотренного 
в II, § 24, пространство S^ распадается на оо̂  гиперплоскостей, 
каждая из которых преобразуется при данном соответствии 
коллинейно. 

2. Однако, для ^ = 3 существует еще третий тип соответ­
ствий вида (1,3), вполне исследованный нами в III. Мы знаем, 
что при каждом соответствии этого типа тотально ^Г-линеари-
зирующие прямые пространстваАз образуют в этом пространстве 
конгруэнцию 1У, образом которой в нашем соответствии явля­
ется прямолинейня конгруэнция L'. Докажем, что наше со­
ответствие обладает тем свойством, что если В — произвольная 
линейчатая поверхность, содержащаяся в L ж если В' — ее 
образ, так что В^ произвольная линейчатая поверхность со­
держащаяся в X', то наше соответствие присваивает каждой 
асимптотической кривой поверхности В асимптотическую 
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же кривую поверхности В'. На этом основании мы назовем 
наше соответствие асимптотическим преобразованием конгру­
энции L в конгруенцию L'. Доказательство легко вытекает из 
I, § 9. В самом деле, пусть А — произвольная точка поверхности 
В^ R р — проходящая через нее образующая поверхности В, 
так что р будет тотально if-линеаризирующей прямой в точке А, 
Пусть далее Г — асимптотическая кривая поверхностьи Д, 
проходящая через точку J., а î  ее касательная в точке А. Пусть 
наконец В обозначает образ точки А я Г' — образ кривой Г; 
прямая f = Kt является касательной к кривой Г в точке В. 
Касательная плоскость ос поверхности В в точке А соединяет 
прямые р^ t; точно так же касательная плоскость ß поверхности 
В' в точке В соединяет прямые р' = Кр^ f ^ причем ß ~ Кос. 
Если Г — асимптотическая кривая поверхности В ^ но ос будет 
соприкасающейся плоскостью кривой Г в точке А и нам нужно 
доказать, что ß будет соприкасающейся плоскостью кривой Г' 
в точке В. 

Это является непосредственным следствием рассуждений, 
проведенных в I в конце § 9. В самом деле, так как р является 
тотально ^-линеаризирующей прямой в точке J., то р будет 
^-линеаризирующей прямой для касательной t и поэтому ос 
будет линеаризирующей плоскостью прямой ,̂ так что согласно 
I, § 9 ß = Кос представляет соприкасающуюся плоскость кривой 
Г' в точке В. 

3. Докажем, наоборот, что каждое асимптотическое пре­
образование прямолинейной конгруенции пространства/Sg в пря­
молинейную конгруэнцию пространства /Sg относится к типу, 
рассмотренному в III . Для этого нам придется несколько до­
полнить конец I, § 9. Рассмотрим произвольное соответствие 
между Sg и /Sg- Пусть А — произвольная точка пространства 
Äg, t — произвольная прямая, проходящая через точку А^ ос — 
произвольная плоскость, проходящая через прямую ,̂ причем 
плоскость ос отлична от линеаризирующей плоскости прямой t. 
Мы видели в I, § 9, что если {Г} — система всех кривых простран­
ства /Sfg, которые проходят через точку А, имеют в ней касатель­
ную t и соприкасающуюся плоскость л, далее, если В — образ 
точки Л, {Г'} — система образов всех кривых системы {F}, то 
хотя все кривые счстемы {Г'] имеют в точке В общую касатель­
ную t' = Kt^ тем не менее они не обладают в этой точке общей 
соприкасающейся плоскостью. С большей определенностью 
можно, однако, утверждать следующее: Если JT^, Fg — Дв^ раз­
личные кривые пространства Äg, имеющие в точке А общую ка-
сательную t и общую соприкасающуюся плоскость « (причем 
И теперь ос не является линеаризирующей плоскостью прямой 
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t), но Ti, Га не имеющие в точке А касание второго порядка, то 
образы их Tj, Г2, имеющие в точке В' общую касательную t\ 
не могут иметь в этой точке общую соприкасающуюся плоскость. 
Чтобы доказать это, обозначим через d дифференцирование 
вдоль кривой / \ , через ô — дифференцирование вдоль крибой Tg-
Так как обе кривые Г^, Ĵ g имеют в точке А общую касательную 
,̂ то можно без ограничения общности предположить, что в точ­

ке А имеет место 

так что для каждой функции точки <р в точке А всегда будет 
d(p = ôq), но в общем случае d ^ ф ô^q). Соприкасающаяся 
плоскость кривой Г^ в точке В будет согласно I (9,5) иметь вид: 

[В dB аЩ = К[А dA dU] + [BdBX Q^B^l 

ТОЧНО так же соприкасающаяся плоскость кривой Г^ в точке В 
будет 

[В dB дЩ - : К[А dAôU] + [5 d 5 S и^В^]. 

Но так как согласно предположению ос не является линеаризи­
рующей плоскостью прямой ,̂ т. е. прямой [А dJ.], плоскости 

[AdAdUl [AdAUQ.B,] 

а следовательно и плоскости 

K[AdAdUl [BdB^ÜiB,] 

будут линейно независимыми и поэтому плоскости [В dB d'^B]^ 
[В dBô^B] могли бы геометрически совпасть только в том 
случае, если бы имело место 

К[А dA dU] = К[А dA ОЩ 
а значит и 

[А dA dU] = [А dA ОЫ]. 
Это означало бы однако, что кривые Г^, Pg имеют в точке А 
касание второго порядка, что противоречит предположению. 

^ Пусть теперь дано такое соответствие между простран­
ствами Аз, /Sg, которое является асимптотическим преобразова­
нием прямолинейной конгруэнции L в прямолинейную конгру­
энцию L'. Выберем точку А пространства S^ и обозначим через 
р прямую конгруэнции i , проходящую через точку А; нужно 
доказать, что существует касательная коллинеация К"^ данного 
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соответствия в точке А такая, что р будет тотально А^*-линеари-
зиругодней прямой в точке А. Выберем сначала произвольную 
касательную коллинеацию К в точке А и обозначим через В 
образ точки А^ через q образ прямой р^ так что q будет прямой 
конгруэнции I/', проходящей через точку В. Через точку А 
проведем в пространстве 8^ произвольную прямую t (отличную 
от р) и обозначим буквой ос плоскость прямых t^ р; далее пусть 
t' = Kt^ ß = Кос. Пусть Г^ — произвольно выбранная кривая 
пространства S3, которая проходит через точку J., имеет в ней 
касательную t и соприкасающуюся плоскость а; пусть Г^ — 
образ кривой /"i, так что Г^ проходит через точку JB Д имеет 
в ней касательную t'. Существует линейчатая поверхность R 
конгруэнции i , содержащая кривую JP^, так что В проходит 
через точку А и соответствующей образующей является пря­
мая р. Пусть R' — образ линейчатой поверхности В. Пусть FQ 
обозначает асимптотическую кривую поверхности В в точке ^ , 
так что /"о7 так же как и Р^, имеет в точке А касательную f 
и соприкасающуюся плоскость а; пусть Ĵ ^ является образом 
кривой FQ. Так как наше соответствие является асимптотичес­
ким преобразованием конгруенции L в конгруэнцию L'^ то FQ 
будет асимптотической кривой поверхности В ' в точке В. Однако, 
так как кривые Р^, F^ имеют в точке А общую касательную ,̂ 
их образы Pj , FQ будут иметь в точке В общую касательную t'; 
это значит, что t' — асимптотическая касательная поверхности 
В' в точке В. Возьмем теперь на поверхности В кривую F^r 
которая проходит через точку А^ имеет в ней касательную ,̂ 
но не имеет в точке А касание второго порядка с кривой F^. 
Если /̂ 2 образ кривой F^-, то F'^ имеет в точке В касательную 
t\ а так как f — асимптотическая касательная поверхности 
В' в точке J5, то, как известно, касательная плоскость ß по­
верхности В' в точке JB будет соприкасающейся плоскостью 
кривой jTg в этой точке. Итак, мы имеем в пространстве Äg Д в̂ 
различные кривые Р^, jTg, имеющие в точке А общую касатель­
ную t и общую соприкасающуюся плоскость л, но не имеющие 
в точке А касание второго порядка; их образы F[, Г^ имеют 
в точке В не только общую касательную ^', но и общую сопри­
касающуюся плоскость ß. Согласно предыдущему из этого вы­
текает, что плоскость а представляет линеаризирующую плос­
кость прямой 1̂. 

Мы доказали, что если t — произвольная прямая простран­
ства ^3, проходящая через точку А (отличная от прямой р), то 
линеаризирующей плоскостью прямой t будет плоскость пря­
мых ^,;р. Если же однако 

[А, ft>iJ.i + (О2А2 + соз^з] (ЗД) 



является прямой ,̂ то ее линеаризирующая плоскость соединяет 
согласно I, § 9 прямую (3,1) с прямой 

[Ä, и^А^ + ^2^2 + ^Az]' (3,2) 
Пусть 

{А, а^А^ + ^2^2 + %-^з] (3,3) 
есть прямая р. Тогда прямые (3,1), (3,2), (3,3) будут линейно 
зависимыми между собой, так что 

Qi = êoùi + Qai для i = i,2, 3, 
где подразумевается, что ê — линейная форма относительно 
€0i, Ш2, соз, a ß — квадратичная форма относительно ш ,̂ cog, СО3. 
Согласно I, § 10 существует касательная коллинеация J?* 
такая, что iT*-линеаризирующее преобразование имеет вид 

(Oi -> üf для i = 1, 2, 3, 
где 

Üf - : Qi — êiCOi, 
так что 

Üf = üiü для г = 1, 2, 3, 
т. е. существует тотально ^^-линеаризирующая прямая (3,3), 
что нам и требовалось доказать. 

Итак, мы видим, что в III мы полностью разрешили пробле­
му определения всех возможных асимптотических преобразова­
ний прямолинейных конгруэнции. Самый факт существования 
асимптотических преобразований некоторых прямолинейных 
конгруэнции является несколько неожиданным и отыскание 
всех таких преобразований без нашей общей проективной 
теории соответствий было бы весьма затруднительным. Нам 
известно (см. III, § 26), что проблема асимптотических преобра­
зований прямолинейных конгруэнции по существу тождественна 
с классической проблемой Фубини о проективном изгибании по­
верхностей и я очень сожалею, что мой друг Г. Фубини, который 
тридцать лет тому назад с таким поощрением принимал идеи 
неизвестного начинающего математика, которым я тогда был, 
не дождался опубликования его благодарным учеником строй­
ного и привлекательноко геометрического толкования его про­
ективного изгибания поверхностей, определенного чисто ана­
литическим путем; это толкование никак не напрашивается 
само собой. 

4. Дальнейшей целью настоящего мемуара является изу­
чение для п = 3 того случая, когда квадратичные формы 

iSäf i ^ '^'^21 ^'^Z 
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при подходящем выборе касательной коллинеации и при под­
ходящем выборе репера J., ^ i , А2^ А^ независимы от со^^ т. е. 
являются формами от oji, cog. Назовем прямую [-4^з] ведущей 
прямой; наша задача заключается в отыскании всех таких со­
ответствий между Äg и A3, у которых образ прямой 

[А, coiA-j^ ^ 2 ^ 2 (О >х\. З^-^З ( * ) 

при Ж^-линеаризирующем преобразовании (1,1) -> (1,2) остается 
без изменения, если менять соз, т . е . если прямая (*) описывает 
пучок с центром А. содержащий ведущую прямую [^^.д]. 
Аналитическое выражение проблемы дают уравнения 

дсо О, да) о, ди 3 

да) о, 
3 '^'^З ^^^^3 

так ЧТО согласно см. в особенности I (5Д5), все сводится 
к интегрированию системы Пфаффа 

и , То1 Too '•—'• TQQ ТПЛ и . ^4tjxj 01 02 03 31 32 33 00 

Из уравнений (2,1) получаем внешним дифференцированием 

[^30^ l] 
^30^^ 2] 

[^11 — "^oo^^i] 
[Т12СО1] + [^22 

[^isCOi] 
[Гц — TooCOgiJ -

[TI2<^3I] ['̂ 22 • 
^10^1] + ['ï̂ 20< 2̂] + 2[ТзоШз] — [Ti3ft>3i] 

b21<^2] 
" '^оо^^г] 
["̂ гзСОг] 

[T2iC032j 

•^00^-^32] 

[T23CO32J 

О, 
о, 
о, 
о, 
0. 

(4,2) 

Уравнения (4,2) имеют довольно сложный вид. Нас, однако, 
интересуют только трехмерные решения системы (4,1), для 
которых [coiCOgCOg] ф 0. Поэтому является возможным и целесо­
образным присоединить к уравнениям (4,1) еще уравнения 

а) 
а) 

31 
за 

= Oi-^aoi -\- ^•-2602 " h ^3*^3? 

внешнее дифференцирование которых дает 

(4,3) 

d ^ l + ^l(<^00 — СО33) — ^2^12 -
+ [d%2 + ^2(^00 + <^11 — ^22 • 
— ^3<^23<^2] + [^^3 + ^z{(^m + 
— (af + о^Фг) [^1С0з] — ^2(^1 

- C033) — ( ^ 1 + /32) Ш21 — 

<^ii — 2а>зз) + ^зс^21<^з] " 
ßz) [<^20>з] = о, 

(4,4) 

[ d ^ i + ^i(ö>oo — ^11 

+ ^2^12 — <^30<^2] + 
+ Лз<^12^з] — /3i(^i 

ОУ22 — ^33) + (^1 — ß%) C012 -
ßA(^OQ — <^3з) — ^1^21 — ^ЗС023 

[d/?3 + ^з(<^00 + ft>22 ~ 21Шзз) + 
+ ^2) [с^1<^з] — {^Фг + ßl) [о>2<^з] 0. 
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(4,7) 

Уравнения (4,1), (4,2), (4,3) показывают (при обозначениях, 
введенных в I, § 8), что 

hl 3̂2 =̂  ̂ 12 "^ ̂ 2̂1 "^ hz "^ '̂ гз =^ ho ̂ ^ 2̂0 "^ *̂зо = Ö, (4,5) 
3̂1 "^ ̂ 32 "^ ^у 

тогда как остальные величины ê -̂  остаются произвольными. 
Согласно (4,4) и (4,4') имеет место 

àoci = (бзз — боо) ̂ 1 + 1̂2̂ 2 + 1̂3̂ 3 — бгА + ego, 
ôoc^ =- (баа + езз - - воо — вп) ^2 + ^21(^1 — /З2) + вгз^з, (^,6) 
(5(Хз = (2езз — воо — вц) ̂ з — ^zißzi 

aßi == (вп + бзз — ̂ 00 — 2̂2) ßi + ei2(/3a — ̂ i) + 613̂ 3, 
öß^ = (бзз — боо) ß% + 621^1 + б2з/3з - 6i2^2 + 630, (4,6') 

öß^ = (2езз •- боо — ßii) ßz — «12̂ 3-
Особое значение имеют уравнения 

д(х^ = (2бзз — боо — en) ̂ 3 -- егА, 
(5̂ 3 = (2бзз — боо — вп) ßz — ei2^3-

Из (4,7) следует, что уравнения 
^3 == i33 = О (4,8) 

имеют инвариантное значение, геометрический смысл которого 
нетрудно описать. Ибо для со̂  = Шд = О точка А движется 
в направлении [^^з]- Если имеет место (4,8), то согласно (4,3) 
для coi = Ша = О будет cogi = <̂ 3̂2 = О, так что для coj = Ша == О 
будет 

d ^ = СОоо-"'- "I ^ 3 3 - ^ 3 ' С 1 ^ з ^̂ ^̂  СОзо-^ l ^ З З ^ ^ З ? 

т. е. для ct>i = бОа = о ведущая прямая [^-^з] фиксирована 
и [^.^з] описывает прямолинейную конгруэнцию L. Так как 
г31 = Тз2 = О? будет также 
d ^ = (^00 + 'î'oo) В + СОз̂ з̂  ЙБз = (<̂ 30 + Т̂ зо) В + (СОЗЗ + "̂ 3̂3)̂ 3̂  

т. е, для ш̂  = 0)2 = О и прямая {ВВ^ будет постоянной и описы­
вает конгруэнцию L', Итак, в предположении (4,8) сушествует 
прямолинейная конгруэнция L в пространстве ^з и прямолиней­
ная конгруэнция L' в пространстве 8'^ такие, что наше соот­
ветствие отображает каждую прямую конгруэнции L простран­
ства Äg в определенную прямую конгруэнции L' пространства 
^3, причем, если точка А описывает прямую р конгруэнции L, 
а следовательно и соответствующая точка В соответствующую 
прямую р' конгруэнции i ' , то для любого положения точки А 
на прямой р эта прямая будет ведущей прямой соответствия 
в том смысле, как это было указано в начале этого параграфа. 
Наоборот, если уравнение (4,8) не имеет места, то для со-̂  = 
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= 0)2 = о точка А описывает в пространстве S^ кривую, не 
являющуюся прямой. В каждой точке А этой кривой касатель­
ная к ней будет ведущей прямой нашего соответствия, но при 
ооз положениях точки А ведущая прямая [^^з] принимает 
в этом случае оо̂  положений, а не оо̂  положений, как в случае 
(2,8). 

Отсюда видно, что в случае (2,8) данное соответствие озна­
чает преобразование конгруэнции прямых, но с особыми свой­
ствами, с которыми мы познакомимся в последствии. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только случай (4,8) 
а случай, когда уравнения (4,8) не имеют места (ведущий к слож­
ным вычислениям, значительную часть которых мы уже произ­
вели), мы оставим пока в стороне. 

5. Итак, предположим, что уравнение (4,8) имеет место, 
т .е . что уравнения (4,3) имеют вид 

Ш31 = ^iCOi + ОС^ОУ^, Шз2 = ßiCOj^ + /З2СО2, ( 5 Д ) 

а поэтому уравнения (4,4) и (4,4') перепишутся в виде 
[d(%i + OCiCcOoo •— СО33) — ^2<^12 + i^l<^21 — (^BO^lï + 

+ [ d ^ a + 0^2(0)00 + ^ u — CO22 — CO33) — (^1 + /Sa) <^2i] — 
— (^1 + oc^ßi) [CO1CO2] — oc^ioc^ + /Sg) [CO2CO3] = 0 , (5 ,2) 

[d^l + /3i(cOoo — Û>ii + CO22 — CO33) + («1 — /З2) a»i2C0l] + 
+ l^ßz + ßA^dQ — ^̂ 22) — ß\(^%l + ^2^12 — <̂ 30<̂ 2] — 
- ßxk^i + ße [CO1CO3] - (̂ 2iSi + iSI) [̂ 020)3] - 0. (5,2') 
Развертывающиеся поверхности конгруэнции L, образо­

ванные прямыми [J-^з]? можно получить, дифференцируя 
в таких направлениях, что дифференциал какой либо линейной 
комбинации "КА + /wJ-g (выражающей фокус конгруэнции L) 
будет линейной комбинацией точек А^ А^, Так как 

àiA = СОоо^ + <^1^1 + <^2^2 Н~ ^3-^3? 
dA^ = COQQA -f- (O^iAi -{- СОз2^2 "Ь < ^ 3 3 ^ 3 J 

то развертывающиеся конгруэнции L даны уравнением 
îcof + {ß^ — öCi) СО1Ш2 — oc^col = 0. (5,4) 

Так как Tgi = О, Т32 = О, (5,4) является ондовременно уравне­
нием развертывающихся поверхностей той конгруэнции L' 
пространства Sg, которая является образом конгруэнции L 
пространства Аз-

Так как в рассматриваемом случае имеет место (5,1), мы 
получаем [cogicoicog] = О, [Û>32^I<^2] = 0. НО первое и второе 
уравнения (4,2) дадут 

[ î ' i i — Т00СО1Ш2] = [Т21СО1СО2] = [Tiaft^iCOg] = ^ 2 2 — "ï̂ oo^ îWa] = 0 . 
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Учитывая еще четвертое и пятое уравнения (4,2), мы получим 
[TgoCOjCOa] = 0. Это означает, что для со^ = (02 = О будет 
TgQ = 0; кроме того, согласно (4,1) будет Тзх = 0,Тз2 = О, 
Тзз = Too- Отсюда для coj = 0)2 = О будет 

dA = COQQA + Шз̂ 4з, d^ = (cüoo + "̂ о̂о) -ß + О̂з̂ з̂, 
ал^ = CO^QA + созз^з? а.В^= сот^ ~\~ (^зз ~Ь '̂ оо/ -̂ з« 

Из этого вытекает, что наше соответствие переводит каждую 
прямую [Атаз] конгруэнции L в соответствующую прямую 
[ВВ^] конгруэнции L' проективным преобразованием л;, при 
котором пА = Л, пА^ = В^. 

Мы видели, что развертывающиеся конгруэнции L даны 
уравнением со̂ содз — сог̂ зх == О- Соответствующий фокус будет 
кА + /^-^3, где Я : /ьс определится из условия 

которая согласно (5,3) имеет вид 

ЯС02 -f- /̂ СОз2 = 0 . 

Так как Тз1 = О, Тз2 = О, то одновременно и Д_В + /^^i будет 
фокусом конгруэнции L'. Итак, проективное преобразование ж 
относит фокусу конгруэнции L соответствующий фокус кон­
груэнции L' . 

6. Докажем, что если конгруэнция L имеет две различные 
системы развертывающихся поверхностей^ то только что най­
денные свойства вполне характеризуют соответствие рассматри­
ваемого рода. Итак, пусть в пространстве S^ дана прямолиней­
ная конгруэнция L с двумя различными системами разверты­
вающихся поверхностей и пусть дано соответствие между 
пространством ^з и пространством /Sg? которое переводит каж­
дую прямую р конгруэнции L с помощью проективного преобра­
зования л; (зависящего от р) в прямую g, описывающую конгру­
энцию L' в пространстве S'^. Далее предположим, что проектив­
ное преобразование л переводит фокусы конгруэнции L, лежа-
п],ие на прямой р в фокусы конгруэнции Ь ' , лежащие на прямой 
f, причем так, что если развертывающаяся конгруэнция L 
имеет на прямой |> точку возврата М, то и соответствующая 
развертывающаяся конгруэнция L' имеет на прямой q точку 
возврата л:Ж, Нужно доказать, что надлежащим образом выбран­
ная касательная коллинеация рассматриваемого соотношения 
имеет свойство, приведенное в начале § 4. 

Выберем репер AA^A^Az в пространстве S^ так, чтобы 
[JiJ-g] была прямой^ и чтобы точка J.3 на прямой р была гармо-
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нически сопряжена с точкой А по отношению к фокусам кон­
груэнции i , лежащим на прямой р. Оставляя произвольным 
множитель однородных координат точки А^ подчиним множи­
тель однородных координат точки А^ тому условию, чтобы 
упомянутые фокусы имели вид А -{- А^^ А — А^. Имеют место 
следуюш,ие уравнения: 

dA = соп(хА 4- coiJ.1 4- ШоАо 4- ЮоА 
dAi = (ßi^A -\- (ОцА^ 4" ^г2^2 4" ^гЗ-^з, i = 1, 2, 3. 

Точки Л17 -̂ 2 можно подчинить тому условию, чтобы для т^ = о 
конгруэнция L содержала развертываюш.иеся поверхности 
с фокусом А + Лз? 8L для а>2 = О развертывающиеся поверх­
ности с фокусом А — А ^ . Это значит, что для со-^ = О будет 
[d(^ 4- ^з)? ^7 ^з] = О а для С02 == О имеет место [d(^ — J.3), 
J., ^^з] = О, что выражается, очевидно, уравнениями 

^31 = <̂ 15 <^32 == "~ ^2- ( 6 Д ) 

Репер ВВ^В^В^ подчиним совершенно аналогичным усло­
виям, так что 

djB = (сооо + Too) в + {щ 4- Toi) Bi + (0У2, + Т02) В^ + 
4- (cOg 4 - Тоз) В^, 

dBi = (сОго + Т^го) В 4" {o^il + T^l) ^ i 4" (^г2 + T^g) -ßg 4" 

4- (шгз 4- т,-з) Лз> г = 1, 2, 3, 
<^31 + Тз1 = O î 4 - Toi, <^32 + '̂ 32 -^ — (^Н — То2- (^,2) 

Репер АА^А^А^ Мы фиксируем произвольным образом так, 
чтобы он удовлетворял указанным условиям; что касается 
однако репера ВВ^В2В^, нужно принять во внимание, что если 
он выплоняет наложенные на него условия, то те же условия 
выполняются и репером ВВ[В'^В^^ где 

В[ — аВ^ + а^В 4- ^̂ з̂ з? 
В^ = ЬВ^ 4" ^0^ ~Ь ^3^3? 

причем коэффициенты а, ао, ag, 6, 60, 63 подчиняются лишь 
условиям а ф О, 6 ф 0. 

Так как развертывающиеся поверхности со̂  === О конгру­
энции L соответствуют развертывающимся œ^ 4- Toi = О кон­
груэнции L\ а развертывающиеся оу^ = О конгруэнции L со­
ответствуют развертывающимся со^ 4- То2 == О конгруэнции L\ 
то должно быть -

Toi = А1Ш1, Т02 = Я2СО2. (6 ,3 ) 

Допустимая замена .ßi -> аВ^^ В^ ~> ЬВ^ позволяет дать уравне­
ниям (6,3) простой вид 

^01 = О, То2 = 0 . (6,4) 
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Проективное соотношение ж между прямыми [^^з]? IßB^^ 
которое по нашему предположению возникает для coi = cog = О, 
переводит АвВ,А-{-А^вВ-\- В^, А — А^в В — В^ж имеет 
поэтому вид 

жА = В, пА^ = В^. (6,5) 
Для coi = С02 = О будет однако 

d^ == 0}QQA + соз-4з, d^ = (сооо + ^m)Ä + (^з + '̂ о̂з)-̂ . 
d^3 == < з̂о^ + <̂ 33̂ 3Î ^Бз = (ö>30 + "^зо)̂  + (̂ 33 + "̂ зз) В. 

Так как соотношение (6,5) является для coi = cog = О проек­
тивным, должно иметь место 

Тоз ^^ О mod(coi, со^, (6,6) 
'г'зз — if̂oo ^ О mod(coi, т^), (6,7) 

Тзо ^^ О mod(cOi, сог)-
Допустимая замена 5^ -> Б^ + «oS + аз^з, В^-^ В, + Ь,В 
+ бз^з позволит дать уравнениям (6,6) и (6,7) простой вид 

Тоз = о, (6,8) 

-̂33 — ^00 = 0 . (6 ,9 ) 

Уравнения (6,4) и (6,8) показывают, что если 

то К будет касательной коллинеацией нашего соответствия. 
Согласно (6,1), (6,2) и (6,4) будет однако 

Тз1 = О, Тз2 = 0. (6,10) 
В силу (6,4), (6,8), (6,9) и (6,10) имеет место (4,1), чем и завер­
шается доказательство. 

7. Более сложным является случай, когда совпадают обе 
системы развертьшающихся поверхностей 'конгруэнции L, а 
следовательно и конгруэнции U, Репер АА^А^А^ можно специ­
ализировать так, чтобы развертываюш;иеся поверхности кон­
груэнции L определялись уравнением ш̂  = О ж чтобы фокус 
был в точке А^, В таком случае уравнения (5,1) примут простой 
вид ft>3i = О? ^32 == ß^'^i-! где jS Ф 0. Кроме того можно еще 
ввести ßA^, вместо А^^ другими словами, можно допустить, что 
^ = 1. Наша проблема выразится тогда системой Пфаффа 

01 — То2 — Тоз — 0 ; Тз1 — Тз2 — Т33 — Too — 0 ; ( ' Д ) 

со 31 •—" ^у ^В2 "— ̂ 1 * 
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Внешнее дифференциро] 

ч. 

[^10 -

зание уравнений (7,1) дает 

["^IB^^l] + ["̂ 22 — '^00^02] — 

[T3Q T21CO1] = 
["̂ 22 — 'Î^OO^l] — [^30<^2] = 

T̂ 23COi] + ^го^^г] + 2[ТзоШз] == 

0, 
0, 

^0, 
0, 

^0, 
0, 

: 0 , 
~- 0. 

(7,2) 

Из уравнений (7,2) вытекает, что система (7,1) находится 
в инволюции и что ее решение зависит от четырех функций 
двух переменных. В обш,ем случае точки А^^ В^ описывают 
неразвертывающ,иеся поверхности (А^)^ (В^); случай, когда одна 
(или обе) из поверхностей (^з)^ (^з) сводится к кривой, мы 
разберем в § 8. Между поверхностями (J-з), (^з) имеется такое 
соответствие, что некоторой (как правило, только одной) си­
стеме асимптотических кривых поверхности (А^) отвечает также 
система асимптотических кривых поверхности (В^). Касательные 
этих асимптотических линий образуют в пространстве 8^ кон­
груэнцию 1У, В пространстве 8'^ конгруэнцию L'. В рассматри­
ваемом соответствии между пространствами 8^^ 8'^ прямой р 
конгруэнции L, выходящей из точки А^ поверхности (А^) со­
ответствует прямая q конгруэнции L\ выходящая из соответ­
ствующей точки В^ поверхности {В^). Между прямыми р, q 
имеется проективное соотношение л:, подчиненное условию 
лА^ = В^. Но 71 должно подчиняться еще одному условию, 
ибо в противном случае наше соответствие зависело бы от 
пяти функций двух переменных. 

Чтобы иметь возможность выразить упомянутое условие 
в геометрическом виде, нам придется вспомнить два известных 
понятия. Пусть даны прежде всего две кривые С , С*, имеющие 
общую точку В шв ней общую касательную ^,так же как и об­
щую соприкасающуюся плоскость Q. Тогда существует (см. 
например G. Fubini и Е. Öech, Introduction à la géométrie 
projective différentielle des surfaces,, стр. 32) проективный 
инвариант касания j = j{B; С", (7*), который можно анали­
тически выразить хотя бы следующим образом. Пусть B'{t)\ 
B^{t) — такие параметрические выражения кривых С", С*, что 
для ^ = О имеет место 

В' = В'^ = В; dB' = dß* + ^JS, 
где значение ê не играет роли; в таком случае инвариант j 
определяется соотношением (справедливым для ^ = 0) 

[JS, dB\ d^B' - j . d25*] = 0. (7,3) 
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Кроме инварианта j нам пущен еще один, а именно, простой 
и известный проективный инвариант г, которым часто пользуют­
ся в проективной дифференциальной геометрии. Пусть дано 
проективное преобразование (р прямой р с неподвижной точкой 
В. Выберем на р точку С =\= В ш рассмотрим предел (X обозна­
чает точку прямой ^, а скобка — двойное отношение) 

lim {В, С, (рХ, X). 

Этот предел г = i(B; ç?), независимый от выбора точки (7, 
и будет искомым инбариантом г. Если q)В = В^срС = иВ + vC^ 
то i = V. 

Возвратимся к рассматриваемому соответствию между про­
странствами Аз, Äg, которое дано решением системы Пфаффа 
(7,1). Из второго и пятого уравнений (7,2) вытекает [тзо̂ х̂ Ог] = 0; 
из последних двух уравнений (7,2) вытекает [(JOSQCOJ^OD^] == 0. Поэ­
тому можно положить 

^30 == / i^ i + /2^2, (7,3) 

Тогда получим 
^^3 = (/i^i + и^г) -4_ i_^i^2 + ^^зз-̂ з. (7,4) 
dJSg = (/1 + Я1ОУ1 + /2 + Яг^ъ) В + СО1В2 + (^зг + Чв) ^ з -

Так как по предположению (А^)^ (В^) не вырождаются в кривые, 
имеет место 

/2 Ф О, /а + 92 + 0. 
Из (7,4) вытекает, что для того, чтобы коллинеация Т между 
пространствами 8^ я S^^ при которой ТА^ = Б^, осуш;ествила 
в точке В^ аналитическое касание первого порядка между по­
верхностями (BQ) И Т(А^)^ необходимо И достаточно, чтобы имело 
место 

f,,TA^ {U + g,)B + xBi, (7,5) 
ТА, + UTA = В^ + (Д + д^В + у В,, 

причем ни числа х^ у ни ТА^ не имеют значения. Выберем та­
кую коллинеацию Т и обозначим через с? то проективное пре­
образование прямой [£5з], при котором для любой точки X 
прямой [^.^з] имеет место (р{КХ) = ТХ. Итак, (рВ^ = В^^ 
f^.(pB = (/2 4- 0̂2) В + хВ^, так что 

i{B,-, ср) ^ 1-'-±^К Çlfi) 
/2 

с другой стороны, пусть с означает ту асимптотическую линию 
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поверхности (А^), проходящую через нашу точку А^, для кото­
рой coi = О и пусть С будет образом С при данном соответствии 
между Äg и Äg; С" будет, следовательно, той асимптотической ли­
нией поверхности (Бд), проходящей через В^ (образ рассматри­
ваемой точки ^з), для которой coi = 0. Пусть наконец С* = 
= ТС. Вследствие рассматриваемого соответствия между 8^ 
и Äg возникает соответствие между кривыми С и (7*, при ко­
тором точка Лд является своим собственным образом. Кроме 
того, при дифференцировании вдоль С имеет место 

(1Бз = (/а + д^) СО^В + (cOgg + Tgg) Бд, 
à'Bs = (h + 92) colB^ +{.)В + (.) -Вз; 

дифференцируя же вдоль С*, получим 
аВ^ = (/з + ^з) СО^В + (cOgg + С̂Оз) Бд, 

d2^3 = / 2 C 0 | B 2 + ( . ) ^ + ( . ) ^ 3 . 

Отсюда, вытекает 

ЯБд, (7', С*) 
/2 

Т. е. 
j(Bi,C',C*) = i(B,;<p). (7,7) 

(7,7) представляет искомое условие для проективного преобра­
зования 71. Предоставляем читателю доказательство (вполне 
аналогичное примененному в § 6) следующего утверждения: 
если выполнено условие (7,7), очевидно независимое от выбора 
коллинеации Г, то наше соответствие между Ŝg и Sg действи­
тельно имеет свойство, которое от него требовалось в § 4. 

8. До сих пор мы ограничивались тем случаем, когда 
точки ^3 , 5д описывали поверхности (А^)^ (5д). Может, однако, 
случиться, что одна или другая из этих поверхностей (Лд),(Вд) 
дегенерирует в кривую. Пусть например (^д) выродится в кри­
вую; условием для этого будет 

Kocoi] = 0. (8,1) 
Внешний дифференциал уравнения (8,1) равен нулю в силу 
уравнений (7,1), (7,2) и (8,1). Отсюда вытекает, что система 
(7,1) + (8,1) в инволюции и что ее решение зависит от трех 
функций двух переменных. 

Предыдущие результаты не дают еще возможности полного 
геометрического описания решения системы (7,1) + (8,1). В об­
щем случае точка В^ описывает поверхность {В^)^ очевидно 
неразвертывающуюся. На этой поверхности имеется система 
кривых (непрямол;|инейных) асимптотических, определенных 
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уравнением ш̂  === 0. Каждая из этих асимптотических поста­
влена по определенному закону в соответстврш с некоторой точ­
кой J.3, описывающей круивю (А^); вполне возможно, что (^з) 
будет и прямой. В каждой точке А^ кривой (А^) выберем 
по какому либо закону определенную плоскость ос = [АА2А^]^ 
которая в точке А^ касается кривой (^з)- Пучок прямых 
с центром А^ в плоскости а описывает, если А^ пробегает 
кривую (J-s), конгруэнцию i , единственными развертываю­
щимися поверхностями которой являются эти пучки. Отдель­
ные прямые каждого такого пучка присвоены по определенному 
закону отдельным точкам асимптотической линии coi = О на 
поверхности (£3)7 которая согласно предыдущему соответствует 
центру А^ этого пучка. Каждой прямой р конгруэнции L по­
ставим в соответствие касательную q той асимптотической линии 
поверхности (5з), которая присвоена соответствующей точке ̂ з^ 
а именно касательную в той точке, которая согласно предыду­
щему присвоена рассматриваемой прямой р пучка с центром 
в ^ 3 - ß^ö эти прямые q описывают конгруэнцию L' в простран­
стве Äg и наше соответствие присваивает каждой прямой р 
конгруэнции L соответствующую прямую q конгруэнции L' 
посредством проективного соотношения я^ для которого имеет 
место лА^ = В^. Однако, соотношение л подчиняется еще одно­
му условию, так как в противном случае наше соответствие 
между Аз и ^3 зависело бы от четырех — а не от трех — функций 
двух переменных. В этом отношении, следовательно, наши рас­
суждения следовало бы дополнить, чего мы в этом мемуаре не 
делаем. 

Может также случиться, что обе поверхности (А^)^ (В^) вы­
родятся в кривые. Тогда нужно к (7,1) присоединить кроме 
(8,1) еще одно уравнение 

[ГгоСОг] = О (8,2) 
внешним дифференцированием которого мы не получим ничего 
нового. Система (7,1) + (8,1) + (8,2) в инволюции и ее решение 
зависит от двух функций двух переменных. Геометрического 
толкования мы в этом мемуаре не даем. 

9. Наконец может случиться, что каждая линейчатая по­
верхность, входящая в конгруэнцию iy, развертывается, причем 
то же можно утверждать и о конгруэнции L'. Тогда L будет 
совокупностью всех прямых, проходящих через постоянную 
точку, равно как и L'. Реперы можно выбрать так, чтобы 
упомянутые постоянные точки были А^^ В^, Тогда мы получим 
систему Пфаффа 

Тдх = То2 = 0̂3 = 0; Тз1 = Тз2 = "̂ з̂з "̂00 == ?̂ /g 1) 
COgj = 0)32 = ^ 7 ^ 3 0 ^ ^ "^30 ^ ^ ^ ' 
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Внешнее дифференцирование уравнений (9,1) дает 

[^11 - - ^OO^l] + ^21^02] == о, [TI2<WI] + [-̂ "22 — ^00^2] = О, (9,2) 
[^i3^^i] + [^23^2] = О, [TIOCOI] + [T20W2] = Ö-

Система (9,1), следовательно, в инволюции и решение ее зависит 
от четырех функций двух переменных. Рассматриваемые соот­
ветствия имеют следуюндий вид. Каждой прямой [^.^з]7 проход-
яш,ей через постоянную точку А^^ по совершенно произволь­
ному закону присвоена прямая, проходяш;ая через постоянную 
точку Лд- Отдельные точки прямой {ВВ^ проективно связаны 
с точками соответствуюш,ей прямой [^^з]? причем это проек­
тивное преобразование связано только одним условием, а имен­
но, что образом точки А^ является точка В^. 

Résumé. 

Géomét r ie p ro jec t ive d i f férent ie l le des co r respondances 
en t r e deux espaces IV. 

Ce Mémoire se décompose en deux parties bien différentes l'une 
de l'autre. Aux n̂ ^ 1—3 on démontre que les correspondances entre 
^3 et 8'^ considérées au Mémoire III de cette série coincident avec les 
correspondances jouissantes de la propriété suivante: Il existe une con­
gruence de droites L dans 8^ et une congruence de droites L' dans Ŝ̂g 
telles que, R étant une surface réglée arbitraire contenue dans L, son 
image R' dans /S3 soit une surface réglée contenue dans L' telle que 
l'image d'une courbe asymptotique quelconque de R soit une courbe 
asymptotique de R'. Aux n^^ 4—9, on considère une autre espèce de 
correspondances entre 8^ et 8'^ qui jouissent de la propriété qu'une 
cartaine congruence de droites L contenue dans 8^ soit transformée 
dans une congruence de droites L' contenue dans 8'^. La particularité 
envisagée s'énonce comme il suit. Pour chaque point A de 8^, il existe 
une homographie tangente К de la correspondance donnée telle que, 
pour chaque droite q issue de J., la droite iC-linéarisante de q ne dé­
pende que du plan щ, où p est la droite de la congruence L qui contient 
le point donné A. 

Analytiquement, il s'agit du cas où, dans la transformation iT-li-
néarisante ш̂  : ct>2 • ^3 ~^ -^i • -̂ 2 • -^З' ^̂ ^ formes quadratiques й^, Q<^, 
ßg ne dépendent que de оо^, œ^, si ш̂  = co2 = 0 est la droite p. 

On prouve que la correspondance envisagée transforme chaque droite 
p de la congruence L dans la droite correspondante de L'par une projecti-
vité n (dépendante de p) qui porte chaque foyer de L contenu dans p 
dans le foyer correspondant de L'. On démontre que la propriété énon­
cée suffit à caractériser les correspondances envisagées si les deux 
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familles de développables de L sont distinctes l'une de l 'autre. Le cas 
où la congruence L ne possède qu'une seule famille de développables 
est bien plus compliqué, la propriété énoncée plus haut n 'étant ici plus 
suffisante; néanmoins, l'auteur réussit ici encore de donner une caracté-
risation géométrique complète de toutes les correspondances considé­
rées. Malheureusement, ce qui a été dit jusqu'à présent n'est pas 
vrai que si aucune surface focale de L ne dégénère pas dans une courbe; 
dans ce cas exceptionnel, le Mémoire ne contient pas des résultats défi­
nitifs. 
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