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Чехословацкий математический журнал, т. 2 (77) 1962 

ПРОЕКТИВНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
СООТВЕТСТВИЙ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРОСТРАНТСВАМИ V 

Эдуард Чех (Eduard Öech), Прага. 
(Поступило в редакцию 15/1 1952 г. 

В настоящем мемуаре определяются с одной стороны все оги
бающие 00̂  коллинеации в S^^, с другой стороны все огибаю
щие 00̂  коллинеации в S^. 
Мемуары I—IV этой серии были опубликованы в этом жур
нале. Мы будем ссылаться на них просто римскими цифрами. 

1. Если Sn-, S!^ — два ?г-мерных пространства, то 8^ X 8!^ 
будет 2?г-мерным пространством, ,,точками'' которого будут 
пары (X, F), где X означает произвольную точку простран
ства Ä^, Y — произвольную точку пространства 8!^. Каждому 
соответствию между 8^ и 8^^ можно присвоить ?г-мерное много
образие в пространстве 8^ X /S^, состоящее из тех (X, F), для 
которых Y является образом X при данном соответствии. 
Если даны два соответствия между Ä^ и S^, из которых каждое 
относит определенной точке А пространства 8^ ту же самую 
точку В пространства /S^, то оба присвоенных многообразия 
в 8п X Ä^ проходят через точку {А, В). Может случиться, что 
эти многообразия имеют в точке (А^ В) касание k-vo порядка; 
в таком случае мы говорим, что данные соответствия имеют 
в точке А аналитическое касание к-то порядка. Легко доказать, 
что это будет иметь место тогда и только тогда, когда для 
каждой кривой пространства 8^ выходящей из точки J., ее 
образы при обоих данных соответствиях будут иметь в точке В 
аналитическое касание к-то порядка. 

Если дано произвольное соответствие С между 8^ и 8'^ 
и если выбрать точку А пространства Ä^, ТО существует оо»* 
коллинеации, имеющих с данным соответствием в точке А ана^ 
л;итическое касание первого порядка. Это будут касательные 
коллинеации данного соответствия в точке J., определенные 
в I, § 1. Выберем для каждой точки J. пространства 8^ опреде
ленную касательную доллинеацию К соответствия С. Тогда мы 
получим в 8п X 8'^ систему оо** ?г-мерных многообразий, при-
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своенных коллинеациям i^; каждая из них в некоторой точке 
{А^ В) касается того ?г-мерного многообразия, которое присво
ено соответствию С; поэтому мы говорим, что соответствие С 
является огибающей ?г-параметрической системы коллинеаций 
К. Может однако случиться, что соответствие С имеет то свой
ство, что в отдельных точках А пространства S^ можно выбрать 
касательные коллинеаций К такие, что К останется без измене
ния, если А пробегает определенное (п — 5)-мерное много
образие в пространстве S^- Тогда система наших касательных 
коллинеаций зависит только от s {i ^ s <: п) параметров 
и соответствие С является огибающей ^-параметрической систе
мы коллинеаций. 

Как и в I, § 5, выберем реперы Л, Л^, . . . , А^'ч 5 , Л^, . . . , В^ 
таким образом, чтобы точка В была образом точки А при рас
сматриваемом соответствии и чтобы рассматриваемая касатель
ная кодлинеация в точке А имела вид 

Дифференцируя уравнения (1,1), мы получим с учетом основных 
уравнений I, (5,3)—(5,6) при обозначениях I, (5,10): 

аК . А = TQQB, 

UÄ . Ai = TigB - j - ТцВ^ - j - • • • ~Г '^гпВпу ( I j ^ ) 

Для того, чтобы коллинеация К зависела только от s па
раметров (i ^ s < п)^ необходимо и достаточно, чтобы суще
ствовало s линейно независимых линейных форм 

^ 1 , . . . , ^s (1,3) 
от coj, . . . , ш^ таких, что коллинеация К будет геометрически 
неизменной для 

êj^ :=:... = es = 0. 

Но это значит, что формы Пфаффа 

т^и — Too (1 ^ -̂  ̂  п); Tri {i ̂ r,i ^п;г Ф i), (1,4) 
т,о (iui<n) (1,5) 

являются линейно зависимыми от форм (1,3). Вместо линейных 
форм (1,4) можно ввести квадратичные формыß,(l ^ i ^ ?г), 
определенные в I, (5,13), частными производными которых 
являются формы (1,4). Тогда наше условие примет вид: должно 
быть возможным, выразить квадратичные формы Q^ (i ^ i ^ п)^ 
а также и линейные формы (1,5) в виде квадратичных или ли
нейных форм в (1,3). 
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Что касается форм (1,3), то они зависят, конечно, от вы
бора репера А^ А^^ ,.., А^ж подходящим выбором этого репера 
можно достигнуть того, что 

2. Обратимся теперь к более подробному изучению случая 
5 = 1, т. е. к отысканию тех соответствий, которые являются 
огибающими однопараметрической системы коллинеаций. Усло
вием в этом случае будет, согласно предыдущему, существова
ние линейной формы 

так что 

Из II, (14,1) видно, что искомые соответствия входят в число 
соответствий с тотально JL-линеаризирующей прямой, которые 
мы полностью исследовали в мемуарах II и III . Нужно только 
выяснить, которые из соответствий с тотально ^Г-линеаризиру-
ющей прямой удовлетворяют новым условиям. Мы увидим, что 
все огибающие однопараметрического семейства коллинеаций 
нами уже определены. Это — соответствия, описанные в II, 
§ 24..Уже там мы констатировали, что эти соответствия, назван
ные нами в конце мемуара II развертывающимися соответстви
ями^ являются, действительно, огибающими однопараметричес
кого семейства коллинеаций. Итак, остается только установить, 
что не существует никаких других огибающих однопараметри
ческого семейства коллинеаций. 

Для ^ ^ 4 ими могли бы быть только соответствия, иссле
дованные в II, § 19; для п = 3 — еще и соответствия, исследо
ванные в III . Обратимся поэтому прежде всего к соответствиям,, 
данным уравнениями II, (19,5) и (19,6) и найдем вообще число 
параметров, от которых зависят в этом случае коллинеаций К. 
Согласно II, (19,2) и (19,3) имеем прежде всего т,о ===̂  О для 
i ^ i ^п. Далее будет ß,- = О для 1 ^ г ^ ?г — 1. Поэтому 
наименьшее количество h параметров, от которых зависит 
коллинеация К^ равно рангу формы и^- В II , § 19 мы дали гео
метрическое построение соответствия рассматриваемого типа 
с помощью проектирования из двух различных центров 0^,, 
(7̂ 4-1 произвольной гиперповерхности (О) пространства S^^^ 
п -{- i измерений. Там же мы обратили внимание на то, что 
Qn = О представляет уравнение асимптотических касательных 
гиперповерхности {С). Следовательно, число h вообще равно 
числу параметров, от которых зависит касательная гиперплос
кость гиперповерхности (С) и в частности будет /̂  = 1 тогда 
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и только тогда, когда (С) будет огибающей однопараметри-
ческого семейства гиперплоскостей в пространстве S^+i- Легко 
однако установить, что этот случай входит в число соответствий, 
описанных в II, § 19. В самом деле, мы имеем Ü^ = ê^^ где # = 

п 
= Е/%̂ .ш,-, так что по I, (5,15) и по II , (19,4) будет т̂ -̂  = ^ß 

для i ^ i ^ п. Кроме того, согласно II, (19,5) и (19,6) будет 
Tri = Ö для 1 ^ ^ ^ ^ , О ^ г ^ т г — 1. Отсюда в силу (1,2) 
получим 

dK , А = О, dK . Ai = ociêBn для 1 ^ ^ ^ '^, 
так что коллинеация К будет постоянной, если А меняется 
в пределах гиперплоскости if, являющейся геометрическим 

п п 
местом точек X = А -\- Их^А^ для ^^ос^х^ = О и кроме того 

1 1 
dK . X == О для каждой точки X гиперплоскости H. Согласно 
рассуждениям в конце II, § 23 из этого вытекает, что наше соот
ветствие принадлежит к исследованным в II, § 24. Заметим без 
доказательства, что соответствие типа II, § 24 принадлежит 
к соответствиям типа II, § 19 тогда и только тогда, когда точка 
II , (24,20) постоянна в пространстве 8^ и одновременно точка II, 
(24,19) постоянна в пространстве 8'^. 

3. Для ?1 = 3 нужно установить, имеются ли между соот
ветствиями, исследованными в III , огибающие однопараметри-
ческого семейства коллинеаций. Легко видеть, что это не так. 
Согласно III , (26,1) имеет место 

Согласно III , (26,3) и (26,5) нужно доказать, что не может иметь 
места 

[Т1за)2] =- О, [Т23СО2] = 0. (ЗД) 

Но если (3,1) имеет место, то по III , (26,4) будет и [Tigcoj = О, 
откуда Ti3 = О, далее по III , (26,8) будет [СО12Т20] = О и согласно 
III, (26,3) и (26,5) будет [со2̂ 12] =• О? так что должен настать 
или второй или четвертый из случаев, которые мы различали 
в конце III , § 26. Первая возможность (III, § 28) отпадает и ос
танется только возможность, рассмотренная в III, § 30; однако, 
в силу III , (31,15) она противоречит уравнениям (3,1). 

Остается показать, что и в случае п =^2ие существует даль
нейших огибающих однопараметрического семейства колли
неаций. Согласно замечаниям в конце § 1 каждая огибающая 
однопараметрического семейства коллинеаций для п = 2 при 
подходящем выборе репера АА^А^ удовлетворяет уравнениям 
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[4i — 'î'ooc^i] = О, [таа — Toocoj == О, [т^^т^] ^ ^ ' (3,2) 
[TaiCOi] = О, [TIOCOJ] =- О, {x^^iù^ ^ ^̂ • 

Согласно I, (5,12) будет тогда иметь место и 

[T21W2] == О, [Г22 — ТооСОа] = О, 
так что по (3,2) 

Tai = О, Т22 — Too = О- (^ '^) 

Из (3,3) получаем внешним дифференцированием 
[-̂ 11 — TooCOai] -= О, (3,4) 

2[г2оС02] + [cOaiTia] - - 0. (3,5) 

Предположим прежде всего, что 
[coaicoj 4= 0. (3,6) 

Из (3,4) тогда вытекает с учетом первого уравнения (3,2), что 
-^ix ~~ Too == 0. (3,7) 

Внешним дифференцированием уравнения (3,7) получим в силу 
(3,2) и (3,3) 

[Т^20^2] + [Т12СО21] = 0. (3,8) 
Из (3,5) и (3,8) вытекает 

[таосоа] = О, [TigCOgi] == 0. (3,9) 

Сравнивая (3,2) и (3,9) мы получим, учитывая (3,6), 
Г20 = О, Ti2 - 0. (3,10) 

Из второго уравнения (3,10) мы получим внешним дифференци
рованием, что [тю^̂ г] ~ О, так что в силу (3,2) будет 

Tio = 0. (3,11) 
Уравнения (3,3), (3,7), (3,10) и (3,11) показывают, что речь 
идет о коллинеации. Следовательно, допущение (3,6) можно 
исключить и мы получаем [cogiCOi] = 0. Однако, если вместо А^ 
ввести ^2 + ^^? то при подходящем выборе Я будет 

С021 = О, (3,12) 

так что согласно (3,5) будет [тзо̂ г̂] = 0̂  откуда в силу (3,2) 
Т20 - 0. (3,13) 

Согласно (1,2), (3,3) и (3,13) имеет место 

Cl JUL • -^^ X — ^ 1 0 " ^ X-i-t x 5 1 t n-tJIß о 5 

Qjfv • -A о — TnnJDo. 2 — ^00^-^2 
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Поэтому в силу (3,2) коллинеация К будет постоянной, если 
точка А описывает прямую [^^2] и кроме того имеет место 
[КХ^ аК . X] = О для любой точки прямой [J-Jlg]- Итак, для 
п = 2 мы также получаем только тот случай, который мы рас
сматривали в II, § 24. 

4. Общий тип развертывающихся соответствий, т. е. оги
бающих однопараметрического семейства доллинеаций, был 
нами выражен (II, § 24) в чисто аналитическом виде. Теперь мы 
дополним упомянутые формулы их геометрическим истолко
ванием, j^oTopoe приведем без доказательства, так как оно 
почти очевидно. Начнем с определения, которое весьма полезно 
и с других точек зрения. 

Пусть дано соответствие между А;-мерным многообразием 
F/c пространства 8^ и А;-мерным многообразием F,̂  пространства 
S^. Пусть точка А{щ^ ...^Uj^) описывает многообразие F;̂ , а 
точка В(щ^ ...^Uj.) — многообразие F;', причем, конечно, со
поставлены одна с другой точки, соответствующие одинаковым 
значениям параметров %, . . , , Uj^. Допустим, что для всех зна
чений параметров выполнены условия регулярности 

ЗА ЗА 
• « • 

дв дв 

+ о, (4,1) 

оПл си к 
+ 0. (4 до 

Левая сторона уравнения (4,1) представляет касательное про
странство Sj^{uij . . . , г̂ .;̂ ) многообразия F/, в точке J[(%, . . . , Uj,); 
левая сторона (4,1') представляет касательное пространство 
Ä^(%, . . . , Uj,) многообразия F^ в точке £(%, . . . , Uj^), Назовем 
касательной коллинеацией данного соответствия в точке J. (%, . . . , 
. . . , -г̂ )̂ коллинейное соотношение К между SjJ^u^^ . . . , Uj^) 
и 8^(щ, . . . , 16/,), при котором для данных значений %, ..,^Ujc 
имеет место 

КА=: В, К^ = ^ + XiB (i<i< h), 
дщ дщ — — 

Числа Al, . . . , Afc произвольны, так что мы получаем оо̂  касатель
ных коллинеаций в каждой точке многообразия F^. Легко 
убедиться, что если коллинейное соотношение L меяеду S^ 
и 8'„ тш^'.т расширением какой либо касательной коллинеа-
ции к данного соответствия в точке А = А{щ^ . . . , г̂ ;̂ ), то для 
каждой кривой Г многообразия V,, выходящей из точки А 
в соответствующей точке В = В{щ^ ,..^Uj^) многообразия Vj^ 
настанет аналитическое касание первого порядка между об-
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разами кривой Г при данном соответствии между F/, и F^, 
с одной стороны, и при коллинеации L с другой. Наоборот, если 
коллипеация L между 8^ и 8^ имеет указанное свойство, то L 
является расширением некоторой касательной коллинеации 
данного соответствия между F^ и F^ в точке A{ui, ...,Uj,). 
В частности, пусть /с ^ 1, т. е. пусть дано соответствие между 
кривой Fl пространства 8^ и кривой F^ пространства 8^; выберем 
для каждой точки А = А{и) определенную касательную колли-
неацию К(и) между касательными 8i{u) и 8^{и) кривых F^ и F^. 
Тогда при любом выборе множителя однородных координат 
точки А(и) кривой Fl можно выбрать множитель однородных 
координат соответствующей точки В{и) кривой Fj так, чтобы 
для любого и имело место 

К(и) . А{и) = В{и), Щи) -^ =-^-

Коллипеация К (и) останется без изменения тогда и только 
тогда, когда мы умножим однородные координаты точки В(и) 
на постоянный множитель. 

5. После этих подготовительных рассуждений мы можем 
приступить к обещанному геометрическому описанию разверты
вающихся соответствий между /S^ и Ä^. ДЛЯ каждого из таких 
развертывающихся соответствий существует однопараметри-
ческое семейство {Tn-i{u)} гиперплоскостей пространства 8^ 
такое, что данное развертывающееся соответствие переводит 
гиперплоскость r^_i(te) в определенную гиперплоскость Т'^_^(и) 
пространства 8'^ посредством некоторой коллинеации K^^J^u)^ 
зависящей от и. Если мы будем теперь изменять и, то или не 
существует ни одной точки общей для всех гиперплоскостей 
Г^_1(гб) пространства 8^ и ни одной точки, общей для всех 
гиперплоскостей T'^_i{u) пространства 8!^ — в таком случае 
положим h = О — или общие точки всех гиперплоскостей 
T^_j(u) образуют в пространстве 8^ линейное подпространство 
N размерности h — 1 {i ^h ^п — 1 ) и одновременно общие 
точки всех гиперплоскостей Т'^_^{и) занимают в пространстве 
8'^ линейное подпространство N' той же размерности h — 1. 

Положим сначала А = 0. Тогда семейство {J'^_i(i^)} будет 
семейством всех соприкасающихся гиперплоскостей некоторой 
кривой Г = {С(и)} пространства Ä„, а семейство {Т1^_^(и)} бу
дет семейством всех соприкасающихся гиперплоскостей кривой 
А = {D{u)} пространства /S^, причем между Г и А имеется 
определенное соответствие. Кривая Г ие содержится ни в одной 
из гиперплоскостей пространства 8^; кривая А не содержится 
ни в одной из гиперплоскостей пространства 8^, Точнее, мы 
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предполагаем, что для любого и выполнены условия регуляр 
ности 

^ . сЮ (1 О 

au du"" 

Ф О 

Ф 0. 

Для каждого и данному развертывающемуся соответствию 
между Sn и 8^ соответствует определенная касательная колли
неация Kj^(îi) упомянутого соответствия между Г и А. Наоборот, 
если дано соответствие между Г = {С{и)} ж Л = {D{u)} и если 
для каждого и выбрана определенная касательная коллинеация 
К^{и) соответствия змежду J"и zl, то существует соответствующее 
развертывающееся соответствие между S^ я 8^^ определенное 
однозначно. Для i ^ к ^ п — 1 и для любого и пусть Tj,(u) 
означает соприкасающееся А;-мерное линейное пространство 
кривой Г в точке С{и)^ а T'j^(u) — соприкасающееся А;-мерное 
линейное пространство кривой А в соответствующей точке 
D{u). При изменении и, Tj^{u) опишет {к + 1)-мерное много
образие {Tj,(u)} = Гк+1 в пространстве 8^ и одновременно 
Tj^{u) опишет (к -f 1)-мерное многообразие {Г[„(гб)} = AJ,M^ 
в пространстве 8!^] положим далее Г^ = Г, А^ = А. Для к = i 
мы уже определили для каждого и коллинейное соотношение 
Ki(u) между прямой Ti{u) пространства 8п и прямой Т'^{и) 
пространства 8^^ однозначно определяющее соответствие между 
Г^ и А^. Для 2 ^ ^ ^ ^ — 1 можно тогда совершенно одно
значно определить рекуррентно для каждого и коллинейное 
соотношение Kj,{u) между Т^,{и) и Tj.{u)^ однозначно определяю
щее соответствие между JT/^+I и J/c+i, с тем свойством, что соот
ношение Kj,(u) является расширением соотношения Kj,^j^{u) 
и что для каждой точки Р пространства Tj,{u), не принадле
жащей к Tj,^^{u)^ Ки(гс) будет касательной коллинеацией дан
ного соответствия ]уге?кду Pj^m AJ,B точке Р. Развертывающееся 
соответствие между Sn и S!^ определится тогда тем, что при лю
бом и оно присваивает каждой точке Р гиперплоскости Тп^^(и) 
T04KJ Kn~i(u). Р гиперплоскости Т!^_^{и). 

Этим закончен случай h = 0. Приступим к случаю 1 ^ 
^ h ^ n — 1, когда в пространстве 8^ дано фиксированное 
линейное подпространство iV размерности h — 1 и одновременно 
в пространстве 8^ фиксированное линейное подпространство -W 
той же размерности h — 1. Для большей краткости выберем 
еще линейное подг1ространство Ж размерности п—-h про^ 
странства S^ и линейное подпространство М' той же размерное-

" • 
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ти пространства S^ так, чтобы^ и M не имели общих точек, 
равно как и Л '̂ и Ж'. В пространстве M выберем точку А{и) 
зависяндую от параметра î  и в пространстве М' точку В(и), 
зависяпдую от того же параметра и^ так что получим две кривые 
{А{и)}^ {В{и)} и определенное соответствие между ними, причем 
предполагается, что для каждого и выполнены условия регу
лярности 

^^^ du '"'du'^-^ 
' dB d^- ^В 

^^^ du '" dW"-^ 

+ О 

=j= О 

из которых вытекает, что ни {А(и)} ни {В{и)} не лежит в линей
ном пространстве размерности меньшей, чем п — h. Для 1 ^ 
^ к ^ п — h — 1 для каждого и обозначим через Aj^{u) сопри-
касаюш,ееся линейное подпространство размерности к кривой 
{А{и)} в точке А{и)^ через В^(и) — соприкасающееся линейное 
подпространство размерности к кривой {В{и)} в точке В(и). 
Далее обозначим для 1 ^ ^ ^ ' ^ — ^ — 1 и для каждого и 
через Cj^j^,,(u) линейное подпространство размерности h -{- к 
пространства S^^ которое соединяет N и Aj,{u)^ через 
D7^+;̂ (t6)—линейное подпространство размерности h-i-k простран
ства Ä ,̂ которое соединяет N' и В^{и). Для к = О пусть С^{и) 
будет линейным подпространством размерности h пространства 
S^^ соединяющим N с точкой А{и)^ Dj^^u) — линейным подпро-
сранлтвом размерности Л пространства Ä^, соединяющим N' 
с точкой В{и). Тогда при изменении и для ^ ^к ^п — h — 1, 
Ch-\-jc{u) опишет многообразие {Ch+j,{u)} размерности h -{- к -\- i 
в пространстве,AS^ DJ^J^-I^U) — многообразие {DJ,J^J,{U)} той же раз
мерности в пространстве S'^. Чтобы определить наше развер
тывающееся соответствие, нужно для каждого и выбрать колли-
нейное соотношение К^{и) между ^-пространствами GJ^{u) 
и Dj^{u) так, чтобы каждая точка пространства N перешла при 
KQ{U) независимым от и способом в определенную точку про
странства N'. При изменении и коллинеация К^{и) однозначно 
определяет соответствие между {h + 1)-многообразиями {Cj,{u)} 
и {Dj^u)}. Тогда для любого и и для любого fc, 1 ^ к ^ п — h — 
— 1 можно вполне однозначно определить коллинейное соотно
шение Kj,(u) между Ck+ki"^) M B>h+jc{u), однозначно определяю
щее соответствие между {С^+кЫ)} и {Df,^j,{u)}, с тем свойством^ 
что соотношение Kjdu) является расширением соотношения 
Kj,^^{u) и что для каждой точки Р пространства С^+^М, не 
принадлежащей к Ch+ic-ii^)^ ^кЫ) будет касательной колли-
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неацией данного соответствия ме?кДУ г̂ /* '̂̂ ^ ^г (здрелеляется 
Развертывающееся соответствие мейКДУ ^^ ^ ^ f! РКПРТИ 
тогда тем, что при каждом и каждой точке г -̂  ' , . 
С^^^^(и) присвоена точка К^^^__^{и) . Р гиперплоскости П^^^(и). 

Особенно простым является случай h = п 1. одесь под
пространство N пространства S^ и подпространство N' про
странства S'^ имеют размерность п — 2. Каждой гиперплоскости 
Q пространства S^j проходящей через пространство N, по со
вершенно произвольному закону поставлена в соответствие ги
перплоскость Q' пространства /S^, проходящая через простран
ство N', Для каждого положения гиперплоскости Q дано колли-
нейное соответствие между ^ и ^', в котором точки простран
ства N перейдут независимым от положения гиперплоскости Q 
образом в точки пространства N'. Совокупность всех этих, 
в остальном произвольных, коллинеиных соотношений между 
^ и ^' образует развертывающееся соответствие между ^^ и 8!^. 

6. В предыдущем мы занимались подробным исследованием 
огибающих однопараметрического семейства коллинеаций. Это 
исследование, однако, ни в коей мере не закончено и в дальней
шем мы к нему еще возвратимся. В этом мемуаре мы еще отыщем 
все огибающие двухпараметрического семейства коллинеаций 
в трехмерном пространстве. Уравнения проблемы были сфор
мулированы в конце § 1; теперь мы имеем п = 3, s = 2. После 
выбора подходящего репера J.^1^2^3 нам нужно выяснить, 
когда квадратичные формы JQ ,̂ ßg, ü^^ так же как и линейные 
формы Тю, Тао, "̂ 3̂07 будут независимыми от сод. Условия незави
симости форм ß i , ^25 ^z öT СО3 даны уравнениями IV, (4,1). 
В IV мы провели подробное исследование этих уравнений в пред
положении 

в дальнейшем (см. § 11) мы исследуем, имеет ли интересующая 
нас теперь проблема еще другие решения кроме тех, для ко
торых имеет место (6,1). Между тем, однако, мы вocпoJIьзyeмcя 
результатами IV, касающимися случая (6,1). Согласно IV, § 4 
рассматриваемое соответствие переводит некоторую прямоли
нейную конгруэнцию L пространства 8^ в определенную прямо
линейную конгруэнцию L' пространства ^з и согласно IV, § 5 
развертывающиеся поверхности обеих конгруэнции соответ
ствуют одна другой. Как и в IV, мы различаем три случая, 
смотря по тому, имеет ли конгруэнция L (а значит и конгруэнция 
X') два различных семейства развертывающихся, одно семейство 
развертывающихся или состоит из прямых, проходящих через 
постоянную точку, в каждом из этих трех случаев нужно 
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к соответствующим уравнениям из IV, выражающим независи
мость квадратичных форм ß^, йзг ^з от Шд, присоединить урав
нения, выражающие также независимость линейных форм т^? 
"̂205 '̂ 'зо от <̂ з- Теперь из первых двух уравнений IV (4,2) вытекает, 
что Til — "̂00? "̂217 '̂ 12 7 "̂22 — "̂00 нсзависимы от сод, а так как ввиду 
(6,1) это можно утверждать и о cogi, Ш32, из четвертого и пятого 
уравнения IV, (4,2) следует, что Тдо наверно не зависит от шд. 
По третьему уравнению IV, (4,2) тем же свойством обладают 
и Ti3, 2̂31 ^ чтобы им обладали кроме того и формы т^, Тзо, по 
последнему уравнению IV, (4,2) необходимо и достаточно, 
чтобы было 

Тзо = 0. (6,2) 
Итак, мы получим двухпараметрические огибающие коллинеа-
ций в Аз, рассматривая те решения системы IV, (4,1), для ко
торых имеет место (6,1) и (6,2). 

7. Начнем с того случая, когда конгруэнция L имеет два 
различных семейства развертывающихся поверхностей. Как 
и в IV, § 6, наложим на репер условие: развертывающиеся даны 
уравнениями со̂  = О, cog = О, уравнению со̂  = О соответствует 
фокус А -^ А^^ а уравнению со2 = О — фокус А — А^, Это 
выражается уравнениями IV, (6,1). Итак мы имеем систему 
Пфаффа 

Toi =^ ''̂ оа " ^ "^03 ^^ ^5 ^31 " ^ '^z% ^^ '^33 "̂ оо ^= ^•> (1 \ \ 
'^30 = Ö, С0з1 = COi, 0^32 = — <^2-

Дифференцируя уравнения (7,1) внешним образом, получаем 
[^11 — î'oo^^J = О, [Т21СО2] = О, 
[Ti2ft)i] = о , [Т22 — ТооСОз] = О, 
^IS^^l] + [Т23<^2] = 0? П 2 ) 
blQ — '^1Z<^Û = О, [Т20 + Т23СО2] = 0, ^ ' ^ 
[СООО — СОзз — СОЗО + ^3<^l] — 2[c02iC02] = О, 
2[cOi2a)i] — [сооо — Cf̂33 + < з̂о — < з̂<^2] = 0. 

Система (7,1) в инволюции и ее решение зависит от трех 
функций одного переменного. Если конгруэнция L произвольно 
задана в пространстве S^ (так, чтобы она имела два различных 
семейства развертывающихся поверхностей), то даны и формы 
ft>i, 0)2, СО31, СО32 и в системе (7,1) отпадут последнр1х два уравне
ния. Сокращенная таким образом система будет также в ин
волюции и ее решение зависит от одной функции двух пере
менных . 

Так как Wgi = ^ и ^з2 = — <̂25 имеет место 
d (^ + ^3) = (<«оо — <̂ зз + <̂ зо — со^) А + 2(OiA^ + 

+ (ö>3 + СО33) {А + А^), (7,3) 
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d{A — ^з) (Ü)QQ — CO33 — OJ30 + CO3) А 

(соз — созз) ( ^ — -^з ) -
2(jjoA 2^i2 (7,4) 

Согласно (7,1) будет тогда иметь место 
d{B + Бз) 

3 

Если 

(соз 
Шзз 

«^^33 -

^ 3 3 

^^33 

со 30 СОз) JB - [ - 2(0 
00; (-В + 5з) , 
oj^n -\~ Шз) -В + 2а)2В^ 

^оо) (^ "^ Дз)-
(7/0 

то фокус 
ЭНЦРП! 

[сооо — <^зз 

л + Лз описывает 
ш 30 0)^0)^] + о, (7,5) 
фокальную поверхность конгру-

вырождающуюся в фокальную линию в случае, если 
(7.5) не имеет места. Аналогично, если 

[Шоо — Шзз — ОУ'ЗО + <^3<^2] + О, ( 7 , 6 ) 

то фокз^с А — А2 описывает фокальную поверхность конгру
энции L, вырождающуюся в фокальную линию в случае, если 
(7.6) не имеют места. Фокусы В + В^^ В — В2, конгруэнции U 
ведут себя в этом отношении так же, как и фокусы А + Лд, 
А •—- ^3 конгруэнции L. 

PaccMOTppiM теперь касательную коллинеацию К^ для ко
торой 

К А = В, К Ал = а 2? J^^s 

Из (1,2) вытекает в силу (7,1) и (7,2), что коллинеация К гео
метрически постоянна для со̂  = (х>2 = 0, т. е. К не меняется, 
если точка А описывает прямую конгруэнции L. Согласно (7,7) 
имеем в частности J^(J. + -̂ 3) = В -^ В^^К(А —А^) = 
т. е, К переводит каждый фокус конгруэнции L в соответствую
щий фокус конгруэнции'-L'. Fl3 (7,3) и (7,3') следует, что в точке 
В -{^ В^ имеет место аналитршеское касание первого порядка 
между образами поверхности (или линии) {А + А^) при данном 
соответствии и при коллинеации К. Аналогично из (7,4) и (7,4') 
следует, что в точке В —В^ имеет место аналитическое касание 
первого порядка между образами поверхности (или линии) 
{А —̂  ^з) при данном соответствии и при коллинеации К. 

Если а>1 = О, то точка А ~\- А^ описывает кривую, которая 
при условии (7,5) не вырождается в точку и касательные которой 
принадлежат конгруэнции L. Ъ точке В -\- В^ будет аналити
ческое касание второго порядка между образами этой кривой 
при данном соответствии и при коллинеации К^ ибо в силу 
(7,1), (7,3) и (7,3') для а>1 = О имеет место 
К{А + А^) = В + В^, К d{A + А^) = d{B + В^) — TQO (В + В^), 

Kd%A + J.3) = dHB + В,) - 2тоо d(JS + ^з) + (•) (^ + В^), 
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Аналогично для а)2 = О точка А —• А^ описывает кривую, ко
торая при условии (7,6) не вырождается в точку и касательные 
которой принадлежат конгруэнции L. В точке В — ^з будет 
аналитическое касание второго порядка между образами этой 
кривой при данном соответствии и при коллинеации Ж, ибо в си
лу (7,1), (7,4) и (7,4') для Wg = О имеет место 

Jtx. {jrJL jß^^j — JLJ ^^3? 

К . à{A — A^) = à{B — Бз) — Too(ß — ̂ з ) 
К . à^{A - ^з) = аЦВ - Бз) - 2тоо d{B ~~ В,) + (.) (^ - В.,). 

8. Предположим, наоборот, что в пространстве Äg дана 
прямолинейная конгруэнция L с двумя различными семействами 
развертывающихся поверхностей, а в пространстве Äg — прямо
линейная конгруэнция L' также с двумя различными семей-
ствамп развертывающихся, причем пусть ни одна фокальная 
поверхность обеих конгруэнции не вырождается в линию. 
Пусть далее дано взаимно однозначное соотношение между 
прямыми р конгруэнции L и прямыми q конгруэнции L\ причем 
пусть развертывающиеся поверхности обеих конгруэнции со
ответствуют одна другой. Обозначим через F^^ F2 оба фокуса 
на прямой ]э конгруэнции i , а через F[^ F'^ — соответствующие 
им фокусы на соответствующей прямой q конгруэнции L', 
Пусть, наконец, каждой прямой р конгруэнции L присвоена 
коллинеация К пространства S^ в пространство Sg, переводя
щая лежащие на ]) фокусы F^^ F^B соответствующие им фокусы 
F[, F2- При этом пусть в точке F'^ настанет аналитическое ка
сание первого порядка между фокальной поверхностью {F[) 
конгруэнции L' и образом фокальной поверхности {F^ кон
груэнции L при коллинеации К\ пусть далее в точке F'^ настанет 
аналитическое касание первого порядка между фокальной по
верхностью (Fg) конгруэнции и и образом фокальной поверх
ности (Fg) конгруэнции L при коллинеации К, Фокальная по
верхность {F^ состоит из 00̂  кривых Р^, касательные которых 
принаднежат г^онгруэнции L; аналогично {F^ состоит из оо̂  
кривых /̂ 2 с касательными в конгруэнции L] точно так же 
в пространстве Äg поверхность {F[) состоит из ooi кривых Л^, 
поверхность {F^) из оо̂  кривых Л2 так, что касательные кривых 
zli и Л2 принадлежат конгруэнции U. Взаимно однозначное 
соотношение между прямыми конгруэнции L ш U проявляется 
в том, что каждой кривой Г^ присвоена определенная кривая 
/ j j , каждой кривой Г2 — определенная кривая /I2? причем 
возникает некоторое соответствие между отдельными точками 
взаимно сопоставленных кривых. О каждой коллинеации К мы 
будем кроме того предполагать, что в точке #^ настанет аналити-
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ческое касание второго порядка между кривой Л^ ж образом со
ответствующей кривой Г^ при коллинеации К^ далее что в точке 
Fg настанет аналитическое касание второго порядка между 
кривой Л^ш образом соответствующей кривой /"g при коллинеа
ции К. Если теперь каждой точке каждой прямой р конгруэн
ции L присвоить ее образ при коллинеации К^ соответствующей 
прямой р, то мы получим соответствие между S^ и S^, являющееся, 
как мы докажем, огибающей оо̂  коллинеации К. 

Выберем подвижной репер АА^А^А^ в пространстве ^з и 
подвижной репер ВВ^В^В^ в 8'^^ так что получим уравнения вида 

dB 

MQQA -f- COiAi -f- 602^2 ~\~ ^3-^3? 

0) 0) i^A^ + a>,-2̂ 2 + <̂ гз-4з {i = 1,2, 3); 
"̂ Oo) ̂  + {(^1 + "̂ Ôl) ̂ 1 + (<̂ 2 + T02) в 2 

dB. 
3 1 "^оз) B^, 

(oJiQ + Тго) В + (a)ii + Til) ^ 1 

(ft>i3 + -^n) Bs {i =- i, 2, 3). 
(со г 2 т̂ а) в 2 

Репер АА^А^А^ выберем так, чтобы прямая [^^з! описывала 
конгруэнцию L и чтобы развертывающие поверхности зтой 
конгруэнции определялись уравнениями со̂  = О, cog = О, 
причем для ù)i 
— фокус î 2 = 

О получаем фокус F^ = А + ^з? Для cog ^ О 
А •— А^. Репер ВВ^В2,В^ выберем так, чтобы 

КА ^ В, КА^ X)|5 IS^joL 2 JD2> Jt\-J^ 3 в 35 

так что прямая [^^з] описывает конгруэнцию i>', а развертыва
ющиеся поверхности этой конгруэнции даны уравнениями 
со, =гг О, a>2 = О, для т^ = О получим фокус F^ = В -\- В^^ 1 
для Шз = О — фокус #2 = ß — ^3- Аналитически этот выбор 
реперов выражается уравнениями 

(8Д) 
(8,2) 
(8,3) 

0J 31 

31 

со 1 5 со 32 

015 32 

€0 25 

025 

[TOICOI] = О, [То2^2] = О 

причем уравнения (8,3) вытекают из того, что развертывающиеся 
обеих конгруэнции соответствуют одна другой. Ввиду (8,1) 
имеет место 

d{A + ^3) =" {^ 00 со 33 О) 30 соз) А -\- 2ù)iA 
созз) Й + ^ 3 ) 5 

^ 3 3 — <^30 + 0)з) А + 2С02^2 

• ( < ^ з • 

Л-з) = (cOoQ 
— (c/>3 — СО33) (Ä — J . 3 ) 



и аналогично во втором пространстве будет 
d(B + ^ з ) = (^00 — < з̂з + ^30 — ̂ 3 + '̂ 00 — "̂ 33 + "̂ зо "~ "̂ оз) 

+ 2(ш1 + T̂ oi) -ßi + (< з̂ + < з̂з + '̂ 03 + '̂ з̂з) (Б + -^з). 
d(B — В^) = (сооо — созз — созо + û>3 + Too — ^33 — ^30 + "̂ оз) в 

+ 2(Ш2 + Тоа) В^ — (соз — Шзз + ^оз — '̂ 'зз) {В — Бз)-
Так как поверхности {А -\-А^), {А — А^) не вырождаются 
в кривые, имеет место 

[а>оо — созз + ft>30 — ̂ 3<^i] + Ö' (^Л) 
[Шоо — СОзз — Û>30 + <^3<^2] + 0. (8 ,5) 

Так как в точке S + ^з настанет аналитическое касание перво
го порядка между поверхностью {В + В^) и образом поверх
ности {А + А^) при коллинеации К^ мы получим 

так как в точке В — В^ настанет аналитическое касание пер
вого порядка между поверхностью {В — В^) и образом поверх
ности {А — ^.з) при коллинеации К^ мы получим 

"^00 "^33 "^30 " Г "^03 " ^ ^ ? "^02 ""^ ^ - ( ^ 5 ' ) 

Для ш̂  = о мы получаем на поверхности {А + ^з) кривую JT^, 
а на повехности {В + ^з) соответствующую кривую А^. Для 
ojĵ  = О имеет место 

К{А + ^з) = 5 + -Вз, К А{А + -4з) == d(^ + -^з) -
— (̂ 03 + ^зз) {В + ^з). 

Kà^{A + ^з) - à%B + Бз) - 2(тоз + тзз) à{B + Б3) + 
+ 2(шоо — а>зз + созо — 0)z) т^озВ + {.) {В + В^). 

Так как в точке В -\- В^ настанет ацалитическое касание второго 
порядка между кривой А^я образом кривой Г^ при коллинеации 
К^ будет (CDQQ — Ш33 + СО30 — СО3) ̂ 03 == О для со̂  — О, так что 
в силу (8,4) имеет место 

[To3^i] = 0. (8,8) 
Для 0)2 = О мы получаем на поверхности {А — А^) кривую Г'а? 
а на поверхности (В — В^) соответствующую кривую Zig. Для 
0)2 = О имеет место 

К d{A - А,) = d{B ̂  В,) + (тоз - Тзз) {В - В,), 
К d^A ~- А,) = d%B~ В,) + 2(тоз - Тзз) à{B - В,) + 

+ 2(сОоо — ̂ 33 — ̂ 30 + (^г) Тоз^ + {•) (В — В^). 
Так как в точке В — В^ настанет аналитическое касание вто
рого порядка между кривой А 2 и образом кривой Гд при колли-
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неации К^ имеет место (сооо — созз — ^зо + ^з) '̂ оз = О для 
Шз = О, так что в силу (8,5) будет 

[тозсо,] - 0. (8,9) 

Согласно (8,8) и (8,9) имеет место 
= 0. (8Д0) 03 

в силу (8,1), (8,2), (8,6), (8,7) и (8,10) уравнения (7,1) удовле
творены и доказательство закончено. 

В этом мемуаре мы не будем заниматься случаем, когда 
одна из фокальных поверхностей конгруэнции L (или обе фо
кальные поверхности) вырождается в кривую. 

9. Приступим к случаю, когда оба семейства развертываю
щихся поверхностей конгруэнции L совпадают. При этом 
единствэнная фокальная поверхность конгруэнции L сводится 
к кривой в случае [созо̂ х̂] = 0; так как теперь имеет место (6,2), 
то и фокальная поверхность конгруэнции L' должна свестись 
к кривой. 

Допустим прежде всего, что фокальные поверхности кон
груэнции i , L' не сводятся к кривым. Геометрическое описание 
возникающего в этом случае положения было дано в IV, § 7; 
нужно, однако, дать геометрическое толкование уравнения 
(6,2), которое в рассматриваемом теперь случае дополняет 
систему IV, (7,1). Согласно IV, § 7 поверхности (-^з), (^з) 
связаны таким взаимным соответствием, что асимптотическим 
линиям ш̂  = О на поверхности {А^) соответствуют асимптоти
ческие же линии coi = О на поверхности (^з)- Касательные этих 
асимптотических линий образуют конгруэнции L ж L'. Соответ
ствие между Sg и Äg ввиду IV, § 7 присваивает каждой прямой 
р конгруэнции L соответствующую прямую q конгруэнции L' 
€ помощью проективного соотношения п, подчиненного условию 
71А^ ^ В^ ж еще одному условию, выраженному соотношением 
IV, (7,7), так что п не является вполне определенным при дан
ном соответствии поверхностей {А^) и (^з)- Для; выяснения 
смысла условия (6,2) заменим его сначала более слабым усло
вием 

[тзо%] - О, (9Д) 

которое ввиду IV, (7,3) можно написать д^ = О, что в силу 
1\^, (7,6) означает 

i{B„ (р) = 1 (9,2) 
или согласно IV, (7,7) 

ЯЛз;С",С*) = 1. (9,3) 
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При этом с — асимптотическая линия ш̂  == О на поверхности 
з), являющаяся при данном соответствии между поверхнос

тями (^з) и (^з) образом асимптотической ш̂  = О на поверх
ности (^з); если С — эта асимптотическая на (^з)) то С* будет 
образом С при коллинеации Г, являющейся (по терминологии, 
введенной в § 4) касательной коллинеацией данного соответствия 
поверхностей {А^)^ (Вг)- Коллинеация Т дана уравнениями IV, 
(7,5), «содержащими произвольные числа х, у, которые и теперь 
не имеют значения. Легко видеть, что ввиду произвольности 
числа X условие (9,2) можно заменить требованием, чтобы (р 
было тождественным преобразованием прямой [ВВ^^]; другими 
словами, чтобы проективное соотношение ж было частью колли
неации Т. Обстоятельство, что при данном соответствии между 
(А^) и (jBg) проективное соотношение л не является однозначно 
определенным, как раз и выражается произвольностью числа 
X, фигурирующего в уравнениях (7,5), которое в нашем случае, 
когда 92 = 0^ можно проще напршать так: 

ТА2 = В, + д,В + ф,, '̂̂ '"̂  
причем мы заменили произвольные числа х, у новыми произ
вольными числами I, :̂ . 

Из предыдущего ясно, что условие (9,1) означает ограни
чение характера соответствия между поверхностями (^з) и {В^), 
ибо его смысл согласно (9,3) таков, что для (одной, а потому 
и для каждой) касательной коллинеации Т в точке В^ получа
ется касание второго порядка между асимптотической линией 
С" поверхности {В^) и образом С* асимптотической С поверх
ности (^з) при коллинеации Т. Это касание будет в общем 
случае (при произвольном |) только геометрическим и лишь 
при вполне определенном | станет аналитическим. В самом 
деле, для w^ = О согласно (9,1) и IV, (7,1) имеет место 

(1Лз = M^QA + 0̂ 33̂ 3? d^g = M^QB -f (созз + "̂ oo) ^3? 
d2j.3 rzzr (dcOgo + <̂ 30 • <̂ 00 + <^3з) A + ШзоС02^2 + (•) Дз5 

d^^3 = (<̂ сОзо + ^30 • <̂ oo + <̂ 33 + 2гоо) В + M-^QM^B. + {.) 35 

следовательно, в сршу (9,4) 

ТА^ = Бз , Т (Мз = ^ ^ 3 + (|сОзо -— "̂ оо) В^, 

Т аЫ^ = (12Бз + 2(|созо — -̂ оо) d^g +co3o(ô iû>2 — 2|ft>3o) в + 
+ i^)B,. 

Так как CO^QB = dB^ + (.) В^^ то мы, действительно, всегда 
получим аналитическое касание второго порядка между С 
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и с* в точке Бз, причем это касание будет аналитическим тогда 
и только тогда, когда 

g^ù)2 — 2fft)3o = 0. (9,5) 
Так как [шзо̂ >̂1] Ф О, (9,5) имеет место для единственного зна
чения I, в частности для 1 = 0 тогда и только тогда, когда 
(/j = О, т. е. когда условие (9,1) заменено более сильным условием 
(6,2). Следовательно, усиление соотношения (9,1) соотношением 
(6,2) не означает дальнейшего ограничения характера соответ
ствия поверхностей (У1З), (^з)? но представляет дальнейшее 
условие для проективного соотношения л:, которое теперь од-
Н031ШЧН0 определено: Проективное соотношение л переводит 
прямую [^^з] ß прямую [BBs] таким же образом, как та каса
тельная коллинеация Т между поверхностями А^ и B^j которая 
осуществляет в точке В^ аналитическое касание второго порядка 
между С и С*. 

Предоставляем читателю доказать, что соответствие между 
SQ И Äg С описанными выше свойствами всегда будет огибаю
щей двухпараметрического семейства коллинеаций. 

10. Рассуждения, проведенные в § 9, нужно дополнить 
обсуждением того случая, когда фокальные поверхности (А^)^ 
(В^) вырождаются в кривые. Если (^з) — кривая, то можно 
спещталрхзировать репер АА^АоА^ так, чтобы касательная кри
вой (^З) была [Лз^з]) откуда получим 

созо = 0. (10Д) 
Кроме (10,1) мы имеем еще (6,2), так что касательная кривой 
(В^) будет [^аБд]. Пусть g = [АА2А^]^ а = [-^^г^з]? так что g 
будет касательной плоскостью кривой (А^)^ а — касательной 
плоскостью кривой (^з)' 

Согласно (6,2) и IV, ^7,2) имеет место 
['̂ 2i<̂ i] = О, [г22 — Toocoi] = 0; (10,2) 

дифференцируя внешним образом уравнения (6,2) и (10,1), мы 
получим 

[T2O<WI] = о, [со2ощ] = 0; (10,3) 
согласно (10,1) и IV, (7,2) имеем 

[oj,,œ,] = 0. (10,4) 
Согласно (10,1)—(10,4), (6,2) и IV, (7,1) для со^ = О получим 

dA = COQQA -f- со2-4 2 -\- СОз-^З? 
и Л . 2 = С022^2 I <^23^3> 

dJ.3 = Шзз^з; (10,5) 
dB = (сОоо + Too) В + со2^2 + СО3Б3, 

dJ52 = (СО22 + Too) ^ 2 + (<^23 + Таз) -ß 

dJSg = (Ш33 + Too) -^з-
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Прямые [АА^] конгруэнции L, проходящие через точку А^^ об
разуют пучок с центром А^ в плоскости Q; соответствующие им 
прямые [ВВ^] конгруэнции L' образуют пучок В^ в плоскости 
(Т. Из (10,5) видно, что для каждой точки А^ кривой (А^) су
ществует такая коллинеация H между плоскостями ^ и а, что 
НА^ = Бд, ЩА2А2] = [В^В^] и что КА = НА + Я . А^, где 
коэффициент А зависит от положения прямой [-4Jig]? но не за
висит от положения точки А на прямой [^.Лз]-

Отсюда следует, что рассматриваемое соответствие перево
дит точку X = X(t^ и. v) пространства 8^ в точку Y = Y(tj и^ v) 
пространства S'^, где 

(JLX 

X = z(t) + iix{t) + V dt 

Y =- z(t) + [и + f(t, v)] x(t) + V 
(10,6) 

d̂  
причем точки x, z пространства Аз и точки ^, z пространства S'^ 
зависят только от t; / - с к а л я р н а я функция двух переменных 
t, V. Наоборот, читатель легко убедится, что х^аждое соответ
ствие X-> F вида (10,6) будет принадлежать к исследуемому 
типу, если только выполнено условие 

Ф О + d̂  d̂  

11. Остается тот случай, когда каждая линейчатая поверх
ность, входящая в конгруэнцию i , является развертываю
щейся. Этот случай был исследован в IV, § 9; условие (6,2) 
здесь выполнено автоматически. Этим закончено нахождение 
тех огибающих двухпараметрического семейства коллинеаций 
в трехмерном пространстве, для которых справедливо уравнение 
(6,1). Приступим теперь к изучению того случая, когда урав
нение (6,1) не имеет места, и докажем прежде всего, что искомые 
соответствия обладают тотально К-линеаризирующей прямой 
(см. II , § 14). Так как по предположению (6,1) не имеет места, 
то в уравнениях IV, (4,3) не будет Лд "̂ /̂̂ з == Ö и согласно IV, 
(4,7) можно специализировать репер так, что 

<9Сз = i, /?з = 0 . 
или 

С0з1 == ^iû>i - f ^ 2 ^ 2 + <^3, СОз2 -= ßiO)i + /З2СО2. ( И Д ) 

Согласно § 6 нас интересуют те решения системы Пфаффа, со
ставленной из уравнений (11,1) и IV, (4,1), у которых формы 
"̂ lOî '̂ 20? '̂ 30 независимы от œ^. Но по первым трем уравнениям 
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IV, (4,2) формы Гц — Тоо7 '̂ 21? "̂127 "̂ 22—• "̂00 7 "̂ 13? "̂ 23 также независи
мы от Шд, так что в силу (11,1) и по последним трем уравнениям 
IV, (4,2): 

"^И " ^ '^00 = ^5 "^12 == ^7 ( 1 1 7 2 ) 

^'^30 "^ "̂ 13 = Ö- (11,3) 

Внешним дифференцированием уравнений (11,2) получим 

2[TIOCOI] + [Т20СО2] + [̂ 12-̂ 2̂1] + [ЧгСОгг + 1щ] = О, 
(11 

[-̂ 10^2] + [-î̂ ii — "̂ ггС х̂г] + [-̂ хз̂ з̂г] = ^^ 
Так как мы ищем трехмерные решения, для которых [0)1(020)2] Ф О 
можно положить 

(И 
Так как формы Тщ, Тао, TJI, ТЦ — Таг, т^з независимы от coji из 
(11,4) следует согласно (11,1) и (11,5): 

= 3TI3, (11,6) 3^^21 

2/з(^11 - -̂ 2̂2) == 0. (11,7) 
Докажем, что 

1̂3 ^^^0. (11,8) 
Это вытекает из (11,6), если у^ = 0. Если же у^ ф О, то ввиду 
(11,7) имеет место Тц — Т22 = О, откуда внешним дифференци
рованием получим 

blO< l̂] — [̂ 20Ö>2] + 2[cOi2T2i] + [Т13СО31] + [Т23Ш32] = 0. (И 
Так как формы т^, '̂ 207 '̂ 217 "̂137 ^̂23 независимы от сод, из (11, 
получаем, учитывая (11,1) и (11,5): 

2!/з^21 = "^13. (11,10) 

Из (11,6) и (11,10) следует (11,8). 
Из I, (5,15) вытекает согласно IV, (4,1), ^то 

и согласно (11,2) и (11,8 

8Q^ 
до)^ 

11,8) 

ди^ 
do)i 

ди^ 
до)^ 

dQ^ 
до)^ 

дО^ 
до)^ 

ди^ 
" W III, ..1 ' 1 

о 

0. 

Итак, мы получаем 

Üi = a^col, Q2 = а20)\, ßg = аз<̂ 2? 
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так что тотально if-линеаризирующая прямая существует, что 
мы и хотели доказать. 

Теперь нам осталось только просмотреть все соответ
ствия между А̂з и Äg с тотально Ж"-линеаризирующей прямой 
и выбрать из них те, для которых касательная коллинеация 
К зависит от двух параметров. При этом можно отбросить со
ответствия, рассмотренные в II, § 24, о которых мы знаем (см. 
§ 2), что коллинеация К зависит от одного параметра. Что ка
сается соответствий типа, описанного в II, § 19, то мы исследова
ли соответствующие им коллинеаций if в § 2 для произвольных 
п. Для п = 3 мы получим огибающие двухпараметрического 
семейства коллинеаций, если будем исходить из такой гиперпо
верхности {С) четырехмерного пространства, касательные ги
перплоскости которой зависят от двух параметров, и если 
спроектируем {С) из двух различных центров С^ш С^в одно и то 
же А̂ з- Если А^ В — проекции одной и той же точки гиперповерх
ности ((7), то соответствие между А ж В в сочетании с произволь
ной коллинеацией между S^ и Äg будет самым общим соответ
ствием рассматриваемого типа. Здесь имеется постоянная точка 
А^ в пространстве ^з и постоянная точка ^з в пространстве S^ 
так, что каждой прямой пространства S^^ выходящей из точки 
^3? соответствует прямая пространства S!^^ выходящая из 
точки jBg- Тем же свойством обладают и огибающие оо̂  колли
неаций, рассмотренные в начале этого параграфа; однако, эти 
последние существенно отличаются от огибающих, которые мы 
описали теперь. 

Остается выяснить, не имеются ли среди соответствий с то
тально if-линеаризирующей прямой, найденных в III , еще 
и Другие огибающие со̂  коллинеаций, отличные от тех, которые 
нами уже были изучены в предыдущем. Легко видеть, что это 
не так. Из уравнений II, (26,1), (26,4), и (26,5) получим с уче
том 1,(5,15) 

dQi dQ^ dQ^ 
до)^ дсо^ ^^3 

О 

"̂10 == 3̂0 = 0^ ['̂ 2о<̂ 2] ^ О, так что все эти соответствия между S^ 
и Äg являются огибающими оо̂  коллинеаций. Но из уравнений 
III, (26,1) вытекают уравнения IV, (4,1) и (4,2) кроме первого 
уравнения IV, (4,3), которое, однако, является следствием 
уравнения III , (25,14). Итак, соответствия, рассматренныевШ, 
не дают новых огибающих оо̂  коллинеаций, отличных от уже 
ранее нами изученных. 

18Т 



R é s u m é . 

é o m é t r i e p r o j e c t i v e d i f f é r e n t i e l l e d e s c o r r e s p o n d a n c e s 
e n t r e d e u x e s p a c e s V. 

Ce Mémoire commence l'étude de telles correspondances entre 
deux espaces projectifs 8^ et 8!^ qui sont des enveloppes d'une famille 
00^ (s < n) d'homographies. On prouve d'abord que le cas 5 — 1 ne 
donne que les correspondances déjà considérées au Mémoire I de cette 
série, § 24. Ensuite, on passe à considérer le cas n = 3, s = 2. On prouve 
d'abord qu'il existe dans 8^ une congruence de droites L portée par la 
correspondance dans une congruence de droites L. Pour chaque droite 
p de L, il existe une homographie K(p) qui est une homographie tangente. 
La correspondance transforme les foyers et les plans focaux de L dans 
les foyers et les plans focaux de L'. Trois cas sont à distinguer: 

(1) cas où L possède deux familles distinctes de développables, 
(2) cas où les deux familles coïncident, 
(3) cas où toutes les droites de L passent par un point fixe. 

Dans les trois cas on détermine la généralité des correspondances 
envisagées et l'on donne une description des propriétés géométriques 
caractéristiques de la correspondance ce qui, cependant, n'est pas fait 
d 'une manière complète dans le cas où les deux familles de développa
bles de L' é tant distinctes, une nappe focale dégénère dans une courbe. 
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