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YEXOCIOBAOKUN MATEMATUYECKUN HYPHAI

Mamemamuneckuit uncmumym Yexocaogayxrott Axademuu HAyx
T. 4 (79) IIPATA 31.V.1954 r. « No 2

LES ENSEMBLES PARTIELLEMENT ORDONNES ET LE THEOREME
DE RAFFINEMENT DE SCHREIER, I

MIHATL BENADO, Bucarest.
(Regu le 6 février 1953.)

Dans ce mémoire il s’agit de I'extension du théoreme de Schreicr
aux ensembles partiellement ordonnés qui satisfont & une certaine
condition.

On y donne aussi quelques applications du théoréme de Schreier.

INTRODUCTION

1. On doit & OrTo SCHREIER [1]le théoréme suivant qui joue, comme on sait,
un role fondamental dans la théorie des chaines normales du groupe abstrait &:
Deux chaines normales (fintes) aux extrémités communes & > F

N I T T B .
& > H, >..>H >H,>.. >H_ >H—F (0

o F est diviseur normal dans §&, possédent des raffinements isomorphes.

C’est H. ZASSENHAUS [2] qui, le premier, trouva les formules explicites
des raffinements requis*). A. KuroscH [3], trouva les mémes formules dans le
cas des chaines normales infinies (,,systémes normaux‘ dans la terminologie
de Kurosch, 1. ¢.) munies d’un bon ordre ascendant.

2. Mais, ce fut seulement la théorie des structures qui permit aux algé-
bristes 'axiomatisation du théoréme de Schreier. Parmi les nombreuses contri-
butions a ce sujet, je citerai celles de A. Kurosch [4], O. OrE [5, 6], A. HaraxAy
[7], A. I. Ouzrov [8], E. GrorcE [9], V. Kokingk [10], A. H. LipscurTz [13]
et D. BArBILIAN [14]. Parmi ces contributions, celle de Ouzkov est d’une
importance particuliére, précisément parce que c’est 14 que pour la premiere
fois ont été démontrées des conditions nécessaires et suffisantes afin que le

*) Il importe de remarquer que la démonstration de Zassenhaus (1. c.) du théoréme de
Schreier, contient en puissance une certaine généralisation de ce théoréme; en effet, si
P’on yremplacelasupposition ,,F diviseur normal de &*‘ par la supposition moins exigeante
,,F' diviseur normal de G,_, et de H,_,*‘ (voir les (I)), le théoréme reste vrai. Voir aussi,
a ce sujet, les mémoires [4, 7].
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théoréme de raffinement de Schreier soit vrai dans une structure sous une
certaine forme trés générale.

3. Reprenant les recherches de Ore [6], d’Ouzkov (1. c.) et tenant compte de
la distinction trés importante, due & Korinek (l. c.), entre les deux parties
du théoréeme de raffinement de Schreier, je suis parvenu tout récemment
[16, 17] a élargir encore les résultats de ces auteurs par des méthodes se ratta-
chant a la théorie des connexions monotones.

4. Or, il m’est apparu que maints raisonnements aboutissant aux diverses
formes du théoréme de raffinement de Schreier, ne devaient leur validité qu’aux
seules propriétés formelles de certains systémes de connexions monotones
attachées a la structure; ces propriétés ne requiérent, d’ailleurs, que les seuls
termes de I’ordre partiel, c’est-a-dire que pour assurer la validité du théoreme
de Schreier dans un ensemble partiellement ordonné P, il n’est point nécessaire
(et, en général, il n’est pas méme suffisant) que P soit une structure mais,
il suffit que certaines conditions de ,,connexité‘‘ y soient vérifiées, a savoir:

Supposition H. Nous dirons qu’un ensemble partiellement ordonné P satisfait
a la supposition H, lorsqu’il y existe un élément w, tel que pour tout quadrilatére
(2, wy; @, b) on puisse toujours trouver un sousquadrilatére (M, d; a, b) de fagon
qu’on ait les isomorphismes (au sens de l'ordre partiel [19]) 1, 7 suivants

Mja == bjd (1), Mb==zajd (7) -

5. Le principal but de la premiére partie de notre mémoire est précisément
de faire voir que cette supposition H est en effet suffisante pour assurer la
validité du théoréme de raffinement de Schreier dans un ensemble partielle-
ment ordonné (arbitraire).

On y trouve aussi quelques simples applications & la théorie des W-structures
(M. WaRD [18]) et a la théorie de la divisibilité; mais, ce n’est que dans la seconde
partie de ce mémoire qu’on pourra surtout se rendre compte de la portée de
cette généralisation du théoréme de Schreier.

§ 1. DEFINITIONS ET NOTATIONS GENERALES

Nous allons d’abord rappeler les définitions suivantes:

1.1. Ensemble quotient. Soit P un ensemble partiellement ordonné [19],
et soient a, b € P tels que @ = b, J’appele ensemble quotient ou simplement
quotient a/b, 'ensemble de tous les éléments x ¢ P tels que a > « > b. Si
Ion a @ > b, le quotient est véritable; et tout quotient de la forme a/a sera.
dit unitaire. Enfin, je dis qu’un quotient a/b est premier, lorsqu’il est véri-
table (@ > b) et lorsqu’il n’existe aucun élément x ¢ P tel que a >« > b.

1.2. Chaines. Je dis qu’un sous-ensemble C d’un ensemble partiellement
ordonné P, est une chaine (ou ensemble ordonné), lorsque pour tout couple
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a,beC on aag>boua<b Lorsquune chaine est finie, on peut ’écrire
simplement

=02 2 D0 20 20, T 1 (®))

Les quotients a;_,/a;, ¢ = 1,2,...,r, sont les quotients ou facteurs de la
chaine; le nombre r, en est la longueur (apparente)!) et les éléments a,, a, en sont
les extrémités.

Nous ne considérerons dans ce travail que des chaines finies de sorte que je
dirai toujours ,,chaine‘‘ tout court, au lieu de ,,chaine finie*‘.

Je dis qu’un ensemble partiellement ordonné est archimédien, resp. arche-

médien, il satisfait & la condition des chaines descendantes™ resp. ascen-

dantes™; et je dis qu'un ensemble partiellement ordonné est archimédien
s’ est & la fois archimédien, et archimédien,.

J appelle raffinement de la chaine C, toute chaine €, ay > a; > ... > a, telle
que a, = a,, a, = a, et telle que tout a; ¢ C soit un a;  C".

Une chaine dont tous les quotients sont premiers, sera dite série.

Les définitions que je vais maintenant poser, sont plus spécifiquement

liées aux recherches du présent mémoire.

1.3. Quadrilatére de Dedekind. Soit P un ensemble partiellement ordonné;
jappelle quadrilatére de Dedekind ouw simplement quadrilatére toute
paire de chaines de longueur apparente égale @ 2, aux extrémités communes

Q>a>w, 22020 (QwabeP). @)

Les quotients des chaines () sont les cotes du quadrilatére; ces c6tés, sont
deux & deux opposés, savoir 2/a a bjw et 2/b & ajw.

Pour des raisons d’abréviation, je vais utiliser le symbole (2, w; a, b) comme
équivalent des relations (Q); c’est & dire que ({2, w; a, b) est le symbole d’un
quadrilatere de Dedekind.

Je dis qu’un quadrilatére (2, w; a, b) est a cotés opposés semblables, lorsque
I’'une des quatre combinaisons suivantes

1. Q>a, b>w, 2>b,a>0, 3. Q=a, b=w;, 2>b,a > v,
2.02>a, b>w;, Q=b,a=0w, 4. Q=a,b=w; 2=0, a = o,
est vérifiée.

Ainsi, par exemple, le quadrilatére (2, w; @,b) oul’onaa non > betanon< b,
est un quadrilatére & c6tés opposés semblables car, on a évidemment 2 > a,
b>w, 2>0b,a > w.

J’appelle sousquadrilatére d’un quadrilatére (2, w; a, b), un quadrilatére
(M, d; a, b) tel que M < 2,d > w; et je dis que (2, w; a, b) est irréductible

1) Lorsque tous les quotients de la chaine C sont véritables, on dit que le nombre 7 est
la longueur véritable ou, simplement, la longuer de la chaine.

bis) En anglais ,,descending chain condition‘ resp. ,,ascending chain condition‘; voir
[19].

107



siles conditions 2 > Q2" >a, Q> Q"' > betw < 0’ < a, o < o < b entrain-
ent (simultanément) Q' = Q et o’ = w; ainsi, par exemple, § étant une
structure, le quadrilatére (@ V b,a A b;a,b) y est toujours irréductible. Cette
notion de quadrilatére irréductible va jouer dans la seconde partie de ce
mémoire un role primordial.

1.4. Connexions monotones. Soient P, P’ deux ensembles (distincts ou non)
partiellement ordonnés arbitraires. Je dis que ces ensembles sont reliés par une
connexion monotone sil y existe une opération y qui associe a tout p e P une
partie non vide y(p) de P’ et une opération ¢ qui associe & tout p' e P’ une partie
non vide p(p’) de P, de telle fagon que ces opérations y, ¢ satisfassent aux axiomes
survants:

A. Pour chaque paire (p, = p,) € P et chaque g, € 7(p,) il existe au moins
un ¢ e x(p;) tel qu’on ait ¢; = ¢;. Pour chaque paire (p; > p;) € P’ et chaque
¢, € ¢(py) il existe au moins ¢, € (py) tel qu’on ait g, = g,.

B. Pour chaque p e P et chaque ¢’ € #(p) il y a au moins un P € p(¢’) tel que
p < p; pour chaque p’ e P’ et chaque q e @(p’) il y a au moins un p’ ¢ 4(q)
tel que p’ > p'.

Supposons que les opérations y, ¢ soient univoques, c’est-a-dire que,
quels que soient p e P et p’ ¢ P, chacun des ensembles y(p) et ¢(p’) n’ait
toujours qu'un seul élément; alors, les définitions A 4 B ci-dessus se laissent
simplifier comme suit:

A,. Pour chaque paire (p; = p,)e P on a yx(p,) = y(p.); de méme, pour
chaque paire (p; = p;) € P’ on a ¢(p;) = ¢(py).

B,. Pour chaque p ¢ P on a ¢y(p) < p; pour chaque p’ ¢ P’  on a y@(p’) > p’.

Ce sont ces dernieres correspondances que j’ai appelées ailleurs [15], conne-
xions monotones mixfes; quant aux connexions monotones de premiére et
de seconde espéce [15], elles n’ont, vraisemblablement, qu’un intérét purement
formel et, c’est pourquoi j’ai omis de les mentionner ici.

Je vais indiquer par la notation

PP’ mody, ¢ (1)
le fait que les ensembles partiellement ordonnés P, P’ sont reliés par une
connexion monotone moyennant les opérations (en général, multivoques)
2> - La relation (1) n’est pas, en général, symétrique par rapport a P et P’
(méme dans le cas ol y, ¢ sont univoques).

Je dis que la connexion monotone (1) est parfaite dans P et j’écris

PP mody, ¢, (1)
lorsque pour chaque p e P et chaque ¢’ € x(p), on peut trouver, parmi tous
les P € ¢(q’) tels que p < p, au moins un, soit p,, tel que p, = p.

Pareillement, je dis que la connexion monotone (1) est parfaite dans P,
et j’écris
. Pz P mody, ¢, (")
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lorsque pour chaque p’ € P’ et chaque ¢ € p(p’), on peut trouver, parmi tous les
P’ € x(q) tels que p’ > p’, au moins un, soit p,, tel que p; = p'.

Enfin, je dis que la connexion monotone (1) est parfaite, si elle est & la fois
parfaite dans P et dans P’ et j’écris dans ce cas

Pz P mody, ¢ . (2)
Remarquons que dans le cas ol les opérations y, ¢ sont univoques, cette

relation (2) signifie qu’il y a isomorphisme entre les deux ensembles partielle-
ment ordonnés P et P’.

1.5. Composition des connexions monotones. Soient P, P', P" trois ensem-
bles partiellement ordonnés (distincts ou non) et supposons qu’on ait les relations

PP mody,¢; P'=2P mody, ¢ . (3)

Composer les connexions (3) c’est, par définition, instituer entre P et P”
la correspondance définie par les équations suivantes

2ap) =0o(p), peP; ¢p'(p")=(p"), p"eP".
Lemme. On a P = P”" mod o, 7.
La vérification en est immédiate.

Remarque. Pour les propriétés générales des connexions monotones (uni-
voques), voir mon mémoire [15].

§ 2. LES CONNEXIONS MONOTONES D'UN ENSEMBLE
PARTIELLEMENT ORDONNE, ESPACES 4

Dans les deux paragraphes suivants, nous exposerons les principes d’une
méthode générale pour ’étude des ensembles partiellement ordonnés (arbi-
traires); cette méthode, je 1’ai d’ailleurs déja utilisée dans la théorie des struc-
tures a propos du probléme des décompositions du type JorpaxN-HOLDER
[16, 17].

Elle consiste essentiellement en ce qu’un ensemble partiellement ordonné
y est congu comme un ,,espace‘‘ dont certaines parties sont reliées par des
systémes de connexions monotones; c¢’est ici que la notion de quadrilatére de
Dedekind viendra jouer un role principal.

Les propriétés d’un ensemble partiellement ordonné seront donc, dans cette
théorie, les propriétés des systémes de connexions dont il est muni, ainsi que
de leurs relations mutuelles; telle propriété est, par exemple, le théoréme de
raffinement de Schreier (§ 3).

2.1. Espaces 4. Soient P un ensemble partiellement ordonné et (2, w; a, b)
un de ses quadrilatéres & cOtés opposés semblables; nous ferons correspondre
aux quotients R2/a, b/w un ensemble I' de paires d’opérations (x, ¢) et aux
quotients 2/b, a/w un ensemble I' de paires d’opérations (%, ¢) de fagon que
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pour toute paire (1, ¢) € I' et pour toute paire (%, ¢) e I" on ait respectivement
(au sens des axiomes A + B ou A, + B, 1,4)
Qla=bjo mod y, ¢;  2/b2afw mod %, $.2) (4)

Nous supposons en outre que les systémes I I satisfont aux conditions
suivantes:

A*. Pour toute paire (x, ) € I" il existe un p; € y(a) et un p, € p(b) tels que
P = w et p, = L.

B*. Pour toute paire (¥, ¢) € I" il existe un ¢; ¢ %(b) et un g, € p(a) tels que
g, = w et g = 2. .

F*. Les systémes I', I" sont maximaux par rapport aux propriétés A*, B*
respectivement.

Dans le cas ou les opérations (x, ), (X, ¢) sont univoques, les conditions
A* | B* g’énoncent simplement:

A¥. Pour toute paire (y, ) € Iy on a g(a) = w, p(b) = Q.

B¥. Pour toute paire (%, ¢) € I'yon a 3(b) = o, oa) = Q.

Tci, on a désigné par I, la partie de I', formée par les paires d’opérations
univoques; de méme pour fo par rapport a I

Un ensemble partiellement ordonné P dont tous les quadrilatéres (2, w;
a, b) & cOtés opposés semblables ont ét6 munis de systémes de connexions mono-
tones I, I' satisfaisant & (4) et aux suppositions A* 4 B* + I'*, sera dit un
espace 4.

2.11. A ce point, je fais remarquer qu’'en vertu de la supposition I'*, les

systémes Iy, I’ (a fortiori I', f) ne sont jamais vides. On peut, en effet,
quel que soit le quadrilatére & co6tés opposés semblables (2, w; a, b) € P, définir
20(£2) = bet yo(p) = w pour chaque p tel que 2 > p > a (s’il en existe),
@o(w) = aet @y(p’) = 2 pour chaque p’ tel que b > p’ > w (s’il en existe), } )
Z0(2) = aet 7,(9) = w pour chaque ¢ tel que 2 > g > b (s’il en existe), ~
Polw) = bet go(q’) = Q pour chaque ¢’ tel que a > ¢’ > w (3’il en existe). } ®

On vérifie tout de suite qu’on a

Qa2 bjw mod zo, po;  2/b 2= afw mod Fo, §02)
et que les couples (xo, ¥o), (X0, Po) satisfont, en outre, aux suppositions A¥ et
et B¥. Les connexions monotones (univoques) déterminées par les (5), (5), je
les ai appelées connexions de Ore associées au quadrilatére (2, ; a, b); la raison
de cette dénomination sera expliquée un peu plus loin.

Parce que les systémes Iy, I') sont suffisants pour les besoins de la majeure
partie de ce mémoire, ce sont ces systémes que nous allons notamment consi-
dérer dans ce qui suit; quant aux systémes I, I" et, plus particuliérement 3 la

2) C’est-a-dire que les paires de quotients 2/a, b/w et 2/b, a/w y jouent, tour & tour,
le role de la paire P, P’ dans les axiomes mentionnés.
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connexion de Dedekind multivoque, bien que nous les utilisons dans ce mémoire
(seconde partie) nous n’en ferons pas ici une étude détaillée.?)

2.2. Remarques sur les connexions de Qre. Soient P un espace 4, (2, w;
a, b) un de ses quadrilatéres & cotés opposés semblables et I, I, les systémes
de connexions univoques qui lui sont associés: I’y au couple Q/a, bjw et I, au
couple 2/b, ajw. Alors ona pour (g, ) € Iy, et (%, ) € 1h,

Yo=2% P29 X=X Fo=9 (6)
ot (o, ¥o) € Iy et (%o, Po) € I sont les connexions de Ore du quadrilatére
(2, w; a, b) et ot y, < g, ete., signifie, comme & 1’ordinaire, que yo(p) < %(p)
pour tout p e 2/a, ete.

Pour démontrer les (6) il suffit de remarquer que la connexion univogue?)
/a2 b/w mod y, ¢, entraine

2(2) =b=y9(b); ¢(@)=a=gx) . M
En effet, on a successivement: Q =) =a, b = x(2) = xpb) = b; done
12) = b= zp(d) ete.

2.21. Déterminons les ensembles des éléments parfaits®) des connexions
de Ore de (2, w; a, b).

Nous écartons évidemment le cas trivial o1 tous les cotés de ce quadrilatére
sont nuls simultanément; supposons donc £ > a et aussi, par suite, b > w.
D’aprés les définitions (5), on aura alors:

(poxo('Q) = 'Q, (poxo(a) = a; XQ(po(b) =b, xo(po(w) =w.

Mais s’il existe un p e Q/a tel que 2 > p > @, alors @,x,(p) < p signifie
toujours g,x,(P) < P, car on a y,(p) = @ et gy(®) = a; de méme, §’il existe
P ebjw tel que b > p’ > o, alors on a x,p, (') > '

Ainsi, les ensembles d’éléments parfaits de la connexion 2/az>b/w mod x4, @,

sont respectivement: {2, a} pour Q/a et {b, w} pour bjw. Conclusion analo-
gue concernant la connexion Q/b 2> ajo mod ¥, Por

2.22. Réciproquement, cette propriété des connexions de Ore, suffit
pour les caractériser.
Supposons en effet qu’une connexion (y, ¢) € I, soit telle que les équations

pr(p) =p, pella; y9(@) =71, P edlw
n’aient d’autres solutions que p = Q,a et p’ = b, w respectivement; alors,

) Laquelle me parait, du reste, devoir étre précédée par une théorie générale des
correspondances multivoques.

4) Cela ne signifie pas qu’on ait (y, ¢) € I';, car lasupposition A¥ peut ne pas y étre
satisfaite.

8) Soit P 2 P’ mod yx, @; je dis que p e P est parfait lorsque @y(p) = p et, pareillement,
p’ € P’ est parfait lorsque xp(p’) = p’.
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je dis que y = y, et p = ®,- En effet, on a d’abord, par les (7), () = b, puis,
par la A% (2.1), y(a) = w.

Supposons done, 8’il y a lieu, que p € 2/a soit tel que 2 > p > a; on en déduit
1(2) = 2(p) = y(a), Cest-a-dire b > y(p) = w. Or, pour chaque p e 2a,
on a yg . x(p) = x(p) [15]; on aura done, en vertu de ’hypothése, x(p) = b, w.
Mais, y(p) = b est impossible car p = gy(p) = @(b) = 2; par conséquent
2(p) = w. Ainsi, on a bien y(p) = z,(p), pour tout pe Q/a et on verrait
de méme que ¢ = g, ‘

2.3. Connexions radiales. Soit (2, w; a, b) un quadrilatére & cotés opposés
semblables et soit 2/a <= bjw mod y, ¢*); je dis que cette connexion est radiale
lorsque 'une, au moins, des deux conditions suivantes y est remplie: R,. Pour
tout p € 2/a on a x(p) < p, R,. Pour tout p’ e bjw on a @(p’) = p'.

Lemme. Pour que la condition R, soit remplie il faut et il suffit que pour tout
pe Qfa tel que py(p) = p on ait y(p) < p. Dans ce cas, la condition R, y est
ausst remplie.

Démonstration. La condition énoncée est évidemment nécessaire; mais
cette condition est aussi suffisante, car on a successivement: (p’ebjw), ¢y .
cp(p) = o(@) [14], »" < 29(@') < @(p'), done @(p') = P'(p" € bjw!) (cest la
seconde partie de I’énoncé); par conséquent py(p) = x(p) pour chaque p ¢ Q/a
et comme @y(p) < p il en résulte finalement x(p) < p avec p e 2/a, Q. E. D.

Remarquons que les connexions de Ore sont des connexions radiales; mais,
dans un espace 4, il peut y avoir des quadrilateres (2, w; a, b) dont les seules
connexions radiales (x, @) e Io(2/a, blw) et (%, ¢) e Iy (2/b, ajw) soient les
connexions de Ore. Tels sont, par exemple, les quadrilatéres (2, w; a, b) qu’on
peut former en prenant pour 2, o les extrémités d’un cycle simple (Cy, C,),
[11], et pour a, b des éléments tels que a e Oy, b e U, et tels que a, b = 2, w.
(Pest & cause de cette remarque que j’ai donné aux correspondances (5), (5)
la dénomination de ,,connexions de Ore‘‘.

2.4. Les structures comme espaces 4. Soit § une structure arbitraire et
(2, w; a, b) un de ses quadrilatéres (a cotés opposés semblables). Posons:
@) =bANp, pella; g5(p)=aVp, pedo, (8)
@) =aNqg qc2/b; ¢5(q) =0V ¢, ¢ cajo . (8)
On vérifie immédiatement les relations
Qa == blw mod y&, ¢f; Qb 2 a/w mod ¥, ¢k .

Onaengénéral (yF, pf) nonely (2/a,bjw), (x5, p¥) none fo(!)/b, @ [w), & moins
quon n’ait @ = a V b, = a A b. Les connexions (8), (8) sont évidemment
radiales. :
Les opérations univoques (xo,9p), (%0, 7o) qu'on déduit de (8), (8) par la
restriction des domaines de celles-ci aux c6tés correspondants du sousquadrila-

12



tére (@ V b, @ A b; a,b), sont ce que j'ai appelé les connexions de Dedekind
(associées & ce sousquadrilatere).

Désignons par (1o, go) € To(@ V bfa, bja A b), (7o, #0) Lol V bjb, aja A b)
les connexions de Ore attachées & (@ \V b, @ A 0; a, b); on peut écrire, évidem-
ment:

%0 = %o, Po = Po > ) ,
%o = b, $o = ¢ (9)
et _si (7, 9) e Iy(a V bja, bja A\ b), (X,9) € /K\
e I'n((@ V b/b, aja A b)s ont des connexions 4 G
radiales arbitraires, on aura encore \ // \
Xo=x=10, Po=¢=9o, (10) e O AN
To< i< i #0=§=gp, (10) heXa
c’est-a-dire que x(p) < xp(p), p e @ V bja puis . /
#(p") = #o(p'), p" e bla A b, ete. PN /

Des exemples bien simples, tels que le sui- (/ \ ,)/
vant, montrent ’existence dans (10) ou (10) de 9 €
connexions monotones (radiales) (x, @) ou \C/

(%, @) distinctes et des connexions de )

Ore et des connexions de Dedekind.

2.41. Exemple. Considérons le schéma de Fig. L.

structure ci-contre (Fig. 1).

Le quadrilatére (1, ¢; b, d) y est & c6tés opposés semblableset 'ona b \/ d = I,
b A d = c. Désignons, comme a I’ordinaire, par (o, o) et (xp, ¢p) les connexions
de Ore et de Dedekind, reliant 1/b & d/c et par (Jo; Po), (%, o) les connexions
de mémes noms entre 1/d et bfc. On a évidemment

Xo =1%o, Po=¢p - (11)
Or, si 'on pose:

() =d, y(@) =1, z(b) =c ,
pd) =1, ple) =1, ¢(f) = a, ¢(c) = b
la. correspondance ainsi obtenue, entre les quotients 1/b et djc, est, on s’en

convainc facilement, une connexion monotone radiale: 1/b 2 djc mod 1 %)

de plus (y, @) € I'o(1/b, d/c). On a donc

(12)

Ho=2Z 1 PoZP=Pp - (11)

Mais yo(a) = ¢, y(a) = f et zp(a) = e; par conséquent, y, < y < y,. Puis
on a @o(f) =1, ¢(f) = a donc @, > ¢; et p(e) = 1, @ple) = a donc ¢ > ¢
On aura donc finalement ¢, > ¢ > ¢p.

6) On peut méme écrire 1/b == d/c mod yx, ¢.
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2.5. Supposition H et espaces 4 modulaires. Soit P un espace 4; je dis que P
satisfait a la supposition H, il existe au moins un wye P tel que
dans tout quadrilatére (2, w,; a, b) on puisse trouver un sousquadrilatére (M, d;
a, b) & cbtés opposés semblables, de facon que les systémes I'y(MJa, bjd), T'(M /b,
a/d) jouissent de la propriété suivante:

H. 11 existe une connexion (y, @) e I'y(M/a, b/d) et une connexion (¥, ¢) €
e Iy (M/[b, a/d) telles qu’on ait

Mja==bjdmod 1, ¢, Mfb =3 ajd mod 7, ) . (13)

On ne suppose dans cet énoncé ni que le quadrilatére (M, d; a,b) soit irré-
ductible ni que les connexions (13) soient radiales.

Nous dirons que P est un espace 4 modulaire 8’il vérifie la supposition H,
quel que soit w, e P.

§ 3. THEOREME DE SCHREIER ET THEORIE DES RAFFINEMENTS.

Le probléme que nous allons examiner dans ce paragraphe, se laisse énoncer
comme suit:

Etant données, dans un ensemble partiellement ordonné P, deux chaines aux
extrémités communes, trouver un raffinement de la premiére chaine et un raffi-
nement de la seconde de telle fagon, que les nouvelles chaines aient méme longueur
et que leurs quotients soient (de chaine & chaine) isomorphes dans un certain
ordre.8)

Nous allons voir que si P satisfait & la supposition H, la réponse est toujours
affirmative (au moins pour certaines paires de chaines); nous en déduirons un
procédé qui nous permettra de trouver de proche en proche les raffinements
(mutuels) canoniques de deux chaines aux extrémités communes.

3.1. Théoréme de Schreier. Soit P un espace A satisfaisant a la supposition H;
alors, deux chaines aux extrémités communes 2 > w, possédent des raffinements
isomorphes. (Ici, w, est un de ces éléments w, figurant dans I’énoncé de la suppo-
sition H de 2.5).

Premiére démonstration. (Le principe de cette démonstration est di
& Schreier lui-méme (1. c.)).

Nous remarquons d’abord que, les chaines C;, C, ayant méme longueur et
des quotients isomorphes en quelque ordre (symbole: C; ~ C,), on peut faire
correspondre & tout raffinement C; de C, un raffinement C, de C, de telle
facon qu’on ait C; ~ C,.

7) Remarquons, & propos de cette définition, que, quels que soient ’espace P et le
quadrilatére (2, w; a, b) avec b > a, on peut y toujours trouver un sousquadrilatére
(M, d; a, b) & cOtés opposés semblables de fagon que les (13) soient (trivialement) véri-
fiées; il suffit de poser M = b, d = a.

8) De pareils raffinements, je les appellerai, pour abréger, raffinements isomorphes.
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Cela étant, pour démontrer que les chaines

=020, 2...20,,20,2...20_ 120 =0w, :}

Q=by>b >...> by =b,>...> b, > b, =, (14)

possédent des raffinements isomorphes, nous allons utiliser une double
induction. Le théoréme est évidemment vrai pour r = s = 2, attendu qu’on
a posé Q| M == Q|M et d|w, <= d]w, (voir 2.5).
Supposons done que le théoréme soit vrai pour chaque paire de chaines
=gz =...2a =0,
Q =by=b =2 b=

et démontrons-le pour les paires (14) aveec s = 2. Or, puisqu’on a 2> a, >

= wy et 2 = by > a,, il résulte de la supposition H I’existence d’une paire
M, deP telle que Q>2M=>a,2d2w, et Q=2 M2>2b,>d > w, et
telle que

Mla, <3 bJd mod y, 9; M[b, == a,/Jdmod %, ¢ .

On peut donc écrire
MZay2dZw)= (M 2b 2d2=w,) . (15)

Mais les chajnes ¢, = 0, > ... 2 a,_; 2> a, = wyet a; > d = w, possédent,
d’apreés ’hypothése inductive des raffinements isomorphes

@M= 20,2220 =@=>...2d 2. Zw,) . (15)
Or, le second membre de (15’) engendre un raffinement du premier membre

de (15); et a ce raffinement on peut, vu la remarque ci-dessus, faire correspondre
dans le second membre de (15) un autre, qui lui soit isomorphe. On aura donec

M=a,>...2d2...20)==(M=>...2b,=2d=>... 2 w,) . (15)
Les (15’) et (15”) donnent alors (grace a la transitivité de ~)

RzMzaz2...2062...2...20)=Q2T=...2024
E=)

V

ce qui achéve la démonstration de la premiére induction.
Supposons maintenant que le théoréme soit vrai pour chaque paire de
chaines
Q' =ay>a;,>...> a, = o Q' =b=>by>...>b,_ > w

et démontrons-le pour les paires (14). Or, les chaines ¢y >a, > ... > a, et
by = by, = b, possédent, d’aprés la premiére partie de la démonstration, des
raffinements isomorphes

R=>...Z2a=...2a

I

1\

22w =(R2... 20> >
= w,) - (16)

1\%
\v
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Mais, la chaine b, = ... = w, (extraite du second membre de (16)) et la
chaine b, = b, = ... = b, = w, possedent, elles aussi, en vertu de la nouvelle
hypothése inductive des raffinements isomorphes:

0=z w2 (0= by > = 2 wy) - (167)

De (16) et (16’) il résulte, toujours a l’aide de la remarque déja utilisée;
qu’on a finalement

R>..Z2...2a=...2a=>...

~R2=...2b,=>...2b,

Le théoréme est démontré.

L = ) 2
.Zwo) .

3.11. Deuxi¢me démonstration. Je considére en premier lieu les chatnes
>0, 2w, 220,20, ...2b;, ,2b;>... 2w, (17)

dont la premiére est une partie de la premiére chaine (14). Or, d’apres la suppo-
sition H, le quadrilatére (Q, w,; @,, b;) posséde toujours un scusquadrilatére
(@41, d}; @y, by) tel qu’on ait:

apfay £ 0,/di, mod Ya, Puis @q/by T3 ayyd} mod Yy, ay - (18)

Le quadrilatére (by, w,; d1, b,) posséde, & son tour, toujours en vertu de la
supposition H, un sousquadrllatere (aiy, d}; d}, b,) tel qu’on ait

Alg/dt T2 bofdE mod y12, Pro; Ala/by == di/d mod 7 4s, 1o - (18)

Le quadrilatére (by, wy; di, bs) posséde, de méme, un scusquadrilatére (al,,
dy; d, by) tel qu’on ait

afs/d} == by/df mod Y13, Piy; ads/bg T db/dE mod ¥4z, @ys - (18")
et ainsi de suite. Il se forme, de la sorte, une chaine
a=dy>di=>dy> .. 2di > di > >d > dy =, ,  (19)

telle que, le terme d}_, y étant deJa déterminé, on obtienne le suivant, dj, par
la considération du quadrllatere (b;_1, wo; dj_y1, b;) ainsi que de l'un de ses
sousquadrilatéres (ai;*, dj; d;_;, b;) satisfaisant & la supposition H:

@y 7 by} od 71g, ugs 647 by = diyfdy mod Zupy §us - (187)

Pour le dernier quadrilatére (b,_,, wgy d:

s_1, Ds) on peut naturellement
poser ai; ' = d}_, et di = w,.

Or, on a pour chaque j =1, 2, ..., s, @1,(b;) = al, , ad; = @y;; mais évidem-
ment, ai,‘ eb;- 1/d _, et, par consequent P1,i— 1(@7") a un sens. Posons donc
®1,5-1915(b;) = a’ et, en général

PrioaPriorrr - PrioPub) = a7 E=10,1,2,..,j—Lj>1.
Pour £ = j — 1, cette formule nous donne

P11P12 - - - ‘Pl,;’-l%a’(b:') = ag,- =ay, =12, 8 a,=a (20)
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et on vérifie sans peine qu’on a a,;e 2/a,. D’ailleurs,a, ; _, > a,,,j = 1, attendu
qu’on a posé, pour j = 1,a,,= Q; on a, eneffet, b, ; > a};*,donc o, ;_,(b;—;) =
= 971,7‘—1(61;;1): P1,i-291,i-1(05-1) = ¢1,f—2¢1,5—1(ai;1), ete.

Nous obtenons ainsi la chaine

Q=020 =, > ... ga/l,i—l =y = Zal,s—lgals =a; (21)

avec la propriété trés importante qu’on vérifie facilement:

j—1
al,i—l/ali 2b;_,4/a;;" mod A1i—1 +-- X12X115 P11P12 - -+ P1i—1> (1)
; . — -1 __ g1
] = l: 2; ooy 85 Qg = Q: A5 == Ay, ais == ds—l .

La chaine (21) est, par définition, un raffinement canonique de l’intervalle
2 > a; moyennant la seconde chaine (14) et les connexions (y;, @1;), J =
=1,2,...s.

Je considére en second lieu, la chaine

@y = Ay = o (22)

et la chaine (19) et je leur fais jouer le role de la premiere et de la seconde
chaine (17), respectivement. J’obtiens de la sorte, par le méme enchainement
d’opérations que précédemment, une chaine

ay=dg > di>dy> ... >d;  >d> .. >d > dE=w,

avec la propriété évidente
G <d;, j=01,2..s
et un raffinement canonique

-
Ay = Qg = Uy = Ay = ... 2“2,7’—1 = @y,

= J
avec la propriété
PoPo2 -+ Poi—1 sz(d;) = “gj = Qy; ,
g [0y S df_[ag; " m0d o5 1 - .. YooKor, PorPoz -+ Paj—1 »
j=1,2 ..., a7'=d%,,

ol tous les symboles ont & I’égard des chaines (22) et (19), méme signification
que les symboles correspondants a 1’égard des chaines (17).

Apres avoir itéré ce procédé 1 — 1 fois (1 = 1, 2,...) et que ’on ait ainsi
construit la chaine

Gy =dit Zdi7T Zdy 2 2 AT 2 dT 2 L 2 AT 2 AT = o (23)

et le raffinement canonique de a@;_, > a;_;, je considére la chaine a;_; >

= a; = w, et je lui applique & ’égard de (23) le méme traitement que dans
tous les cas précédents. Je parviens ainsi a la chaine

I T 1 TR B SN I S B
i=0,1,..,7r; dy=28; j=0,1,2,...,8
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ayant la propriété

<d™ i=1,2,..,7r7=012..8; ,
di=wy 1=0,1,2...,8

et au raffinement canonique

Qi = Bio = Ay = Aip = ... Zazﬁﬂ =y = ...
. I -
1=1,2,...,7r, a;=d; " j=

avec les formules générales
af diy T3 di7 A mod iy, @iy afyt/diTt £ diy[df mod Zus, P, } (25)

— e _ . -
a7 =di, af*<dith; t=1,2,..,r, j=1,2,..,8,

PirPig « - Pij—19Pis (dz'~1) = a’z‘J’ =a;; 1=12,..,7r7=12,..,5 (25")
@ 5 I/aw RN d; i/ * mod Xijg—1 - Xi2Xits PaPiz - Piji-1 >
=di_,, a‘,s =d_,, (25")
'i=l,2,...,r, 1=1,2,...,¢8

1l importe de remarquer que les égalités dJ = b;, dj = w,, @,; = &}, al;* =
=dj™ al;t =di_,, ai;' =di_, dans (24), (24'), (24"), (25), (25") sont
des déflnltlons.

On a d’ailleurs, en vertu des secondes relations (25) pour 7+ =7r—1 et
avec les notations que nous avons adoptées

A, j— 1/“7? «= a’r—l,i/dr *mod ¢ ‘Pr—l 9 ZT——] 7 26')
i=12 .., (

Nous avons par ce qui précéde obtenu ce que j’appelerai le raffinement
canonique de la premiére chaine (14) moyennant la seconde chaine (14) et les conne-
wions (Yij> @is)-

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un raffinement canonique de la
seconde chaine (14) moyennant la premiére chaine (14) et un certain systéme
de connexions (x};, ¢;) qui est isomorphe au précédent.

Pour ce but nous énoncerons les définitions suivantes:

J 3
e =dj
1=0,1,2,...,7r,7=0,1,2,...,8; } (27)
bt = af?
i=1,2..,r,j=12..,s. (28)

Pour i =r, les ai;' (j = 1,2, ..., s) ont déja été définis (voir les (25")); il
en est de méme des d} (voir les (24")).
Cela fait, je dis qu’on a pour chaque j =1,2,...,s
b=e>e>...2e 2> .26 > el =,
f < ea -1 , (29)
1 =0, 1,2,...,7‘,7 =1,2,...,8
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On a, en effet, ¢! = d; < b, = eopulse,_r—dt*l Tl=di_e=dj,di_ =
> di et, enfin, (24'); d’oir 1 les (29).
Je considére maintenant I'intervalle b;-1 = b; et les chaines
b=l > >l >d T 2 2 =l =,
=2, >dZ . 2d 2=
Le quadrilatére (b7, el el ,, ei™!) est évidemment un sousquadrilatére

de (eg:i, wy; €_4, e71); car, en vertu des (27), (28) et de la troisiéme des (25),
on a

eI > b > el > el > w,, b e > el > w,
Mais, puisque (b%;%, el e ,, el™') est 1dent1que (ai;?, d% di~', di_,) pour
chaquei=1,2,...,7retj= 1,2, ..., son aura par les (25)

bz—l/et —1 = e"'_l/eJ mOd XZ.’U (Pu;
b /e == el /e mod 2,5, @ij, (30)
i=1,2,...r, j=12,,..8
Si donc nous définissons (pour chaque : = 1,2, ...,retj=1,2,...,3)

b3 = bji = PraPas -+ Piz1,iPis (€572); bjo = b5y,
nous aurons b;; € b;_,/b; et b; ,_; = b;;. Par conséquent:

bj,i—1/bsi T3 €21/bi7 mod F iy ;.. XaiZ1i> P1iPas -+ Pi-ri > (31)
1=1,2,..,7r, j=1,2,...,8

Tei, on &, d’aprés les relations (28), les troisiémes (25”) et les (27) bi;' =

=a; '=di,=¢1 (=12 ...,7) et les relations (31) conservent leur
sens méme pour j = s. On a, du reste, par les (28), les secondes (25”) et les (27)
byt=al;'=d; ' =¢el_, (j=1,2,...,5) et je pose (pour des raisons de

symétrie par rapport & la quatriéme des (25”), b5, = e2_,.
On en déduit, pour j = 1

bl,’i—l/bli = ai—l/bi';l mOd 22‘—111 e 221211’ ¢11¢21 cee &i-—],l (31,)
Enfin, si ’on prend la chaine
by = €7, 1=0,1,2 ..., (32)

pour un raffinement canonique de b,_, > b,, on aura (par la seconde relation
(30), pour j = s — 1)
sz 1/bsz «—»bs lz/es ZmOd <st 1> Xzs 1 }
1=1,2,

Le théoréme de Schreier est maintenant la conséquence des relations (21°),
(31"), (25”), (31), (26"), (25), (30'), (30) et des définitions (27), (28).

Je dirai que les raffinements a;;, b;; que nous avons ainsi obtenus forment
un systéme de raffinements mutuels canoniques des chaines (14).

Les quotients a; ;_,/a;; et b; ;_,/b;; sont les quotients conjugués de ce systéme
de raffinements; ces quotients sont, d’aprés le théoréme, toujours isomorphes

(30
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au quotient intermédiaire diZj/af;?; en particulier, chacun des quotients,
0]ty et ps-1/®y = by, /w, est isomorphe & soi-méme. Ce systéme de raffine-
ments, on le voit, dépend en général du choix des quadrilatéres (ai;?, di;
di1, di_,) et des connexions parfaites (y;, i) €t (X4 @us)-

Corollaire. Supposons que P soit un espace 4 modulaire; dans ce cas le

théoréme de Schreier est vrai pour chaque paire de chaines aux extrémités
communes.

3.2. Les raffinements canoniques, généralités. Il n’est pas difficile de se
rendre compte de ce que la seconde des deux démonstrations que nous avons
données du théoréme de Schreier, n’est, au fond, que la description d’une métho-
de permettant de faire correspondre, dans tout espace 4 (2.1) (qu’il satis-
fasse ou non & la supposition H) a chaque paire de chaines aux extré-
mités communes, au moins un systéme de raffinements mutuels canoniques;
mais, si 'espace 4 en question n’est pas modulaire (ou s’il ne satisfait pas a la
supposition H) il ne peut, évidemment, y étre question, en général, de raffine-
ments (mutuels canoniques) isomorphes.

Dans le cas des structures, les (sous) — quadrilateres de la forme (¢ V b,
a A b;a,b)etles connexionsde Dedekind qui leur correspondent, conduisent,
comme il est facile de s’en convaincre, au systéme de raffinements de Zassen-
haus; on a, en effet, dans chaque structure di =a; A b; (¢ = 0,1,2,...,7;

i=20,1,2...,8),a; ' =d7* Vd ' =12 ..,nj=12..,5). Daprés
cela (et puisque les (25’) ont un sens méme si les y,;, p;; ne sont pas des iso-
morphismes), on aura (... ((a%;* V di_y) V di ) Vdi_) V ..)Vdi=a,V
V (a;—y N bj), ete. (voir les (25")!). On sait du reste que, pour que les raffine-
ments de Zassenhaus soient semblables d’en bas pour chaque paire de chaines
(14) il faut et il suffit que la structure soit modulaire; en ce cas ces raffine-
ments sont méme isomorphes.

Jen’insisterai pas davantageici sur les détails de la construction des raffine-
ments mutuels canoniques; ces détails, ils me paraissent suffisamment éclaircis
par ce qui précede.

En ce qui concerne I’emploi des connexions multivoques dans la théorie des
raffinements, il en sera question dans la seconde partie de ce mémoire.

Nous allons maintenant appliquer les principes précédents aux cas des
structures et des semigroupes (théorie de la divisibilité).

§ 4. LES STRUCTURES

4.1. Définition. J'appelle W-structure, toute structure qui est un espace A
modulaire. Cect équivaut & dire, on s’en convainc facilement, que quels que soient
les éléments a, b € S la relation d’isomorphisme (de structure!) ‘

aV blatzbla A bmod y, ¢ (33)
est vérifiée.
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Toute structure modulaire (c’est-a-dire satisfaisant a I'axiome de Dedekind)
est, naturellement, une W-structure mais, la réciproque n’est pas vraie, ainsi
que I’a montré M. WARD [18] qui a, d’ailleurs, été le premier & considérer les
W -structures.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du § 3.

4.2. Théoréme. Deux chaines aux extrémités communes possédent, dans toute
W -structure, un systéme de raffinements mutuels canoniques; ces raffinements
sont des chaines de méme longueur dont les quotients conjugués sont aux structures
1somorphes.

Les raffinements dont il s’agit dans cet énoncé, sont, en général, différents
de ceux de Zassenhaus et cela précisément parceque les connexions (33) ne sont,
en général, pas méme radiales; mais I'intérét du théoréme lui-méme vient,
a mon avis, de ce que la structure peut ne pas y étre modulaire.

4.3. Sur la caractérisation des structures modulaires. C’est M. Ward qui a posé
(1. ¢c.) le probléme de la caractérisation des structures modulaires en tant que
W -structures; il a démontré, comme on sait, la proposition suivante:

Pour qu’une W-structure soit une structure modulaire il suffit qu’elle
soit archimédienne, (ou bien archimédienne,).

Je vais dans ce qui suit donner, tout en la généralisant un peu, une nouvelle
démonstration fort simple de cette proposition; I'intérét de cette démonstration
vient de ce qu’elle s’applique aussi dans la théorie des multistructures (voir
la seconde partie de ce mémoire), tandis que le raisonnement de M. Ward
lui-méme est plutdt ,,verbandtheoretisch®.

4.31. Détinition. Je dis qu’un ensemble partiellement ordonné P est méro-
morphe lorsqu’il satisfait & la condition suivante:

Q. Soient a, b, ¢ € P tels que a > b > ¢ et tels qu’on ait I’isomorphisme afc ==
3 ble; alors on @ a = b.

De méme, je dis que P est holomorphe lorsqu’il satisfait la condition suivante:

Q. Sotent a,b,ce P tels que a > b > ¢ et tels qu’on ait U'isomorphisme
alb £ afc; alors, on a b = c.

4.32. Lemme. Un ensemble partiellement ordonné archimédien, (archimédien,)
est towjours méromorphe (holomorphe).

La démonstration est analogue a celle qu’on donne habituellement
dans la théorie des groupes pour prouver qu’un groupe & structure groupale

archimédienne, (archimédienne,) n’a pas de méraomorphismes (holomorphis-
mes) véritables.

4.33. Théoréme (M. Ward). Soit S une W -structure méromorphe (holomorphe );
alors, S est modulaire.

Démonstration. Soient a, be S et p" e bja A b,c’est-a-dire b > p" > a A
A b. On a évidemment
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aVb=>aVyp>a,
b>bAN@Vp)y=p=alb, }
aV[bA@Vp)l=aVyp, }
aANDBA@VP))=aAp =aAb,

(On a, par exemple, pour la derniére des relations ci-dessus: b > p’ > a A

donca ANb=a Ap =abcesta-direa N p'=a A bjor,b >b A

V p') Za A b, ete).

Par conséquent, S étant une W-structure, on aura les isomorphismes:
v aVoplaszpla ANb, aVplaczb A @V p)aAbd
dont la combinaison nous donne I’isomorphisme:
pla Nb<zb A (aV p)laNDb

qui entraine, puisque S est méromorphe, queb A (@ V p’) = p’. Or, ceci prouve,

d’aprés un théoréme de Ore [5], que S est modulaire. Pour le cas d’une struc-

ture S holomorphe on peut appliquer la dualité. Q. E. D. :

Le théoréme originaire de M. Ward est maintenant la conséquence immé-
diate du lemme 4.32 et du théoréme 4.33.

Remarque. On s’apergoit aisément que dans la démonstration du thé-
oréme 4.33 ce n’est qu’une partie seulement de la condition Q" qui est inter-
venue; c¢’est que 'élement b A (¢ V p’) n’est jamais arbitraire mais il est, au
contraire, la ,,fermeture de p’ dans bja A b. On est ainsi conduit a envisager
les structures S satisfaisantes a la condition suivante:

Q*. Sotent a, b e S et soit p' e bla N\ b tel qu’on ait U'isomorphisme

bA@V plaNb==pla Nb,
alors,ona b A (a V p') = p’. Une condition Q** s’en déduit par la dualité.

Or, on voit tout de suite que si dans I’énoncé du théoréme 4.33 on remplace

la condition Q' par la condition moins exigeante Q*, le théoréme reste vrai.

§ 5. LES SEMIGROUPES

11 s’agit dans ce paragraphe de questions se rattachant aux fondements de la
théorie de la divisibilité. Cette derniére est d’habitude subordonnée & la théorie
d-s (semi)groupes réticulés [19]. Parmi les propositions les plus élémentaires
(mais nullement triviales) de ces théories, il y en a, cependant, dont la vali-
dité et la signification sont indépendantes de ce que le groupe partiellement
ordonné fondamental soit réticulé; ce sont ces propositions-la que nous allons
considérer dans les alinéas suivants, afin d’en tirer quelques conséquences
a la lumicre du § 3.

5.1. Définitions. Soit S un semigroupe arbitraire (c’est-a-dire un ensemble
non vide muni d’une loi de composition (-), qu’on appelle multiplication, et.
qui est unique et associative).
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Je dis que S est @ élément unité & gauche (& droite), s’il existeun 1’ ¢ 8 (1”7 € S)
tel que pourtouta e Sonait1'.a=a (a.1” = a); et je dis que S est & élément
unité lorsqu’il est simultanément a droite et & gauche. De méme, je dis que S
est a élément zéro, s’il existe un 0 € S tel qu’on ait 0 . @ = @ . 0 = 0 pour chaque
aef.

Soient a, b, ¢ € S tels que a = bc; alors, je dis que b est un diviseur ¢ gauche
de a, tandis que c en est un diviseur & droite. Symboles: ap’ b, a po” c. Les rela-
tions binaires o', p” seront dites les divistbilités & gauche et & droite (dans S).

Je dis que S est simplifiable a gauche (a droite) lorsque 1’égalité ax = ay
(xa = ya) entraine toujours I’égalité x = y; et je dis que S est simplifiable
lorsqu’il I’est a la fois a gauche et a droite.

Enfin, j'appeile semigroupe a division ou semigroupe divisionnaire tout
semigroupe S tel que 1. S soit & élément unité et a élément zéro, 2. S — (0)
soit siniplifiable, 3. on ait @S = Sa pour chaque a ¢ S, 4. le sousgroupe U des
unités de S se réduise a I'identité.

On a d’abord la proposition bien connue suivante:

5.2. Lemme. La relation o' est une relation de quasi-ordre, ¢’est-a-dire reflexive
et tramsitive, dans S, pourvu que S sott ¢ élément unité a droite.?)

5.3. Les ensembles S’, S”. Soit S un semigroupe & élément unité a droite;
alors, la divisibilité o', y est, d’aprés 5.2, une relation de quasi-ordre [19]. Or,
on sait qu’en ce cas, la relation aP’b (a, b € S) définie par:

P’. On a aP’b toutes les fois qu’'on a ap'b et bo'a,

est une relation d’équivalence dans S. C’est ’ensemble quotient S/P’ qu’elle
définit que nous désignerons dans la suite par S8’ = S/P’; on sait [19] que
Pensemble 8’ est partiellement ordonné par une relation < telle, qu’on ait
K, < K, siet seulement si que la relation z*p'y* (x* e Ket y* e K,; K,,, K, e S")
est vérifiée ou, ce que revient au méme, que ¥ soit un diviseur & gauche, de x;
au lieu de K, < K, j’écrirai aussi K, > K, [19].

On aura pareillement, S étant & élément unité & gauche, une relation d’équi-
valence aP"b (a,b e S) définie par (<ap"b et bp"a)) et un ensemble quotient
S” = S|P".

Lorsque, dans la suite, nous parlerons de I'ordre partiel de ’ensemble S’ il
s’agira toujours de celui défini par la relation < ci-dessus.

5.4. Lemme. Soit S un semigroupe a élément unité 1 et soit U le groupe des
unités de S; alors toute classe d’équivalence de S suivant P’ ¢’est-a-dire tout élément
K, eS' est une somme de classes résiduaires & gauche de S par rapport a U.
(La démonstration fait usage de Uaxiome de choix).

9) Il en est de méme de g”, pourvu que S soit & élément unité & gauche.
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5.5. Lemme. Pour que o” — o' c’est-a-dire, pour que la relation ap”b entraine
ap'b il faut et il suffit que pour chaque élément a € S on ait Sa S aS.19)

Il en résulte que ap’b entraine toujours acp’bc pour chaque ¢ € S.

La vérification des lemmes 5.4 et 5.5 n’offre aucune difficulté.

5.6. Lemme. Soit S un semigroupe & élément unité & droite et tel que p” — o';
alors, Uensemble S’ est un semigrowpe par rapport & la muliiplication ordin-
aire des classes K,eS'. Ce semigroupe S’ posséde les propriétés suivantes:
1° il est & élément unité a droite, 2° la divisibilité a gauche y coincide
(en tant que relation de quasi-ordre) avec Uordre partiel de S’ (5.3, derniére
remarque), 3° la divisibilité a droite y entraine la divisibilité & gauche
(c’est-a-dire, on a p” — o' dams S'!), 4° Pordre partiel de S’ est homogéne
par rapport & la multiplication des classes, c’est-a-dire que K, < K,
entraine K K, < K K, et K, K, < K, K, pour chaque K e S'.

Démonstration. On a par définition S’ = S/P’, P’ étant la relation
d’équivalence définie & 5.3. Or, il est clair que aP’a* (a, a* ¢ S) entraine caP’ca*
pour chaque ¢ € S; et je dis qu’on a également acP’a*c pour chaque ¢ € S. On a,
en effet a = a*d, a* = ad’ et par suite aussi ac = a*dec, a*c = ad’c ce qui,
en vertu de la supposition p”— p’, entraine (5.5), ac = a*cd,, a*c = acd,
c’est-a-dire précisément acP’a*c. Ainsi I'’ensemble S’ est un systéme multi-
plicatif par rapport & la multiplication ordinaire des classes: K,K, = Kg;
K., K, €8'; on a done ’homomorphisme S ~ S’ qui entraine en particulier que
S’ est un semigroupe.

Les propriétés 1°—4° du semigroupe S’ sont essentiellement des conséquen-
ces de ’homomorphisme S ~ S’; montrons-le pour les propriétés 2°, 3°.

Soient d’abord K,, K,, K, € S’ telles que K, = K,K,.Jedisqu'ona K, < K,;
on a en effet K, = K,, donc aP’bc c’est-a-dire, en particulier, a = b . cd ce
qui prouve que ag’'b et, partant, K, < K, (5.3).

Réciproquement on tire de K, < K, que ap’b, donc a = bc et par suite, vu
que S ~8', K, = K, K., ce qui achéve la vérification de 2°.

Supposons maintenant qu’on ait K, = K;K,; il faut montrer qu’il en résulte
K,= K,K,. Or, on a K, = K4, donc aP’'db, c’est-a-dire que a = dbf; on
a, d’autre part, p” — p’ et par conséquent db = bd’, donc @ = b .d'f = be
avec ¢ = d'f. Il en résulte enfin K, = K,K: c’est la propriété 3° de ’énoncé.

5.7. Lemme. Soit S un semigroupe & élément unité 1, simplifiable & gauche
et tel que p" — o'; alors le semigroupe S’ jouit des mémes propriétés et coincide
avec Uensemble des classes résiduaires & gauche de S swivant le sousgroupe U des
unités de S.

Démonstration. Soit K, ¢ 8" et a* ¢ K,, donc a = a*d, a* = af; on en tire
a = afd, a* = a*df et comme S est simplifiable & gauche, il en résulte 1 = df,

10) ,,C“ est le signe habituel de I'inclusion au sens de la théorie des ensembles.
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1 = fd, ce qui prouve que d, f ¢ U, donc K C aU. Or, on a aussi (5.4) aU S K,
donc K = aU. Le reste de la démonstration s’achéve comme & 5.6.
Corollaire. 1. On a Ua S aU pour chaque a e S. 2. La relation K. K, <
< K. K, entraine K, < K.
Dorénavant nous supposerons que S est un semigroupe divisionnaire (5.1);
alors, ap’b (< ap"b) signifie (5.3) a < bet 'ona 0 < a < 1 pour chaque a € S.

5.8. Lemme. Soit S un semigroupe divisionnaire; alors, tout quadrilatére
(M, d; a,b),d> 0,tel que b = vM, d = va, est un quadrilatére tel que a = Mo,
d = b et tel qu’on ait les isomorphismes (au sens de Uordre partiel)

M|a=b/d, Mb=ald .

Démonstration. D’abord, puisque U = 1, il suit que S est partiellement
ordonné par la divisibilité. Cela étant, je considére p e M/a, c’est-a-dire M >
> p = a et je définis

xp)=vp, peMa . (34)

11 est clair que y(p) e b/d, c’est-a-dire que b > y(p) = d. Soit maintenant
p' € b/d. Puisque b = v M, c’est-a-dire v = b, on aura a fortiori v > p’, ce qui
équivaut & p’ = vz pour un certain z e S. De b > p’ > d il résulte, d’ailleurs,
vM > vz > va et, par suite, M > z > a. Je définis alors

Pp) =2 (' =vp(p)), P <bld (34)
et je dis qu’on a M/a == b/d mod y, ¢.

Ces fonctions y, ¢ sont en effet monotones; puis, on a vpy(p) = x(p) = vp,
donc gy (p) = p et xp(p) = ve(p’) = p".

Maintenant, puisque M => aet b > d,onauraa = Mv,, d = bv,doncd = v .
. My, = vM . v; = bv,. Donc v, = v, = v. Si je pose

@) =4q0, qeMb; ¢ =4, ¢ <cafd,
j’obtiendrai d’une fagon analogue M /b = a/d mod %, ¢ etle lemme est démon-
tré.

5.81. Lemme. Soit S un semigroupe divisionnaire, alors, pour qu’un quadri-
latére (1, w; a, b), @ > 0, posséde un sousquadrilatére (M, d; a, b) tel que b =
= oM, d = va il faut et il suffit qu'il y ait und e Stel que d < a,d < b,d > o,
d > ba.

5.82. Corollaire. S étant un semigroupe divisionnaire, pour qu’un quadrila-
tére (2, w; a, b), w > 0, posséde un sousquadrilatére (M, d; a, b) tel que b = v M,
d = va, il faut et il suffit quil y ait undeStel qued < a,d < b, d>w,d >
= ba’ avec a = Qa'.

5.83. Corollaire. Tout semigroupe divisionnaire satisfait & la supposition H
(avec wy = 01!). '
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5.9. Théoréme. Dans tout semigroupe divisionnaire S, deux chaines aux extré-
mités communes Q > 0 (2 < 1) possédent toujours aw moins un systéme de
raffinements isomorphes.

Chacune des propositions 5.81—5.9 est une conséquence simple de la pro-
position précédente (ainsi que, quant a 5.9, du§ 3).

5.91. Remarque. La question reste ouverte de savoir sous quelles conditions
le théoréme 5.9 conserve-t-il sa validité lorsqu’on y remplace 0 par un w, e S
tel que w, + 0, donc tel que w, > 0 (et tel que w, < £2)? Il s’agit, bien entendu,
de conditions autres (s’il en existe) que celles équivalant & ce que le semi-
groupe divisionnaire S soit une structure par rapport a l'ordre partiel
de S (5.3).

Cette question n’est pas aisée; il y faut, & mon avis, remplacer (dans la suppo-
sition H) les isomorphismes (34) et (34) de 5.8 par des correspondances (iso-
morphes) distinctes des correspondances (x, @), (%, ¢) de 5.8. Or, dans le cas
ou le semigroupe divisionnaire S est une structure (archimédienne,), ces
derniéres correspondances coincident avec les connexions de Dedekind de
n’importe quel quadrilatére (@ V b,a A b; a,b) [19], Ch. XIV, §§ 4 et 13,
il n’en est plus de méme dans le cas plus général ou le semigroupe S est
seulement archimédien, (par rapport & ’ordre partiel de S). Mais, I'intérét de la
question vient surtout de ses étroits liens avec le probleme de la divisibilité
des entiers algébriques (voir plus loin).

5.92. Et voici, pour terminer, une application de ce qui précede aux anneaux
d’intégrité ayant un élément unité (par anneau d’intégrité j’entends un anneau
qui n’a pas de diviseurs de zéro; si, de plus, il est commutatif, ¢’est un domaine
d’intégrité).

Considérons I’ensemble /7 (partiellement ordonné par I'inclusion ordinaire
C) de tous les idéaux bilatéralement principaux d’un anneau d’intégrité
R qui est & élément unité; cet ensemble /7 jouit des propriétés principales sui-
vantes (qu'on démontre comme dans le cas ol tous les idéaux de R seraient
principaux!):

1° Pour chaque & € I7 on a & = (a) ol @ ¢ R est tel que aR = Ra, 2° 'ensem-
ble I7 est un semigroupe par rapport & la multiplication ordinaire des idéaux,
3° soient «, B € IT tels que o S B; alors il existe des idéaux y, y’ € IT tels que
a = fy =y, 4° soient «, & nell, x D (0) tels que aé = xn (§x = 7a); alors
& =, 5°soient «, feIl, « D (0), # D (0); on a alors entre les paires d’anneaux
résiduaires R/x, B/af et R/, «/xf, les isomorphismes de module suivants
(permis par B & gauche resp. & droite) R/« =~ B|af, R|f =~ «xp; il en résulte
pour «, B, y e IT tels que (0) C « C B, les isomorphismes de module fBy/ay =~
o2 flx = yB|y« et les isomorphismes au sens de I’ordre partiel fy/xy == flx <=

1) Voir, par exemple, N. Jacobson, Theory of Rings, Chapter III.
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3 yBlyx (dans ces derniers, £/ = I’ensemble de tous les @ ¢ IT tels que & 2
20 ).

L’ensemble /7 est, d’aprés ces propriétés, un semigroupe divisionnaire et le
théoréme 5.9 y est, par conséquent, satisfait pour chaque paire de chaines aux
extrémités communes (a) D (0) ou a € R est tel que aR = Ra.

Reste 4 montrer que ’ensemble /7 n’est pas, en général, une structure (par

rapport a 'ordre partiel S de /7). On a d’abord a ce sujet la proposition
suivante:

5.93. Théoréme. Soit R un domaine d’intégrité ayant un élément unité; alors,
pour que Uenseble IT de tous les idéaux principauxr de R soit une structure
archimédienne, (1.2),3l faut et il suffit que R satisfasse au ,,Satz von der

eindeutigen Primfaktorzerlegung'?); en ce cas, la structure IT est distri-
butive.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Quant a la
nécessité, voir [19], pages 217—8, et 235—6 (mais auparavant, la dualité
doit y étre appliquée aux résultats des pages 235—6).

5.94. Maintenant, on sait que 'ordre principal d’un corps de nombres algé-
briques ne satisfait pas ordinairement au ,,Satz von der eindeutigen Primfak-
torzerlegung‘; ainsi ’ensemble (archimédien,) I7 de tous les idéaux principaux
d’un tel ordre ne saurait, en général, étre une structure.
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Peswome.

YACTUYHO VYIIOPALOYEHHBIE MHOMECTBA I TEOPEMA
[PENEPA OB VIUIOTHEHUH, I

MUXANJ BOHAJIO (Michail Benado), Byxapecr.
(ITocrymuno B pegakmuio 6/I1 1953 r.)

IIpenmerom ywrasaunoif paGorsl sABIAercA pacumpenue Teopemsr Ilpeiiepa
[1] misa cixydas 9acTHYHO YHOPSANOYEHHEIX MHOKECTB, KOTOpPHE He SABJIAIOTCA
CTPYKTYpaMH, & MMEHHO IIPY IIOMOIIY CJIERYIONIEro IpPeRIoJI0HKeHNA:

H. Msr roBopuM, 4TO 4aCTWYHO YIOPA/0YEeHHOEe MHOecTBO P ymoBireTBo-
pAer mpeamooxkenuio H, eciau CyIiecTByeT SJIeMEeHT w, TaK, 9TO JJIs BCAKOrO
4eTHPEeXYToJbHIKA (2, wy; @, b) MoxHO HaiiTu nomdersipexyroasauk (M,d;a,b)
TaK, YTO COIVIACHO BaKOHY YACTUYHOIO YIOPANOYEHHS MMEIOT MECTO HBOMOp-
dusMEr 7, 7 [19]

Mja=b/d (n), Mb=ald (7).

ITox YeTHIpeXyrosbHUKOM MH 37€Ch IIOHMMAaeM Kakue-iu00 YeTHpe HIIEeMeHTa
JJIA KOTOPHIX BHINOJHACTCH
Q>az2w, 22 ow. (1)

Iopuersipexyrobuuk dYeTHpexyrodbHuUKa (1) ABIfeTcA BCAKUE deTHpex-
yroasuuk Bupa (M, d; a, b), niua xoroporo

Q>2M, dZ2o.
Ouesnpno, 9To mpepunoioxenne H ABIAETCA HEKOTOpOH aHasormeit ,,BTOpoit

OCHOBHOII TeopeMHl 00 u3oMopduame’*.
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Temeps Teopemy Illpeitepa 06 ymaoTHeHNHM MOKHO cPOpPMYJIUPOBATH CJIe-
AYIOIIM CII0cO00M:

IBe menu ¢ obummu KoHaMu 2 > w, 13 P MOMKHO JIUIOTHUTH 110 KpaiHei
Mepe OJHUM cII0cOOOM TaK, YTO YILTOTHEHHBIE I[elN N30MOPQHEL.

A mokasaTesbeTBA IOCTATOYHO IIOBTOPHUTH CJIOBO B CJIOBO OPUTHMHAIBHOE
noxasarexserBo [llpeitepa mocpencTBom aBoiiHOIM nuAyKIMu. Pabora cogepsur
elle OJJHO /[OKA3aTeJIbCTBO HTOIl TeopeMbl, KoTopoe OoJee KOHCTPYKTHBHO.

Haiee B pabore IpuBeeHsl HEKOTOPHIe MpUMeHeHMs 910if Teopemsr Ilpeitepa
K TEOpUN CTPYKTYp M K Teopum peaumoctu. Ho mpesspe Bcero sra Teopema
Oyner UCIoIb30BaHA BO BTOPOi 9acTu paboTHl [JIA M3YYEHUA OAHOTO HOBOJBHO
60JBIIEr0 KJIACCA YACTUYHO YHOPAAOYEHHBIX MHOJKECTB, KOTOPBIA COMEPIKUT
CTPYKTYPBI KaK YaCTHBIA Ccaydaid.
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