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YexocroBauknii MaTeMaTHYeckuii :kypHai, T. 5 (80) 1955

O TOYEYHLIX HN3T'MBAHUAX KOHTPVOHIIMNA TPAMBIX

SJIVAPJ YEX (Eduard Cech), Ipara.
(IMocrynmio B pepaxiio 29/X11 1954 r.)

B Hacrosameit paboTe ncclenyoTca BCe COOTBETCTBHA MEKLY JBYMS
TPeXMepHBIMI MHOTooGpasuaMu Vg, n Vé, COCTOSIMMY MB 02 NMPAMBIX
u obiafapole KacaTeJAbHBIMI KOJJIWHEANUAMN, IOCTOAHHBIMU BJOIb
KaMKION MpAMOIi.

B paGore Ilpoexrusras mnddepeHunaabHas reoMeTpHus COOTBETCTBIIT MY
JBYMSA l’IpOCTp'aHCTBaMH V (macrosammit Hypuam, r. 2, 1952, crp. 167—188)
MHOIO OB BBeJeH HOBHI TUI TTpeoGpasoBaHMii NPAMOJIMHEHHEIX KOHIPYRHIUI
B 8;. (Cm. raksme pabory L. Muracchini, Sulle transformazioni puntuali che
sono tnviluppt di omografie, Bollettino della Unione Matematica Italiana (3) 8,
1953, crp. 390—398, copiepsrallylo BaKuble JOIOJIHEHNA M 0000UeHNA MOUX
pesyabraroB.) B nacroamieit pabore s pacupocTpansio 9Ty TeOPUIO HA Npeob-
pasoBaHNUA IPOMBBOJBHEIX cucTeM oo? mpaAMEX B S,. B KadecrBe moAroroBru
K gasbHeiimmM paGoram 1o guddepennnaibHoil reOMeTpUI CHCTEM 002 IPAMBIX
A [JaI0 IpesKjie Beero MoApo6HOe M3I0kenNe dIeMeHTapHON muddepenipanbHoil
reOMeTpUH NEepPBOr0 MOPAAKA TAKUX CHCTEM C IOJHOW CHCTEMATHKOI BCeX BO3-
MOKHBIX CJIy4aeB. BBUAY MONrOTOBIAEMEIX JATbHEHIIIX paboT 9T0 M3JI0KeHNe
ABJIAETCSA 11eJ1eC000PABHEIM, XOTA 1 He COTePHNT HIYero, 9ro He 0510 GBI B IPMH-
IAre 3aTPOHYTO yike B Kiaaccudueckoit pabore H. Cerpe (C. Segre), Preliminart
di una teoria delle varieta luoght di spazi, Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo 1. 30,1910, crp. 87—121. B ¢BsAsy ¢ 5TUM L€ JUIIEHO MHTEPECA IPUBECTH
cHOCKY Ha crp. 94 nmrnposanuoli pabors: Ci accadra spesso nel sequito di
assegnare dei teoremi solo pel caso generale, senza studiare le modificazioni
che essi esigono in casi eccezionali. ... Quanto all’esame delle eccezions, esso
sarebbe certo un complemento essenziale, che potrebbe anche portare a ri-
sultati importanti; ma convien lasciarlo come compito per I'avvenire, non
volendo dare a questo scritto un’estensione eccessiva.

1. PacemorpuM B IIPOEKTHBHGM IIpocTpaHcTBe S, Tpesjie BCero JMHen-
4aTyIio oBepxHocTh R, 06pasoBanHyIo npAMOif

p = p() . (L,1)
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Ha wasspoll mpsamoit p BosbMeM JiBe PasIMuHBIE TOYKU

x=ua(), y=y({, (1,2)
TaKk 49TO
p = (2y) . (1,3)
HKpusas Ha moBepxHoctn R ofGpasoBaHa ToUKOif
z=axx + Py, (1,4)
rjae
x=uft), p=p(@ (1,5)

U HU JUIs KAKOTO ¢ He UMeeT OJlHOBPeMeHHO MecTa o = f# = 0.
Jduddepennuposanue mo ¢ oGosnaunm vepes d.
Hacarensnana k xkpusoii (1,4) jana Berpaskenuem (z, dz), riue

dz=oade+ pdy +de.z+dp.y. (1,6)
[IpeamosoxuM mpessae Beero, 4To
(%, y, dx,dy) + 0, (L,7)

JuistL 9ero Heob6xoxumo B3ATH n > 3. Ecau B3saTs puxcuposannyio Touky (1,4) u
IIPOBECTH Yepe3 Hee BCe BO3MOKHBIE KpUBBIE HA IIOBepXHOocTU R, TO Kask/jad U3
HUX OyneT uMeTh B To4Ke (1,4) ompejesneHuylo KacaTeibHyIo (2, dz), oTimYHy 10
OT P, U 5TH KacaTeJbHEIE BMeCTe ¢ NpsAMoii p 00pasylorT My4ok IPAMEIX ¢ LeH-
TpoM B TouKe (1,4) B miockocTn

(*,y,x dz + fdy), (1,8)
ABJsIOMelicH Kacameabroli naockocmyvio K nosepxuoct B B Toure (1,4). Ecin
IpHU JAAHHOM ¢ MBMEeHATH OTHOLICHUE « : f3, TO B Kamjoit touke (1,4) momyumm

olpeJieleHHYI0 KacaTeJbHYI0 ILTocKocTh (1,8); 9T KacareabHbIe IJIOCKOCTH
3aII0JHAT TPEXMEPHOe HIPOCTPAHCTBO

(2, y, dx, dy) , (1,9)
ABJIAIOIEECH KAcaTeJbHBIM TPOCTPAHCTBOM S3 K HOBEPXHOCTH BOJb NpAMOIL p.
CoorsercTBue Meskgy toukamu (1,4) m kacaTesbpHBIMU ILIOCKOCTAMU (1,8)
B3aUMHO ONH03HAYHO (mpoekTuBHOe coorBercrBue Chasles’a). Jluneitvaras
noBepxHOCTh R, BRmodHsomas yeaosue (1,7), HassiBaeTcst Kocoil JuHeivaToi
MOBEPXHOCTHIO.
HeBoamoKHO, 9T06H Ji7is BeeX ¢ NMeJIM OJHOBPEMEHHO MecTo 00a COOTHOIIe-
HUA
(%, y, dz) = (z,9,dy) = 0, (1,10)

u6o B TakoM ciryvae npamas (1,3) Opwra O6er GMKCHPOBAHHOM, YTO Mbl, KOHEYHO,
ucKJII0uaeM. Msl GyfeM IIpejIioaraTs, 4ro M JJIS 00H020 ¢ He BBHIIOJHAIOTCH
o6a coornomenus (1,10). Urak, ecan mis Kakoro-im6o ¢ mMeeT MeCTO

(%, y, de,dy) = 0, (1,11)
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TO MaTpuIa B JeBoil dact coorHolmenus (1,11) mmeer panr 3 u Ha npsamoii
P CYUIECTBYeT BIIOJIHE oIpefieseHHas Touka (1,4), KoTopyI0 MBI Ha3oBeM 0C000l
MOuKEOl MPAMCR M KOTOpas BhIpaskaeTcsa aHAJMTUYIeCKH IpU MOMOLIM ypaBHe-
HUA
(x,y,xde + pdy) = 0. (1,12)
Ecnu (1,4) — ocobasa Touka, To KacareabHas (2, dz) WIM HeompejesJeHa WM
COBIIAJIaeT ¢ IPAMOM P, TaK 4TO IIOBEPXHOCTH R He mMeeT B 0c000il TouKe ompe-
JieJIeHHO# KacaTeabHOI niockocTn. Hamporus, Bo Bcex 0OBIKHOBEHHBIX TOYKAX
npAMoit p noepxHocth K umeer B caydae (1,11) ogny 1 Ty e KacaTeJabHYIO
IIIOCKOCTD, KOTOPYIO MBI HA30BEeM 0€0601 NAOCKOCMBIO UPAMOIL P.
ITpeanomnomxumM remeps, yTo IOBepXHOCTh £ BRInOJHseT yeaoBue (1,12) nus
ecex t; Tawas JUHeRYATas TMOBEPXHOCTH [ HABLIBACTCA pa36EPMBIBAIOUEIICS.
He ymaisas obummocTs, MOMeM MpPeIOIOKAT, YT0 0c0G0M TOYKOM sBJsICTCS
TOYKA &, JPYIMMH CJIOBAMM, YTO
(x,y,dz) = 0. (1,13)
Torna ocobas NJIOCKOCTL OnpefieJsieTcs BRIpamkeHneM
(@, 9, dy) . (1,14)
Teneps BOBMOJRHEI IBa cayuas. Ecom ocofas Touka & (ukenmpoBana, To Iio-
BepXHOCT R HA3HIBAETCA KOHUUECKOU U TOYKA & — ee eepuunoil. [Iiia onpenede-
HIS KOHNYeCKOI MOBEPXHOCTU JOCTATOYHO BHIOPATH BEPINUHY X U HANDA6AAI0-
wyio kpusyio, o6pasoBaHHYI0 TOYKOil y = y(f); KacareisHas (¥, dy) k aroit
HAIpaBIsoNeli He mpoxoauT Yepesd Touky &. Ocolas miIockocTh WIN Kacamens-
HASL NAOCKOCb KOHUYECKOU nosepxrocmu K coeqnuaeT BepIINAY T ¢ KacaTejb-
HOil K HampaBJAoMeil kpuBoit. HacarenrpHas MI0CKOCTL KOHUYECKOW TTOBEpX-
HocTu R MosteT MMeTh IOCTOSHHOE I0JIOFKeHIIe; B TAKOM CJIydYae KOHHYECKas
NOBEPXHOCTh R ABJIACTCA nyukom npaMbLL.
Bropoii cryvaii ormmyaercs reM, 4To oco0ad TOUKA £ MeHAET CBOe IOJI0KeHNue,
T. e. onmckBaeT KpuByio C, HABEIBACMYIO pe6pos 6036pama pasBepTHBAIOIeliCs
nosepxuocty K. W3 (1,13) caexyer, 4ro mpsAMas P cOBHafaeT ¢ KaCaTeNbHOI
(x, dz) ® rpusoit C; rakum oOpasom, noBepxHocTs R sBiIseTcs nosepxrocmovio
Kacameabnur ¥ cBoeMy peGpy BosBpara. Tak Kak npsaMas p MeHseT CBOe I0JIO-
skerne, C' we Moer 6urrh npsvoit. HaoBopor, econ kpusas C me sBisercs
HpAMOl, TO I[OBEPXHOCTh e€e KacaTeJbHHIX OygeT pasBepTHBAOIeHCA mo-
BEPXHOCTBIO, 0COOBIE TOUKI KOTOPOil Banoanar kpusyio C; 0c060il MI0CKOCTHIO
OYIIeT CONPuKacanwascs niockocmsy
(x, da, d2x) (1,15)
kpusoit C' B TouKe .

2. Pacemorpum reneps B S, KoHrpysmnmio L, T. e. chcremy oo NpAMEX,
0o0paszoBaHHYIO NPAMOIA

P = p(u,v). (2,1)
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Ha wampoit mpamoii p BebepeM OIATH iBe pas/udibe TOUKH

z=z(u,v), y=yu,v), (2,2)
TaxK 4TO
P = (2,9). (2,3)

ECJ’II/I He3aBUCHMEIE nepeMeHHHe u, ¥ CUNTATh PaBHbIMH HGHOTOPLIM (byHK-
IUAM
w=u(t), v=u() (2,4)

BCIIOMOraTeJBHOr0 Iapamerpa ¢, ToO HOJy4YuM JHHeYaTylo 1oBepXHocTh R,
copiepainyiocs B kourpyonnuu L. O6oszuaunm guddepenipposanne o ¢ gepes
d u mpepmIONTOMKUM, YTO HU JJIA OJHOIo ¢ He MMeeT ofHoBpeMenHo Mecra du =
= dv = 0. B rTouke

z=uax + By, (2,5)

He ABJALINeiica A noBepxHocTH R 0co60il TOYKOIl, 9Ta 1HOBEPXHOCTH MMeEeT
KACaATeJbHYIO TJIOCKOCTD

(x:y)“dx+ﬁdy):
Mg a g w0
_«(x,y,oc% +ﬁau)du+(x,y,ocav+5av)dv. (2,6)

O aByX JMMHEHYATHX N0BepXHOCTAX B, R’ KoHTpysHIIN L, KOTOpHIE MPOXOAAT
o0e Jepes OfHY U TY e IPAMYIO P U JIA KOTOpHX oTHomenue du : dv numeer
OHO ¥ TO ’Ke BHAYEHHE, MBI TOBOPUM, YTO OHM NPOXOJAT 4epe3 IPAMYI0 P
B OJIHOM ¥ TOM 3Ke HANpasieHull, KOTopoe MH 060sHauuM depes (du, dv); MHO-
FKECTBO BCeX TAKNX Hampasienuit o6pasyer jmueiinsrii o6pas ool. Ilpnm gamnoit
Touke (2,5) mpAMoil P ToOJOMKeHHUe KacaTelbHOU maockoctn (2,6) 3aBUCHUT
TOJBKO oT HanpasiaeHns (du, dv); M1 roBopuM, 4TO (2,6) SIBIIAETCA Kacameavrol
naockocmylo kKorepyanyuu L 6 moure (2,5) u ¢ nanpasaenuu (du, dv).

Ecom npu mannoit npaMoit p, T. e. TIpM TAHHBIX %, ¥ NBMEHATD, ¢ OJ(HOIT CTO-
POHEI TOUKY (2,5), T. e. oTHoOIIeHUe « : #, ¢ APYroif croponst nanpasienne (du,
dv), To KacarespHAsS MIOCKOCTH (2,6) M3MeHsETCA TAK, YTO HAWMeHbIIee JHeli-
HOe IIPOCTPAHCTBO, B KOTOpOE IOrpYysKeHBl BCe ee IIOJIOKeHNsA, 06pasoBaHo
TOYKAMM

v,y 20y (2,7)

Y o’ v’ ou’ ov’

910 gmHeliHOe pOCTPAaHCTBO S, HAB0BEM KACAMEAbHBIM NPOCIMPAHCMEOM
kouepysnyuu L BROIH IpAMON Pp; ero pasMepHOCTh M HABOBEM ZaPAKMepoM
rwourpysunun L. lmeer mecro 2 < m < 5, a raxKe, KOHeUHO, U m < 7.
B sureparype Haspamme KOHIDY9HIMM HPHUMEHAETCHA, KAK IPABUIO, TOJBKO
K TeM cucTeMaM co? MPAMBIX, 1A KOTOPHIX M = 3; cIydam e m = « Um = 5
UBY4aJINCh [0 CUX 0P OYeHb MAJIO.
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fcuo, 4ro npu ompeseseHNN KOHIPYSHIMY HYKHO IPEJII0JaraTh, YTo Ips-
masA (2,1) cymecrBenHo 3aBucuT oT 08yxr mapamerpoB u, v. Mckiouennio mosu-
JISHRUT He TOJBKO TOT CJIydail, Korga npsamad (2,1) coxpaHser cBoe NoJokeH1e
IpU BCeX M3MeHEeHUAX u, v, HO M TOT ciIydail, Korga MOsKHO Iofo0paTh Hemo-
cToAHHYI0 QyHKIUNO f(u, v) TaK 4roOBl npaMast p Oblia HENOABMMKHOW BeJIe]i-
crBue df = 0. Herpyano y6emumrbca B TOM, 4T0 B MCKIIOYEHHOM CJydae
ObLI0 GBI BOBMOKHEIM II0J{00PATh [JIA Kam 0l napsl (u, v) Hanpasienue (du, dv)
TaK, 9To0bl OBLIO0
(.’E, Y, dx) = (x7 Y, dy) =0. (278)
MsI mpejmostaraeM, 9T0 KU s 00HOU mapsl (u, v) HedbssA Noxo6paTh Harpa-
paenire (du, dv) Tak, yToGs uMesa0 Mecto (2,8).
3. B macrosumem maparpade 3aiiMemcs cayuaeM, KOrjjla XapakTep m pa-

BeH 5, T. e.
oxr ox oy oy
== oy By e . 3,1

(x1y7 au7 a,u’ au7 av)*o ( ? )

Torma misa ka0l IpAMON p U juist Kaskjoro Hanpasaenus (du, dv) Gyner

) (Tay,d%d?/) +=0.
JTO 0B3HAYACT, YTO BCe JIMHeHJaTsie IIOBepXHOCTH R, comepskaliuecs B KOHIPY-
surun L, sipasorea xoceimu. HacarenpHoe mpocrpancerBo 83 1noBepxHoctu B
BJIOJIb P JAQHO BBIPAFKEFTON

9% ) e
(J&‘, Y, dx’ d7/) - (.’,E, Y, ou ) 37,;) du +

ox dy ox oy ox ay) ..
+ [(1}, Y, ou b 01)) + (12, Y, -a; ’ au)] du dv + (x Y, o 8’0 dv ’ (372)

OHO BaBUCHT TOJBKO OT HAllpaBJIeHUs, B KOTOPOM II0BepXHOCTH R mpoxoput
4epes paccMaTpMBaeMyI0 NPSAMYIO P, U Mbl HAB0BEM ero IODTOMY KaACAMenbHbLM
npocmpancmeom kowepysnyuu L ¢ nanpassenuu (dw, dv). lomumo arux S Mbr
paccMorpum emie fpyrue S, KOTOpble BOBHMKHYT, €C/lI Ha Hamleil mpsaMoit p
BrIOpaTh Toury (2,5). B aroil Touke moBepxHOCTH R MMeeT KacaTeNbHYIO ILIOC-
KocTh (2,6); mpu M3MeHeHNHM IOBepXHOCTH R, T. €. Ipu M3MeHEHMU OTHOIIEHUSA
du : dv, nsmenserca M miockocTs (2,6) Tak, 4TO omMCHIBaeT Sy

ox ox ox 0Oy ox oy
(“’ Y Bu’ av) +op [(’” Y Bu> av) +( Yo 8u)] +
ay\ (3,3)
Fpfnn 2.2,

MHE roBopum, 4to (3,3) ecrb kacameabHoe IPOCTPAHCTBO Sy KoHepysnyuu L
6 mouge (2,5).

Hist manmoit npsaMoit p reomerpuveckoe Mecro mpocrpaHetB Sy (3,2) mpn
usMenennu uanpasienus (du, dv) coBmajer ¢ reoMeTpMYecKNM MeCTOM IIpO-

238



crpaucTs S; (3,3) npu usMenenuyn TouKy (2,5). dro Gynmer KBagpuka ) B Kaca-
TesibHOM S5 KOHrpyosuuuu L Bposs p [o6pasoBannom roukamu (2,7)]. KBappuka
Q ABnsgeTCA 0c000it M MMeeT oHOMEPHYIO BepuMHy (npsmyiwo p). Ha xkBajgpuke
@ aesxkar fBe cucreMbl ool Sy; Bo-IepBHIX, 9T0 Kacaresabnbie Sy (3,2) KoHrpysi-
mu L B pasinyuex HanpasgeHusax (du, dv), Bo-Bropnix, kacarennusie S, (3,3)
KOHI'PY9HIMN L B pasiM4YHBIX TOYKaX 2z npamoii p. Tpoussoasnoe S, cucremsr
(3,2) m mpousBoabHOe Sy cneTeMsl (3,3) MePeCeKyTes B KacaTeJbHOM IJI0CKOCTH
(2,5) xourpysuuu L B Touke z n B Hanpasienuu (du, dv).

4. Ilpucrynmm  caydaio, KOrja xapakTep m paBeH 4, T. e. KOIJ[a TOYKI
(2,7) cBABAHBI B TOYHOCTH OJHNMM COOTHOIUIEHMEM BHJa

ox oy

ox 0
% 5 + by T (%6_1) + by FZ) = 3% + byy . (4,1)

B nacroamewm naparpafe Mcciemnyem corydait

by, — aby + 0. (4,2)
Herpynuo ybemurbes B ToM, 4to (4,2) 03HAYaeT, 4TO HEPaBEHCTBO

(z,y,dx, dy) =0
CIpaBe[yInBO 1A Beex HanpsaBienmil (du, dv) u dro, ciefoBaTe bHO, BCe JIH-

HeiJaToLe IIOBEPXHOCTH, NpHMHALIeRaIe KOHIPYSHIIIYT L — xocwre.

B cnry nepaBencrBa (4,2) TOUKM
ax + by, ax + by

NpefCTABIAIOT cOOON [ABe pPasJNUHbIe TOYKM NPAMON P, KOTOPHIMH MOKHO 3a-
MEHUTHb Bmﬁpanﬂme HaM1 MTepBOHAYAJIBHO TOUYKHU X, Y. CHQH&B 9TO, MBI IIpUBEIeM
cooTHomenue (4,1) ® BUJY

ox oy

— — = =ax + by . 4,3

o + by (4,3)
[Tpu m3MeHeHMHU TOYEK X, Y 9TO COOTHOIIEHME OCTAHETCA B CILIE TOJIBKO TOIAA,
@CJII BMECTO ¥, Y MEI BBEJIEM 0%, 0¥, The ¢ = o(u, v) == 0. dT0 BaMeuaHue crpa~
BEJUIIBO, KOHEYHO, TOJBKO IPY ONpefedeHHOM Bhfope mapamerpoB u, v. Ha-
careabHoe Sy KOHIPYSHIMN L BIOJb P UMeeT Iipu ycaoBun (4,3) pij

ox ox oy
(CC, Y, _6714 ) % ) Eﬁ) . (4,4)

B cuiy (4,3) Bepamenue (3,2) gy KacareasHoro S; Konrpysunnn L B Hanpasie-
mn (du, dv) umeer BuR
ox  ox\

ox @ o o
(x7 Y, ‘3%:,’ 5%) du? + (:L‘, Y, I %) du dv — (x, v, B 785} dv?  (4,5)
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a BeIpaskenue (3,3) MJIA KacareJgbHOro mnpocTpaHcrBa S; KOHrpysumum L
B TOUKe (2,5) IMeeT BUJ
ox ox 0 oy ox oy )

0‘2(17 Y, %7'@5)’*‘0‘/3(3;7 y’b;7'a-u)_ﬂ2(xv ya%aé—d . (4,6)
Urax, racarenpHoe S; KoHrpysuuun L B Touke «x -+ fy coBmajgaer ¢ KacaTean-
HEIM S3 Kourpysuiym L B nanpasaenmu (du, dv) = (8, — «). 9tu §; ToskgecTBeH-
HBI ¢ KacareJbHBIMI S3 0c060it kBagpuku ¢ B KacateabHoMm S, (4,4), nMeromnieit
OJHOMEpPHYIO0 BepUIMHY B IPAMOM’ P.

B3

5. Eciu B ciryuae m = 4 B cootHomennu (4,1) niasa Becex nap (%, v) Oymer
ab, — ab, = 0,

TO HETPYAHO OGHAPYIKUTD, YTO A KaKHOH napsl (4, v) UMeeTCA HAIpaBIeHMe
(du, dv), KoTOpOe MBI Ha30BeM 0co6bIM U JIA KOTOPOIO
(z,y,dx,dy) = 0.

Mo:KHO IIPeJNOJIOKATE, YTO IapaMeTphl (u, v) OblIn noj00paHBl Tak, 4YTOOH!
uampasiaerne dv = 0 6e1o oco6uM. O6osHauuM yepes R Te ymHeiuaThie 1m0-
BEDPXHOCTH, IpHHAAIexRaINe KOHrpysHun L, miaa xotopeix v = const. Ilo-
BepxHOCTH [,— Das3BepTHBAOLIMECH, 1 4epe3 Kamayo npamyio (2,1) mpoxoaur
ofHa U3 HUX. Bes orpanmdyeHys OoCI{HOCTH MOKeM IPEIIIOJIOKHUTH, YTO JJIA
Rayk[Dil IpAMOIt p Touka & ABIAeTcA 0c060i TOUKOI cooTBeTCTBYIOIEl HOBEPX-
voctu R,; TouKy z HaBoBeM ¢Hokycom mpAMOR P, a 0co6yIO0 ILIOCKOCTH IIO-
Bepxuoctu R, — gorarunoli naockoccuio upamoit p. Urak, pisa dv = 0 copa-
BegauBo (1,13), Tak 4T0 cootHomenue (4,1) MOJKHO UMETH BUJT

ox
P hx + ky . 5,1)

®oxanbHOI miIocKoCTHIO ABIsAeTes (1,14) B mpennonoxennu dv = 0; aro Gyner,
CJIeJ0BATEJIBHO, IITIOCKOCTD

%
(?7 Y, %) . (5’2)
Tenmeps HeoOXomuMO pasaM4aTh ABA CIydYas, CMOTpPA IO ToMy, Gymer Jn
B (5,1) k & 0 mau k = 0. Ilycts npesxpe Bcero
kE+0. (5,3)

Tax ®ar (5,1) mpexcTaBideT eUHCTBEHHOE JIMHEHHOE COOTHOIIEHME MEMAY
roukamu (2,7), us (5,3) caexgyer, 9ro

ox ox
r——] 0
( ou ov
Ho sr0 smauur, 9yro mpu MsMeHeHUH %, ¥ OKYC Z ONMCHIBAEeT IOBEPXHOCTE,
KOTOPYIO MHl Ha30BeM foKaabHO nosepTHOCMbI0 KOHIPY9HIMK L u 0Go3HaIuM
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yepes F'. Tak Kar TOUKy y MOIKHO 3aMeHUTH OG0 APYroit TOYKOI npAMOIl P,
OTIMYHOM OT TOYKM x, To U3 (5,3) caenyer, uro cooTHouenue (5,1) MosHO npu-
BeCTH K BUIY
ox

Y = . 54

Y= s (5,4)
Tor ¢axr, uro (5,4) ABAAETCA eMHCTBEHHBIM COOTHONICHHEM MEHY TOYKAMN
(2,7), BEIpaskaeTCs HepaBeHCTBOM

( oxr ox o o

Yo o wE ewan) T (5:5)
13 KOTOPOTO MEKIy NPOYMM CJIefyeT, 9T0 JHMHeilHOoe NPOCTPAHCTBO, B KOTOPOe
morpy:xena GorajibHas MOBEPXHOCTH [, He MOJKET UMETh PasMepHOCTD uuse 4.

IIpn v = const Porye x onmurer kpusyio (), Ha nosepxunoctu I, u passep-
THIBAION[AACA MOBepXHOCTh R, Gy/eT MoOBepXHOCTHIO KAcaTe bHBX K KpiBoii C,.

s (5,4) caenyer, uro QoranpHas miIocKocTh (5,2) ABIAETCA CONpPHUKAcAIC-
mfeiicsa miIockocreio KpuBoit O, B rouke x. Us (5,5) caenyer, uro kpussie C, He
AIBJIAIOTCA TPAMBIMH, UTO OHM He SABJIAIOTCA aCUMITOTHYCCKNME JINHUAMU HA
noBepxHoct F' 11 uTo Ha moBepxHOocTH F' He CylIecTBYeT CONpPAMEHHBIX K HUM
rpusbix. Hao6opor, eciin B3t B S, (7 = 4) noBepxHocTs F' 11 pasiiouth ee
Ha oo! kpuBblx C, TaK, 9T0 DTU KPUBBE He ABIAIOTCA IPAMBIMH, He SBIAIOTCH
Ha F acumnroTnyeckuMu 1 9to Ha I’ He CyI[ECTBYeT CONPAMKEeHHBIX K HIIM KpI-
BBIX, TO MHOYKECTBO BCEX KacaTeJhbHHX Ko BceM KpuBeM (), 6yaeT KoHIpyaH-
el paccMaTpuBaeMoro THIIA.

Hpuerynnm x enykao, korga B (5,1) 6yner k = 0. Qoryc  6yner Torga pis
v = const HemoABIIKHLIM 1 6e3 orpaHnYeHNA 0OIHOCTI MOKHO TIPeJIOJI0RUTD,
410 cooTHOoLIeHue (5,1) mpumer BUj

ox
O (5,6)

Tax xak (5,6) ABIseTCA €JIMHCTBEHHBIM COOTHOIIIEHUEM MY TOYKaMmu (2,7), To

ox oy oy
(x) av’l) Yy b’ﬁ ’ %‘) :':0 . (577)

0
B uacrHOCTH UMeem (x az) =+ 0; orcoofa u us (5,6) ciaegyer, uro ¢oryc x

omumer Kpusyio D, KOTOpYO MBI Ha30BeM RUpPEKTHpCoil KoHrpysuuuu L;
kpuBasg D Moxker ObiTh mpsamoii. us kammoro v moBepXHocTh R, ABisercs
KOHMYECKON I[OBEPXHOCTHIO, BEPUIMHON KOTOpOH OyHer COOTBETCTBYIOLIMIL
Poryc x. Taxum obpasom, KoHrpysHINA L cocTouT U3 0ol KOHMYECKUX IIOBEPX-
HocTelt R,, BepIIMHEI KOTOPHIX JIeMaT HAa MPOMBBOJbHOI Kpuroit D. 3 Hepa-
BeHcrBa (5,7) caefyer, 4T0 Bee JMHeYaThle NOBEPXHOCTH, NPUH&JJIEKAIITeE
L, 3a ncrimoyenneM KOHNYECKUX IIOBepXHocTell K, ABIAIOTCA KOCHIMH JIMHeH-
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YyaTbIMU HOBerHOCTHMM. STOI‘O ycJaoBusA, BOOGI.IIe, JOCTATOYHO [JIA TOrO,
4To0Bl HACTYNMJI paccMaTpuBaeMbli cjydail; MCKJIIOYeHNE HacTyTaeT TOTY/A,
ecJyl KOHMYecKUe noBepXuocti R, CBOAATCS K IyYKaM NPsAMBIX; B TAKOM CIY-
qae HYMHO elle IIOTpQGOBaTL, qT06BI ITYyYOK C HeHTpOM X He COJIepH&‘&lH Kaca-
TEeJbHON K JaleHTpHCe B TOYKE X.

Coeyromue 3aMeyaHusi OTHOCATCS KaK K KOHTPYSHIUAM ¢ (orambHoil 1m0-
BepxHOCThI0 F) Tak M K KoHrpysHimam ¢ jgupexrpucoit D. Te muneituarie 110+
BePXHOCTU, KOTOPHIE MPOXOJAT Yepes IpAMYIo p B ocobom Hanpasienuu dv = 0,
He MeoT B OoKyce x ompeieleHHol KacaTembHolt I0CKOCTH, TaK Kak

(CL‘, Y, %2) =0. (578)
HaHpOTI/IB, BCe OcCTaJIbHbIe JUHeiyaThe II0BEpXHOCTH HOHI‘pyBHIII/H/I L, IIpoxo-
aAime 4epes IIpAMYIO P, IMeIOT B (f)ORyGe x O6HIyIO KacaTe/JIbHYIO IINIOCKOCTH

ox
(‘T7 Y, %) . (579)
Ilnockocrs (5,9) He coBmagaer ¢ QoraapHOU miIocKocTbio (5,2); coeqmHeHUEM
DTUX IBYX myockocreit (5,2) u (5,9) ABIsAeTCA TpeXMepHOe IIPOCTPAHCTBO

oxr oy
(.’II, Y, 5&7 ‘é&) . (5710)

Coraacuo (5,8) KacaTeabHOE IPOCTPAHCTBO (3,2) KOHIpysHIUN L B 0OBIKHOBEH-
HOM (HeocoGom) Hampasiennn (du, dv) maHO BEIpaMEHUCM
oxr oy oy

x —, == du + = dv] ; 5,11

(’y’av7au +av , (7)
OHO OTJIMYAeTcA OT mpocTpaHcersa (5,10) u npoxomur depes miaockoets (5,9).
Haoﬁ'opOT, rasxpoe S;, oramunoe or (5,10) m mpoxojsuiee yepes MJIO0CKOCTh
(5,9), siBNIsIETCA KAcATEbHBIM IPOCTPAHCTBOM KOHTPYSHIWN L B 0JIHOM U TOJBKO
B O/THOM o0bIKHOBeHHOM Hampasenuu. Coraacuo (5,8), kacaTesapHoe IPOCTPaH-
¢TBO (3,3) KoHTpysHImM L B oramunoil or okyca & Touke (2,5) mpAMoit p,
HMeeT BUJ

ay ox ay) .
Z, Y, '52",» “% - 51) ’ (5a12)

i

OHO OTJIMYHO OT IpoctpaHcersa (5,10) u mpoxomur depes POKRATIBHYIO MIOCKOCTH
(5,2). HaoGopor, kammoe S,, orsmanoe ot (5,10) i1 mpoXojisiTee depes MI0CKOCTh
(5,2), ABIsAETCA KacaTeJIBHEIM IIPOCTPAHCTBOM KOHIPYSHIMY L B 0XHOM I TOTBKO
B ORHOM oTINYHOI oT POKYyca X TOUKe OpAMOiL p.

O6paruM eufe BHNMaHNUE HA TO, YTO B ciaydae oKajbHOil moBepxHOCTH (5,9)
ABJIAETCA KacaTeJbHON IUIOCKOCTHI0 PoKadbHOM moBepxHOocTH F B TOUKE 7,
a B ciIydae UPEeKTPICH ILIOCKOCTh (5,9) coefiMHAET MPAMYIO P ¢ KacaTelbHOR
K guperrpuce D B Touke . '
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6. ITpucrynum k ciaydar m = 3, T. e. K CJIyYalo, KOrjfa KacaTeabHoe Ipo-
CTPAHCTBO KOHIrpysHImu L mmeer pasmepHocts 3. B srom mpocrpaucrse Sy
JIesRAT TOUKM 2, ¥, dz, dy, Tak 4TO CMMBOJUYECKOE ypaBHeHle

(%, y, dw,dy) = 0
CBOJUTCA K OJTHOMY CHQJIH])HOMY YpaBHEHUIO
Adu? + Bdudv + Cde® == 0. (6,1)

Msr pasiugaeM TpHM cIydas: Y Yewmpaavroli rowepyonyuu (6,1) asisercs
TOMIECTBOM, Y napaboaudeckoli konepysnyuu (6,1) He npefcTaBIAET TOM/LCTBA,
omquaxko B2 — 4AC = 0, u, HaKOHeIl, Y Henapaboauyeckoli kKonepysnyuu OymeT
B* — 4AC + 0. B nacrosmem naparpade Mbl HccaeyeM LeHTpaJbHBIE KOH-
rpYSHIIUN.

U3 ompenesienusa meHTpasbHON KOMIPYSHIIN CJEAYeT, YTO0 Kaskaas JMHeii-
4aTas MOBePXHOCTh LeHTPAJIBHONR KOHIPYSHINM L ABJsAETCA pasBepTHIBAIOLIEI-
cA. B yactHOCTH, pa3BepTHBAIOIMMICA II0BePXHOCTAME OYYT BCe II0BEPXHOCTH
R,, nus KoTOpHIX v = const, W BCe MOBEPXHOCTHU, JIA KOTOPBHIX % = const.
Uepes Kamayo NpAMYIO P IPOXOJNUT OJHA IOBEPXHOCTD I, I 0J1HA IIOBEPXHOCTS
R,; moxaskeM mpespme Bcero, 4ro obe BTH IIOBEPXHOCTH UMeEIOT Ha NpAMOil p
OfHY ¥ TY #Ke 0c00yI0 TouKy. B mportuBHOM cirydaeMo#HO G510 GBI ITpeAoso-
*KUTH, 4TO & ecTh ocobas Touxa nmosepxHoctn R, a ¥ — ocobasd TOYKa MOBEpX-
noctu R,. Ho Torga 65110 651

(x, v, 2—’5) —0, (6,2)

17
(xa Y, _8%) -

OTKYJa ObLI0 OBl TOMIECTBEHHO

} . or oy
(.Q,, Y, (]CC, d?/) - (.’L‘, Y, a’,& I au) du’ dU

]

) (8,3)

Hu, ciaeposaTesbHO, II0 OIIPEJCJICHUIO HeHTpaJII)HOﬁ KOHTpY9HIINH,

ox oy
(xv Y, 5_1) ) %) =0, (6y4)

Opnuaxo, (6,2), (6,3) u (6,4) mpencraBasAioT co60ii TPU He3aBUCHMEIX JMHENHHHIX
COOTHOLICHNA MeMAY TOYKaMM (2,7), Tak YTO Xapawrrep KOHrpysHumu L 6bLI
OBI, B IPOTUBOPEYNH C IIPEIOJIOKEHNEM, M = 2.

Uz morasaHHOro cijeyer, 4To MOMKHO IPEIOJIOMKUATE, YTO & SBJISETCA 0CO-
Goit Touroit o6enx mosepxuocreii R,, R,, 1. e. uro

ox ox
(CE, Y, 5&) = (x7 Y, _8;)') = 0. (675)
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Orcloga ciefyer, OfHAKO, 9TO

ox ox
(9775&7%):0-

T. €. 4TO TOYKA ¥ MJIHM HeNOABIKHA WM ommckiBaer kpusyio. Ho ecam 6wt
TouKka @ onucsBasa kpusyio C, 1o u3 (6,5) BeITeKaJg0 OB, YTO KaKAaA NMPAMAA
(xy) sBasiercs KacaTeJabHON K KpuBoit C, Koropas mmesa OB, clIe0BAaTeIbHO,
co? paBIMYHBIX KacaTeJIbHBEIX, UTO HEBOBMOJHO.

Wrak, Touka @ HeIOABI/RHA, TAK YTO BCe MpAMbIe KOHTPYSHIMYK L npoXomAaT
yepe3 MeIONBMKHYI0 TOURY, 4depes yenmp wourpysumun. HaoGopor, rampas
cucreMa ©0? NMpAMBIX, TPOXONANMX Yepes3 HEIOJBNKHYI0 TOYKY, SBIAETCH
IeHTPATbHOI KOHIPYDHIIMEIL.

7. O6parnmea wk mapaboamueckoit kourpysutyu L. fcHo, yro mapamerpsl
%, ¥ MOJKHO BEIOpaTh Tak, 4ro0sl ypasuenue (6,1) csesocs 1 sugy do? = 0. Ilo-
BepxHOCTU R, 171 KOTOPHIX v = const, 6yAyT, CIe0BATETBHO, Pa3BePTHBAIO-
IIMUCS IOBEPXHOCTAMM, M KPOMe BTHX I0BepXHOCTell Konrpysuiys L yixe He
COIEPHRUT HMKAKIX APYI'MX PasBepTHIBAONINXCH IT0BEPXHOCTEN.

Mo3KHO TPEAIIOI0KITE, YTO HA HAK0M npsMoii p touxa x Oymer ocoboii
TouKoit noBepxHOCTA R,, TaK 4TO

ox
—|=0. 7,1
(x, Y au) (7,1)
Ho torga 6ymer TOECTBEHHO
) - ox oy oy
(Q/, Y, (lx, dy) == d’U (Z, y, 5;)‘ N —61‘0 du 5[)‘)’ dv) 9
a TaK KaK NpaBasg 4acTh OJUKHA OBITH MponopluoHasnbHa dv?, To 6yner
or oy
= 2y =0. 7.2
(x, Y e au) 0 (7,2)

Ocobas Touxa x nmoBepxHoctu K, Ha npaAMoit p HaswBaeTcA orycom npAMOi
P, @ 0c06as MIOCKOCTh

(x, Y, %) (7,3)

noBepxHoctu R, HaswBaerca @orasbHoll naockocmelo IPAMOR p.
3ameTuM, 4To

0
(x, Y, (:,%) +0, (7,4)

160 B MpOTMBHOM ciydae MH uMean Obl (6,4), 4To, KaK MBBECTHO, TIPMBOMUT
K IeHTPAJbHON KOHIPYSHIIN. Ypasrenue (7,1) Mo®HO BanmucaTh B BUJE

gx_,: hx + ky s (7,5)
ou
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a ypasHenue (7,2) [BciejicTBHe (7,4)] B BUjIE

oy ox
= =a b— 4 cx. 7,6
=W Tt (7,6)
Tax xar m = 3, to (7,5) n (7,6) ABIAW0TCA eMHCTBEHHBIMI COOTHOINCHMAMM
Me:ray Toukamu (2,7).

Tak e xax m B maparpade 5, HeoGXoMUMO pasiINYarsh ABA CJAYydasi, CMOTPA
mo Tomy, 6ymer s B (7,5) k %= 0 man k = 0. Ecou k = 0, 10, Tak Kak Kpome
(7,5) u (7,6) He MMeeTcA HUKAKMX JAPYIUX COOTHOUIEHMIT Me:Ray Toukamm (2,7),

Oymer
ox ox
(x’ ou 55) +0.
a Qoryc x onMchBaeT HOBepXHOCTH F, Koropas HaswBaerca @oraavnoli no-
geprrocmbio KOHrpysHuuu L. BBugy Toro, 970 TOYKY ¥ MOKHO 3aMEHHTDH JIIO-
Goit pyroit OTAMYHOM OT & TOYKOI IPAMOI P, MOKHO HPEJNIOJIOKUT, uTo (7,5)
MMeeT BUJY

ox
Yy = 574 ’ (777)

tTak 4ro (7,6) MOKHO IepemucaTs B BUJe

°x ox ox
D e - . 8
aa‘u+bav+cx (7,8)

Hpu v = const goxyc  onucwisaer kpusyio ', na nosepxuocru F, a pas-
BepTHBAIOIIAACA INOBepXHOCTh [, ABIAETCA IOBEPXHOCTBIO KacaTelbHBIX
K kpuBoit C,, TaK 4TO BTA KPUBAA He ABJAETCA NPAMOIL; 0TCIONA CIEYET, 4TO
B (7,8) Gyner

b=+0. (7,9)

Doxragpnas naockocts (7,3) 6ymer, corsaacuo (7,7), compuracaloleiics mioc-
rocrbio Kpusoit C, u 6yjer mosromy, B cuiy (7,8) u (7,9), oHOBpeMeHHO Kaca-
TEeJIBHOI MIIOCKOCTHI0 K mopeBxHocTH I, rak uro kpusse C, 6yayT acuMnonroTn-
yecknmu JmHEAMKE QoranbHoit noBepxuoctu F. IloBepxuocrs F me siBistercs
IJIOCKOCTHIO, TAK KaK B NPOTHBHOM cJydyae KOHrpysHuua L Jsemasna 65 B
nrockoeryt F 1 6suro 681 m = 2. O6partHo, ecan B S, (n > 3) faHa HOBePXHOCTH
F u ua Heii cucrema ool acummrorityeckux (', He ABIAIONIIXCA IPAMBIMH, TO
MHOKECTBO BCEX KacaTeJbHLIX KO BceM KpuBbiM C, Oymer mapabosmueckoii
KOHrpysHIueii ¢ Goranpioil moBepxHocrsio F.

Ocraercsa ciayuwaii, worga B (7,5) umeer mecro k = 0. Qoryc x Oymer mis
v = eonst HEeNOJBMIKHBIM, HO eCIM MeHATh ¥, TO & He Oy/[eT HemoJBIKHBIM
(B mpOTMBHOM ciryd4ae MBI IMOJIYYMJIM OBl IEHTpPaIbHYI0 KOHrpysHauwo). Mrak,
¢oryc x onnuer KpuByio D, KOTOPYIO MBI Ha30BeM Qupexmpuyoil KOHIpy9HIIN
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L; wpusasg D momer Owrrb u mpsMoli. Bes orpammueHms oGUIHOCTM MOKHO
TPeJIIoI0KUTE, YTO COOTHOLIeHNe (7,5) uMeer BUJ
ex '

— =0. 7,10
au ( ? )
MdoxaabHas IIOCKOCTh He OYAeT HeompejeaenHol [m6o mpu dv = 0 He McryT
uMers MecTa coornomenus (2,8)], rak uro B (7,6) Oymer b =+ 0 M MIOCKOCTH
(7,3) momHO 3amucaTh B BHJIE

ox
(l‘, a_’U ’ y) 5 (7711)

ov
D B Touke x M A v = const Oymer HemoABIKHOMN, Tak kak us (7,6) u (7,10)

caemyer
0 ox ox
_3"“,1;‘ x, PR y|=oal\z, —51; » Y3

IpM M3MeHeHNH ¥ IIOCKOCTh (7,11) He MOeT O0CTaThCA HENOJBIKHON, TaK KaK
rorga Obuto Obr m. = 2. Jlua kamporo v nmoBepxHocrs R, cBogurcs K IyYRy
OPAMBIX ¢ I[EHTPOM & B mutockoctu (7,11). O6parHo, BOBbMEM NPOUBBOJIBHYIO
kpuByio D (xoropad MoKeT OBITH M IPAMOIl) M Kasgoll ee TOYKe IIOCTABUM
B COOTBETCTBME ILIOCKOCTb ¢(¥), IPOXOJAIIYI0 Yepe3 KacaTelbHYI0 K KPHUBOI
D B rouke x; HYRHO, OJHAKO, WCKJIIOUYNTEL CJy4Yalt (BOBMOKHBIN TOJILKO A
tockolt kpusoit D) nemoaBmskHOR maockoctu ¢(x). Konrpysunus, cocraBien-
HasT U3 ocl MYYKOB NMPAMBEIX C IIEHTPAMHU % B ILIOCKOCTAX ¢(¥) ABJIACTCA mapa-
Gosmdeckoit KoHrpysHIMeil ¢ fupexrpucoii D; Tourku x cyTh (orycsl, miroc-
KocT! @(x) — oKATbHEIE ITIOCKOCTH.

ox
9T IIOCKOCTH COJIEP#KUT, CJEJ0BATEIbHO, KAacaTeJNbHYIO (w ——|] & KpmuBoif

8. O6parumesa k Henapabosmyeckoil kourpysummn L. B (6,1) B atom cayuae
Oyner B* — 44(C = 0. Ronrpysnunsa L HassBaercs eunep6oauueckoli, ecin
B2 — 44C > 0, asaaunmuueckoii, eciu B2 — 44C < 0. Msl orpanmuumcs
B TekcTe paszbopoM rumepOosndecKux KoHrpysuiumid. Ecau gonyeruts MuuMbie
BeJIMYMHBL, TO HAIIU Pe3YJIbTATHI CIIPABE/INBEL M [JIA SJIMOTHYECKIX KOHIPY-
BHIHIT; MBI He Oy/ieM, OHAKO, IePemICHBATh (OPMYIIEL, KACAIOLUIecs JIINITI-
9eCKUX KOHIPY9IHLMIL, B felicTBUTEIbHON PopMe, MPEOCTABIAA HTO YNTATENIO.

B ciyuae rumep6osmyeckoil KOHTPY9HIUM MOMSHO Nofo6paTh napameTps
w, v TaK, 4ro ypaBHeuusa (6,1) cBegyrca k Bupy du .dv = 0. Iro B3Haymr,

OJIHAKO, YTO
. ox oy { ox oy 0
J - — ] = X _— =) =
7y73u78u \7y7av7av b
T. €. 9TO JMHeNHYaThHe II0BEPXHOCTH R, IJIA KOTOPHIX v = const, u jauHeityaThe
nosepxHoCcTH E,, I1A KOTOpEX % = const, GYyAYT pasBepTHBAIOIMMICH II0-
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BEPXHOCTAMM; KpoMe ToBepxHocreit R, 1 R, konrpysuius L He cojep:HIT HII-
KaKNX JPYTUX pasBeprhBalOluXcs IoBepxHocreil. Uepes Kamayo HIPAMYIO
P IPOXOAMT OjHA [TOBEPXHOCTH R, 11 0jiHA TOBEPXHOCTD F,,; econ Obl JIITA KaR[01
p ofe 9TH TOBEPXHOCTM MMeJM Ha NPAMOIl p oany m Ty e ocolylo TOURY,
TO MOKHO OBLITO GBI HPEJIIOJNOKUATE, YTO BTO TOYKA . Torga umeso Obl, 0fHAKO,
mecro (6,4), 4ro Termeph HEBOBMOKHO, TAK KaK HAM M3BECTHO, 40 (6,4) MOsKeT
HMeTh MECTO TOJBKO JUIA I[eHTPAaNbioil Kourpysuuuu. MoHO 10aToMy npej-
[OJIOUTE, YTO HA KasJ[0il IpAMOI p TOUKA & ABJIseTCA 06000l TOUKOI MOBEpX-
woctu R,, a Touka y — ocoGoit Touxoit noBepxuocru R,. Tourm x, y ME Ha-
30BeM (fokycamu NMpAMOIT P; TOUKA X ABJIAETCA nepsbim Hokycom, TOUKa y —
emopuia gokycom.

Nmeem
ox oy
) = ) =0: 8.1
(xY y? au) (x’ :"/’ av) 07 ( b )
HAIIPOTUB, NMEET MEeCTO
ox 01
(1‘, Y, ’é;) 4: 0 :’: (.’E, Y, 5:7,/;) ] (872)

Tak Kak (2,8) He cupaBefiuBo uu 1A du = 0, un A dv = 0. Ilaockocrs

P
(x, Y, ‘a%) (8,3)

ABJIsAeTeA 0C000H IIOCKOCTHIO TMOBEPXHOCTH va IIJIOCKOCTh
ox
(.’L‘, Yy, a—v' (874)

ABjigerca ocoboit miockocrsio moBepxuoctn R,. Ilmockocru (8,3) m (8,4)
Ha30BeM HOKAIbHLIMU NAOCKOCMAMU TPAMOIT p; (8,3) ABiAeTCsA nepeol orasb-
ROl naockocmbvio, (8,4) — emopoii Pokaabroll naockocmvlo; MBL OyJeM TakiKe
TOBOPUTH, 4TO (8,3) ecTh (fokaabHas naockocmb, coomeemcmeynowas PHorycy x
u uto (8,4) mpeycraBisgeT GoraLbHYI0 NAOCKOCMb, COOMBEMCMEYouyio Borycy Y.

Us (8,1) caepyer, 4To MOMKHO MOJOMUATH

%2 = ax + ay,
5 (8,5)
Yy _
781‘) = [)x + bAy .
Coryracuo (8,5), 6ymer
ox x| a (m ?f)
Yoo Vo)
oy oy _ ay) s
— | = . e Bl ’6
(y u au) b(w o (8.6)
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TaK 4T0, corgacuo (8,2), Touka ¥ onyckBaerT moBepxHocth F, B cayuae a = 0,
a xpuByl D, B ciaysae @ = 0; aHAJOrMYHO ¥y OIMCHIBaeT IOBepXHOCTH I,
B coryuae b + 0, a kpuByo D, B cyuae b = 0. Ilosepxnoctu F,, F, (ecan oun
CYIIECTBYIOT) HABLIBAIOTCHA (POKAAbHBIMU N0GePTHOCMAMY KOHTpysHIH Lj
kpusste D;, D, (ecau OHU CYIeCTBYIOT) HABBIBAIOTCA OUPEKMPUCAMU KOHTPY-
suuyu L.

B of6miem umeercss Tpu THMIA IUIepGOIMYECKHX KOHrpysHiumit. Bo-mepsnix,
paceMoTpuM ciydail ab == 0 xourpysuiuu L ¢ IBYMsA pasaudHbIMU POKATLHE-
mu nosepxuocrsamu F, F,. Ilpsamas p wacaerca mosepxaoctu Iy B foryce z,
a nosepxuoct F, B goryce y. [list v = const mpsAMas p onmuckBaeT MOBEpX-
Hocrs R,, kacawongyiocs nosepxuoctu F; Broas kpusoit C, u mosepxuoctu I,
Boas KpuBoii I',; R, ecth moBepXHOCTH KacareJbHEIX K kpuBoit €. s u =
= const mpsAMas p onmchHBaeT MOBEepXHOCTH R,, Kacalonryocd M0BEPXHOCTH
F| spoas xpusoit I', m nosepxuocrn F, Brons xpusoii C,; R, ecTh I0BEpXHOCTD
racareiabHsix K Kpusoit C,. Kpusse C, u I', 06pasyior conpsmenayo ceTh Ha
nosepxuoctu F,; xkpussie C, u I', 06pasyoT CONpsAMmeHHYI0 ceTh Ha NoBepX-
Hoctn F,. M3+(8,5) caemyer

ox 0%x Y oy
Y ououz] T Y ou)

b2~ vl
ov ov? ov

Dorasnbaas wiockocrs (8,3), coorBercrBylomad PORYCY X, ABJIAETCH, COIIACHO
(8,6), racarenbHOll mI0CKOCTHIO TOBepXHOCTH Iy B TOUKE ¥ M, cormacio (8,7), —
COIPUKAcAIOIIECs II0CKoeThI0 KpuBoitl O, B TOUKe X; TOYHO TaK ke PoKaIbHas
nyIocKkocTs (8,4), coorBercrBymoOmas QoKycy y, ABIAETCA KacarTeJbHOH IJOC-

KOCTBIO K ITOBepXHOCTH I} B TOUKe & M cOMpUKAacaoleiicd MI0CKOCThIO KPUBOi
C, B ToUKE Y.

(8,7)

Bo-Broprix, pacemorpum cayuail ¢ # 0 = b xourpysuimn L ¢ dokanbHol
nosepxHocThio Iy u gupekrpucoit D,, KoTopas MoskeT 6bITh u npaAmoil. (Caygai
@ = 0 = b orM9aeTCA OT JAHHOIO TOJBKO POPMAaBHO M ero MOKHO OCTABUThH
B cropone.) IIpaman p xacaercs nosepxuoctu F'; B fokyce & u mepecexaer KpH-
Bylo D, B ToUKe y; mpAMasA p He MOKeT KacaTheA KpuBoit D,. IIpu v = const
NpsAMAasi P OLINCHIBAeT IIOBEpXHOCTh F,, KOTOpas NMpOXOAUT dYeped KpuByio D,
u Kacaercs noBepxHoeru Iy Broas kpusoit C,; R, ecth HOBEPXHOCTH Kacarelb-
ubIx K kpusoit C,. IIpn u = const mpAMas p onmuckiBaeT noBepxHOCTH I2,; 810
KOHUYeCKas MOBEPXHOCTH ¢ BepUIMHOi ¥ (KoTopas Je:KuT Ha Kpueoit D, n pis
w = const HemojBMKHA), Kacalomasgcsa moepxuoctu F, Bmons kpusoit I,.
Hpussie C, u I', oGpasyior conpsAmeHHy0 ceTh HA moBepxHocTH F). Mokab-
HaA 1I0cKocTh (8,3), orBevaroman Gorycy ¥, coefiIHAET IPAMYIO P ¢ KacaTeJab-
Holt K kpuBoit D, B TOUKe y U ABJAETCA CONPHKACAONIEICA IIOCKOCTHIO KPIBOIi
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C, B Toure . QoraabHaA MIIOCKOCTH (8,4), orBevaromasa QOKYyCY ¥, ABIAETCS
KacaTeabHOIl MI0CKOCTHIO K HOBEPXHOCTH /') B TOUKe Z M KacaTeIbHOII 1IJI0CKO-
CTHI0 K KOHHMYECKOH IToBepXHOCTH [2,, BROJIb IPAMOIL P.

B-rperbux, paccMorpuM ciydait @ = b = 0 KoHrpysHuua L ¢ ABYMSA ANpeK-
rpucamn D,, D,; onHa miam ppyras jupextupea (man aase o6e) mMoser OBITH
npamoit. IIpsavas p nepecexaer kpusyio D; B Touke x u Kpusyio D, B TouKe ¥;
npsaMas p He KacaercA HU ogHoi n3 KpuBLX Dy, D,. GoKyc & HENOABIKEH A
v = const.; dgoryc y menoxsuwiken auA u = const. IIpu v = const. npsmas p
OIMCHIBAET KOHMIECKYIO II0BepXHOCTD I, ¢ Bepmmmoii B oryce «, IpOXOMAILYI0
gepe3 kpuByio D,. Ilpu u == const npsAmMas p onuchiBaer KOHNYECKYIO OBEPX-
Hocts R, ¢ BepummHoit B Poxyce ¥, npoxopsmiyo depes kpusyio D,. MorkanpHas
INIOCKOCTH (8,3), orBedatomasa oKycy &, COeNUHAET NPAMYIO P ¢ KacaTeIbHOI
K KpuBoit D, B TOYKe y U ABJIAETCA KAcCATEIbHOM IIOCKOCTHI0O K KOHMYECKOH
noBepxHoctu Ik, BRoab mpamoil p. OokanpHas mIockocTh (8,4), orBeyalonias
doxycy y, coeuHALT IPAMYIO P ¢ KacaTeJbHOIl K KpuBoil D, B TouKe x ¥ ABJISA-
eTCA KacaTeJIbHOM IINIOCKOCTHIO K KOHNYECKO moBepxHOCTN K, BI{OJIBb NPAMOIL P.

Bossparumes k& coaygaio ab + 0 xourpysuipmm L ¢ ByMs OKaJbHEIMUI 110~
BepxHocraMu I, F,. BospMeM HpoN3BOJIbHEE, HO (UKCHPOBANHbBIE 3HAYCHUS
U, Vg TTAPAMETPOB %, v. IlpaMasg py = p(u,, Vo) Kacaercs B ToUKe 2y = (U, Vp)
KpUBOM’ C',,., o6pasoBaHHOM TOUKOI X(u, ¥,), BaBUCAIIEll 0T HapaMeTpa u; Ta ke
npsMas Py Kacaercs B TOUKe Yo = y(uy, vo) KpuBoii €', ; o6paszosannoli TouROMH
y(uy, v), saBUcsNIel or mapamerpa v. Mrak, ma mpAmoii p, MOKHO BHIGpaThH
TouRy X(u), 3aBUCANIYIO OT IapaMeTpa % U Touky Y (v), BaBUCAILIYIO OT mapa-
MeTpa v, TaK, 94T0 A % = U, B TOUKe X, Oy/eT UMeTh MECTO aHATUTHYECKOe Ka-
canne mepBoro mopsjpka Mexmpy rpusbimu O, u {X(u)} u 9ro A v = v,
B TOUKeE ¥, OyeT UMeTh MecTo ailaIuTHYecKoe KacaHUe ITePBOro MOPsIAKa MemIy
wpunmet O, 1 {Y(v)}. B oxpecrnocru snavenmit g, vy I8 U Uy, 0 =+ 0,

x07 ?/o, X(’LL), Y(’l)) ’ (818)
ABJAKTCA YeTHPbMA PA3INYHBIMU TOYKaMHU Ha HpH,MOﬁ Po- AHI‘apMOHII‘{eCKOG

ordomrenne touex (8,8) oGosmauum uepes d(u, v). Jlerko obmapyskuTh, YTO
d(u, v) paBHAETCA CTEIEHHOMY DAY

d(u, v) = aby(u — u)(v — v) + ...,
e ay, = a(uy, vy), by = b(u,y, v,) 1 rae orGpolLIeHHI YJIeHBI IO Kpaiineil Mepe

TPeThero IMOPSAAKA OTHOCUTETLHO U — Uy, ¥ — ¥ OTciofa ciaejgyer (Mbl muieMm
CHOBA %, ¥ BMECTO %U,, ¥,), 4T0 keadpamuueckas Ouggepenyuarvras gopma

ab du dv (8,9)

ABIAETCA NPOCKEMUSHIM UHBAPUATMOM Konepysnyuu L ¢ dsyms pasiuunbimi
Porarvrniimu nogepxrocmamu. Popmy (8,9) Mb HazsoBem @gopmoii Jlanaaca-
Hapby wourpysunun L.
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3ameuanue 1. Uznomennoe reomerpmueckoe ImcroskoBanue guddepernipr-
anbuoit Gopmsl (8,9) 66110 mano A. Teppaunnu B 1927 r. [A. Terracini, Un’
osservazione sugly invarianti di un'equazione di Laplace, Bollettino dell’Unione
Matematica Italiana 6, 1927, crp. 57—60.] Mue mpepcTaBIamoch 1eseco00-
pAasHBIM IIepEeBEeCTH MHTYUTHBHEIE BRIPasKeHMA OeCKOHEYHO-MaJbiX, KOTODOMU
noJip3yercss Teppaduuuu, HA COBPEMEHHBIl MaTeMaTW4eCKUN SBBIK, MPUMeHSe-
MBIl Telleph B HOJABJAIIEM OOJTBIIMHCTBE MAaTEMAaTUIECKIX HAYK, XOTHA mepe-
BOJi STOT TPMBMAJIEH M HECOMHEHHO JJIMHHee, YeM OPUIMHAJ, YMCIOJb3YIOIMil
TEPMUHOJIOTHIO GECKOHEYHO MAJIbIX.

3ameuanue 2. B kiaccmueckoil Teopum JMHeHHHX uddepeHIMAIBHEIX
ypaBHeHUMIT BUIA

0% oz 0z Y )
3uav:A_67t+B8_v+cz (8,10)
BBIpaKeHUA
oA
h=C+AB— _ ", (8,11)
oB
N ., B - 2
k=C-+ A4 e (8,12)

HABHIBAIOTCSA uneapuanmamu Jlanaaca-Japby; (8,11) asaserest nepebism, a (8,12)
emopuim mupapuanrom Jlamnaca-JlapGy ypasuenns (8,10). Berpasenus (8,11)
n (8,12) uHBapUAHTHBI OTHOCHTEJHBHO NpeobpasoBanmii Buaa

2, = o(u, v) ., (8,13)
He ABJAIOTCH, OJHAKO, HHBAPMAHTHBIMU OTHOCMTEJNHHO HpeobpaszoBaHmit BUJA
U = @(u), v, =p@). (8,14)

Hanporus, guddepennnansabie Gopmbl
hdudv, kdude (8,15)

HHBapUAHTHEL OTHOCHTENbHO c0enx mpeoOpasopammit (8,13) u (8,14). Bouuto
B TPAJUINIO CBA3LIBaTh BhIpaskenus (8,11) u (8,12) mun puddepenrmanprbie
¢dopmu (8,15) ¢ compsasenHoit cerpi0 % = const, v = const ma moBepxmocry,
obpasoBamnnoil TOUKOil 2z = 2(u, v). llo MoeMy MHerlI0, yiKe JaBHO IIOpA OTKA-
3aTHCs 0T BTOIl TepMIHOJIOrMN 1 cBasnBaTh fopmy h du dv n ee kospdurment A

, |, 02 .
© KOHI'py?HIMeit, 06pasoBaHHOIl IpsMOii P R $opmy k du dv ¢ KorrpysHIIUMeId,

o6pasoBaHHOIT mpAMOiH (z Z—Z) [Cm. ®y6unu-Yex (Fubini-Cech), Introduction

a la géométrie projective différentielle des surfaces, Iapumk 1931, crp. 148—150.]
Ecau ab == 0, T0o n3 (8,5) ciefgyer, Bo-IePBHIX,

2x  [dloga ox ox oa, dologa
e (T + bl) % + Oy + (ab —a,b, + i e K (8,16)
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BO-BTOPHIX,

y ologb 0 ' ob dlogb
FN TR ldu+( +a1)%+(“b—a1b1+%1“bl“*% y. (8,17)
Cpasnenue (8,10) u (8,16) IpuBoguT HAC K IOICTAHOBIE
ologa oa dloga
A—*‘+b17 B=a,, O:ab_a1b1+’5171—a1—%_“7

KOTOpasd, cormacHo (8,12), naer k dx dv = ab du dv; cpaBuenue (8,10) u (8,17)
NPUMBOJMT K IOJ[CTAHOBKE

ologb

ob olog b
A=b, B=""F"4a, C=ab—ab +5'—b " 2080

ou
KoTOpas, cormacHo (8,11), naer A du dv = ab du dv.

9. Ocraercs pasoGpaTh corywail, KOra Xapaxrep KoHrpyenmun L m = 2.
AroT ciaydail HaBepHOe HACTYNHT TOIAA, KOTAA BCe HpPAMBIE KOHIPYSHIM L
JIEFKAT B HENOJBILKHOM IIOCKOCTH. [lOKameM, YTO TOJBKO B BTOM clIydae
m = 2. Ilpu jaHubIX %, ¥ Bce TOUKM (2,7) JeRaT 110 TPEJITOJI0KEeHII0 B IIOCKOC-
™ 0 = o(u, v). Hy:H0 mokasarhb, 470 IJIOCKOCTH @ He BaBUCUT OT U, ¥. 3aMETHM
Ipesk/e BCero, 4yro Bee JYYH KOHrpyoHIK L He MOIyT HPOXOJUTh depes Hemoj(-
BIZKHYIO TOYKY, 60 OTOT coydail LeHTpasbHOW KOHIPYSHIUHM, B KOTOPOM
obsasarensHo m = 3. I3 npepmosomenua m = 2 ciaepyer, YTo Bce JIHHelda-
The IIOBEPXHOCTH, BXOJAIINe B KOHrpysHIMI0 L, 6yayT pasBepThIBaIOIecs
noBepxHoct. B wacrHocTM, pasBepTHIBAIOMUMUCA OYAYT BCe II0BEPXHOCTH
v = o)nst u Bce nosepxmocty % = const. HeBosmoskHO, 4TOOBI ATA KaKoi
napsl %, v 0cobas TOYKA MOBEPXHOCTH » = ¢onst coBmajgana ¢ 0coboit Toukoii
noBepxHocTy % = const, u6o B nmaparpade 6 [cm. (6,4)] MbI yOeIIINCE, 9TO 9TO
NPUBOJAUT K IEHTPATBHON KOHTpysHIuM. Mrak, MB MOMeM IPeAIOJIOKNTS,
9TO IS Kol mapel w, v TouKa x OymeT 0co60il TOYKON IOBEPXHOCTH ¥ =
= const, a ¥ — 0co00if TOYKOI TOBEPXHOCTH % = const, TaKk 4TO

ox 0
(ﬂ’}, Y, 7“) - ("I’) Y, 5%) =0. (911)

Tax rax (2,8) He MoKer uMeTh MecTa HUM g dv = 0, nu aua du = 0, noxy-
qIM

ox Yy
) 40 5 (r )

. v 2 ox
0=« ’ 151’)’)

o=p (x v, %Z) , (9,2

1, CJIej10BaTeJBHO,



TaK Kak Bce TOYKM (2,7) seskar B mirockoctu p. Coraacuo (9,1), 6ymer

ox oy
%:alx—%ay, —%:baz—}—b,y,
TaK 4TO ¥ TOYKM o Py JIe3KAT B IUIOCKOCTH Ho orcropma cuepyer
u o0’ Bu o e A3 CIORYeT,

coryiacHo (9,2), 9ro IIOCKOCTH o HEIOJBUKHA.

10. Ilog npeobpasosaruem aurelinamoti nosepxrocmu R MBI pasymeeMm
HPABUJIO €@, OTHOCHAIee KayKIoll npAMoil p noBepxuocri B onpesiesIeHHYIO Nps-
mylo p’; o6passr p’ Bcex NpAMHEX p obpasylor amHeiyarylo nmosepxuocrs I’
Anaymrudecku rnpeobpasoBanie ¢ 3ajaercsa TeM, uro obe npsaMse p, p’ Bhpa-
AAIOTCA B Bujie QYHKIMIA O{HOI'O U TOIO #e mapamerpa i

p=rpt), P =p). (10,1)
IIpeamososKkuM, 410 COOTBETCTBIE €@ MEIRAY P, P’ ABJIsAETCA (XOTA OBl JIOKAIBHO)
B3auMHo-oHosuadneM. Ilyers nmoepxnocts R JlesknT B IPOEKTUBHOM IpO-
crpancrse S,, moBepxHocTh R’ B mpoexTnBHOM npoctpancrse S,. Ecan n = v,
10 nogbepeM r Tak, 4ro G5 O6bIII0 7 > m, 7 = ¥, ¥ orpysum S, B IPOCTPAHCTBO
S,, S, — E mpocrpancrBo S, Toif ke pasmepHocTH 7. MBI roBOPHM, YTO €@
ABIIAETCA Moteunbim useubanuem sunelinamoti nosepxrocmu R, ecin coorsercrsie
@ MeEay ool mpAMBIX HA moBepxHOCTAX R, B’ M0oKHO paclIMpuTh Ha COOT-
BeTCcTBHE @* Memjy oo® rouyex moBepnxocreit R, R’ tar, u4ro IS KamKm{oro
{ cymecTByeT KOJUINHeilHoe cOOTHOUIEHHE

H = H(t) (10,2)

Memjly npocrpancrsamm S,, S, obGiaparomee Tem cBoiicTBoM, 4TO, ecam O —
HPOU3BOJBLHAA KPUBAs HA II0BEPXHOCTH R, I eciu oHA IepeceKaeT NpAMYyIo P,
OTBEYAIOIYI0 paccMaTpHBAaeMOMy 3HAaYeHMIO napamerpa f, B TOYKe 2, TO Ipe-
obpasoBannsie kpuskie ¢@*C, HC mperepnesaior B Touke *z = Hz ananuru-
yecKoe KacaHMe IIepBOro mopsAaka. flcHo, WTo [us Kamoro t coorBercTBIIE
@* ompepesieT npoekmusHoe coomeemcmeue

= 7t(1) (10,3)

MEMKY TOUYKAMHU 2z IPAMOIi p U TOYKAMHU ¢ *z == 7tz npsamoii p’ = @p. Ha npsamoit
p(t) moxHO MOKOOPATh TOYKM
=a(t), y=y(

M Ha mpAMOil p’ TOUKN

=2, ¥y =y
TaK, 4T0

¥=wx, y =mnr. (10,4)
Ecau aT0 Tag, To HETPYAHO [0Ka3aTh,d4To MpeobpasoBaHuUe ¥, KOTOpoOe MOJIy-
4aeTcs coefiHeHyMeM BCeX co! npoeKTUBHEIX coorBercTBmit (10,3), ofmapmaer
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TpeGyeMbIM CBOMCTBOM TOX/Ia M TOJBKO TOIJA, ecJay npy nojaxojsamem 9 = 9(t)
U Kammaoro ¢ ypaBHeHUs
Ky — 2’ , Ky — y' , (10,5)
Kdx = da’ 4 9, Kdy = dy + dy
ONIPEJICIIAIT KOJIMHEeHHOE 0ToOpaskelie KacaTeJbHOr0 IPOCTPAHCTBA TOBEPX-

HocTH R Bioas npamoit p(t), TaHHOTO TOYKAMI
@, y,dz,dy , (10,6)

Ha KacareJbHOe IPOCTPAHCTBO MOBepXHOCTM R’ BROJIB COOTBETCTBYIOMIEHf
npamoit p’(t), JaHHOe TOYKAMH
',y da’, dy'. (10,7)

Kommnreitnoe coorsercrsue (10,2) ABaseTCA TOIA COBEPIIEHHO ITPOM3BOIBHBIM
pacmmpeHueM KoJuTHHelHnoro coorBerctBua  (10,5), KoTopoe MBI HazoBeM
KacameabHoll KOAAUHeAR el paccMaTpuBaeMoro TO4eYHOr0 NBrNGaHms.

Ecmunosepxuocrs B — xocas, to 1 R’ gomxna 6uirh Kocast. Kamoe npeobpa-
BoBaHue ¢ Kocoli uHeityaToit moBepxuocTn R B Kocylo #ie HoBepXHOCTh R’ AB-
asgerca TodeunsM maruGanmem. Ilpm mamHOM ¢ MPOEKTHUBHOE COOTBETCTBHE TU
HpPOM3BOJBHO, CJEOBATE]BHO, IPU KasAOM { OHO BaBUCHUT OT TpeX IpOM3-
BOJBHEIX 11apamMeTpoB. Ilpy BEOPAHHBIX NTPOEKTHBHEIX COOTBETCTBUAX 70 KOJIJIH-
Heawys K saBricur npu KammgoM ¢ elie 0T OAHOIO IPOM3BOJLHOIO ITapaMerpa.

ITpeoGpasoBanne ¢ passeprhBabolieiica moBepxHocTit R B pasBepTHBAIO-
HIyI0CA e 10BepXHocTh R’ ABJIAETCA IPOeKTUBHEIM U3rU0anIeM TOrfia I TOJbKO
Torga, ecan obe mosepxHocTM R, R’ mpepcraBiaAoT coboif MM MOBePXHOCTH
KacareJbHEIX Wi (o6e je) KoHMYecKMe moBepxnoct. Ecim sro yeaoBme
BHIIIOJIHEHO, TO TIPU JAHHOM { DPOEKTUBHOE COOTBETCTBHE T8 IIOJYMHACTCA TOMY
YCIIOBUIO, UTO TIepeBOMUT 0co0YI0 TOUKY mpAMOi p B 0c00YIO ke TOUKY IpAMOit
p’, CIe0BATEIBHO, 3aBUCHT IPU Kas0M ¢ OT BYX IIPOM3BOJIGHBIX TAPaMeTpOB.
ITpu BEIGPaHHBIX IPOEKTHBHEIX COOTBETCTBUAX Tt KoJutuHeauu K onpepensiorcs
O0XHOBHAYHO.

11. Tlox npeobpasosarnuem kowzpysryuw L Mu pasymeem npasumio T, Ko-
TOPOE KaM0H NPAMOIt P KOHFPYSHIMHK L OTHOCHT OIpeJieJieHIyI0 IpAMYyio P';
o0passl p’ Bcex npAMBIX p ofpasylor kourpysHimio L’. Amajutimdecku mpe-
o6pasoBanne T sajmaerca TeM, 4ro ofe mpsAMBIe P, p’ BHPAKAOTCH B BUE
GyHRIUI IBYX mapamMeTpoB «, v, OOMUX A 00eNX IpAMBIX:

P = p(”? v), 29' = p’(ua V). (11’1)
Mz npepmosaraeM, uro coorBerctBue T MeE1y p, p’ ABIAeTcsA (X0TA GBI I0KAIb-
HO) B3aUMHO OJ{HOBHAYHEIM.

Ecan 651 xapaxTep m koHrpysuImn L paBHANCA 2, To Bes L Gbna G 9acThIo
HeNOABIKHON IJIOCKOCTH M 9epe3 TOYKY NMpOM3BOJBHO BHGpAHHYIO Ha JIOOOM
Jyde KOHrpysHuum L, mpoxXommio 65 GecKOHEYHOe YHMCJIO MPAMEIX KOHIPY-
DHIMU. ITOT cjydail MBIl MCKIIOYaeM, TaK 4T0 Xapakrep m KOHrpyonumum L
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Oymer => 3; TO ke IpEANON0oHEeHNe MBI ¢/leJlaeM U OTHOCHUTEJIHbHO KOHIPYSHIMU

L’. MuosxecrBo V, Bcex To4eK Ha BCeX Jy9aX KOHIPYSHIMY L, paBHO KaK M MHO-
MecTBO Vi BCeX TOUeK HA BeeX JyyaX KOHIpPYsHIMn L/, ABJseTCA, cleoBa-
TEJBHO, TPeXMepHBIM MHOoToOGpasueM. Yepes KaKIyo TOUYKYy MHOrooGpasms
Vs mpoxopur (X0Ts OBl JIOKAQIBHO) TOJBKO OJIMH JIYY KOHIpysHuun L u, auasno-
. TUYHO, 9epe3 TOUKY MHOrooGpasusi Vi MPOXOMT TOJBKO OJMH JIyY KOHTPY?H-
wm L.

ITycrp kourpysuiwsa L (a smaunT u MHOrooOpasue V,) JIeHUT B 1POEKTHBHOM
npocrpancrse S, u wyerh L’ (a spadnt u Vy) JemaT B NPOEKTUBHOM IIPOCTpaH-
cree S,. Ecau n = », mogbepem 7 Tax, uro G5 6BLIO 7 = n, 7 Z> v M OTPY3UM S,
B ipoctpancrso S,, S, B mpocrpanctso S, Toif #ke pasmepHocTH 7. MBI clazem,
aro T saBiserca moueunbis useubanuem konepysnyuu L, ecau coorBercrsue T
MemIy 00% Jydeit KOHrpysHImil L, L' MOKHO pacmmpuTh Ha cOOTE€TCTBHE T*
Mesy 0o® Todex mMuoroo6pasmii V,, Vi mak, 9ro Ui JIOOHX 4, v CYU[ECTBYeT
KOJIIIMHeHHOe COOTBeTCTBIe

H = H(u, v) (11,2)

Memay mpocrpancTsamu S,, S, ¢ Tem cBoiicTBoM, 4To ecau C' — NPONBBOIBLHAS
KpuBasg Ha MHOroo6pasum V u eciy oHa nepecekaer NMPAMYIO ), OTBEYAIOIIYIO
paccMarpuBaeMBIM BHAYEHHMAM %, ¥, B TOYKe 2z, TO IpeobpasoBaHHBIe KpUBLIE
T*C, HC uperepneBaor B Touke T*z = Hz aHaanTudeckoe KacaHue IepBOIO
nopaaka. flcHo, 4ro maA Kammoit mapel w, v coorBerctBMe T* ompepesser
npoeKmugHoe coomeemcmeue

= 1v(u, v) (11,3)

MeIKY TOUKAMM 2 IPAMOIL p u ToukaMu T*z = 7z npamoii p’ = Tp. Mur crasiem,
9T0 IpoeKTUBHEE cooTBeTcrBUA (11,3) ocywecmeasiom Toueanoe nsrnGaune. Ha
npAMON p(u, v) MOMKHO BHOPATH TOYKU

x = z(u,v), y=1yu v,
a Ha UpAMOit p’ TOYKM
2 =x'(u,v), y =y (u,v)
TaK, 4TO
¥ =mnx, y =my. (11,4)

Ecaur 10 Tak, To npeobpasosanue T*, KOToOpoe MoJydaeTcs coeJIMHEHNEM BCEX
c0? IPOEKTUBHLIX cooTBeTcTBMit (11,3), ob6agaer TpeGyeMEIM ¢BOiCTBOM TOT/A
1 70JIBKO TOIJIA, eCJu NPH MOAXOMAIUX ¢y = ¢,(U, V), €y == Cy(%, ¥) IIA JTI00BIX
%, v YpPaBHeHNs

Kz = " K?/:?/'7
ox  ox' , oy oy '
K%:%—f“clx 5 Kauﬁﬁ—i—cly ] (11’5)

ow / , o oy ,
KE 0 o, Ko =—7-+oy
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OTNpeeJIsIIoT KoJUIMHeliHoe oToOpaskeHe KacaTeqbHOTO IPOCTPAHCTBA KOHTPY-
sHIMN L Boas npamoit p(u, v), RaHHOTO TOYKaAMU
‘ or oy oxr oy
Ly Yy 579 50 T Ao (1176)
ou’ ouw’ ov’ ov
Ha KacareJbHOE ITPOCTPAHCTBO KOHIpYsHIuu L’ BAOJBL COOTBETCTBYIOHIEH
upsamoit p’(v, v), naHHOe TOYKAMU
’ ’ ’ ’
oy, 8 Wy (11,7)
ouw’' ou’ ov’ v
Honmmueiinoe coorsercrBue (11,2) ABaserca Torja CoBepHICHHO MTPOU3BOJIBLHBIM
pacmmpenneM KoJumHeiinoro coorererBuA (11,5), KoTopoe MEI Has30oBeM
KacamenbHoll KoAAUHeAy el PACCMATPIBAEMOr0 TOYEYHOT0 M3rHOaHms.
Paccmorpum rereps oMH 3a APYIUM OT/ACJAbHBIE THIIBL HA[EHHBIX B IpeJIbl-
aymux naparpadax KOHIpY9SHUUIL.

12. Ecan xapawrep xounrpysHumnm L pasen 5, To touxu (11,6) spasorca
JnHelHo HesaBucuMbMu. [losi cylqecTBoBanus KosuimHeanuu (11,5) meo6Gxo-
mauMo, 91066l 1 Toyky (11,7) 6BLIM JMHEHO HEBABIICHMEL, T. €. XapaKTep KOH-
rpysuiun L' Taxske posskeH pasHAThea 5. Ilpu cobmogennu sroro yesaosBus
ao6oe mpeoGpasoBaune T messay L u L' Gyner Toueunsm nsruGanmem. ITpn
JIAHHBIX %, ¥ IPOCKTUBHOE COOTBETCTBHE He MOJYMHSACTCS HUKAKOMY YCJIOBHIO,
a T0dTOMY BaBHUCUT IJiA JIOOBIX %, v OT Tpex mapamerpoB. llpm BbIGpaHHEIX
MPOEKTHBHEIX COOTBETCTBUAX 7¢ Kosummueanusi K BaBment npm mio6bIX %, v OT
IBYX TOIOJHUTEJIbHBIX HapaMeTpoB.

13. Iycrs xapaxrep xourpysunuu L pased 4 u nycrb Bce JuHefdarsie mo-
BepXxHOCTH KOHrpysHImu L —kocsle. Torga moskuo [em. (4,3)] mogoOpars ToURM
x, Y TaK, 94TO

ox oy
— 2 = qx by : 13,1
30" B + by ; (13,1)
(13,1) ABIsiercs eNUHCTBEHHBIM COOTHOIIEHNEM, cBa3bBaomuM touku (11,6).
Jns cymecrBoBannA KosmnHeanun K neo6xoxumo, 4yTo6sr i Toukn (11,7) 6puan
CBABAHBL ONHUM (U TOJBKO OJHNUM) JIMHEHHBIM COOTHOIIEHHEM, IpHYeM BTO
COOTHOIICHNE JOJIAHO MMeTh BHJ
ox' oy L
— — L =q'x + by . 13,2
o o Y (13,2)
Orciofa ciefyer, 4To Xapakrep KoHrpyoHumu L' Tak:e paBeH 4 M 4TO Bee
siuHeituarsie ToBepxHocTH 3 L' — wocwe. Ilpn cobiarogennn sroro yemoBus
aoboe mpeodpasosaume T mesxnay L u L' Gymer To4ednsM HsrubaHmeM; Ipoek-
THBHEIE COOTBeTCTBUS T8 1 KoJuimHeanus K ompepensiorca ogHosnauno. Ecan
umeer Mecto (13,1) 1 (13,2), To 78 fomxuo umers Bux (11,4), a K gosxa0 uMeTh Buj
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Kx:x’, Kyf;y’7

ax ax, ’ N4 a-/ B ay ’ ’ ’
o @AY, K= — @ —ay,
ox

J— ax’ ’ ’ ?:_’{ — ay, _ ’ ’
=T —ba, K =L by

v ov

- 14. Iyers xapakrep wonrpysnmun L pasen 4 u mycers L umeer QoKaIbnyIo
noBepxuocts F. Torga mosxuo [em. (5,4)] mogo6pars TOUKHE 2, ¥ TaK, 4TO

ox
Yy = ou’ (1411)

(¢oraIbHAA IIOBEPXHOCTL €CTh TeOMeTpIMecKoe MecTo Touek x, u (14,1) mpen-
CTaBIsICT eMHCTBEHHOE COOTHOIIeHMe Mesxay roukamu (11,6). Ilus cymgecrso-
Banusa koJumnearmn K meoGxopumo, wro0br 1 rouku (11,7) Gbuinm cBA3aHbI
OHUM (M TOJBKO OJJHUM) JMHEHHBIM COOTHOIICHNEM, IPUYEM BTO COOTHOIIEHUE

JIOJIFKHO MMeTh BUJL

’ ax’ ’
Y=o + aa’ . (14,2)

Orciofia cieyer, 4To XapakTep KOHrpyaHiuu L’ raxe pasen 4 U 4To 9Ta KOH-
rpysuisa umeer GoranabHyIo noBepxHocts I, Ilpu cobaonenumy sToro ycaoBus
npeoGpasosanne T mexny L u L’ Gyner Todeunsiv usrnfanneM TOrga 1 TOJIBKO
TOT/[A, €CJIM PABBEPTHIBAIONIMMCA II0BepXHOCTAM Kourpysuimu L npu T coor-
BeTCTBYIOT PasBepTLIBAIONIIeCs ske NoBepXHOCTH Kourpysuiuu L. Ilapamerpsr
%, v MBI MOsKeM o{o0paTh Tak, 970 AJIA © == CONSt [OJYYMM B KOHIDYSHIMIM
L passeproiBaronmecs noBepxuoctu R,, xacaonpecs (oKkajibHON I0BePXHOCTH
F Bross kpusbix O, a B KOHrpysuiuyn L' — pasBepThIBAIONIMEC 10BEPXHOCTH
R, xacaonuecs poranbhoit nosepxuoctn F’ sroas kpussix C,. latee Moo
HPeAIOJI0RMTE, 9T0 TOYKA & ABIseTcA (GoKycoM Ha NpAMoil p, U 4ro TOYKA &'
sABJAeTcA PorycoM HaA npamoi p’. IIpoekTHBHOE COOTBETCTBUE T HONYMHAETCHA
He TOJBKO YCJIOBMIO, 9TO 7o = &', HO TaKike NOIOJHUTEJBHOMY YCJIOBHIO, KO-
TOPOe MOKHO BBIPA3HUTEH TAK, UTO HPOEKTUBHOE COOTBETCTBHE T¢ MOYKHO PACHIU-
PUTH Ha KoJuHeiinoe orobpamenne S, — S;, ocylecTBIAONIee aHAINTIIEC-
Koe KacaHMe IMepBoro mopsjma memay xpussv C, u C,. Beaencrsue sToro
MPOEKTUBHOE COOTBETCTBUE TT 3aBHCHUT IPU JAHHBIX %, ¥ TOJIBKO OT OJHOYO IIa-
pamerpa. MoRHO HPEAIIONIOMUTE, YTO MMeeT MecTo cooTHomeHue (14,1) u uro
HPOEKTHBHOE COOTBETCTBHE 7 HaHo ypasHenusmu (11,4). Ecam sro rtak, To
Heo0X0IMMO MeeT MecTo CoOTHoIlenne Buaa (14,2) u mpn faHHHX %, ¥ KOJJIH-
Hearusa K saBucur oT OJHOTO JIONOJHUTEJBHOY0 HapamMerpa ¢ M MMeeT BHJ

- W a '
Kan’v K?/_y1 Kauzé,';_]_a'y’

ox  ox' , oy oy ,
K—az_—%—l—cz, K%_-%+cy.
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15. Ilycrs xapakrep xonrpysumnu L paBen 4 u myers L umeer qupexTpucy

D. Torpa momuo [em. (5,6)] momo6pars Touky @ Tak, 4To

ox

FT 05 (15,1)
npupextpuca D ecrs reomerpmyeckoe Mecto Touek @ u (15,1) mpeperasiser
eIMHCTBEHI0e COOTHOIenNe Mekay Toukamu (11,6). Ilma cymecrBoBaHUA KOJI-
smHeamu K meo6xommo, aro6sr i rouky (11,7) Gbriu ¢BA3aHS OHUM (M TOJBKO
OJIHMM) COOTHOUIeHMEM, IIPUYeM DTO COOTHOIIeHME JIOJIFKIO MMETh BHJ

al
v +ax’ = 0.
ou

Orciofa ciefyer, 4To XapakTep KoHrpysuim L’ Tak:ke paBeH 4 1 4TO 9Ta KOH-
rpysuIus umeer aupexrtpucy D’. IIpn cobiiogennn storo yesaosusa npecGpaso-
paune T messy Lu L’ 6yner rogeysbM n3rubaniieM TOTA M TOJTBKO TOTAA, €CIHI
KOHITECKNM IOBCPXHOCTAM KOHXpYDHIMM L COOTBETCTBYIOT KOHMYECKUE ke
noBepxHoctu kourpysurmu L. ITapamerpsr , v MoskHO Hopo6paTh Tak, 4YTO
WIs v = const moJaydnM B KOHrpysHimu L womycsl R,, a B KOHTpPYSHIUI
L’ — xonycnt R,. Jlajsee M0KHO IPeNON0KUTE, 4To qupekTpuca D sBisercs
reoMeTpMYECKIM MECTOM TOYeK ¥ ¥ 4To jupexrpuca D' sABjsercA reoMerpi-
HEeCKHIM MecTOM To4eR z'. MHOMKUTE/ N 0THOPOIHEIX KOOP/MHAT TOYeK X, &' MOH-

HO BHIOpaTh TaK, 4T

xr ox'

—=0, —=0. 15,2

ou T oo (15,2)
IIpoextuBHOE COOTBETCTBYE T8 HONYMHACTCA TOMY YCJIOBUIO, Y4TO TOYKA & (Bep-
umua konyca R,) mepexomur B Towny 2’ (Bepmmny komyca R.); npu JaHHEIX
%, ¥ COOTBETCTBHUE T BaBICHUT ellle OT ABYX mapamerpoB. Ecjn mpoekrtuBHEE
COOTHOIIEHNA 70 BEIOpaubl, TO NpM AAHHBIX %, v KoJumHeamus K saBmcur emnte
or opgHoro napamerpa. Ecou umeer mecro (11,4) n (15,2), To K umeer Bup (¢ mpo-
UBBOJBIBIM C)

oy oy
K- — ! K == ’ K__._ -
TEE BT R T B
ox ox’ , ay ay’ ,
w o T K= T
16. IIycrs L — menrpasbHas KOHIPYSHINA, TaK 9TO Xapakrep m = 3.

Mos&HO TIPefION0MUTE, 9TO & eCTh I[EHTP KOHIrpysHuuy L 1 4ro

ox ox

—_— = ——=0; 16,1
ou 0; (16,1)

kpome (16,1) HerT HUKAaKMX APYIUX COOTHOLIeHMI Mempay roukxamu (11,6). Iasa
cymecTBoBaHNA KosauHearuu K rouxm (11,7) moskHEl OHTH CBABAHEL B TOY-
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HOCTH BYMA JTUHEHHBIMI COOTHOINCHUSMU M BTH COOTHOUIEHUS JIOJIFKHBI HMEeTh
BUJ
ox’

P

ox’
+ ax’ = —— bx' — 0.
ou ax ov 4o

Orciopa cieyer, uro 1 L' fyjer menrpadabHoil konrpysuimeit. Econ aro rax,
"T0 1ponsBoJibHoe HpeobpasoBanne Measy L u L' aBnsercsa toueunsm nsruba-
nueM. MOMHO NpenoosEnTh, 4yro umeer Mecro (16,1)
/ /
oy, (16,2)
ou o
TAaK 4TO & €CTh IeHTp KOurpysuimn L, a &’ — nentp xourpysuipmm L. Tpoexk-
THUBHOE COOTHOLIEHNE 70 HOAUMIACTCA TOJNBKO TOMY YCJOBMIO, YTO HEepPeBOAUT
LEHTP & B LEUTp &', TAK 4TO NPHU JAHHBIX %, ¥ COOTBETCTBUE T8 BABUCHT OT JBYX
napamerpos. [Ipn ganusx 7 oguosuauno onpesensioresa n K. Eciur nmeer mecro
(11,4), (16,1) 11 (16,2), norygacs

Ky =a", Ky =1y,

K%Y W oy oy

ouw  ou’ ov ov

17. Iycrs L — napaboJryeckas KOHIPYSHIIA ¢ OKAIBHON TTOBEPXHOCTHIO
F; cremoBaressHo, L ecth MHOMKECTBO KacaTeJIBHBIX K cHcTeMe o0l KPUBBIX
Ha F| Koropble He ABIAIOTCA MPAMBIMU U NPEJCTABIAIT ACUMITOTUYECKIC JIN-
umu na F. Eeau L — L siBisercs TodednsiM usrubanuem, To u L' Oymer napa-
6o/rdecKoll KOHTPYIHIUel; caefoBarebio, L' ecTth MHOMKECTBO KacaTeabHBIX
K cnereme ool KpuBBIX 1A forambHOI moBepxHOCTH F') KOTOpbBIE He SBISIOTCS
HOPAMBIMH I TIPEJICTABIAIOT ACUMITOTHYecKMe JmuMu Ha F'. Toueudoe wsru-
Ganue onpepensier coorBercTBue F —> F’) B KOTOPOM yHOMAHYTHE aCHMIITOTH-
deckre JUHMN orBevator oxuu Apyrum. HaoGopor, nycrs gaua s npocrpancrse
S, mosepxuocts F, o6pasoBannas Toukoit x(u,v), a B npocrpancrse S, 10-
BepxHocTh F' oGpasoBaHHas TOMKOI 2'(u, v); mapamerpbl «, v CHPEENAIOT
npeobpasoBanue ¢ mMesxgy F u F'| B KoTOpoM 0TBeYaI0T OJHU JPYIrUM KpHBELE
O, u C._ ompenelenuse COOTHONIEHNEM v = const; nycrh O, — aCHMITOTIYCC-
wue na F, C, — acumnroruueckue na F’ u nn O\, nu O, e ABIAIOTCA TPAMBIMM.
[IpeoGpasoramuem ¢ onpenensercsa npeobpasosanue T Mexy napaGoandecKkoit
Kourpysnnueit I, kacaresbubsix K KpuseiM C, (ee PoraIBHONH MOBEPXHOCTHIO
-ABnAercsa F) m nmapabosnyeckoil KOHrpysIHIMell L’ KacarTeJbHBIX K KPHBBIM
C, (ee dorambHoit MoBepxHOCTHIO ABAsAeres F'). llpeoGpasosanue T 6ymer To-
4eyHBIM 3THOAHMEM TOr/a M TOJIBKO TOTJA, eCJIH ¢ ABIACTCA (B CMBICIE, KOTO-
pHIil OyHeTr mosicHEH) npoekmusHyMm nosyuseubanues. Bo BCAKOM ciaydae KA
TOGHIX JIAHHBIX %, v cymiectByior roammmearmun H =H (u, v) memay S, u S,
KOTOpHIE JUIA PaccMaTpMBaeMbIX %, ¥ OCYI[ECTBIIAIOT aHAJMTHYIECKOe Kacamue
mepBOro TOpAAKA MemAy moBepxHoctAMu F u F'; raxme KOJINUMHEAIMH MBI
HAa30BEM KACAMEALHVMU KOAMUHEAYUAMI TIPpeobpasoBaHusA . HRomnmuneanus
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H wmemuy S, n S, Gyjer B 9ToM cMbICJe KacaTeabHoil KoJJMHearmed TOrga

U TOJIBKO TOTJIA, eCJTH CYIecTBYIOT Takue x = «(u, v), f = f(u, v), 9ro
ox  ox' ox  ox'
Hx = 2’ H- - = — + xa' H- - = — . 17,1
’ ou  ou + ’ v ov A (17,1)

Kacarenpnyio wosnuneanuio H Mbel HazoBeM caado noayconpuracarujelics,
ecJI JUIA paccMaTpUBaeMbIX %, ¥ Offa OCYHIECTBISET reoMeTpHyYecKoe KacaHue
BTOPOTro mopsjka Mexasy wpusmivu C,, Co. W CUABHO Noayconpukacaiowerics,
ecJan JIS pacCMaTpUBaeMBIX %, ¥ OHA OCYIIECTBIIACT aHAJTUTHYECKOe KacaHue
BTOporo mopsika Meskay Kpusbivu Cy, O Ecan 1is HCKOTOPBIX %, v ofjHA M3
KacaTeJdbHBIX KoJmmaeanuit H(w, v) saBasercs caabo mosrycornpikacaweiics,
10 1 Bee H(u, v) 6ynyr cirabo moayconpuKacalonmMucs; ecm 970 UMeeT MecTo
NI JIO6BIX %, ¥, TO MBI FOBOPHM, 4T0 Tipeofpasonalille ¢ ABIAETCA IPOCKTHB-
HEIM moyusrubanueM. Eciu a1o Tak, T0 Boripoc 0 oM, 6yer i H ciuiibHO 1oy -
CONpHEAcAONeics KOJTHHeAIell Wil Her, pelmaeTca TOJbKO B 3aBUCHMOCTH
or xkosPpunuenra « B (17,1); A1 NPOUBBOJNBHEIX %, ¥ MOMKIO OLPEEJUTh
OFIHUM U TOJBKO OJJHUM cocofoM Tak, urobbl H 6BLIa CHIIBHO MOJTYCONPHKACA-
ronteiics. Eenu ¢ — mpoexTiBHOe Hosiyusrubapiie, To COOTBETCTBYIOIIee 1Ipe-
obpasosauue T memay rourpysummamun L, L' Gyper TodeuHpM usrnbanmem.
[Ipoexrususe coorBercTBuA 78 M Kommearun K ompesensiores o H03Ha4HO;
NPOEKTUBHBIC COOTBETCTBUS T8 00JIa/1aI0T TEM XapaKTepPHBIM CBOICTBOM, 4TO MX
MOJKHO PacHIMpUTh Ha CHTHHO HoJyconpukacaionmecs H.

Anammnrnuecku geso sersyuT tak. Ilyers ' — nosepxnocts, o6pasoBan-
nag Touxoii x(w,v) Taw, 4r0 KpPUBBE ¥ = cONSt — ACUMOTOTHYECKNe X He
ABJAOTCA ipsAMbMI. Torma MBL NMeeM B TOWHOCTH OJIHO YPaBHeDYe RUJA

*x ox ox

A R (17,2)

ou? ou ov
riue

a = a(uw,v), b=0>buv), c=clu,v),
npnueM obs3aTeabpHO Gyner
-
b+0. (17,3)

Ecaun Bmecro x(u, v) moerasuth o(u, v) . (%, v), rue o(u, v) =+ 0 ecrs crajAp,
10 Kod(PuimenT b ocranercs Ges mamenenus. Kciu BMecTo mapamerpos w, v
BBECTH HOBbIE MAPAMETPHI %y, ¥; TPU MOMOIIM ypaBHeHMI

uy = f(u,v), vy =g(), (17,4)
The MOJIKIO OLITh
of
oo "(v),
oy TOFI)
T0 nmowryum Bmecro (17,2) ypaBHenune
o*x ox ox
— T —— b —
" ou, o o, e, (17,5)
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e

b, o : = bg'(v) . (17,6)
ou,

Mo cramem, yro F opuewmuposana nosomcumesvro, eciu b > 0, 4ro oHa

opuenmuposara ompuyamesvko, ecan b << 0. Us (17,6) sicuo, 4o 810 MOHATHE

OpPUEHTALNU BaBUCUT TOJBKO OT PACHOJIOMKEHUS ACHUMIITOTUYECKMX JIMHUN

v = const.

Hapany ¢ nosepxuocrsio F' pacemorpum ele nosepxuocts K, oGpazosanuyio

TouKoil 2'(u’, v') Tak, yro KpuBHe v = const — ACHMIOTOTHYECKWE M He SB-
Js10TeA npAMeIME. Bmecro (17,2) MBI TOrja moJiyduM ypaBHeHUE
o2’ , ox’ ox'
e = 0 — + b — 4 ¢l ) 17,7
aul2 aul + avl + ( b )

CoorsercrBue u == u', v == v’ MeskAy noBepxHoctaAMu F, F’ Gyper 1poeKTHBHEIM
MOJyU3TUGaHIIeM TOIJA 1 TOJIBKO TOIJ, eCII

o(u, v) = b'(u, v) . (17,8)
B raxom ciy4ae MHOAMTEIN ONHOPOAHBEIX KOOPAMHAT TOueK (%, v) M x'(u, v)
MOKHO 1I0J06paTh Tak, 4r0 Oymer 1

a(u, v) = a'(u, v) . (17,9)
Ecan umeer mecto (17,8) u (17,9), To IPOEKTMBHOE COOTBETCTBYE 7T JIAHO ypaBHe-
HUAMU

e =z naz__ax’
T ou  ou’
a wosumHeains K mana ypaBHeHHAMIU
Ko — o ox o
T ou  ou’
ox ox' ¢ —c , %z o2’ ¢ —cox
w0 K T T

Ecan e (17,8) He mmeer Mecra, TO BOBHHMKAeT BOIPOC, BO3MOMKHO JHU
ompefeants GyHKNUO @(u, v) TaK, YTOOB COOTBETCTBUE

w = @u,v), v =20 (17,10)

Merpy mnoBepxHocTaMu F m F' GBUI0 NpOEKTWBHEIM mosyusrubanuem. [lis

5TOr0 HEOOXOMUMO U JIOCTATOUYHO, YTOOH 65110 bb' > 0, T. e. 4T0OH OpHeHTAIMS

F, oupepenenHas napamMerpom v, u opuenramus F’, onpeneseHHas mapamMmerpom

v, OBLIM WM 00e TOOoMUTeNbHE Wi 00e orpuuarenbus. IIpu cobaropenun
aroro yesaopuA (17,10) Oymer mpOEKTHMBHEIM IMOJYMSIHOAHIEM TOrNA M TOJBKO

TOrJA, eCIU
op\?
b . (5&) =b.
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Honsatne npoexTmBHOro0 MOTyNsrnOauyA MOBEPXHOCTEN (B TPeXMepHOM 1pO-
crpaHcTBe) GbLIO BBeeHo aBropoM B 1928 r. (cM. mamp. Fubini-Cech, Intro-
duction & la géométrie projective différentielle des surfaces, Ilapmx 1931, crp.
194), a ero CBsI3b ¢ TOYSIHBHIM M3THOAHMEM 1apaboInIecKoii KOHTPY 9 HINN (TaKIKe
B TPeXMePHOM IpocrpaHeTBe) Oblia Halifena aBropoM B 1952 r. (cM. HacTOALMI
Rypran r. 2, 1952, crp. 182—184).

CrpaBeuinBOCTS cieyIolieli TeopeMbl sICHA MHTYNTUBHO 13 TeOMETPIYeCKOTO
OmpefeleHnA npoeKTuBHoOro moxyusrubanua. Ilyers ano npeo6pasopauue ¢
mesxay mosepxuocrsamu F, F', B koropom acumurorndeckum C, 0TBe4aIoT acuMII-
rormaeckue e . UroGbl y3HaTh, ABJIACTCS M ¢@ MPOCKTHBHBIM TIOJyH3ruba-
HITeM, CIIpOeKTHpYyeM F' 13 MPoN3BOIBHOLO IeHTpa Ha TPOUBBOABHYIO IJIOCKOCTD
0 U aHAJOTIYHO, CpOeKTHpYyeM I 113 MpOMBBOJBHOrO IEHTPA HA NMPOUBBOJIb-
HYI0 ILIOCKOCTH o'; TAKUM 00pasoM NOJyunTess mpeobpasoBanHue @ Mewy
mrockoctaMu g, o’. IlpeoGpasoBanue @ GyjIer HPOSKTHBHEIM MOTYN3rUOAHIEM
TOIJ@ U TOJBKO TOTfA, eCAM mpoexmuu acmmnrormuecknx C,, C, 6yayr xa-
paxrepucTudeckumMu KpuBeMu (cm. Qybunmm-Yex, mur. cod., crp. 158) mpe-
00paszoBanA .

18. IlapaGoaugeckas rourpysuiua L ¢ guperrpucoii D nepexogur npu to-
4e4HOM HBTUGAHMHI B Hapabondeckylo e KoHrpysHimio L’ ¢ pupeKrpucoit
D’. Rourpysuius L cocTouT u3 ool mydKOB HPAMBIX %(v), HEHTPH KOTOPHIX

dz .
x(v) BamosHAT KpuByIo D; B my4ok X(v) BXOXUT KacaTeabHas (x% K KpUBOit

D B toure x. AHasoruy#o, KOHrpysurus L’ cocrour m3 co! MyYKOB IPAMBIX
2'(v), meHTpH KOTOPHX «'(v) Bamoymai0T KpuBylo D’; B mydox X'(v) BXopgur
’

dx
KacaTeJIbHasA (x’% Kk KpuBoit D’ B Toure 2’. IliA modydeHMsA TOYEUHOTro

usrunbanua T camoro obmero Bupxa messay L u L', MOMKHO WCXOIUTH U3 MPOM3-
BOJIBHOrO cOOTBeTCcTBHA X(v) — %'(v) mesay kpussiMu D, D'. Torga npu T npa-
MEIM IyYKa X(v) oTBedaloT ImpAMHE nyuka X'(v) Tak, dro X(v) - X'(v) mpen-
cTaBiIAeT HPOEKTHBHOE COOTBETCTBME MEHAY STUMHU IYYKAMIU, HPU KOTOPOM

’

dz , dx
KacaTelpuas |r | MEPEXOAUT B KaCATeNBHYyI0 |2’ o | . ITpu pmamHO# mape

p(u, v), p'(u, v) orBEUAIOIUX APYr APYYY IPAMHIX obemx womrpyssmmit L, L'
B IIPOEKTHBHOM COOTBETCTBUH 70(%, ¥) TOUKe Z(v) OTBe4aeT TOYKA 2'(v); OAHAKO,
[POEKTHBHOE COOTBETCTBHE Tt(%, ¥) HOAYUHACTCSA elife 0HOMY YCJOBHIO, TAK YTO
OpY JAHHEIX %, ¥ COOTBETCTBUE 7t(u, ¥) BABUCHUT TOJBLKO OT OJHOIO Iapamerpa.
JIlast roro, 4To6H omumcaTh yIOMAHYTOE YCIOBHE KAK MOMKHO HAIVIANHee, Ipef-
HOJIOKMM, 9TO IPHM JAAHHOM ¥ IyuKM X(v), X'(v) 8aHHMAIOT TaKoe IIOJIOKeHMHe,

dz 4
9T0 IpUHANJEHAI(Me K HUM KacaTeJbHEe (ma ) x’a; JeskaT B 0ecko-
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HEeYHOCTH; TOI/A YCJIOBUE JIJIA IIPOEKTUBHBIX COOTBETCTBUI 7t(%, ¥) MOMKHO BHI-
PasuTh CJAEAYOUIMM IPOCTHIM 06pasoM: KasKJgoe M3 DTUX IPOEKTUBHEIX COOT-
BETCTBUH ABJIAETCH CABUIOM (BaBHUCALIMM He TOJBKO OT v, HO M oT u). llpm
HaHHEIX 7t KoJumHeanuu K ompefessiorcs ofHO3HAYHO.

AHaMTIYeCKN paccMaTpUBaeMbIe TOUeUnble NBrUOAHA MOKHO OIMCATH TAK:
Bosbmenm tiepemenusie Touku x(v), &'(v), 2(v), 2’(v) Tak, 9T06H

dz Jdr )

Jajee BOBbMEM CKRAIAPHYIO QYHRIWMIO f(u%, v) ¥ MOJOKUIM
dz dz’
Y=z u—-— "=z 4+ u= .z
J + d,v b ?/ + d'U + f b

p=(xy), p = (2Y),
ne =2, my=y,

, - de d2"  of |,
Ke=2", Ky=vy', K‘a;;i_df'v. 7@

19. Ocraercsa ucciefgoBarh TOYeyHble UBrubanus HelapaGoJlYecKMX KOli-
rpysunuii. MEI orpaHUYMMCA B TeKcTe IuIepOOJIYeCKIMH KOHTPYOHIMAMIE;
ecJill JONYCTUTh MHUMBIE BJIeMEHTHI, TO BCe COOTHOILEHM HMEIOT MECTO M MJIA
BILIMIITHYECKNX KOHTpysHImit. MuI mpefocraBidgeM gnraresio mepenmearb pe-
ByJIbTATH, KACAIOUINECHA DIINITHYECKOl KOHIPYSHIUU, B HeliCTBUTEIHHOMN

dopme.
Iycrs, npesne Beero, L — wourpysunus ¢ aByms guperrpucamu D, D,.

Hpmn rouegnom nsrnbannu L nepexout B KOHIpYSHIUIO L’ ¢ gBYMA JMpeKTpH-
camu Dy, D,. llpeobpasopanue T mempy L, L’ Gyjaer TodeunsiM Msrnbanuem
TOrfa M TOJBKO TOrJa, ecjU RasmAelii konyc us L mepeiifler B konyc e us L',
Mossno mopmo6pars obosHadenmsa Tak, YTOOB KOHYCH ¢ BepmmHamu na D,
IIepellyI B KOHYCHI ¢ BepnHamu Ha Dy, a KOHycsl ¢ Bepumnamu na D, nepenuin
B KOHYCH ¢ BepimmHamn na D,. IIpoeKTHBHEIE COOTBETCTBUA T8 HOTIMHSAIOTCS
TOJIBKO TOMY YCJOBHIO, 94TO Ilepecedenyis IpAMOH p ¢ mupekrpucamu D,, D,
(porychr mpamMoit p) mepexoAT B riepecedeHNs NpAMoil p’ ¢ qupexrpucavu Dy,
Dy (Poxycsr mpsmoit p’); IpH JAHHBIX %, ¥ COOTBETCTBUE T8 BABUCHT OT OZHOTO
rapamerpa. Ilpu BerGpannerx 7 kosmnnearpy K onpesenasiorca ojHOBHAYHO.

Anammrnyeckn jreqo oberour trax. Ilapamerpst %, v BeIGepeM Tak, YTOOHI IS

! = const TMOTYYNTH KOHYCHI ¢ Bepmmuamu Ha D, D;, I u = const —
7

tonyc c¢ pepumnamu Ha D,, Dy Ilycrs a, y, o', y" — doryest (x na D,, ¥ Ha
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, ’ ’ ’
D,, o’ ua Dy, y' ua D,). Torna HPH HOJIXO/IANTeM BEIGOpe MHOMKUTeel 0HOpOI-
HBIX KOOP/MHAT OKyCOB Gyner

mczx’, 'n:y:y”
ox oy

"aa_alx') %:bly,

w W

au—al ’ ‘%— WY
, , ox  ox' o,
Kx:x’ Ky:y7 K—(%:% +(b1—*bl)x7

o oy o

K%~-~%+(al—a1)y.

20. Ilycrs namee L — wourpysuius ¢ doransuoil moBepxuocrsio F, n nu-
pexrpucoit D,. Ilpu roueunom marmbamun L IepexojuT B KOHYpysHimio L’
¢ (orambnoit mosepxuocrsio Ky u mupexrpucoit Dy. Konrpysnims nmeer nse
CHCTeMBI PAa3BEePTHIBAIONINXCA IOBEPXHOCTEl; ¢ OJHOI CTOPOHEI, DTO IOBEpX-
HOCTH KAaCATeJbHBIX K OIpejiesleHHBIM KpuBhIM (', Ha (OKRAJIBHOI TOBEPXHOCTI
F,, ¢ gpyroit — KoHyCH ¢ BepUmHAM¥ Ha aupekrpuce D,. Anamoruuno, L'
MMeeT JiBe CHCTeMBI pPa3BepTHIBAIONINXCA MOBEPXHOCTEIl; ¢ OfHOM CTOPOHEL, 9TO
IOBEPXHOCTD KaCATeJIbHBIX K orpesiesienHbv Kpusbiv C,, Ha QoKaIbHOll TIOBepX-
noern Fy, ¢ npyroit — kouyesr ¢ Bepumnamu Ha aupexrpuce Dy. IIpeoGpaso-
Bauue T memay L, L' Gyper Touednbiv nusrnbaHmeM Torfa I TOIBKO TOTAA, €Can
KaHK/Ias [I0BePXHOCTh KacaTeJbHEIX M3 L 1epexoauTr B IOBePXHOCTh KacaTelb-
nex u3 L' u kasmpuetii Kouyce us L nepexojaur B kouyc us L'. Ilpn cobaiogennn
STOI0 yCJIOBUA IPOEKTUBHLIE COOTBETCTBUA 7t i KosunHearun K onpeessorca
ojpHo3HauyHo. IIpoexkTnBHOE cOOTBeTCTBUE TT(%, ¥) EPEBOJNT TOYKY KACAHUA X
npamoit p(u, v) ¢ moBepxHOCTHIO F'; B TOUKy Kacanus a’ mpamoit p’(u, v) ¢ mo-
BepxHocTsio Fy, a Toury nepeceuenns y npamoit p(u, v) ¢ kpusoit Dy B TOURY
epecedenyst y' mpaAMoit p’(w, v) ¢ kpusoii Dy. DTOro eue me JoCTATOMHO A
oupepneiennd T(u, v); HO T(u,v) ofjgagaer TeM [00aBOYHEIM CBOIiCTBOM,
YTO JlONIyCKAeT pacupeHne Ha KoJumpeanuio Messuy S, m S;, Kortopas s
paccMarpuBaeMbIX BHAYEHUIl %, v OCYIIECTBIIACT aHAIMTHYeCKOe KacaHle Iep-
BOro mopsKa Memay kpusknvu C,, C,.

Auanurnueckn paccMarTpuBaeMble TOYEUHbIe M3THOAHIIA MOMKHO OIIICATDH TaK.
IIyers x(u, v), y(u, v) — Qorycs npamoii p(u, v) (¢ Ha moBepxHoctun F, y ua
kpuBoit D,); nycrs x'(u, v), y'(u, v) — ¢orycs npamoii p’(u, v) (¢’ Ha moBepx-
wocrn Fy, y' na wpusoit D). Ilapamerpst u, v BHGpaHH! Tak, 4To ¥ = const HA
IOBEPXHOCTAX KACATEJIbHHEIX, % = const Ha KOHycaxX. MHORNTETN O{HOPOHBIX
KOOPMIMHAT MOKHO IT0o0parh Tak, urobe wtx = z’, wy = y’. Toraa cupasegmuso
ypaBHeHue (C OJHUM M TeM ke @ HA 00eNX MecTax):
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ox ax' , ,+ayr (a :*:0)
Eﬁ:alx—i—ay, éﬁ—«dlx )
3y ox [}
w0 g =N
1 UMeeT MeCTO
, ox  ox' "o
Ko=) Ky=y, Ko =+,
oy "o
K%-—%‘F(al_"q)y-

21. Iycrs, naxonel, L — KOHFpYoHIUA ¢ ABYMA QOKATLHEIMU MOBEPXHOC-
ravu Fy, F,. Ilpn royeunom usrnGannm L neperogur B Kourpysuiuio L'
¢ mByMsi oKAJBHEIMU HOBepxHocTsamu Fi, Fy. IlpeoGpasosanme T mempuy L
u L', onpepesieHoe paBEHCTBOM I1apaMeTpoB %, v, GyAeT ToUedHEIM n3rudanmem
TOTJIa U TOJBKO TOIJA, eCaU 00e KOHTPYSHIUM IMeIOT ORHY 1 Ty e auddepen-
nuansnyio gopmy Jamraca-JdapOy or mapamerpos %, v (OTKy#a ciaegyer, 4To
Pa3BepTHBAIINECS IOBEPXHOCTH KOHTPYSHIMU L IepexofAT B pasBepTHIBA-
IOLIIeCS 3Ke II0BepXHOCTH KoHrpysumuu L'). Vrak, B orim4me oT BeeX IpefbIny-
IMUX THIOB Yy paccMaTpuMBaeMoOro THIA HeJb3A IIPOU3BOJBHO BHGpaTh o6e
kourpyaumuu L, L', a Tonpko oany us Hux. Ilyers

f du dv (21,1)

ectb obmas. opma Jlannaca-Ilap6y nByx xourpysuuuii L, L'. BriGepem rakue
0003Ha4YeHNs, YTOOHI I/IA ¥ = const MOJYIUTH B KOHIPYSHIMU L MOBEPXHOCTH
KacaTeJbHHX K KpuBLM C, Ha moBepxHocTH F'; a B koHrpysumun L' — nosepx-
HOCTH KacaTeabHbX & KpuBsM O, Ha moBepxHocTn Fj, nanee, 4To6ur amsa u =
= const MOJIyYnTh B KOHTPYDHIMU L IIOBEPXHOCTH KacareJbHEX K KpuBemM C,
Ha mOBepXHOCTH Fy, a B KOHrpysHIuN L’ — HOBEPXHOCTH KacaTeJbHBIX K KpHU-
s O, wa mosepxuoctu Fy. Ilpoextusnsie coorerctBuA 7 1 Kosmmeanuu T
onpepeaaoTca oxuosHauno. IlpoexTuBHOE cooTBeTCTBHE TT(%, ¥) IEPEBORUT
TOYRY KacaHusA ¥ MPAMOIl p(u, v) ¢ moBepxHOCTHIO F) B TOURY KacaHus &’ mps-
Moit p’(u, v) ¢ moBepxHOCTHIO Fy, @ TOURY KacamHus y npsaMoii p(u, v) ¢ HOBEPX-
Hocteio F, B Touky kacanus ' npamoit p’(u, v) ¢ moBepxHocThio Fy. Droro emte
He JIOCTATOYHO IS onpefiesieHust v(«, v); ORHAKO, 7t(u%, v) 06ajjaer elre TeM cBOii-
CTBOM, UTO JOIYCKaeT pacliupeHue Ha KoJummHeanuio mexay S, u S;, KoTopas
IJI paccMaTpMBAeMbIX 3HAYEHHUIT %, ¥ OCYIIECTBJIAET KAK QHAJIUTHYECKOEe Ka-
caHle mepBoro Topsmka Mesay kpusbivu C, m C, TaK W aHAINTIYECKOE
KacaHue nepBoro nopsAaKa mesny kpussvu C, u C,,. IlpoexTusroe coorsercr-
Bue T(%,v) C OTUM CBOWCTBOM CYIECTBYET B CIIY TOTYD, YTO 00e KOHTPYSHI[MN
L, L’ umelor oguy u ry e popmy Jlammaca-ap6y (21,1).

AHaymTHYecKN paccMarpMBaeMble TOYEYHbIE MBTHOAHMA MOMKHO ONNCATDH
ciepylomum obpasom. Ilapamerpsr «, v mogGepeM Tak, 4roOH A v = const
TOJIYYUTHh PpasBepTHBAlOIecs OBEPXHOCTH ¢ pefpaMm BosBpaTa Ha IOBEpX-
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Hocrsix I, F;, a A % = const — pasBepTHBAKINECS I0BEPXHOCTH ¢ peb-
pamu BozBpara Ha IoBepxHoctax F,, F,. Ilamee, mycrs x(w, v), y(u, v) — ¢o-
KycHl mpamoit p(u, v) (¢ Ha moBepxHoctu F',, y Ha moBepxHocTH F,); 2'(u, v),
¥y’ (u, v) — Porycsr npamoit p'(u, v) (¢’ Ha moBepxHOCTH Fp, %' HAa TOBEPXHOCTH
F3). MuomuUTEe N O[HOPOJHBIX KOOPAMHAT MOMHO BEIOpATh Tak, 4robu 7w = ',
ny = y'. Torga umeer MecTo ypaBHeHMe (C OJZHMM II TeM jie @ HA 06eNX MecTax
U C OJTHUM U TeM 3Ke b Ha 00enx Mecrax):

ox ox' ’ , .
a:a1x+ay7 au:a1x+ay7 (@ + 0);
o /T

517__1)9(:+bly, —a;_bx+bly, b+ 0).

®opma (21,1) paBra ab du dv, n umeer MecTo
, ox o,
Kx:x, Ky:yl7 KE;)"'}"(bl—bl)x)

K% _ %

- %—l‘(a’l—al)y .

Résumé

DEFORMATION PONCTUELLE DES CONGRUENCES
DE DROITES

EDUARD CECH, Praha.
(Regu le 29 décembre 1954.)

Soient V,,, V., deux variétés & un nombre quelconque m de dimensions en
correspondance biunivoque, engendrées par les points

T = (U, Ugy « ooy Up) , X = & (Uy, Ug, «v.y Uy,) -

Pour chaque u = (uy, u,, ..., %,), choisissons «y, &, ..., &, arbitrairement et
considérons la transformation homographique

ox ox'
Kz = 2’ T a (=12, ...
v=a', Koo =ib dag (=12..m)
entre les espaces tangents resp. & V,, en x et & V,, en «’. Nous appellerons K
I’homographie tangente; pour chaque %, il y a oo™ homographies tangentes.
SiV,c8, V., c8,, K posséde la propriété charactéristique qu’elle se puisse
étendre & une transformation homographique entre les deux espaces projectifs
8, et S, qui réalise le contact analytique du premier ordre entre V,, et V., en u.
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Le mot congruence désigne dans ce Mémoire une famille co? de droites d’un
espace projectif S, qui n’est pas contenue dans un plan fixe. Si la congruence L
est engendrée par la droite

= plu, v) = (2y), @ = a(u, v), y = y(u, ),
nous considérons pour chaque (%, v) I'espace linéaire t(u, v) déterminé par les
points ‘
oxr ox oy oy
que nous appellerons espace tangent a L le long de la droite p(u, v). La dimension
m de t(u, v) sera appelée le caractére de la congruence L; on a 3 <m < 5. Le
lieu de tous les points Az - uy situés sur les droites de L est une variété a trois
dimensions V,4(L); ’espace t(u, v) est le plus petit espace linéaire contenant les
espaces tangents & V4(L) dans tous les points de la droite p(u, v).
Outre L, considérons une autre congruence L’ engendrée par la droite

p o= u,v) = @y), ¥ =2a(u,v), ¥y =y v);

soient 7'(u, v) les espaces tangents & L’ le long de ses droites. Les paramétres
u, v définissent une correspondance droite — droite entre L et L’; soit T cette
correspondance. Le probléme qui nous occupe est de décider s’il est possible
d’étendre T & une correspondance ponctuelle T* entre V(L) et V4(L') de maniére
qu’il existe pour chaque (u, v) une homographie K(u, v) entre t(u, v) et v'(u, v)
telle que, pour chaque point z de la droite p(u, v), la partie de K(u, v) concer-
nant ’espace tangent & V(L) au point z soit une homographie tangente a la
correspondance T* relative au point z considéré. Il est évident qu’une telle ex-
tension n’est possible que moyennant des projectivités w(u, v) entre les points de
p(u, v) et ceux de p’(u, v). Si I'extension est possible, nous dirons que T est une
déformation ponctuelle de L en L' et que les projectivités m(u, v) réalisent la
déformation; ’homographie K(u, v) entre z(u, v) et =’ (u, v) sera appelée homo-
graphie tangente & la déformation.

Pour résoudre le probléme en vue, on doit partager les congruences en dix
types différents; la déformation n’est possible que si les deux congruences L et
L’ appartiennent au méme type. Pour chaque type, & 'exception du dernier, les
deux congruences appartenant au type (mais pas toujours la correspondance
T) peuvent étre prises arbitrairement.

Dans le cas particulier ou V(L) et V4(L') se réduisent a I’espace linéaire a trois
dimensions, le probleme avait été déja considéré par l'auteur au Mémoire
IIpoexmusnaa OJugpepenyuarbhaa 2e0Mempua CcooOmeemcmenii mexncoy 08yms
npocmpancmeamnu V (ce Journal, t. 2, 1952, pp. 167—188); voir aussi L. Mu-
RACCHINI, Sulle transformaziont puntuali che sono inviluppi di omografie, Bol-
lettino della Unione Matematica Italiana (3) &, 1953, pp. 390—398.

Nous allons passer en revue successivemen: les 10 types de congruences.
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1. Caractére m == 5. La correspondance T entre L et L’ est tout-a-fait arbi-
traire, de méme les projectivités m(u, v) réalisant la déformation, de maniére
que, pour (u, v) donné, = dépend de 3 parametres. Le choix de = étant fait,
I’homographie tangente K dépend encore pour chaque (u,v) de deux para-
metres. En s’arrangeant de fagon que nx = 2’, ny = y', on a

Ke=2, Ky=y,

oxr  ox' oy oy

K —_— = — . —_ = X 4
w0 Kgy =g tav
ox  ox' » cy oy ,
e T Kg =g tows

ou ¢, et ¢, sont arbitraires.

2. Caractére m = 4, les congruences L et L' ne contiennent aucune sur-
face développable. La correspondance T entre L et L’ est arbitraire, mais,
T étant choisie, les projectivités = (u, v) réalisant la déformation, ainsi que
les homographies tangentes K (u, v), sont déterminées sans ambiguité. On
peut s’arranger de fagon que mx = a’, my = y’ et qu’on ait des relations de
la forme

ox ay_ ax, 5,’9'_ 1o 10
Fu—-%~ax+by, Eii i + by
alors
Ke =2o, Ky=y,

o ox' N oy oy N
a_-éi—;—i—(a——a)x, Kgﬁ 46u+(a a)y',
oxr  ox' oy oy ,
= (h—=b) 2 L =" _b—=>b)y.
Koo = 20 =00, Ko=% — )y

3. Caractére m = 4. Il existe une surface (focale) F' (I') recouverte par une
famille co! de courbes C' (C") telle que L (L') est assemblage des tangentes aux
courbes C' (C'); le point de contact de la droite p(u, v) [p'(u, v)] avec la courbe
C (C") correspondante est appelé le foyer de la droite p (p'). La congruence L
(L') contient donc une famille co! de surfaces développables, les tangentes a
chaque C (C") formant une telle développable. La correspondance T est soumise
a la condition de porter surfaces développables en surfaces développables. Cette
condition supposée remplie, chaque projectivité = porte le foyer de la droite
correspondante p au foyer de p’; en outre, 7 doit étre telle qu’on puisse ’étendre
dans une homographie des espaces ambiants qui réalise un contact analytique
du premier ordre entre C et C’; il en résulte que pour chaque (%, v) la projecti-
vité m(u, v) ne dépend que d’une seul paramétre. Le choix des m étant fait,
I’homographie K(u, v) dépend encore d’un paramétre arbitraire. On peut

267



s’arranger de fagon que » = const. soient les développables, qu’on ait ©a = o/,
ny = y', x (¢') étant le foyer, et qu’on ait des relations de la forme

ox , ox .
Y=%u> ¥ Tou T9

alors
' , y oy ,
K = K — 4 — =
v=a, Ky=y', K ou ou +ay
oxr ox oy oy
K-——- == 4 k- 4
ov 6v+cx’ K&v av+°y’

¢ étant arbitraire.

4. Caracteére m = 4. Toutes les droites de L (L’) rencontrent une courbe
(directrice) D (D’) qui peut étre une droite; le point de rencontre de la droite
p(u, v) [p’'(u, v)] avec la courbe D (D’) est appelé le foyer de p (p’). La congruence
L (L) contient donc une famille co! de cones dont les sommets forment la
courbe D (D’). La correspondance T est soumise & la condition de porter cones
en cones. Cette condition supposée remplie, chaque projectivité = porte le foyer
de la droite correspondante p au foyer de p’; m dépend donc pour chaque
(u, v) de deux paramétres. Le choix des m étant fait, ’homographie K(u, v)
dépend encore d’'un paramétre arbitraire. On peut s’arranger de facon que
v = const. soient les développables, qu’on ait e = 2', 7y = ¥, « («’) étant le

foyer, et qu’on ait des relations de la forme
ox 0 ox’ 0

w0 w0
alors
o o % _ oy
Ke=a', Ky=vy" Ko =%~
ox  ox' , oy oy ,
K-é;—a—v—f—cx, K%—av—l—cy,

¢ étant arbitraire.

5. Caractére m = 3. Toutes les droites de L (L) passent par un point fixe
appelé centre de la congruence L (L'). La correspondance T est tout-a-fait arbi-
traire; 7 est soumise & la condition de porter centre en centre de sorte que pour
chaque (u, v) 7 dépend de deux parameétres. Le choix des = étant fait, les homo-
graphies K sout déterminées sans ambiguité. On peut s’arranger de fagon que
nx = &', my = Yy’ et qu'on ait des relations

ox x|
ouw  w T ow  ow
de maniére que z (2') est le centre de L (L'); alors
L o oy oy o _ oy
Ke=2", Ky=9 Kg = o Ko™ 2"
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6. Caractére m = 3. 1l existe une surface (focale) F (F’) possédant une fa-
mille 00! d’asymptotiques (non droites) C' (C") telle que L (L) est 'assemblage
des tangentes aux courbes C' (C'); le point de contact de la droite p(u, v) avec la
courbe C (C") correspondante est appelé le foyer de p (p'). La congruence L (L)
contient done une famille co! de surfaces développables, les tangentes & chaque
C (C') formant une telle développable. La correspondance T est soumise & la
condition de porter surfaces développables en surfaces développables, mais cette
condition n’est nullement suffisante. Chaque correspondance T satisfaisant & la
condition expliquée est associée de maniére biunivoque & une correspondance ¢
entre F' et F' qui porte les asymptotiques C en asymptotiques C'. Or ¢ étant
une correspondance entre F et F' satisfaisant & cette condition, considérons
pour (u,v) donné une homographie H(u,v) tangente & ¢ pour les valeurs consi-
dérées de u, v. L’homographie H dépend, pour (u, v) donné, de deux parameé-
tres; or si une H satisfait 4 la condition qu’elle se puisse étendre dans une homo-
graphie des espaces ambiants qui réalise, au moment correspondant (u,v), un
contact géométrique du second ordre entre les asymptotiques C, C', alors le
méme a lieu pour chaque H correspondante aux valeurs considérée’s de u, v.
Si ceci a lieu pour chaque (u, v), on dit que ¢ est une demidéformation projective
de I en F'. Or condition nécessaire et suffisante pour que la correspondance T
entre L et L' soit une déformation ponctuelle de L et L’ est précisément que la
correspondance associée ¢ de Fen F’ soit une demidéformation projective. Si
cette condition est remplie, alors pour chaque (u,v) la projectivité m(u, v) |
réalisant la déformation est soumise & la condition qu’elle se puisse étendre
& une homographie des espaces ambiants qui réalise, pour (u, v) donné, un
contact analytique du second ordre entre les asymptotiques C, C’; les m(u, v)
sont déterminées sans ambiguité par cette condition; aussi, les homographies
tangentes K(u, v) sont déterminées sans ambiguité. En supposant que les
foyers soient x = x(u, v), ¥’ = 2'(u, v), v = const. donnant les développables,
on a des équations de la forme

o2x ox ox
o' , o' ox’ ,
o~ Y ou Tl T

’

NI . or . o0x . g .
ou I’égalité des coefficients de Fo et 5, CXprime précisément que ¢ soit une
demidéformation projective. On peut alors choisir les facteurs arbitraires des
coordonnées homogénes de z(u, v) et «'(u, v) de maniére & avoir encore

a'(u, v) = a(u, v) .

S’il en est ainsi, les projectivités =(u, v) sont données par
ox  ox'
ou ou

’

e =x,
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et les homographies K(u, v) par

, oxr  ox'
Ke=a', Ko = %>
ox ox’' ¢ —e¢ o o2’ ¢ —cou'
@ L=y K — o
woaw T 5 Y Ram T T T

7. Caractere m = 3. 1l existe une courbe (directrice) D (D’), qui peut étre
une droite, telle que la congruence L (L’) se compose de co! faisceaux de droites
2(x) [Z(z")] dont les sommets x (2') décrivent la courbe D (D’), la tangente a
D (D) en z («') faisant partie de Z(x) [E(z')]. Pour qu’une correspondance T
entre L et L' soit une déformation ponctuelle, il faut d’abord qu’elle porte
chaque faisceau X(z) dans un faisceau Z(z') de sorte que T détermine une corres-
pondance, d’ailleurs arbitraire, entre D et I)'. En outre, il faut que chaque fais-
ceau X(z) soit porté dans le faisceau correspondant d’une maniére projective
faisant correspondre la tangente & D en x & la tangente & D’ en a’. Ceci étant,
dans la projectivité (u,v) entre les points de la droite p(u,v) appartenant au
faisceau X(z) et ceux de la droite p'(u, v) appartenant au faisceau %(x’) le point
doit correspondre & z’; en outre, 7 doit satisfaire & une condition ultérieure de
sorte que 7t(u, v), pour (4, v) donné, ne dépend que d’un parameétre. Pour ex-
primer la condition annoncée d’une maniére intuitive, supposons que, pour z et '
donnés, les deux points x et «’ soient situés & I'infini; alors chaque projectivité
7t(u, v) correspondant & une droite quelconque p(u, v) du faisceau X(x) est une
translation (qui dépend non seulement de z, mais encore de la droite considérée
p). Les projectivités m(u, v) étant choisies, les homographies tangentes K(u, v)
sont déterminées sans ambiguité.

Analytiquement on peut décrire les déformations envisagées comme suit.
Choisissons les points variables z(v), ' (v), (), 2’(v) de maniére que

dx da’ g
s 0 andiovy I
(xdvz) - *(” do )
choisissons ensuite une fonction scalaire f(u, v) et posons

’

dz ) ’
y:z—i—u@, y=2+ug, +1.2,
p=(xy), P =@Y),

. =1, wy=y;
alors
Ke =2, Ky=1y',

dx_d_x’ ?_fq ’ K_a_?{_a?/' _a_f_ /'

T dv T w ow | ouw’

8. Caractére m = 3. Il existe deux courbes (directrices) D,, D, (Dy, Dy)
réelles ou imaginaires conjuguées (qui peuvent étre des droites) telles que L (L')
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est 'assemblage des droites qui rencontrent D, et D, (D; et D,). Les points
d’intersection d’une droite p (p’) appartenant & L (') avec D,, D, (D}, D,) sont
dits foyers de p (p’). La congruence L (L) contient donc deux familles co! de
cones (réels ou imaginaires conjugués) dont les sommets décrivent resp. D, et
D, (D; et D}). La correspondance T entre L et L’ est une déformation ponctuelle
si et seulement si elle porte tous les cones de L en cones de L’. Quant & la pro-
jectivité w(u, v) réalisant la déformation, elle est soumise & la condition de
porter les foyers de p(u, v) aux foyers de p’(u, v); pour chaque (u, v), il y a done
deux familles continues & un parameétre de projectivités m(u, v). Si les projecti-
vités m(u, v) sont choisies, les homographies tangentes K(u, v) sont déterminées
sans ambiguité.

Analytiquement, on peut s’arranger de fagon que nx = ', 7y = ¥’, les points
z, y étant foyers de p et ', ¥’ ceux de p’. Les paramétres u, v soient choisis de
fagon que les points z, 2" soient fixes pour v = const., les points ¥, ¥’ pour u =
= const. On a alors des relations de la forme

ox

_ Yy
PRI rial

0!

ox'’ ., Oy .,
ET R

et les homographies K sont données par

’

Ke =2, Ky=y',

82:_6%' ' ’ 3y_?3/' ’ ’
K~a—5— 6v+(bl b)), Kvé—a—vaa (@, —ay)y .

9. Caractére m = 3. Il existe une surface (focale) F (F') et une courbe
(directrice) D (D’) telles que L (L) se compose de droites qui touchent F' (F')et
qui rencontrent D (D’). La surface ¥ (F') est non-développable; la courbe
D (D’) peut étre droite. La surface I’ (F’) est recouverte par une famille oo! de
courbes C (C') telle que les tangentes & chaque C (C') forment une dévelop-
pable contenue dans L (L’). Il y a une autre famille oo! de développables con-
tenues dans L (L'); ce sont des cones aux sommets situés sur D (D’). Le point
de contact de la droite p (p') avec la surface F (F') et le point d’intersection
de p (p') avec la courbe D (D') sont les deux foyers de p (p). La correspondance
T entre L et L' est une déformation ponctuelle si et seulement si elle porte
chaque developpable de L dans une développable de la méme sorte de L'. La
projectivité ww(u, v) porte chaque foyer de p(u, v) dansle foyer de la méme sorte de
p'(u, v). Mais 7(u, v) est soumise encore & la condition qu’elle se puisse étendre
& une homographie entre les espaces ambiants qui réalise, pour (u, v) donné, un
contact analytique du premier ordre entre les courbes:C’, C’ correspondantes
(définies plus haut). Il s’ensuit que les projectivités w(u, v) sont univoquement
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déterminées. Les homographies tangentes K(u, v) sont elles aussi déterminées
sans ambiguité.

Analytiquement, on peut s’arranger de fagon que mx = z’, ®wy = y’, ou
z,y, ',y sont les foyers (z sur F, y sur D, o’ sur F’, y' sur D’). Les para-
metres u, v soient choisis de facon que u = const. pour les cones, v = const.
pour les autres développables. On a alors des relations de la forme (avec le
méme a + 0 deux fois)

ox or'

Ty = Tty %:a{x’—{—ay’,

3:1/ a/ 'y,
W 1Y > “ay;:ly

et les homographies K sont données par
Ke =2, Ky=y',

KE O —ta, KWy (0 —ay .

10. Caractére m = 3. La congruence L (L') se compose de tangentes com-
munes 3 deux surfaces (focales) réelles ou imaginaires conjuguées F; et F,
(F; et F,); les points de contact de la droite p (p') avec F, et F, (F et F,) sont
dits foyers de p (p’). Chacune des deux surfaces focales F, et F, (F; et F,) est
recouverte par une famille co! de courbes, soit C; sur F,, C, sur F, (C] sur Fj,
C, sur F,) telle que les tangentes & chaque C, (C) et & chaque C, (C;) forment
une développable contenue dans L (L’); appelons développables de premiére
sorte celles qui sont formées par les tangentes aux O, (C}) et développables de
seconde sorte celles formées par les tangentes aux C, (C;). Condition nécessaire
pour qu’une correspondance T entre L et L’ soit une déformation ponctuelle est
que T porte chaque développable de L dans une développable de L’; on peut
choisir les notations de telle maniére que deux développables correspondantes
I'une & I'autre soient toujours de la méme sorte. Cette condition nécessaire n’est
nullement suffisante; il faut encore que la condition (*) énoncée plus bas soit
réalisable, ce quin’est pas possible siles deux congruences Let L’ du type envisagé
ont été choisies par hazard. La projectivité m(u, v) doit porter le foyer de p
situé sur ¥, au foyer de p’ situé sur F; et le foyer de p situé sur F, au foyer
de p’ situé sur Fy; en outre m(u, v) doit satisfaire & la condition (*) qui dit que
7(u, v) peut étre étendue & une homographie entre les espaces ambiants qui
réalise, pour (u, v) donné, un contact analytique entre C, et C; et, en méme
temps, un contact analytique entre C,, C,. Les courbes C, et O, (C; et C}) dont
on parle ici sont naturellement celles qui passent par les foyers de la droite
P (p') appartenant & la valeur considérée de (u, v). Si la condition (*) est réali-
sable, les projectivités (u, v), ainsi que les homographies tangentes K(u, v),
sont univoquement déterminées.
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Analytiquement, si la déformation existe, ‘on peut s’arranger de fagon qu’on
ait mx = 2’, my = ¥’ et que les relations suivantes aient lieu [avec les mémes
quantités @ + 0 et b + 0 dans (1) et dans (2)]:

ox 1
%zalx—{—ay, a—Z:bx+bly, (1)
ox’' ’ , oy
%:alx + ay’, fa—#bx —i—bly ; (2)

z,y,x',y sont les foyers, u = const. et v = const. sont les développables
(v = const. donnant les courbes C, et (5, u == const. les courbes C, et C,). Les
homographies tangentes K sont données par

Ke =2, Ky=y',

K2 —ar, KW —ay

Condition nécessaire et suffisante pour I'existence de la déformation ponctuel-
le est que les deux congruences L et L’ aient la méme forme différentielle quadra-
tique de Laplace-Darbouz (pour le cas L c 8;, L' c S; v. Muracchini, loc. cit.).
Si z(u, v) et y(u,v) sont les foyers, z(u, v) décrivant pour v = const. les courbes
O, sur F, et y(u, v) décrivant pour u = const. les courbes C, sur F,, on a les
équations (1) et la forme de Laplace-Darboux est ab du dv. Elle est égale
[A. TeErRACINI, Un’osservazione suglt invarianti di wun'equazione di Laplace,
Bollettino dell’Unione Matematica Italiana 6, 1927, pp. 57—60] & la partie
principale du rapport anharmonique des quatre points

(), 90, 0), () + G du, ylo,0) + 2 dv

situés sur la droite p(%, v). En éliminant ¥ ou « des équations (1), on obtient des
équations de la forme

o

au a,” = 1 au + B_l + le (3)
62
=4, X 1B Y oy, (4)

La forme de Laplace-Darboux est égale &
(01 4 A,B, — 36—115;1) du dv — (02 + 4,8, — )d dv

Le coefficient de du dv dans la forme de Laplace-Darboux est donc égal au
premier invariant de ’équation de Laplace (4) et au second invariant de I’équa-
tion de Laplace (3).
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