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YexocaoBankuii MaTeMaTHIeckMii kypHai, T. 5 (80) 1955

DEFORMATIONS PROJECTIVES DE CERTAINES SURFACES
A RESEAU CONJUGUE

ALOIS SVEC, Praha.
(Regu le 12 juillet 1955.)

L’auteur a étudié la déformation projective du 3¢ ordre des surfaces
& réseau conjugué dans S et a résolu les principaux problémes d’exis-
tence. Dans ce travail, il s’occupe des surfaces déformables projecti-
vement, plongées dans Sy qui sont des solutions de I’équation x,, = 0.
Ces surfaces dépendent de six fonctions d’une variable; on a trouvé les
équations différentielles qui les déterminent et une certaine propriété
géométrique qui en est caractéristique. D’autres propriétés géométri-
ques seront contenues dans un autre travail qui traitera — par les
méthodes A’E. CARTAN — le probléme de la déformation projective
du 3¢ ordre d’une surface générale & réseau conjugué.

Un des plus simples objets que I'on considére en étudiant les surfaces dans
es espaces projectifs a plusieurs dimensions est constitué par les surfaces F
dans S; représentant la solution d’une (et une seule) équation de Laplace.

I1 est naturel de généraliser toutes les notions de la théorie des déformations
projectives des surfaces dans S, au cas des surfaces F et de résoudre pour celles-ci
des problémes analogues. Il se trouve alors que I’on peut se servir avec avantage
de la méthode des transformations K -linéarisantes, dues & M. E. CrcH.

Toutes deux surfaces F' sont en déformation projective d’ordre 2, mais le
probléme de la déformation projective du 3¢ ordre n’est pourtant pas trivial. Je
résous le probléme relativement simple de la déformation projective des sur-
faces F, qui sont des solutions de I’équation x,, = 0; ce probleme est traité
a fond et je donne une caractéristique géométrique des surfaces F; qui sont
déformables projectivement.

En écrivant ce travail j’ai rencontré bien des problémes qui voudraient étre
résolus. Il s’est trouvé, en particulier, qui’il peut exister, entre deux surfaces,
une foule de relations différenciées d’une fagon plus subtile que ne le sont les
déformations projectives. J’ai rencontré le méme phénomene en étudiant les
surfaces réglées dans les espaces projectifs & dimension impaire.
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1. J’appelle surface F dans l’espace projectif & cinq dimensions S; toute
surface satisfaisant & une et une seule équation de Laplace

Ty = o + p, + v, . (1)

Une surface F satisfaisant & I’équation (1) est caractérisée de facon géométrique
par le fait que ses courbes paramétriques forment un réseau, ce qui veut dire
que la surface réglée formée par les tangentes aux courbes de I'un systéme du
réseau aux points situés sur une courbe quelconque de I'autre systéme est déve-
loppable. En méme temps, le réseau paramétrique est le seul réseau qui jouisse
de cette propriété, on 'appelle réseau conjugué. Dans la suite je me bornerai, en
raison de la simplicité grace a laquelle il me sera possible de poursuivre les
calculs principaux jusqu’au bout, aux surfaces pour lesquelles toutes les surfa-
ces réglées développables signalées ci-dessus se réduisent aux cones. Ces sur-
faces que je dénote par F, satisfont & ’équation

Zyy = 0. (2)
Je ne donne pas de démonstration de ce fait.

2. Je vais maintenant introduire certaines surfaces F, spéciales qui me
permetteront de caractériser géométriquement les résultats obtenus plus tard.

Dans tout ce qui suit je me bornerai aux surfaces ' & propriété suivante:
Pintersection des troisiemes espaces osculateurs des deux courbes du réseau
conjugué passant par un point arbitraire x de la surface, a ce point est une droite
qui n’est pas plongée dans I’espace osculateur & = [xa,2,2,,2,,] au point z de la
surface. Cette droite d’intersection, je 'appelle pseudonormale de la surface au
point x.

Maintenant, on a évidemment
(xxuxvxuuxvvxuuu) :’: 0 4: (xxuxvxuuxvvxvvv) (3)

et la surface F peut étre déterminée comme la solution d’un systéme compléte-
ment intégrable d’équations aux dérivées partielles de la forme

Lypy = XX + ﬂxu + VZy s
(f #0).

Les pseudonormals aux points d’une courbe arbitraire de la surface F for-
ment une certaine surface réglée. J’appellerai surface F, toute surface F telle
que les surfaces réglées des pseudonormales suivant une courbe arbitraire du
réseau conjugué forment un céne. Il est évident qu’en définissant les surfaces F';
il est inutile de se borner aux surfaces F; je ne le fais que parceque c’est seule-
ment dans ce sens limité que les surfaces F, me seront nécessaires et que
j’évite ainsi des calculs trainants.

560



Soit F'; une surface donnée par le systéme

Lyp = 0 s
Lppp = AT + bxu + CXy + dxuu + €T yy -+ fxuuu s (5)
je vais trouver les conditions pour les coefficients d, b,....f +0.

Avant de procéder a leur déduction je vais introduire quelques abréviations
terminologiques: j’appelle u-courbe une courbe du réseau conjugué pour la-
quelle v = const; la notion de la v-courbe sera introduite de maniére analogue.
J’appelle u-point le sommet du cone des pseudonormales d’'une surface ', aux
points d’une wu-courbe; j’appelle u-point de Laplace le sommet du coéne des
tangentes aux v-courbes suivant une u-courbe d’une surface F|.

Passons au calcul: de (5,) on déduit

= CTy — Xy T Ty = AT + bzu + dxy, + fxuuu

de fagon que la pseudonormale au point x est evidemment la droite

[Z, — €T, — Xy + xvvv] = [.‘E, bxu + dxuu + fxuuu] . (6)
Pour une surface F, il faut qu’il existe des fonctions 1 = A(u, v), u = u(u, v),
L = L(u,v), M = M(u, v), telles que

(}‘x + bxu + dwuu + fxuuu)v = L(;».’L' + bxu _JY‘ dxuu + fxuuu) ’

(/,L.Z‘ — CTy — €Xyy — xvvv)u = M(”x — X, — Xy + xvm}) .
En différentiant on obtient de (5,)

Z‘L'x + bvxu + dvxuu + fvxuuu + Zx'v = L(ZCIJ + bxu + dxuu + fxuuu) P
M — Cyly — €4y + My = M(qu — 0Ty — €Ty + xvvu)
et de (3)
A=pu=M=0,
b, = Lb, d, = Ld, f, = Lf, (7)
Cy=¢€,=0. (8)
On trouve immédiatement: la condition nécessaire et suffisante pour qu’une
surface F, (5) soit une surface F'; est: il existe une fonction L = L(u, v) telle
que (7) et (8) valent.

3. Je vais introduire une nouvelle notion des surfaces F,; ce sont les surfaces
F, a cette propriété géométrique: Les u-points correspondant a toutes les u-cour-
bes forment une certaine courbe y. A chaque u-courbe correspond un certain
u-point X = X(v) et un certain u-point de Laplace x, = x,(v). J’exige mainte-
nant que pour tout » = v, la tangente & la courbe X = X(v) au point X(v,)
passe par le u-point de Laplace x,(v,); une situation analogue doit se présenter
aussi pour chaque v-courbe.

Les conditions analytiques pour les surfaces F', sont données par (7), (8) et
par les relations que je vais établir. Les u-points sont

X = — CXy — €Ty + Lyvw » (9)
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les v-points
Y = bxu + dxuu + fxuuu . (10)
En effet, il s’ensuit de (5;), (7) et (8) que
X,=0,Y,=LY.
De (5,) on a , .
: X=Y +ax. ; (11)
Dans la définition des surfaces F, je me suis borné au cas général ou les
u-points et les v-points forment une courbe. Or, s’il n’en est pas ainsi, il doit
y avoir des fonctions 7; = 1,(u, v), 7, = 1,(u, v) telles que
X, =X, Y, =n7Y. (12)
De (11) et (12,) on a
X, = Y, —F X + ar, = L(bxu + dxuu + fxuuu) + ax + azx, ,
Xv - 771(* CXy — €Xyy + xﬂvm)) = nl(ax + bxu + dwuu + fxuuu) s
d’olt
a=0. (13)
De fagon analogue de (11) et (12,) on a
Y, =X, —a2 —ax, = —ax — ax,,
Yu = 772(bxu + d‘ruu + fxuuu) >
d’ott 'on déduit également (13). Le fait que je n’obtiens pas de nouvelles con-

ditions s’ensuit de ce que toutes les pseudonormales des surfaces en considé-
ration passent par un point fixe.

Dans la suite je vais donc me borner au cas des surfaces pour lesquelles
a +0. (14)
Les conditions caractéristiques des surfaces F, sont: le point z, est situé sur
la droite [X, X,] et le point z, se trouve sur la droite [Y, Y,]. On a d’abord
Xu:Yu+aux+axu:03
donc il faut que
a, = 0. (15)
Ensuite on a

X, =Y, +ax+ax, = LY + a,x + ax,
et il doit y avoir des fonctions o, 0, telles que
GIX + 0'2Xv =Ty »

ce qui donne .

0'1( — CXy — €Ty + xmw) + Gz(beu “|" Ldzuu + fouuu, + Ak + GJ}'@) =Xy,

0'1(a'x + bxu + dxuu + fxuuu) + Uz(beu + deuu + fouuu + a/vx + ax'v) = xv >
d’ou il s’ensuit que

a, = La . : (16)
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De l'autre c6té il est clair qu’une surface satisfaisant & (7), (8), (15) et (16)
est nécessairement une surface F,. Je vais résoudre ces équations. En vertu de
(15) on a

a="V,, (17)

ou V,; = V,(v); dans tout ce qui suit je désigne par U,, V, les fonctions des va-
riables % et v respectivement. De maniére analogue on déduit de (8) que

C = V‘.’. s (18)
e="V,. (19)
Vu que @ #* 0, il s’ensuit de (7,), (16) et (17)
Vb, — Vb =0,
d’olt
b=U\V,. (20)
Semblablement, en partant de (7,,;) on obtient
d=U,V,, (21)
f=Ul,. (22)

Toute surface F, est donc solution d’un systéme complétement intégrable de la
forme
Ly = 0 >
Loy = le + Ulleu + V2x11 + U?.leuu + V:}xm: + USVIxuuu (23)
(UsVy #0).

4. Afin de pouvoir donner, dans la suite, un exposé ininterrompu des défor-
mations projectives des surfaces Fy, je procéde des maintenant & établir les
conditions d’intégrabilité du systéme (5). Pour des raisons de clarté, je les mets
sous la forme suivante:

x:A,xu:B;xv:O>xuu:D7xvv:nyuuu:F’ (24)

D,=F, D,—0, (25)

E,=aA + bB 4 ¢cC + dD + ¢E + fF,

r, = —f{"1a4+ (b, + a) B + ¢,0 + (d, + b) D + e,B + (f, + d) F],
F,=0.

On voit de méme que

Am) = Avu: Bu'v = Bvu’ Ou'u = Ovua Dm) = D?)us Em) = Evu s (26)
la condition de I'intégrabilité du systéme (5) se réduit donc & la relation
Fuv = Fvu . (27)



On trouve les conditions d’intégrabilité du systéme (5) exprimées par

Ay +Vaeu =09,
by + be, + @, = (a + b,) 7.
Cuv + CEy + a, = Cu® (28)

duu+deu+bv:(b+du)(p,
Cur + €€u+ Cy = €9,
fuv +"feu + dv = (d + fu)(p

o =d2— 2ot (29)

Par 1a, j’ai terminé les raisonnements de caractére auxiliaire et je reviens a
présent a ’étude particuliere des déformations projectives des surfaces F|,.

5. Au début je peux considérer les surfaces F en général. Soient donc 7 et 7
deux surfaces F' dans S; données par les systémes

xuv:“x+ﬂxu+yxv>

x’u’”’l] = ax —|_ bxu —I— cx’v —}_ dxuu + ex’b‘") + fxuuu (f #: 0) > (30)
Yur = %y + Bya + vyi ) ] '
Yooz = ay + byz + cys + dyzz + eyar + fyzmz (f £0) . (31)

Les courbes paramétriques des deux surfaces forment précisément les ré-
seaux conjugués. Supposons ensuite qu’il soit domné wune correspondance bi-
univoque C entre les points des surfaces w et w qui fasse correspondre le réseau
conjugué d’une surface au réseau conjugué de Uautre surface. Une telle correspon-
dance sera caractérisée de fagon la plus simple par les relations

W=, v="7. (32)

- Soient données deux valeurs fixes des parametres u = wu,y, v = v,. J’appelle
homographie tangente (pour u, et v, donnés) de la correspondance donnée C
toute transformation homographique K! de l'espace S; en lui méme qui jouit
des propriétés suivantes:

L. K" y(ug, vy) = 2(uy, v,),

2. pour toute courbe y passant par le point y(u,, v,), les courbes Cy et Kly
ont au point z(u,, vy) un contact analytique d’ordre 1. Une homographie tan-
gente est donné, dans le cas le plus général, par les relations que voici:

Ky ==,

Ky, =ir+z,,

Ky, = px + z, , (33)
K, = o + 0%, + Xy + X3®uu + Xy + X5Zyyy »

Klyvv = ﬂox + ﬁlxu + ﬂzx'v + ﬁaxuu + ﬂ4xvv + ﬂsxuuu >
Klyuuu = Yot + ylxu + szv + stuu + y4xvv + y5xuuu ’
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car
Ky ==,
Kidy =dox + (Adu 4+ pdv) x, (34)
Ktd2y = d?x + 2(Adu + pdv) dx +
4 [xodu? 4 2(x — & + A+ yp) dudo 4 By dv® + Ad2w + udw] x +
+ [(% — 22) du? + 2(B — B — p) dudv + B, dv*] z, +
F g dut + 25 —y — 2) dwdo + (B, — 2u) do?] @, +
+ [(xg — 1) du? + B do*] @y, + (35)
+ [xg dw? + (By — 1) dv?] @, +
+ (0‘5 du2 + :85 dvz) Lyuu -
J’appelle homographie osculatrice (pour u,, v, donnés) une homogrgphie qui
réalise un contact analytique d’ordre 2 entre les surfaces 7 et . En vertu de
(35) les homographies osculatrices sont donc caractérisées par

Ky ==,

Ky, =@ -2+,

Ky, =@ —p)= + x,,

Ky = o +2(y — )=, + Tyu (36)
Kypy = Box + 2(8 — B) x, + Ty

Kyuuu = Yo + Y10y + J’zxv + Y3%uu + Y aToy + Ysluuu +
6. Pour rendre les calculs plus simples je me bornerai dans ce qui suit & de
tels couples de surfaces 7w et 7 qui satisfont & la méme équation de Laplace.

Ensuite je suppose partout qu’on ait dans (30) et (31)
x=o0,f=8yv=17. (37)

L’homographie osculatrice (36) est alors donnée par

Ky = =,
Ky T Ly >
Kyv = Ly
Kyuu = XgT + Lyu > (38)
Kyvv = ﬁox + Lyo 5
Kyuuu = )’ox + Y1%u + szv + Y 3%uu + Y4Zoo + Y5luuu
et l'on a
Ky ==x«,
Kdy =dx, (39)

K dey = o + (oo du? 4 By do?) .

En ce qui concerne la transformation de voisinages du troisiéme ordre on voit
facilement que

K d3y = d3x + 3(x, du? + B, de?) dx + dz +

+ ¢1xu + @22’3,, + anuu + Qlixvv + q55xuuu ) (40)
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Dy = (y1 — 3x,) du? — 3By du dv? 4+ (b — b+ fy,) de®,
D, = y, du® — 3x, du? dv + (€ — ¢+ fyy — 3B,) dv®,
Py =y, du? + (d —d + fry) do?, (41)
D, =y, du? _ 4 (e — e 4 fy,) do®,
Dy = (y5 — 1) du? , + (fys — f) dv?,

et 0 ne m’intéresse pas.

Par le symbole (I'y, Iy, I';, I'y, I) je désigne la droite [z, Iz, + Iy, +
+ Lyzyy + L@y + I'sZy], au liew de (I, T,,0,0,0), jécris simplement
(Fb FZ)

La transformation .
(du, dv) - (Dy, By, By, D,, D) = (D) (42)

sera appelée transformation K-linéarisante, () est la droite K-linéarisante de la
tangente (du, dv). La tangente (du, dv) sera appelée K-caractéristique s’il existe
un nombre ! tel que

O, =1ldu, P, =1dv, &3 =@, = ;= 0; (43)
Si on a en plus
0, =0, =0; =D, =P; =0, (44)
alors (du, dv) est la tangente K-principale. :

Je n’expose pas de propriétés simples des transformations K-linéarisantes, ou
des tangentes K-caractéristiques et K-principales relatives a 1’élévation de
T’ordre du contact des courbes correspondantes Ky et Cy, car elles se transporte
textuellement de la théorie des transformations linéarisantes de correspon-
dances entre des espaces entiers, crée par M. CECH.

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites K-linéarisantes de
toutes les tangentes soient situées dans ’espace osculateur de la surface au
point z(u,, vy) est exprinée par

ys=1, (45)
f=1. (46)

La condition nécessaire et suffisante pour que les droites K-linéarisantes de
toutes les tangentes soient situées dans le plan tangent & la surface au point
x(uy, vy) est qu’on ait, outre (45) et (46), encore

ys=7a=0, (47)

d=d, e=e. (48)
Dans ce cas-13, 'équation des droites K-linéarisantes se présente sous la forme
de - . : : :

@, dv-= D, du,
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ou bien encore
yodut —y,dudtdv + (¢ —c + fy,) dudvd — (B — b + fy,) det = 0. (49)

La condition nécessaire et suffisante pour que chaque tangente soit K-ca-
ractéristique est que 'on ait (45) —(48) et en plus

y1=7y,=0, (50)
b=b,c=c. (51)

La condition nécessaire et suffisante pour que toute tangente soit K-princi-

pale est que I'on ait (45) —(48), (50), (51) et en outre
ag=Pp=0. (52)

7. 'Soient données deux surfaces générales F par les systémes (30) et (31)
respectivement. Je dis que les deux surfaces sont en déformation projective Cy;,
(h < k; si b =k, j’écris C,, tout simplement), s’il existe entre leurs points une
correspondance biunivoque pouvant étre exprimée par les relations

u = u(u, v), v = (U, v) (53)
et telle que pour chaque couple de valeurs des parameétres u = u,, v = v, il
existe une homographie K réalisant un contact analytique d’ordre % et un con-
tact géométrique d’ordre k entre les courbes Ky et Cy passant par le point
(U, Vy)-

De ce qui précede on voit clairement que toutes deux surfaces F sont en
déformation projective d’ordre 2: C,, ou Cy,. Il suffit pour cela de mettre & la
place des équations (63) les équations (32) et le role de ’homographie signalée
est joué par example par I’homographie osculatrice (36).

Un probléme quin’est pas banal est celui des déformations projectives d’ordre
3. Il y a trois espéces de déformation de cet ordre: C;, C,5, C;5. C'est un des
problémes fondamentaux de la théorie des déformations projectives que de
déterminer toutes les surfaces déformables de fagon non banale, c’est-a-dire les
surfaces telles que toutes les surfaces qui sont en déformation projective (d’une
certaine espéce) avec la surface donnée sans étre homographiques avec elle.

En me bornaut an cas des déformations projectives C;, je ne résoudrai que le
probléme de déformabilité des surfaces Fy. Or, il s’ensuit immédiatement de ce
qui précéde que ce probléme est équivalent & ’étude de la correspondance C,,.

Ce qui est trés important, c’est que foutes les surfaces qui sont en déformation
projective C, avec une surface satisfaisant & (1), satisfont elles-aussi & cette
équation. Je ne le déduis pas iei, car ce fait découle directement des raisonne-
ments contenus dans excellent travail de M. A. TERRACINI, Nuove ricerche
sull'incidenza di piani infinitamente vicini (At della Reale Academia delle
Scienze di Torino, Vol. 73, 1937-38-XVI) ou lauteur se sert pour la déter-
mination de la surface d’un systéme différent d’équations différentielles. Dans
sa notation on a

Yu = M2, 2, = NY (54)
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et alors
m )
. . ) 5
Yuo = = Yu + MY (55)

Pour deux surfaces (y) et (y) en déformation projective on a en particulier
m = m, n = n, d’ou s’ensuit directement ce que j’ai affirmé ci-dessus.

11 est évident que, dans le cas d’une déformation projective C; de deux sur-
faces, les réseaux conjugués des deux surfaces se correspondent mutuellement.
Mais ceci me permet justement d’appliquer la théorie des transformations
K-linéarisantes développée ci-dessus.

8. Dans ce paragraphe je résous le probleme que voici: Une surface F, étant
donné par le systéme

. Zyy =0,
Loy = A + bz, + cx, + dxy, + Xy + [Ty (586)
(f +0),

il s’agit de savoir quand il existe des surfaces F o, non homographiques avec la
surface (56) (relativement & la correspondance donnée), quz sotent en déformation
projective C, aveela surface (55). En vertu de (46), (48) et (51) on trouve qu’une
telle surface doit étre la solution d’un systéme de la forme

Zyp = 0,
wi’u - ax + bm’ll + Cx’l) + dxllvn + ex?}?? + fxuuu (57)
ol @ = a(u, v) est une fonction satisfaisant avec les fonctions b, ..., f aux con-

ditions d’intégrabilité. Le probléme de trouver toutes les déformations de la surface
(56) est donc équivalent & celui de trouver toutes les fonctions a = a(u, v) satis-
fatsant au systéme (28), (29), les fonctions b, ¢, d, e, | étant données. La fonction a
n’est contenue que dans les équations (28,_,); les équations (28, ;) étant satis-
faites en vertu de 'existence de la surface (56). Je donne aux équations (28,_,) la
forme suivante

Ay — Py -+ €0 = >
a, —gpa +A =0, (58)-
a, +B =0
ou
A =by,, -+ be, —b,p,
B = Cup + €&y — Cufp - (59)
De (58,,,) on a
Ay = — B —e,a,

de (58,,3) on a
auv:q)ua+q)au _Au:(pua _‘PB _‘Au

et de (58;)
Ay, = — B

uv v
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de fagon que les conditions d’intégrabilité du systéme (58) relativement & la
fonction inconnue @ sont

(pu +e)a —A4,=0,

e + @B — B, =0. (60)

Deux cas peuvent se présenter:

I. Les équations (60) ne sont pas satisfaites identiquement (en a). Alors il
existe une et une seule fonction a satisfaisant au systéme (28), (29) et la surface
(56) est indéformable.

II. Les équations (60) sont satisfaites identiquement (en a). Alors le systéme
(58) est complétement intégrable et les fonctions a(u, v) qui en sont la solution
dépendent d’un parametre. Ainsi done:

Une surface (56) pour laquelle on a
e, =0, 9,=0 4,=0, pB — B, =0 (61)

est déformable d’une infinité (o) de facons. Le probléme de déterminer toutes
les surfaces déformables (et cela nécessairement d’une infinité co! de facons) se
réduit donc au probleme de I'intégration du systéme (28), (29), (59), (61). Je
m’intéresserai a ce probléme au paragraphe suivant.

9. Je mets le systéeme en question sous la forme suivante tout en utilisant
déja (61,):

Qyy = A9 ,
bu'v"'_av:(a"‘l_bu)’py
Cup + Ay = Cup
duv+bv:(b+du)q)7
c, =0,
fuv+dv:(d+fu)(py
e, =0, (62)
(pu:O,
AuZO)
(pB—Bv:():
S
A:buv'_'bu(p:
B=c, —cp.

Supposons, dans la suite, qu’on ait comme auparavant U; = U,(u), U, = U,(u),
V,=V,@),V; = V). De (62;,,) il s’ensuit aussitot

, (63)
(64)

I
~

)

C
e

I
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En partant de (625,11) on a

fo _ —
’f“ =& logf =TV,
et
f = ﬁlv4 +0 (65)
ot V, = exp ([V; dv). J’obtiens donc
R ) (66)
@ 7.
De (623) il s’ensuit que
a7, (67)

De (61,) et (66) j’obtiens
(bu + @) Vs — (b, + ) V5 =0

ce qui donne

bta_p,
Va
et
b=UJ, —Vau+7, (68)
ou U, = [U, du. Semblablement on déduit de (62) que
fu j‘_d_ — 175
Va
et L
d=UV, —-UV,=U,. (69)

Les fonctions a, b, ¢, d, e, f sont définies de telle sorte qu’elles satisfont aux
équations (62,;547,5). BEn substituant dans le reste équations j’obtiens de
nouvelles relations qui existent entre les fonctions U, et V,. Les équations
(621:9,10) étant satisfaites identiquement la seule condition qui puisse étre tirée
de (62) sera donnée par (62,) qui peut étre mise sous la forme de

é%(v“%i‘):o. (70)
On a done
Ve %4V5u — oo
ol ¢, et ¢, sont constantes. Mais de 14 on peut déduire que
V,=c¢V,
Ve = eV,
et 'on a
a=qV,, (71)
b=UJV, — eV gu + ¢V, = [77174 . k (72)
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En partant de (71), (72), (63), (69), (65), (66) j’obtiens aprés un changement de
notation

k=c,
V1 = 74, V2 = I_/la V3 = I772 > (73)
U,=0U0, U,=0U0, Uy="0,,
a=1kV, b=UV, ¢=7V,, (74)
d=UV, e="V, [ =UV,+0.

En comparant le résultat obtenu avec (23) je peux le formuler définitevement
de la fagon que voici:

L’ensemble des surfaces F, peut étre décomposé en classes disjointes de la ma-
niére swivante: deux surfaces qui sont en déformation projective C, appartiennent &
la méme classe. Chaque classe contient ou bien une seule ou bien o' de surfaces qui
ne sont pas homographiques relativement & la correspondance donnée. Dans toute
classe contenant oo de surfaces, il existe une et une seule surface dont toutes les
pseudonormales passent par un point fixe (pour k = 0), toutes les autres surfaces
sont précisément les surfaces F,. De Uautre cdté, toute surface F, est déformable
projectivement et appartient a une certaine classe contenant plus d’une surface.
Les surfaces F, dépendent alors de six fonctions d’une variable.

Peswonme

I[TPOEKTUBHOE U3I'MBAHUE HEKOTOPBIX
I[IOBEPXHOCTEN C COIPSIKEHHO! CETBHIO

AJIOUC HIBEIL (Alois Svec), Ipara.
(ITocrynmio B pegaxumio 12/VII 1955 r.)

Muolo paccmarpuBaerest IpoekTnBHoe nsrnbanue 3-ro nopsaaka (Cg min Cyg)
Tex mosepxuocrell Fy B S5 KOTOpHE NMEBT eMHCTBEHHYIO COTDMEHHYIO
CeTh, 3-CJION ACUMIITOTHK Y,3, U 06e mepBere Tpancopmarnmu Jlamiaca KOTOpHX
BHIPOKJIAIOTCA B KPUBEIE.

THHaH IIOBEPXHOCTH 3a/iaHa CHCTEeMOii
Lyy = 0,
Lypy = AT + bxu +c Z, + dxuu + €%y + fxuuu ) (5)
(f #9)

BEIIIOJIHAIOIIEN yca0BUA UHTerpupyemoctu (28) + (29). Ilpm NPOEKTUBHCM
nsruGaHun 3-ro HOPAAKA IOBepXHOCTH (5) mepeiijleT B IMOBEPXHOCTH TOIO Ke
THIIA, P 4eM COIpAKEeHHbIe ceTu nepeiinyT APYT B Apyra. Byper yeranosieso,
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9TO MPOeKTUBHO u3rubaeMbMu (o0AzarTennno ool crmocobamn, Kak y°Ke, BIpO-
ueM, 6bit0 ycranossieno A. Teppanunu B 1938 I.) ABIAIOTCA UMEHHO Te
noBepXHOCTH TUla (5); KOTOPbie ABIAIOTCA pelIeHIeM BIIOJHE HHTEerpHpYeMoil
CUCTEMBI
Loy = 0 )
— TV . J 7
'x'vvv - ]Lle + UlI l‘ru + I’ZT'U + l]lexuu + I/rsxvv + USI 1xuuu ) (23)
k=const, U,=U;u), V,=V,v), UV, £0.

Bee msruGanusa nosepxnoctu (23) s royvalo TakuM 00pasoM, 9TO k IpUHU-
MaeT 3HAUEHIIA . BeeX AeiiCTBUTENBHBIX YHCeT.

MoskHo yrasaTh UHTepecHOe IreoMeTpideckoe CBOMCTBO ToBepxHOCTelt (23),
s woropux k = 0. IlceBmoHopMasiplo A HA30BY NPAMYIO, ABJIAIONUIYIOCA
repecedeHleM TPeTbUX CONPUKACAIONIMXCA IPOCTPAHCTB 00eMX KpPUBBIX CO-
IpsseHHoil cetu, mpoxoxAmux uepes Touky x. IlceBmomopmMasu B TOUKAxX
J1060if ®KpuBoil noBepxHocTu Fy 00pasyIorT orpejie/eHHYI0 JINHEeHYaTy 10 MTOBepX-
nocrb. IloBepxmocrsio F;, A Ha3oBY Kamk[qyi0 noBepxHOCTH F mis KoTopoit
BEIIIEYKABAHHBIC JUHelYaThie MOBEPXHOCTH [ICEBIOHOpPMAaJIell BROJIb J000M
KPHUBOIi conpAmeHHoil ceTu 00pasylOT KOHYC. %-KPUBOIl s Ha30BYy KpPUBYIO
v = const conpAKeHHoil ceTn, #-TOYROI — BepIIMHY KOHYca IceBJoHOpMAaJIeil
1OBepXHOCTN I BIOJIb U-KPUBOIl, %-JarIacoBoil TOYKOM — BepIINHY KOHYCA
KacaTeJIbHBIX K ¥-KPUBBHM B ToukaxX u-kpurcit. IloBepxmocrsio F, aBusercsa
moBepxHocTh F |, ofnanamomas caeylonuMI ¢cBORCTBAMM: TIYCTh U-TOUKM AJIA
BCeX u-KpUBBIX 00pasyloT ompejesennyio Kpusyko y. Jo6oil u-kpusoit coor-
BeTCTBYeT onpefeneHHas u-rouka X = X(v) n u-NamnacoBa TOUKA &, = Z,(v).
Teneps s Tpedyio, YT00B! 1A KAMKAOT0 ¥ = ¥ KacaTeJbHAsA K KPUBOil y B TOUKe
X(v,) mpoxoguiia gepes COOTBETCTBYIONIYIO %-JAIJIACOBY TOURY k,(v,); 1momo0-
HOe TOJI0keHlie TyCTh HacTaHeT U IPU 3aMeHe % 1 V.

Hosepxuocru (23), A7 KOTOPHX k = 0, ABIAIOTCA KaK pas IHOBEPXHOCTAMIE
F,. [lampHeiimme reoMeTpudecKne cBolicTBa moBepxHocteit (23) (u mus k = 0)
GyayT obHapysensl B apyroii pafore, B KoTopoil Gymer paccMaTpHBAaTBHCS
HpOEKTUBHOE M3rubanue 3-ro MOPAJKA MOBEPXHOCTEH OOI[ero BUA ¢ COIPH-
#eHHoil cerpio B Sy.
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