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Yexocaopanknii MmareMaTnuecknii mypraia, T. 6 (81) 19566, Ipara.

SUR QUELQUES PROBLEMES ARITHMETIQUES DE LA THEORIE
DES NOMBRES ORDINAUX |

WACLAW STERPINSKI, Varsovie.

Conferenue faite le 2 septembre 1955 au Congres des ma,thema,tlelens tchecoslovaques
a Pra,gue

I1 se pose d’'une facon tout & fait naturelle le probléme si les théorémes con-
nus de la théorie des nombres subsistent pour les nombres ordinaux transfinis,
respectivement comment ces théorémes doivent étre modifiés. Pour certains
théoremes les réponses a ces problemes sont bien connues, pour plusieurs
autres I’étude est facile, mais il y en a pour lesquels I’étude est difficile et méme
la réponse est inconnue. Je donnerai ici quelques exemples. On sait bien les-
quels parmi les nombres ordinaux transfinis sont premiers, ¢’est-a-dire ne sont
pas produits de deux nombres ordinaux plus petits que eux-mémes (ce sont, et

seulement, les nombres wé 4+ 1 et c'uwf ou & est un nombre ordinal quelconque
> 0 pour les nombres de 1™ espéce et > 0 pour les nombres de seconde espéce),
et on sait que tout nombre ordinal tmnsﬁm est un produit d’un nombres fini
“de nombres premiers, ce développement n’étant pas d’ailleurs en général uni-
que (puisque, par exemple, ww —w.2. 0o=w0w.2.5. o= (o + 1) w). On
sait aussi sous quelques conditions (imposées a la succession des facteurs) le
développement de nombres ordinaux en facteurs premiers est unique.

I1 existe parmi les nombres ordinaux transfinis une infinité de paires de nom-
bres successifs qui sont premiers : ce sont (et seulement) les paires des nombres
0 et " -+ 1, ou & est un nombre ordinal quelconque > 0.

I1 existe une infinité de nombres ordinaux transfinis qui ne sont pas de som-
mes d’un nombre fini de nombres ordma,ux premiers: le plus petnﬁ d’entre

eux est le nombre o2

Le postulat de Bertmnd (théoréme de Tchébycheff) ne subsiste pas pour
les nombres ordinaux transfinis: par exemple entre les nombres w -+ 1 et
2(w 4+ 1) = w + 2, ni entre les nombres w +1et (w+1).2=w .24 1l nese
trouve aucun nombre ordinal premier. On démontre sans peine que pour qu’'un
nombre ordinal soit premier, il faut et il suffit qu’il a deux et seulement deux
diviseurs droits. Pour les nombres ordinaux de 1™ espece on peut y remplacer
les diviseurs droits par les diviseurs gauches. Or, tout nombre ordinal de seconde
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espece a une infinité de diviseurs gauches. 1l n’est pas difficile de trouver tous
les nombres ordinaux transfinis ayant précisément trois diviseurs gauches: ce
sont, et seulement, les nombres de 1" espece qui sont produits de deux facteurs
premiers (distincts ou non) dont un peut étre fini. Plus compliquée est la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre ordinal transfini ait
précisément trois diviseurs droits. C’est la condition que ce nombre soit pro-
duit de deux facteurs premiers ot ou bien le second facteur est un nombre de 1™
espece (fini ou transfini), ou bien tous les deux facteurs sont de seconde espece
et le premier facteur n’est pas plus petit que le deuxieme.

On démontre sans peine que tout nombre ordinal de 1™ espece a au plus
un diviseur gauche qui est un nombre premier transfini. (Pour les nombres
de seconde espece ce n’est pas vrai: par exemple le nombre premier w® a une
infinité de diviseurs gauches qui sont des nombres premiers transfinis, notam-
ment les nombres w et w* + 1, oun =1, 2, ...) On prouve facilement que si «
est un nombre ordinal transfini, le nombre x 4 « n’est pas divisible & droite
par «.

On démontre sans peine que pour qu'un nombre ordinal transfini de la forme
2« 4 1 soit premier, il faut et il suffit que « soit un nombre ordinal de seconde
espece. 1l en résulte facilement que tous les nombres de Fermat F, = 22 | 1,
dont l'indice & est un nombre ordinal transfini, sont premiers. (Comme on
sait, pour les entiers « tels que 0 < » < 4 les nombres F, sont premiers et
on ne connait aucun autre nombre F, fini premier; pour 5 < x < 12 les nom-
bres F, sont reconnus composés; quant au nombres F';; et F,,, on ne sait pas
s’ils sont premiers ou non; les nombres /' et F;; sont composés. Les plus grand
nombre F', fini dont on sait qu’il est composé est F,;.)

On démontre que m et n étant des nombres naturels et x et 5 les nombres
ordinaux, I’égalité &8 = fx équivaut a I’égalité xmpr = pra™. (Pour les types
ordinaux l’égalité «ff = Bx entraine 'égalité x2(42 = f%x2, mais je ne sais pas
s’1l en est aussi inversement). |

Le grand théoréme de Fermat est faux pour les nombres ordinaux transfinis:
en effet, vu qu'on a pour tout nombre ordinal A de seconde espece et pour
k et n naturels, (Ak)" = A"k, on a pour tout nombre ordinal A de seconde espéce
A"+ (4. 2)" = (4. 3)". 1l existe donc trois nombres ordinaux distincts «, 5, y
aussi grand que l'on veut et tels que «™ 4 f» = 9" pour n =1, 2, ...1). On
démontre aussi sans peine qu’il existe trois nombres ordinaux distincts aussi
grand que 'on veut «, §§ et y, tels que chaque somme &2 + §2, a2 4 2, 2 | 5?2
et «? 4 f% 4 p2 est un carré: tels sont, par exemple, les nombres « = 4,
P=21.2, y=74.3:0onaici &+ f2=(1.3)% a4 2= (1.4)2 2+ 2=
= (A.5)% a® + 2 + y* = (1. 6)2

1) Cf. ma note parue dans Fundamenta Mathematicae 37 (1950), p. 201—205, ou je
m’occupe aussi du grand théoréeme de Fermat pour les exposants transfinis.
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D’aprés un théoréeme de D. PompEIU, pour qu’un nombre naturel n soit
composé, il faut et il suffit que » soit une somme de 4 nombres naturels, n =
—=a + b+ ¢+ d, ou ad = be. Ce théoreme n’est pas vrai pour les nombres
ordinaux transfinis. J’ai montré comment ce théoreme devrait étre modifié
pour les nombres ordinaux transfinis.?)

On démontre sans peine que tous les systemes de nombres ordinaux posi-
tifs et ntels que £2. 2 =n2sont & = A, n = 4. 2, ou 4 est un nombre ordinal
de seconde espece quelconque. |

En utilisant les formes canoniques des nombres ordinaux on peut démontrer
que ’équation £2 = »® 4+ 1 n’a pas de solutions en nombres transfinis & et 7.
Or, ’équation &2 = 1 + #»® a une infinité de solutions en nombres transfinis
& et n: outre les solutions triviales § = 73, » = 2, ou 7 est un nombre ordinal
transfini quelconque, elle a, par exemple les solutions

s

s = wS‘n _+_ w’n+1 , n = 0)2” + o

oun = 1, 2, ..., ainsi que les solutions

E

¢

F=w¥ f o 240", 242, p=odon.24+ 2.
Pour les nombres transfinis & et  I’équation £€2 = 1 - #3 équivaut & 1’équation

f.ﬁzm?’]?’-

o

Kin tant que je sais, on ne connait pas toutes les solutions de cette équation en
nombres transfini & et #. Il ne serait pas difficile de trouver toutes les solutions
de cette équation en nombres transfinis & et 1 de seconde espece, mais le proble-
me de trouver toutes les solutions de cette équation en nombres transfinis de
premiere espece me semble difficile.

2} Voir ma communication parue dans les Comptes rendus des séances de la Classe 111
de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, Année XLIII (séance du 24 {é-
vrier 1950).

Peswowme

O HEROTOPBIN APMOMETHUYECKRN X HPOBJIEMANX TEOPUW
HOPHIIROBBIN YNCEJ]

BAIJIAB CEPHMNHCKUN, (Waclaw Sierpitiski), Bapmasna.
[ipounrano na IV cbesje yexocaoBankux marematurkos B Ilpare, 2 cenrsadpsa 1955/r,

B coobuienuu npuBOIMTCSE HECKOJIBKO 1HPAMEPOB, B KOTOPBLIX HCCIICAYyeTcA
¢clIpaBe;INBOCTL WJKM HecupaBeUIMBOCTH HEKOTOPBIX TeopeM, H3BECTHBLIX N3
TEOPUU Yucesl n CPOPMYIIMPOBAHHBIX ISt TPAHCPUHNTHBIX TOPAKOBBIX UHCET.
Pazbupaiorcst BOHPochb pasyioskeHmnsi HA 1POCThle Yncesa, CYHICCTBOBAHUS Jle-
JUTeJIed, paclpejlesieHuss HPOCThIX uMces, HeeJeAYITes 00Jabmasd TeopeMma
(Depma, Teopema [lomueny u ap.
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